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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una op@b&mipo 2.
GRUPO 1

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependientes del parametro eeal
Xx+y-az=0

y resuélvelo en los casos en que es compatible:+ ay+az=2a+1
X+ y+(a3 —2a)z=a—1

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesntes:

1 1 -a 1 1 -a 0
M=-1 a a M= -1 a a 2a+1].
1 1 a*-2a 1 1 a*-2a a-1

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

1 1 -a 1 1 -1
IM|=|-1a a |[=a-|-1a 1 :a-[a(a2—2)+1+1+a—1+(a2—2)]:
1 1 a’°-2a 1 1 a*-2

=a(a3 -2a+a+l+a’ —2):a(a3 +a’ —a—1):o — a,=0

Resolviendo por Ruffini la ecuacid’ +a* -a-1=0, se obtienen las raices si-
guientesia, =a,=-1y a, =1.

azo0
Para{a# -1 = Rango M =RangoM'=3=n° incog = Compatible deter minado
azl
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1 10 O 1 1 0
Para a=0 = M'=|-1 0 0 1| = Equivalene a M'=|-1 0 1| = RangoM' =

1 10 -1 1 1 -1
1 1 0
= |/-1 0 1|=1-1-1=-1#0 = RangoM'=3
1 1 -1

Paraa=0= RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilbe

1 1 1
M=|-1 -1 -1| = {C,=C,=C,} = RangoM =1
1 1 1
Para a=-1 =
1 1 1 0
M'=|-1 -1 -1 -1| = {C,=C,=C,} = RangoM'=2
1 1 1 -2

Paraa=-1= RangoM =1 ;; RangoM'=2 = Incompatilte

1 1-10
Para a=1 = M's|-1 1 1 3| = {F,=F,} = RangoM'=2
1 1-10

Paraa=1= RangoM =RangoM'=2<n° inc6g = Compatible Indeterminado

az0
Resolvemos para el caso {de#1 ;, compatible determinado, mediante la Regla
az-1
de Cramer:
0 1 -a 0 1 -1
2a+l a a a-l2a+l a 1
(olasl 1 a’-2a| _ a-1 1 a*-2| (a-1)-(2a+1)+ ala-1)- (2a +1)(a’ —2):
ala’ +a* -a-1) ala-1)a+1) (a-1fa+1y
_a-1-2a-1+a’-a-(2a-4a+a’-2)_a’-2a-2-2a°-a’+4a+2_ -2a°+2a _
(a-1fa+1y (a-1fa+1’ (a-1fa+1y

_ —2a(a2 —1) _ ~2ala+1)a-1) _ —2a _
(a-1)a+1?® (a-1a+1?® (a+1)




1 0 -a 1 0 -1

-1 2a+l1 a a-|-1 2a+1 1
y= 1 a-1 a'-2a]_ |1 a-1 a’-2 :@a+g@?—2%{a<D+@a+ﬂ—(a—Q:
ala® +a?-a-1) ala-1)a+1)’ (a-1)(a+1)

Zf—4a+a2—2+a—1+2a+1—a+1:Zf+a2—2a—1:@r4Xa+ﬂ@a+D_2a+1:

(a-1)fa+1 (a-1fa+1)’ (a-df@+y)” a2+l
1 1 0
-1 a 2a+l
- 1 1 a-1 :da—D+@a+ﬂ—@a+ﬂ+@—ﬂ:zf—a+a—1: a’-1
aa’ +a’ -a-1) ala-1)a+1)’ aa-1a+1)’ aa-1)a+1)
__(a+t)fa-1) _ 1

V4

Tda-1)ar1) da+l)

Resolvemos para el caso de a = 1: compatibleandetado. El sistema resulta
X+y-z=0
. . X+y-2z=0
-x+y+z=3, equivalente al sistema }

—x+y+z=3]"
Xx+y-z=0

Parametrizando una de las incognitas, por ejemplo, resulta:

X+y=A
-X+y=3-A4

,;x:A—y:A—§:—§+A:x
2 2

N W

} = 2y=3;; y=

gatd

>~ Nlw

Solucion para a=1 = vy

N
I
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x+2:y—1:z+2
-2
les con los puntos P(1, 3, -2) y Q(3, 1, 0).

2°) Encuentra el punto de la recta que forma un triangulo isdsce-

Este problema, en teoria, tiene varias interpiatas, dependiendo de las distan-
cias de los puntos Py Q a r y de la distanciaad?ty Q.

La distancia entre los puntos es:

PO=\[o-17 + (-3 +(0+2F =2 +27+2° =13=P0Q

La distancia de un punto P a la recta r se detard@hmodo siguiente:

X=-2+A
La recta r por unas ecuaciones paramétricasseg=1-21 y un punto genérico
z=-2+/

de lamisma eq\(-2+4, 1-21, -2+ ).

—

Un punto y un vector directorde rsm(-2 1, -2) y v =(1 -2, ).

Teniendo en cuenta qus=d ‘V‘ y que
también puede ses:‘VDW", se deduce que la

o v OMP|
distancia esd(N, r):‘T :
V]

MP=P-M=(1 3 -2)-(-2 1 -2)=(3 2 0)=MP

'V'F’DV‘ -2 1| _|2i-6k-2k-3j| |2 -3]-8k| 22 +3? +8?
d(P,r = . = 5 > = = - =
‘v‘ J12 + (-2 +1 J6 J6 J6

=—Ai/_?64:\/§:\/1283:d(P, r)>PQ

La distancia del punto Q a la recta r es la sigaien

Teniendo en cuenta qué=d ‘V‘ y que también puede ssr:‘v DWj‘, se



N v OMg|
deduce que la distancia exQ, r):ﬁ :
\"

MQ=Q-M=(3 1 0)-(-2 1 -2)=(5 0, 2)=MQ

i ] k
. 5 0 2
4(Q, r)= 'V'QDV‘_ 1 -2 1| |2j-10k+4i-5j| |4i-3j-10k| 4> +32+10° _
| ‘V V12 +(-2)? +22 J6 J6 J6

_J16+9+100 _ [125

J6 6

La Unica solucién posible es gae=QA

V2083=d(Q, r)>PQ

PA=QA

PA={(-2+1-17 +(1-24-3)+(-2+1+2)? =J(A -3 + (20 -2)? + 2* =

=JA2 =61 +9+4)2 +81 +4+ A% =612 + 21 +13= PA

QA=\(-2+ -3 +(1-24-2)+(-2+1-072 =} -5 +(-20)? + (A -2)* =

=2 =100 + 25+ 412 + )2 —4) + 4 =/61% -141 +29=QA

PQ=PA = v612 +21+13=/64> =141 +29 :: 21 +13=-1441+29 :: 161=16 ;; A=1

El punto de la recta es A(-1, -1, -1).
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OPCION B

1°) Dada la matrizA= (i B 7} , calcula Ry A%,

neon.ac[2 TT) (2 ST\_(4-7 -14w2D) (-3 T)_
1 -3/ (1 -3) (2-3 -7+9) (-1 2

poopr a3 T) (2 ST)_(-6+7 21-2n) (1 0)_
-1 2) (1 -3) (-2+2 7-6) (0 1

Teniendo en cuenta qué A |, la potencia n-ésima de A es equivalente pola
tencia de A cuyo exponente es el resto de la divide n entre tres.

En general: A=A’ = n|3.
C

©

En el caso que nos ocupa es> 59 % = A¥=A?
Z

A = A2 = -3 7
-1 2
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2°) Halla la ecuacion continua de la recta r queparpendicular comun a las rectas

= X+3y—-z+8=0 yr _X_y+t2_2z-5
YUx+4y-2z+12=0" * 1 1 -2

La expresion de la rectapor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

X+3y-z+8=0 X+3y=-8+ A1 -Xx—-3y=8-A1
r, = = z2=A = = y=—4+] ;;
X+4y—-2z+12=0 X+4y=-12+2A X+4y=-12+2A B—
X=4-2A
X=-8+A-3y=-8+A+12-31=4-2A=X = r =qy=-4+/
z=A

El procedimiento para hallar la ecuacion de ldarecse refleja en el grafico si-
guiente.

1.- Determinamos los puntesir, y BOr,: A(4,-4,0)y B(0, -2, 5).

2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas(- 2,1 1) y v, =(1 1 -2).

3.- Obtenemos un vectow , perpendicular a;, y v,, que es cualquier vector que sea
linealmente dependiente del producto vectoriakde v, :

] kK
wW=vOv,=-2 1 1|=-2i+j-2k-k-i-4j=-3-3j-3k = w=(111).
1 1 -2

4.- Determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:



X-4 y+4 z
ﬁ)— -2 1 1|=0;; (x-4)+(y+4)-2z-z-(x-4)+2(y

1 1 1

ﬂy+®—3zzo;;y+4—zzo = mEy-z+4=0

X y+2 z-5
75@;VZ,M/51 1
1 1 1

3x-3(y+2)=0;; x-(y+2)=0 = m,=x-y-2=0
La recta r pedida es la que determinan los planog 7,: r s{

La expresion continua de r se obtiene de la sigei®rma:

+4=0 X=2+/
-7 =
rz{y = Yy=A;, X=2+4;; 22441 = r=y=A1
X-y-2=0 D
z=4+ A

rEX_2=%=ZI4c)MmMénrEx—2=y:z—4
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+4)=0 ;;

-2 |=0;; x-2(y+2)+(z-5)-(z-5)+2x-(y-2)=0 ;;

y-z+4=0
X-y-2=0



GRUPQO 2

OPCION C

. . - dx dx
1°) Halla las integrales indefinidag; =(——— e |, =|———.
) 9 ! J‘x2—2x—3 2 J'x2—2x+2

_24+12 2:4

dx x2=2x-3=0:: x=

=1+2 = x=-1;; Xx,=3
2 2 =

x2 - 2x-3=(x+1)(x - 3)

_ dx _ dx _ A B ) o dx dx _ "
- I1_Ixz—2x—3_J-(x+1)(x—3)_~[(x+1+x—ff.j o A~[x+1+BJ-x—3 O

1 _ A, B _Ax-3A+Bx+B_(A+B)x+(-3A+B) _, A+B=0
x?-2x-3 x+1 x-3 x? -2x-3 x?-2x-3 -3A+B=1
A+B=0 : .

= 4A=-1}; a=-1 ' =1 o Sustituyendo éstos valores en (*):
3A-B=-1 4 4
|1:—1j I L A -t xeafJ+ e = 2L X3 e =,
47 x+1 4°x-3 4 4 | x+1

dx

+ —_—
u: xOR}; = IZ:IZ—:
XS =2Xx+1+1

dx s
l,=|5———= = {x*-2x+2=0;; x=
? J-x2—2x+2 {

dx x=1=t dt
:J’(XT)Z+1 = {dx:dt} = |2:jtz+1:arctagt+C:arctag(x—1)+C=I2
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2°) Demuestra que la funciéi{x)= L (1+ xsenx) tiene un maximo relativo en el interva-

T . ;. -
lo (E’ nj. Menciona los resultados tedricos que utilices.

La condicion necesaria para que una funcion temga&xtremo relativo en un
senXx+ XCos X

unto es gue su derivada se anule para ese puiintO=
p q P purso 1+ XSeNnX

La funcion f(x) es continua en su dominio, queRespor lo cual es continua y
derivable en cualquier intervalo considerado, pocual le es aplicable el Teorema de
Bolzano, que dice que: “si una funcién f es corgien un intervalo cerrado [a, b] y en
los extremos de éste toma valores de distinto sigmtmnces existe al menos un valor
cO(a, b) tal que f(c)=0".

senx+ XCcos X

Aplicando el Teorema de Bolzano a la funcidix) = en el interva-
1+ xsenx
lo (7—7, ﬂj:
2
LA/ n + 7,
f,(Lzr)zsenz 3 c032:1 3 0= 1_ 2 >0
1+7 -sen? 1+2-1 &7 2+nm
, senx+ Xcos X
f'(x) =
1+ xsenx
, sent+m-cost_0+m-(-1) _-nm
f'(n) = = = =—-71<0
1+m-senm 1+m-0 1

Lo anterior demuestra que la funcion f(x) tieneeMtremo relativo en el intervalo

(%T nj. Considerando la continuidad de la funcion y teddéeen cuenta que la deriva-

da es positiva par&=g (funcién creciente) y negativa paxa n (funcién decrecien-

te), necesariamente la funcion f(x)

Tiene un maximo relativo en el intervalo (g, 77), c.q.d.
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OPCION D

1°) Demuestra que la derivada de la funci‘t’(n):\/ser(g 3) se anula en algun

punto del interval{o, gj Menciona los resultados tedricos que utilices.

f(x) =\/ser(7zT -Bse”xj = Jsenu=+z

_u'-cosu

2,/senu -

Zl
f'iX)=—= = z=senu ;; Z=u'-cosu = f'(x
(=7 )
]T senx . . u' .
= u:Z-3 o Lu=Lm-L4+senx-L3;; —=0-0+L3-cosx ;;
u

L
u=u-L3- cosng -3 L L 3 cosxzﬂT3 - 3% . cosx=Uu'

Z=u'-cosu= 77Ls3 .3 . cosx | - cod 7F . 3o _7TL3 .3%™ . cosx - cog 2L - 3™ | =7
4 4 4 4

”:3 -3%™ . cos X - CO’{Z -35‘9”*] m-L3-3%. cosx - co{ﬂ -35‘9”*]

f'(x)= _ 4 ~ ()
2\/ser(z 3j o \/36,.(2 3j

La funcion f'(x) es continua en R, por consiguielg@s aplicable el Teorema de
Bolzano en cualquier intervalo considerado.

El Teorema de Bolzano dice que: “si una funciéa €entinua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valdeedistinto signo, entonces existe al
menos un valoc(a, b) tal quef(c)=0".

Aplicando el Teorema del Bolzano a la funcion féx) el intervalc{o, gj

77-L3-3se”°-coso-co{z-356"0) n-L3-§-1-co{” 3°j T-L3-cost

f'(0)= = 4

- 4
8 ser(”-:%senoj 8 ser(ﬂ-3°j 8./sen’””
4 4 Vs




LS 432 m-L32 m-L3_
= = = = =£'(0)>0
o [V2 6 V2 1842 842
2 V2
7T-L3-3se“g-cos’;-cos(n-:%se”gj 7L 3-3.0-cos

2

debemos concluir que la funcion f'(x) cumple loguisitos del Teorema de Bolzano en

., . li
La expresionf'(z)=0" debe interpretarse que IT”)_ f'(x)=0" <0, con lo que

el intervalo(o, gj y en consecuencia:

La funcion f'(x) se anula al menosuna vez en el intervalo (O, g), c.g.d.
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2°) Sabemos que las funcione&) = 7x - x* y g(x)=senx se cortan sélo en dos puntos.

Encuentra esos dos puntos y calcula el area degiarr del plano encerrada entre las
gréficas de f(x) y g(x).

Los puntos de corte de las funciones se hallda @gialacion de sus ecuaciones:

f(x)=g(x) = x-x*=senx ;; x* -7k+senx=0 = x,=0 ;; X, =77.

Los puntos de corte de las funciones son O(0, &)y 0).

El punto maximo de la parabola concdua f(x) =& - x* es el siguiente:

2
f'(x)=m-2x=0 ;; x=20157 . f(g):n-z—(zj —i—i—iDZM: B( 157, 247).
2 2 \2 2 4 4 E—

La representacion gréafica, aproximada, de laaibmees la siguiente:

A\(
B f(x) = mx — x2

\

Xy

Como puede observarse, todas las ordenadas amdésptes a la funcion f(x)

son iguales o mayores que las correspondientegatds de la funcion g(x) en el inter-
valo correspondiente al area a calcular.

S:jz[f(x) g(x)] - dx= J'[(m x?)- senx] dx = J'(nx X? - senx) - dx{%z—xg+cosxr:

(77 5 EJ,COS,TJ (Coso)_g_i_l_1:3ﬂ3—26n3—12=nf'ngDSlOé—lZ:

:—: 2=9
6 - =
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