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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una op@b@ipo 2.
GRUPO 1

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacionealénalependientes del parametro real a
X—-y-z=0

y resuélvelo en los casos en que sea compat b<|ev>:(a2 - a—1)y =-1
x+(@-a-1y+(a-2)z=1-a’

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:

1 -1 -1 1 -1 -1 0
M=|1 a’-a-1 0 |:;; M's|1l a*-a-1 O -1
1 a’-a-1 a-2 1 a’-a-1 a-2 1-a°

Los rangos, en funcion del parametro a, de lageratanteriores son:

1 -1 -1 1 0 0
IM|=|1 a’~a-1 0 |=|1 a’-a 1 |=
1 a’-a-1 a-2| |1 a*-a a-1

a’-a 1

— _ 1 1 —
a’-a a—l_(az ? ‘1 a—l‘_

=(a?-a) - (a-1-1)=a(a-1)(a-2)=0 = a,=0;; a,=1;; a,=2

az0
Paraia#zl; = RangoM =RangoM'=3=n°incog = Compatible determinado
az?2
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1 -1 -120
Paraa=0 = M'=[1 -1 0 -1|={Cc,=-C} = RangoM'={C, C,,C,} =

1 -1-30
110
=11 0 —1:l =-3+1=-2#0 = RangoM'=3
1 -3 0
1 -1-10
Paraa=1 = M'=|1 -1 0 -1|= {F,=F,} = RangoM'=2
1 -1-10
1 -1-10
Paraa=2 = M'=|1 1 0 -1|= RangoM'=
11 0 -3
1 -1 0
={c.c,Cc}=11 1 -1/=-3+1+1-3=-4#0 = RangoM'=3
1 1 -3

Paraa=1—= Rango M =RangoM'=2<n° inc6g = Compatible Indeterminado

Para {a:z} = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilbe
az0
Resolvemos para el caso 1+, compatible determinado, mediante la Regla
az2
de Cramer:
0 -1 -1 0 0 -1
-1 a’-a-1 0 -1 a’-a-1 O | -1 a*-a-1
. 1-a®> a’-a-1 a-2| |[1-a® a’-2a+l a-2|_ |1-a® (a-2)®|_
a(a - 1)(a - 2) a(a - 1)(a - 2) a(a - 1)(a - 2)

_a’-2a+l+a’-a-l-a*+a’*+a® -a*+a*+3a”-3a _ —a(a3 -a’ —3a+3)_

) aa-1)fa-2) - aa-tfa-2)  da-1fa-2)

__a*-a’-3a+3 :_(a—l)(a2 -3)_3-a’
(a-1)(a-2) (a-1)(a-2) a-2




1 O -1 1 O 0
1 -1 0 1 -1 1 -1 1
|1 1-a* a-2| |1 1-@& a—l__‘l—a2 a—l«_—a+1—1+a2_ aa-1) _ 1 _
Y da-0a-2)  aa-1@a-2) aa-)a-2) aa-1a-2) ada-1a-2) a-2 °

1 -1 ol 1 o 0
1 a’-a-1 -1| |1 a®’-a -1| |aa-1) -1] |1 -1
|1 a’-a-1 1-a°| |1 a’-a 1-a%| |ala-1) 1-a®| |1 1-a®| 1-a?+1_

Z=

aa-1)a-2) = aa-1)a-2)  ala-1a-2) a-2 a-2

Resolvemos para el caso de a = 1: compatibleandetado. El sistema resulta
X-y-z=0
. . Xx-y-2=0 . .
x-y=-1 , equivalente al S|stem)§ ye-1 } Parametrizando una de las incognitas,
x-y-z=0

por ejemploy= 1, resulta:

-v-7z=0
e }:w 5 Z=X-y=-1+A-A=-1=z
X—y=-
x=-1+A
Solucion para a=1= y=4 0A0

z=-1
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2°) Halla la ecuacion del plarm que pasa por el punto P(3, -1, 4) y es paraldés a
S5x-y+3z-4=0 ) _X+1l_y-2_z+2
2x-y+2z-1=0 Y= Ty T g

rectasr, = {

La expresion de la rectapor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

S5x-y+3z-4=0 5x—-y=4-34
r = Y = 2=4A = Y :>3x:3—2A;;x:1—2A
2x-y+z-1=0 —-2x+y=-1+A1 3
le—gA
3
4 1 1
=2X-1+A=2-—A-1+A=1--A=y = r=y=1-=-1
y 3 3 y 1=1Y 3
z=A

Los vectores directores de las rectas gon(2 1, -3) y v, =(1, 2 -3).

La ecuacion general del plamoes:

x-3 y+l1l z-4
n(P;Vl,VZ’s 2 1 -3(=0

1 2 -3
-3(x-3)+4(z-4)-3(y+1)-(z-4)+6(x-3)+6(y+1)=0 ;;

4x_3}“%y+ﬂ+3&—4):0;;X—3+y+1+z—4:0;;

T=X+y+z-6=0
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OPCION B

. 1 2 . , :
1°) Dada la matrle:(1 J, halla su inversa y Usala para encontrar la matripue

cumple A- X A=4

) .. 1 2 ) ,
Vamos a determinar la matriz inversa de- [1 J mediante el Método de

Gauss-Jordan:
1 1/0 1 0 -1/-1 1

1 0|-1 2 1 0/-1 2 4 (71 2
= :{FZH—FZ}: = A =
0 -1/-1 1 0O 111 - 1 -

Aplicando propiedades del producto de matricesexpresion A - X - A 3len
concreto, multiplicando por la izquierda y por &x&tha por A:

O N B LR B A M B RS B

AT AXAAT=AT L AT L XL, = AT AT = X =A

e e (-1 2) (-1 2)_(1+2 -2-2) (3 -4
X=A?=A Al= - = = =X
1 -1 (1 -1) (-1-1 2+1) (-2 3
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2°) Dados los puntos P(4, 2, 1) y Q(3, 3, 1), enttados dos puntos;R R,, del plano
n=x-y-2z+3=0 tales que PQRy PQR son triangulos equilateros.

Existen diversas formas de resolver este ejercW@mos a utilizar una, tal vez
no la mas escueta, pero si lo suficientemente igéiser para comprender los sucesivos
pasos que vallamos dando, ademas acompafado dafine gproximado de la situa-
cion.

El lugar geométrico de los puntos del espacioaquedistan de los puntos Py Q
determinan el plana; perpendicular al segmenf®R que pasa por su punto medio. El
plano 7z, puede obtenerse de varias formas, por ejempladmasdo el punto genérico

del espacio A(X, vy, z), tal queA=QA:

PA= x4 +[y-2 +(z-1)

= o= +(y=2F (22 =le-3F + (-9 (22

QA=1(x-3) +(y-3 +(z-1°
(x=4) +(y=2)° +(z-2)" = (x=3 +(y-3)" +(z-1) ;;

X* —8x+16+ Yy’ —4y+4=x"-6x+9+y’ -6y+9 ;; 2x-2y-2=0 = m;, =x-y-1=0

, Cuya ex-

. .. X-y—-2z+3=0
La recta r es la interseccion de los planog rz,: r { Y

x-y-1=0
presion por unas ecuaciones parameétricas puedecobéchaciendg = A :



r

X-y—-2z+3=0 X=22=-3+A| - 2z=x+3-A=1+A+3-A=4;, z=2
=
x-y-1=0 x=1+A

x=1+A
r={y=A . Un punto genérico de r es de la forr{a+ 1, 4, 2).
z=2

Como tiene que S&TR=QR=PQ:

PQ=+/(3-4) +(3-2) +(1-1 = /(-2 + (-1 +0? =41+1=+2 unid.= PO

PR= A4 +(-2F + -1 = -3 +01-2F 47 =2
N =6A+9+ 1 -4A+4+1=2 ;; 2A*°-10A+12=0 ;;: A*-54+6=0 :;

A=3= R(432)
_51\/25—24_51\/1_5113 -
2 2 2

A

A=2= R(322)
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GRUPO ?2
OPCION C
_ im Jx+1-+4/x-1 lim L.1-cosx
Yy z L(1-cosx)’

li
19) Calcula los siguientes limites:
) 9 X o +00 A[x+2 —/x-2

Ind. = Multiplicando y dividiendo por las conjugadas

00 — 00

lim  Jx+1-+/x-1 _
X - +00 \/X+2—4/X—-2

del numerador y denominador, resulta
(Vx+1-vx=1)yx+1+Vx=1fyx+2+x 2):

00 — 00

lim  Jx+1-yx-1 _ lim |
X — 400 \/X+2 -+ —2_X—»+°° (\/x+2—\/x 2)(\/x+1+\/x 1x\/x+2+\/x 2)

im [x+2)-(x-DJVxr2+vx=2)_ lim (x+1-x+D)yx+2+Vx-2)
X - +oo [(x+2)-(x 2)](\/x_+1+\/x_—1)_xa+00 (x+2—x+2)(\/x_+1+x/x_—1)_

(DIVIdIendO numeradory denominador por \/_)

A B e
"

1 lim L(1-cosx) _
2 X-7% (1 cosx)

lim Z(Jmh/x_)
X - +00 4(\/x_+1+\/x_1)

AN
(NI

(1 cosx) L
; .

lim L. 1- COSX _

X-Z L(l cosx) X—»g L(l cosx)
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2°) Halla el maximo relativo, el minimo relativolg asintota oblicua de la funcion
2
+ —_
f(X) _ X 2X—2 .
x—1

Existe un maximo relativo para los valores redes que anulan la primera deri-
vada y hacen negativa la segunda derivada y, existeinimo relativo para los valores
reales de x que anulan la primera derivada y hposttiva la segunda derivada.

£1(x)= (2x+2)(x-1) - (x* +2x - 2) 1 2% =2x+2x=2-X" =2x+2 _ X" =2x _ X{(x=2) _ £(x)

(x-1 (x-2y (-1 (-1

MX=2) _ o o) 0y o
&_gz_o,,ﬁx 2)=0 = x,=0;; x,=2

Fr(x) = (2x-2)(x-12)° —(x2 —2x)- 2(x-1 -1 _ (2x—2)(x—1)—(x2 —2x)
(x-1)° (x-1

f'(x):O =

_ 2x2—2x—2x+2—x2+2x: x2—2x+2: f"(x)
(x-1)° (x-1)°

2_
f”(x):m = f"(0)= 2 _=_2<0 = Maximo relativo para x=0

(-2

f(0)=:—i:2 = Méaximo relativo: P(0, 2)

=2>0 = Minimo relativo para x=2

=6 = Minimo relativo: Q(2, 6)

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mxsiamdo:

lim f(x) lim x?>+2x-2 lim x?+2x-2
m= —\ /= RO —_—— ___?r____.:];:rn
Xoo X X-o0o xx-1) x-0 x-x

lim lim (x?+2x-2 im x2+2x-2-x?+x |lim 3x-2
n= [£(x)-mx = 222 Cox|= = =3=n
X —» 00 X —» 0 X_l X —» 00 X_l X —» 00 X_l
., _x2+2x—2 . . . _
La funcion f(x)==—="—< tiene coma asintota oblicua la rectay = x + 3.

x-=1
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OPCION D

1°) Dada la funciénf(x):x-co{ng, demuestra que existe (L 2) al que

f'(a)=-2. Menciona los resultados tedricos que utilices.

Para resolver este ejercicio tenemos que aplickeaema del Valor Medio o de
Lagrange, que dice:

Si f es una funcién continua en [a, b] y derivadre(a, b), entonces existe al me-
_ f(b)- ()

nos un puntarO(a, b) que cumple:f'(a) —

Iy

T
- Sen— =
2

@)1 _ |y
%-se

X
=COoS— —
2

N?ﬁ N

/g

2COSIT—-COS—~ o _

= f'(a)=cos -2 . sen’™ = 2-2270_ 5-t(a)c.qd
2 2 2 2-1 1
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2°) Halla los puntos en que se cortan las funcidi(@s= x> -3x y g(x)=2x* y calcula
el area de la regidn del plano encerrada entrgrsfisas.

Los puntos de corte de las funciones son |losenges:

f(x)=x°-3x
= x3-3x=2x® : x*-2x*-3x=0::

g(x)=2x2

x{x?-2x-3)=0 ;; x, =0 ~ 0O(0,0) ;; X*-2x-3=0

x=-1 - A-12)

X_21r«/4+12_24_r\/f5_ 24 _

2 2 2
x,=3 - B(318)

La representacion gréafica, aproximada, de la cibma
se puede observar en el grafico.

Teniendo en cuenta las ordenadas de las funciques,
para valores de x negativos son mayores los deyf@ara
valores positivos de x son mayores los de g(xyakdr de la
‘ superficie pedida es:

S= j'[f(x)— a(x)] - dx+J%[g(x)— f(x)] - dx= jz[(x3 —3x)—2x2] - dx+J3'[2x2 ~(x —3x)] -dx=

0

:J'(x3 -2x° —3x)-dx+3(—x3’+2x2 +3x)-dx:

4 3 2
:O_[(—l) _2.(-1 3-(-1) }{_3_4+2.33+3.32j:_1_g+§_81+18+2_7:
4 3 2 4 3 2 2

—18+30_82_2_1g,15 41 2_55 41 2 198712374 _198-127 71, _g
2 4 3 2 3 2 3 6 6 6
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