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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 Responde a una opción del Grupo 1 y a una opción del Grupo 2. 
 
GRUPO 1 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real a 

y resuélvelo en los casos en que sea compatible:  ( )
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 Los rangos, en función del parámetro a, de las matrices anteriores son: 
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 Resolvemos para el caso de 
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, compatible determinado, mediante la Regla 

de Cramer: 
 
 

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

( )( )
( )( )
( )( ) x

a

a

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaaa

aaa

aaaa

aaa

aaaaaaa

aaa

aa

aa

aaa

aaaa

aa

aaa

aaaa

aa

x

=
−

−=
−−
−−−=

−−
+−−−=

=
−−

+−−−=
−−

−++−=
−−

++−−−++−=

=
−−
−−

−−−
−

=
−−

−+−−
−−−

−

=
−−

−−−−
−−−

−−

=

2

3

21

31

21

33

21

33

21

33

21

112

21

11

11

21

2121

011

100

21

211

011

110

2223

2323423422

22

2

22

2

22

2

 



( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) y
aaaa

aa

aaa

aa

aaa

aa

aaa

aa

aaa

aa
y =

−
=

−−
−=

−−
+−+−=

−−
−−

−

=
−−

−−
−

=
−−

−−
−

−

=
2

1

21

1

21

11

21

11

11

21

111

111

001

21

211

011

101

2222

 

 

( )( ) ( )( )

( )
( )
( )( )

z
a

a

a

a

a

a

aaa

aaa

aa

aaa

aaa

aa

aaa

aaa

aa

z

=
−

−=

=
−

+−=
−
−
−

=
−−
−−
−−

=
−−

−−
−−

=
−−

−−−
−−−

−

=

2

2

2

11

2

11

11

21

11

11

21

11

11

001

21

111

111

011

2

22222

2

22

2

 

 
 
 Resolvemos para el caso de a = 1: compatible indeterminado. El sistema resulta 
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por ejemplo λ=y , resulta: 
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2º) Halla la ecuación del plano π  que pasa por el punto P(3, -1, 4) y es paralelo a las 

rectas 
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 La expresión de la recta r1 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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 Los vectores directores de las rectas son ( )3,1,21 −=v  y ( )3,2,12 −=v . 
 

La ecuación general del plano π  es: 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la matriz 







=

11

21
A , halla su inversa y úsala para encontrar la matriz X que 

cumple A · X · A = I2. 
 

---------- 
 

 Vamos a determinar la matriz inversa de 
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 Aplicando propiedades del producto de matrices a la expresión A · X · A = I2, en 
concreto, multiplicando por la izquierda y por la derecha por A-1: 
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2º) Dados los puntos P(4, 2, 1) y Q(3, 3, 1), encuentra los dos puntos R1 y R2, del plano 
032 =+−−≡ zyxπ  tales que PQR1 y PQR2 son triángulos equiláteros. 

 
---------- 

 
 Existen diversas formas de resolver este ejercicio. Vamos a utilizar una, tal vez 
no la más escueta, pero si lo suficientemente descriptiva para comprender los sucesivos 
pasos que vallamos dando, además acompañado de un gráfico aproximado de la situa-
ción. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos P y Q 
determinan el plano 1π  perpendicular al segmento PQ que pasa por su punto medio. El 
plano 1π  puede obtenerse de varias formas, por ejemplo considerando el punto genérico 
del espacio A(x, y, z), tal que QAPA= : 
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 La recta r es la intersección de los planos 1ππ y :  
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presión por unas ecuaciones paramétricas puede obtenerse haciendo λ=y : 
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.  Un punto genérico de r es de la forma ( )2,,1 λλ+R . 

 
 Como tiene que ser PQQRPR == : 
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GRUPO 2 
 
OPCIÓN C 
 

1º) Calcula los siguientes límites:  
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del numerador y denominador, resulta: 
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2º) Halla el máximo relativo, el mínimo relativo y la asíntota oblicua de la función 
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---------- 
 
 Existe un máximo relativo para los valores reales de x que anulan la primera deri-
vada y hacen negativa la segunda derivada y, existe un mínimo relativo para los valores 
reales de x que anulan la primera derivada y hacen positiva la segunda derivada. 
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 Las asíntotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo: 
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 La función ( )
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xf  tiene como asíntota oblicua la recta y = x + 3. 
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OPCIÓN D 
 

1º) Dada la función 



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= xxxf
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, demuestra que existe ( )2,1∈α  al que 

( ) 2' −=αf . Menciona los resultados teóricos que utilices. 
 

---------- 
 
 Para resolver este ejercicio tenemos que aplicar el Teorema del Valor Medio o de 
Lagrange, que dice: 
 
 Si f es una función continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al me-
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2º) Halla los puntos en que se cortan las funciones xxxf 3)( 3 −=  y ( ) 22xxg =  y calcula 
el área de la región del plano encerrada entre sus gráficas. 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las funciones son los siguientes: 
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 La representación gráfica, aproximada, de la situación 
se puede observar en el gráfico. 
 
 Teniendo en cuenta las ordenadas de las funciones, que 
para valores de x negativos son mayores los de f(x) y para 
valores positivos de x son mayores los de g(x), el valor de la 
superficie pedida es: 
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