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MATEMATICAS lI

Tiempo maximo: 1 horas Y3ninutos

Contestar una opcion en cada grupo de preguntas.

GRUPO 1
Opcibn a)
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Un vector director de ru = (0,1, -1) y un vector director de st = (-2, -1, 2).

Como puede observarse, los vectoresy v son linealmente independientes,
por lo tanto, las rectas r y s se cruzan o serorta

Para diferenciar el caso tomamos un tercer vestogue tenga como origen un
punto de la recta i\(2,1, - 2) y por extremo un punto de la rectaaé > 1]:

14-1_1
2
W:NB:B—A:(4,§,1J—(2,J,—2)z(2,§,3j

Si el rango de los vectoréﬁ, v, W} es 2 indica que las rectas estan en el mis
mo plano y si el rango es 3, no pertenecen a nipano Yy, por consiguiente, se cruzan.
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Las rectas ry s se cruzan.

Se entiende, l6gicamente, como distancia entreaiias que se cruzan, a la me-
nor distancia entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamdsterminar un paralelepipedo
cuyas dimensiones son los vectores directoressdeddas y otro vector que tiene como
origen un punto A de la recta r y como final ott;mf@ B de la recta s, tal como se ob-
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto midos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdestancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

v=u-(Vow)s|uov|-n=[uov]-d = ool
‘UDV‘
0 1 -1
-2 -1 2
d_‘U'(VDW)‘_ R e T T
Gov| |70 k| [Eeaivkei] ivziek] Jrezie2
0 1 -1
~2 -1 2
_11 11
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a 2) El sistema de 3 ecuaciones con 3 incogni¥as B tiene al menos tres soluciones.
¢, Qué posibles rangos tienen la matriz de coefiesedel sistema (A) y su matriz am-
pliada?

Supongamos que las tres soluciones conocidasedsistema sof1,1,0), (1,0,1)
y(11,2). ¢ Es posible que el rango de A sea 2? Justificaspuesta.

Un sistema de tres ecuaciones con tres incogm@assenta un conjunto de tres
planos en el espacio. Sus distintas posicionevagadan lugar a los diferentes casos
de resolucion.

Siempre que un sistema tiene solucion los rangdasdmatrices de coeficientes y
de la matriz ampliada son iguales (Teorema de RYuéim caso contrario, el sistema es
incompatible.

Si el rango coincide con el niumero de incognitasistema es compatible y de-
terminado.

Cada una de las soluciones de un sistema deduesienes con tres incégnitas
representa un vector ed.R

Los casos que pueden presentarse son los siggliente

Rangode A'=1 - Tres planos coincidenes
Rangode A=1 = Tres planos paralelos

Rangode A=2 - o
(Puedenser doscoincidenes

Forman un haz de planos
Rangode A=Rangode A=2 - o]
Dos coincideny uno seante

Los tres planos se cortan formando dos rectas
(Planos seantesque se cortan dos a dos

Rangode A= 2}
(Dos paralelos y uno seante)

Rangode A=3

Rangode A=Rangode A'=3= Los tres planos se cortan en un punta

En el supuesto que las soluciones (vectores) Issadadas, veamos cual es su
rango:

=1-1-2=-2#0 = Rangc=3 = No puede tener rango 2

(RS SEN
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Opcidén b)

b 1) Sea la matrizA=

O O
o O

0
1].
0

- Encontrar la regla de célculo de las potenaiassivas de A, es decif Aara
cualquier nimero natural n.

. - 4 3 2
- Resolver la ecuacion matrlc:lat(A“ + A’ - A) = (1 1 J :

01 0)y(010 0 0 1
A*=A-A=[0 0 1/:|]0 0 1|=|1 0 O|=A°
1 0O 1 0O 010
0 01 010 1 0O
AP=A*.A=|1 0 0|-|0 O 1|=|0 1 O|=1=A°
010 1 0O 0 0 1
A'=A*. A=| - A= A=A’
N | 4
()LE_ A=A =

4 3 2 . a c e
1j:> X tiene que ser de Iaforma}{:( J

100 (001)(010) (1 -1 1
A*+A*-A=[0 1 O|+/1 0 0|-|0 0 1|=|1 1 -1
oo1)lo1o0/ 100 (-1 1 1
1 -1 1
PR 4 3 2 a c e
X (At + A2 - A)= = J1 1 -1|=
11 1) (b d f
-1 1 1
atc-e=4 b+d-f =1

at+c—-e -a+c+e a-c+e 4 3 2
= = =J{-a+c+e=3} y<-b+d+f =1;=
b+d-f —-b+d+f b-d+f 111
a-c+e=2 b-d+f =1



3
= a:3;;b:l;;C:Z;;dzl;;e:E;; f=1= X-=
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se cortan en

- - - X-y-z=1
b 2 ) Probar que las rectasX s_y-2_z-1 —{ y

1 2 “lox-2y+z=-1
un punto.

Calcular el angulo que formanry s.

Un punto y un vector de larecta r san=(2,1,2) y A(3 2 1).

Ahora vamos a expresar la recta s en forma deceres paramétricas:

-y-z=1-k
x=k = { y = -3y=-3k;; y=k;; -k-z=1-k;;z=-1

-2y+z=-1-2k
x=k
s={y=k Un puntoy un vector director de s ser=(1,1,0) y B(0,0, -1).
z=-1

Siendow = AB=B-A=(0,0,-1)-(321)=(-3 -2 -2).

La condicion para que las rectas r y s se cortasmepunto es que estén situadas
en el mismo plano, es decir: que el rango de Iomm{u, Vv, w} sea 2.

2 1 2
Rango{u, V. Wj=| 1 1 0|=-4-4+6+2=0 = Rango{u, v, w|=2
-3 -2 -2

En efecto, las rectas r y s se cortan en un punto.

El angulo que forman las rectas es el mismo gumedn sus vectores directores:

u .V:‘U‘ ‘ V‘ .cosa = cosa:‘Uu‘ ‘VV‘ :JZ2 +(1§’j*222):9121+032+02 -

= = = =07071 = a=4%
82 342 728

_2+1+0_ 3 42
2
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GRUPO 2

Opcién c)
2
¢ 1) Estudiar en la funciém(x):w:
X" +4x+3

- Su dominio de definicion, asintotas horizontgleerticales.
- Sus intervalos de crecimiento y decrecimiensoy maximos y minimos.
- Sus intervalos de concavidad y convexidad.

- Utilizando estos datos, dibujar la grafica de f.

Como la funcion se puede dividir, hacemos la divison objeto de obtener la
funcién mediante una expresion mas sencilla.

14
fy)=1+ X* +4x+3

Por tratarse de una funcion racional, el domirgaddfinicion de la misma es el
conjunto de los nameros reales, excepto los vattgesque anulen el denominador.

X +AX+3=0 ;- X:—4¢\/16—12:—4¢2:>{x1:—1 ~ b(f)=R-{-1-3
2 2 X, = -3
(x)= -1-(2x+4) Cp. Xt2 (x)
(x2 +4x+3)2 (x2+4x+3)2

El signo de f'(x) depende del numerador, ya quderominador es siempre posi-
tivo para los valores de x pertenecientes al dandeidefinicion.

x+220 = x=2 = f'(x) = WWW%
- - 1

x<-2 = f'(x)>0 = Creciente= (-, -3)0(-3 -2)

x>-2 = f'(x)<0 = Decrecient = (-2, -1)0(-1, »)




Asintotas horizontales: son los valores finitos tuea y cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

x=-1

Asintotas verticales: son los valores de x quéaanel denominador:
X=-3

Los maximos y minimos son los valores que anw@amimera derivada, por tanto
puede tener maximos y minimos en los puntos dasassdl y -3. (Para que existan los
Mmaximos 0 Minimos es necesario que no se anuke ggas valores, la segunda deriva-

da).

1- (x> +4x+3)" —(x+2) - 2- (x* +4x+3) - (2x+ 4)
(x2 +4x+3)4

fr(x)=-2-

X' +4x+3-2- (2x? + 4x+ 4x + 8) X? +4x+3-4x" -16x-16 _

=-2

=-2
(x2 +4x+3)3 (x2 +4x+3)3
—3x* -12x—-13 3x? +12x +13
==2. =2. =f"
(x2 + 4x+3)3 (x2 +4x+ 3)3 )

3:4-24+13 12-11 2
f”_2:2' :2.—:—:—1<O Mé. _2,0
( ) (4—8+3)3 (_1)3 -1 = #)

1
4-8+3

f(—2):1+

Una funcion es convexal) cuando la segunda derivada es positiva y concava
(n) cuando la segunda derivada es negativa.

f'(x)=0 = 3x*+12x+13=0 ;; x=_14% 244_156: xOR= f"(x)>0, OxOD(f)

La funcién es convexa en su dominio




i i X=-1
v E
X =-3 s s
/ A
/ |\ f{x)=1+ L
- —_— /y=1 o T X2+ 4X+i>
@) X'
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Opcidon d)
d 1) Calcular los siguientes limites:

lim x?>-3x+2 [im 1
B B e—— (COSX)ser?x
X -1 x"=-2x+1 X -0

lim x2-3x+2 1-3+2 0 X2 =3x+2=(x-1)(x-2)
-5 = = = Ind. = =
X-1 x"-2x+1 1-2+1 O

lim x*-3x+2 _ lim (x-1)(x-2)_ lim x-2_-1_

= -2 - 2 - re
X1 x2=-2x+1 x-1 (x—l) X->1 x-1 0

1 1
XllmO(COSX)serl?x =1° =1° = Ind. (del tipo del n° e) =

.1 _n+1 X-0] (n+1) _n?+2n+1
= CcosX=1+== = ;; COS X = = . .
n n n- o n n
n+2n+l1_n°’-n*-2n-1_ 2n+1 1 n’

n® n? n? " serfx 2n+1

seIf x=1-cos x=1-

lim 1 lim o lim " 1
(cos x)serx = T 141 —e? :i;@
X -0 n - o n - o Je e
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d 2 ) Utilizar el cambio de variable L x =t padaular la integral:

e 2 2

j1+Lx +(Lx)_dx.

 x(1+ LX)
e 2 2 e 2 e 2 e
I1+Lx +(Lx) dX211+2 Lx+(Lx) _j@+Lx) _Il+Lx_dX:>
 x(1+Lx)  x(1+Lx) ' x(1+ Lx) )X

XxX=e-t=1 1 2
= [(1+t)-dt= t+L | =141 0=
x=1-1t=0[ 3 2], 7 2
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