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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Se valorara el planteamiento correcto, tango globalo de cada una de las partes, si
las hubiere. No se tomaran en consideracion ermunegricos, de célculo, etc., siem-
pre que no sean de tipo conceptual. Las ideascgsapresentaciones, esquemas, etc.,
que ayuden a visualizar mejor el problema y sucémuse valoraran positivamente.
Se valorara la buena presentacion del examen.

OPCION A

x+y+z=0

1°) Discute el sistem%x + 2y + bz = —3. Encontrar la solucion, si existe, para el
X—2y—2z=b

caso d& = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpsesites:

1 1 1 1 1 1 0
A= <—1 2 b )yA’ = <—1 2 b —3).
1 -2 -1 1 -2 -1 b

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdeametro b es el siguiente:

1 1 1
Al=|-1 2 b|=-2+42+b—-2+2b-1=3b-3=0=>b=1.
1 -2 -1

Parab +#1 = Rang A =Rang A’ =3 = S.C.D.

1 1 1 0 1 1 0
Pard = 1= A' = (—1 2 1 —3) = {1, C}=>|-1 2 =3|=
1 -2 -1 1 1 -2 1

=2—-3-6+1=—-6+*0 = Rang A’ = 3.

Parab =1 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.
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b)

Se resuelve para b = 2; el sistema es compatidgrdinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

0 1 1
-3 2 2
o _ 6+4—4-3 3
x =+2—=2 -1 — =-=1.
3.2-3 3 3
1 0 1
-1 -3 2
_ 3-243-4 0
y =11 2 1l — =-=
3 3 3
1 1 0
-1 2 -3
_ 4-3-6+2 -3
g=l1 -2 2l_ ~32__1
3 3 3

Solucion:x =1,y =0,z = —1.
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2°) Calcular la distancia del pum@4, 4, 3) al plano que pasa por los puni(d, 1, 0),
€(1,0,1) yD(0,1,1).

Los puntos B, C, y D determinan los vectores:
BC =[C-B]=1[(1,0,1)—(1,1,0)] = (0,—1, 1).
BD=[D—-B]=[(0,1,1) - (1,1,0)] = (-1,0, 1).

Considerando, por ejemplo, el punto B:

. x—1 y—1 z
n(B; BC,BD)=| 0 -1 1{=0 -(x-1)-(@y—-1)—-z=0;
-1 0 1

x—1+y—-142z=0 > r=x+y+z-2=0.

La distancia de un punt®,(x,, yo,Z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene
|Ax0+By0+CZO+D|

dada por la formuld (Po, ) = — ———>

Aplicando la formula al plans = x + y + z— 2 = 0 y al puntoA(4, 4, 3):

11-4+1-4+13-2| _ [4+4+3-2] _ 9 _ 93 .
d(A,m) = e - B SR 3v/3 unidades.
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3°) Calcular los valores A, B, C y D para que lacfonf (x) = Ax® + Bx?> + Cx + D
tenga extremos relativos é{0,0) y P(2, 2).

Por pasar po®(0,0) y P(2,2):

f(0)=0=>0+0+0+D=0 = D =0.

F2)=2 = A-22+B-22+C-2=2; 8BA+4B +2C = 2;
4A+2B+C=1. (1)
f'(x) =3Ax% + 2Bx + C.

Para que una funcién tenga un extremo relativonepunto es condicién nece-
saria que se anule su primera derivada en ese:punto

Por tener extremos relativos €00,0) y P(2, 2):

f'0)=0=0+0+C=0 = C=0.

f'(2)=0 = 34-22+2B-2=0; 12A4+4B=0; 3A+B=0. (2
Con las ecuaciones (1) y (2) con C = 0 se fornsasétma:

4A+ZB=1} —4A — 2B = —

1 4.4 1 5 _3
34+B=0J) 6A+2B=0 }224=-1,4=-3; B="2

., 1 3
La funcion resulta sefi(x) = —5x3 + Exz'
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4°) Resolver las siguientes integrales! = [ 2

b)I = [(2x + 1)* - dx.

x2-3x+2
a)
5dx
I _-J.x2—3x+2'
x?—3x+2=0; x=3i29_8=3§1 = x; =1,x, = 2.
x2=3x+2=(x—-1D(x-2).
5 _ M N _ Mx-2MiNx-N _ (M+N)x+(-2M-N) M+N=0 }:
x2-3x+2  x-1  x—2 (x+2)(x-1) - x2-3x+2 —2M—-—N=5

=>-—-M=5 M=-5=N-=05.

= fitn = () = ()
=)

[———-dx=1L

x2-3x+2

=—5-Llx—1|+5-Llx—2|+C=1L + C.

+ C.

b)
A 2x+1=t 1 A 1 ¢5

1 (2x+1)°
) 5

+C.

f(2x+1)4-dx=1—10.(2x+1)5+c.
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5°) Calcula la cifra de las unidades del nanere 32016 4 22.016,
30=1,3'=3; 32=9; 33=27;, 3*=81; 3°=1243, -
Noétese que las sucesivas potencias de 3 termman% 9,7,1,3,9,7, -----
En generaB™ termina en el resto de la division de n entre 4.
En particulai3d?°16 termina en 1 por ser 2.016 divisible por 4. (rédto
20=1; 21 =2; 22=4; 23 =8; 2*=16; 25 =32, 26 =64, -+

Nétese que las sucesivas potencias de 2 (exclayZhderminan, sucesiva-
mente,en 2,4,8,6,2,4,8,6, ------

6 - Reston:4es0
2 - Reston:4es1
4 —» Reston:4es?2
8 - Reston:4es 3

En general2™ termina en:

El resto de 2.016 entre 4 es 0, por lo @4 termina en 6.
Como6+1=7:

N = 32016 4 22.016 tormina en 7.
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OPCION B

-1 2 a
1°) Determina el rango de la matiz= ( a a-—3 —1) segun los valores del pa-
0 2 1

rametroa. En caso de existir, calcula la inversa de A patal. Si no existe tal inversa
explica porqué.

-1 2 a
Al=|la a-3 —-1|l=-(a—-3)+2a*-2-2a=
0 2 1
=-a+3+2a>-2-2a=2a-3a+1=0; a=E 2=
ﬁa]‘:%,azzll
. -1 2 .
Por existir el menor de 4.0 2| * 0:
a+Y _
Para{ail}:RangA—&
a=% .
Para{azl}:RangA—Z.

Una matriz es invertible cuando su determinantissto de cero.
Como quiera que para= 1 = |A| = 0.

La matriz A no tiene inversaparaa = 1.
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2°) Sea r la recta que pasa por los puAtds2,3) y Q(—1,0,1).

a) Determinar la ecuacion del plang perpendicular a la recta r y que pase por el
puntoA(4,—2,—1).

b) Determinar la ecuacion del plamg perpendicular a la recta r y que pase por el
puntoB(2,1,—3).

c¢) Calcular la distancia que hay entre ambos planos.

a)

Los puntos Q y P determinan el vector:
QP =[P-0Q1=1[(1,23) - (-1,0,1)] = (2,2,2).

Cualquier vector linealmente dependiente del ve@Tbes normal al plano pe-
didom,, por ejemplon; = (1,1,1).

La expresion general dg esmty =x+y+z+ D, = 0.
Comom, contiene al puntd (4, —2, —1) debe satisfacer su ecuacion:

my=x+y+z+D; =0

a2 }=>4—2—1+D1=0=>D1=1.

m=Ex+y+z+1=0.

b)

Cualquier vector linealmente dependiente del ve@Tbes normal al plano pe-
didom,, por ejemplon, = (1,1, 1).

La expresion general dg esmy =x+y+z+ D, = 0.

Comom, contiene al punt®(2, 1, —3) debe satisfacer su ecuacion:

my,=x+y+z+D,=0

T }=>2+1—3+D2:0=>D2:0.

my,=x+y+z=0.

c)
La distancia entre los planos paralelos cualesguados por sus ecuaciones
generales:a; =Ax+By+(Cz+D; =0y a, =Ax+By+(Cz+ D, =0, viene

3 D;—D
dada por la formulad(ay, a,) = —M-



Aplicada alos planas; =x+y+z+1=0ym,=x+y+z=0es:

DDyl _ _l1-0  _ 1
VAZ+BZ+C?  V12+12+12 3

d(ﬂ.’l, 7T2) =

d(my,m,) = \/3—§ unidades.
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3°) Dada la funcién polinémice(x) = = — x3 + =

a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecinueteP (x).
b) Obtener sus maximos y minimos.

c¢) ¢ Existe algun valor de x tal gi€x) < 0? Razonar porqueé.

a)
Una funcion es creciente o decreciente en un prudado su primera derivada
es positiva 0 negativa, respectivamente, en es® pun

P'(x) =2x3 —3x2 + x = x(2x%? — 3x + 1).

PP(x)=0=>x(2x*>—-3x+1)=0; 2x;,=0; 2x>—3x+1=0;

3+y/9-8 3+V1  3+1 1
X = = = =>x, =-,x3 =1.
2-2 4 4 2

Teniendo en cuenta qiéx) es continua en R por ser una funcion polindmica,
los valores que anulan la primera derivada divielestominio de la funcidén en cuatro
intervalos crecientes o decrecientes de formanaitea.

Teniendo en cuenta que, por ejem@d(2) = 6 > 0, los periodos de creci-
miento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: P'(x) > 0 = xe (0,%) U (1, +0).

Decrecimiento: P'(x) < 0 = xe(—o0,0) U G, 1).

b)

Una funcién tiene un maximo relativo en un puntardo se anula la primera
derivada y es negativa la segunda derivada panzaloses que anulan la primeray,
tiene un minimo relativo para los valores realesayulan la primera derivada y hacen
positiva la segunda derivada.

P"(0) =1> 0 - min.

P'(x) =6x2—-3x+1=><{P" (%) =§—%+ 1=1>0- mix.

P'"(1)=6—-3+1=4>0- min.

P(0) = 0 = Minimo = 0(0,0).

P() =~—24+1=1 5 Maximo = A(l,i).
32 8 8 32 2 32



P(1) = -1+ =0 = Minimo > B(1,0).

4 2 2
P(x)=%—x3+x7=%(x2—x+1).

x2—x+1=0; x:li“21_4=>x(£R = x2—x+4+1>0.

2
Segun lo anterior y sienéze > 0 se cumple qué(x) > 0,Vx € R.

No existe ningun valor real de x tal que P(x) < 0.
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4°) Dadas las funciongs= f(x) =9 —x? ey = g(x) = 2x + 1.
a) Dibujar el recinto acotado por sus gréficas.
b) Hallar el area de dicho recinto.

a)
Los puntos de interseccion de la parabola y laremh las soluciones de la ecua-
cion que resulta de la igualacidon de sus expresione

9—x2=2x+1;; x*+2x—8=0; y = 2> NSy

_ —2%\4+432  -24V36 _ —246
N 2 o2 2

X =-1+3=

N {xl =—4 - A(—4,-7)
x, =2 - B(2,5)

El vértice de la pardboja= 9 — x? es:

y=-2x=0-x=0 = V(0,9).

La representacion grafica del conjunto es e
indicado en la figura adjunta. o

b)

Para el calculo del area limitada por la paralgdéacurva, que es la parte som-
breada de la figura, se tiene en cuenta que, iateefalo(—4, 2), todas las ordenadas
de la parabola son mayores que las correspondieritesadas de la recta.

S=[°10-x)—@x+1D] -dx=[" (—x*—2x+8) dx=

(-Z-22+8-2) - [- L - (92 +8- (-9)] =

—2—4+16-2+16+32=60— 2= 60 — 24 = 36 u?,
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59 Ampliamos una fotografia rectangular de mamgra sus dimensiones, largo y
ancho, sean un 20 % mas que las dimensiones degir& la nueva fotografia ocupa
432 centimetros cuadrados, ¢,cuanto ocupaba ladbiminicial?

Fotografia inicial Fotografia final
vl s - s Az L2y
e Sttt e

Siendo x e y las dimensiones del rectangulo ihielarectangulo final tiene,
respectivamente, 1,2 x y 1,2 y como dimensiones.

Si=x-y = S,=(12x)(1,2y) = 1,44x -y =144 -5, = 432 =

432 43.200
>S5 =—=

= = 300.
1,44 144

La fotografia inicial ocupaba 300 centimetros cuadrados.
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