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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Nota: En cada bloque debe contestarse o la cuest&nproblema. Cada uno de los
ejercicios sera valorado entre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A

m n

P q
deben cumplir m, n, p y q para que se verifiqueajyeoducto de ambas matrices efec-
tuado en las dos formas posibles sea el mismo.

., : 32 -
Cuestion A.- Sean las matricas- (1 3] y M :( ] Encontrar las condiciones que

A M = 3 2) (m n)_(3m+2p 3n+2q
1 3 P q m+3p n+3q
m n 3 2 3m+n 2m+3n
M- A= . =
p g 1 3 3p+q 2p+3q
3M+2p=3m+n| - n=2p
m+3p=3p+ - m=3
= p=3p+3q a = m=g=0 ;; n=2p

3n+29=2m+3n| - m=q
n+q=2p+3q - N=2p+2q

3m+2p 3n+2q 3m+n 2m+3n
- =
m+3p n+3q 3p+q 2p+3q
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X-y+2z=4
Problema A.- Estudiar la compatibilidad del sisteBw 3x+2y+3z=1. Resolver es
dx+y+az=a

sistema en el caso de indeterminacion.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:
1 -1 2 1 -1 2 4
M={3 2 3|lyM=[3 2 31
4 1 «a 4 1 a «a
El rango de M en funcion de es el siguiente:
1 -1 2
IM|=|3 2 3|=20+6-12-16-3+3a=50-25=5(0-5)=0 = a=5

4 1 «a

Para a #5 = RangoM = RangoM '=3=n° incégnitas= CompatibleDeterminado

Veamos el rango de M’ pata=5:

1 -1 4
c.c,,ct =13 2 1/=10+12-4-32-1+15=37-37=0
4 1 5
12 4
RangoM' = {{C,, C,, C,} = [3 3 1|=15+60+8-48-5-30=83-83=0 =
4 5 5
-1 2 4
c,.c,.c}l=1]2 3 1|=-15+40+2-12+5-20=47-47=0
1 55

= Para a=5 = RangoM'=2

Para a =5 = RangoM =RangoM '=2<n° incognitas= Compatibleln deter minado

Resolvemos en el caso de compatible indeterminado.

X-y+2z=4
El sistema result&=:3x+ 2y +3z=1.
4x+y+5z2=5



Eliminando, por ejemplo, la tercera ecuacion yapaatrizando una de las incog-
nitas, por ejempla=4, resulta:

2x—-2y=8-44
x—ey = bx=9-74 ;; x=g—z/1
3x+2y=1-31 5 5
X—y=4-2/
Ixrzy=1-3 3x +3y=-12+6)
XTeye = by=-11+31 ;; y=—1—1+§/1
3x+2y=1-31 5 5
=97
5 5
11 3

Solucién: sy=-—+—=-A1 , OAOR
5 5
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BLOQUE B

Cuestion B.- Sean los puntos del espacio A(3, 2aly B(-3, 0, 1-2a). Se sabe que di-

chos puntos son simétricos respecto a un praridallar de forma razonada la ecuacion
de dicho plano.

El punto medio de Ay B eas 5(3;3, 4+0 1+Za+1_2aj - M(0, 2 ).

2 2

El vector v que determinan los puntos B y A es:
Vv =BA=A-B=(3 4, 1+2a)-(- 3 0, 1-2a)=(6, 4, 4a).

El plano n tiene como vector normal a cualquier vector limeaite dependiente
del vectorv .

El vector normal puede ser=(3, 2, 2a).
El planon es de la formaz=3x + 2y + 2az+ D =0.

Para determinar el valor de D tenemos en cuera@optiene a M(0, 2, 1):

m=3x+2y+2az+ D=0
= 3:0+2-2+2a-1+D=0;; D=-2a—-4.
M(0, 2 1)

El plano pedido, en funcidn de a, es el siguiente:

T=3x+2y+2az-(2a+4)=0

*kkkkkkkkk



Problema B.- Calcular la ecuacion cartesiana dedi r que contiene a los puntos Ay
B de coordenadas A(1, 1, a) y B(1, 0, 3). ¢Exifgéravalor de a tal que el punto
P(1, 3 3) pertenezca a la recta? Razonar la respuesta.

La recta r tiene por vector director al vectorque determinan los puntos Ay B.
v=AB=B-A=(1 0 3)-(1 1 a)=(0, -1 3-a).

La expresion de r por unas ecuaciones contineessjderando al vector vy al

punto B es la siguiente:=X"1=Y =273
0 -1 3-a

De la expresiéon anterior de r se pueden obtenss eaouaciones paramétricas o
x-1=0
(3-a)y=-z+3’

Xx=1=0
r =
&3—@y+z—3=0

implicitas, como se nos pidez{

Para que el punto P(1, 3, 3) pertenezca a la reatae que satisfacer su ecua-
cion, por lo tanto:

x-1=0
r={(3—a)y+z—3:0 = (3-a)-2+3-3=0;; 6-2a=0 = a=3

P(1, 2, 3)

Para a = 3 el punto P(1, 3, 3) pertenece a la recta
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BLOQUE C

Cuestion C.- Sea f una funcién derivable en todegplntos y tal que f(0) = 1, f(0) = 2

y f°(0) = 3. Sea g(x) la funcién definida pay(x)=3[f(x)]* +8 f(x). Calcular razonada-
mente g”(0).

g'(x)=6f(x)- f'(x)+8f'(x)=2f"(x) -[3 f(x)+4]=g'(x)

0"(0=2-{() B0+ 4+ 10037 (P=2-{r () [ 100+ v 2l W= 0700

g"(x)=2{f"(x) - [3f(x)+ 4 +3[F' (]} = {f(0)=1; f'(0)=2: £"(0)=38 =

= g"0)=2-{t (0 -[3f(0)+4+3[f (0]} 2[3-(3-1+4)+ 3 2?]= 2:(3-7+12)=

= 2-(21+12)= 2-33=66=g"(0)
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Problema C.- Sea la funciéf{x) = x* + Ax* + Bx+5. Encontrar los valores de Ay B para
gue dicha funcién tenga un maximo en x = 1 y unimmren x = 2.

La condicion necesaria para que una funcién tengaaximo o un minimo rela-
tivo en un punto es que se anule su derivada epugge.

f'1)=0 = 3.12+2A-1+B=0;; 2A+B=-3 (1)
f'(x)=3x* +2Ax+B =

f'(2)=0 = 3.2°+2A-2+B=0;; 4A+B=-12 (2

Resolviendo el sistema formado por (1) y (2) obteos los valores de Ay B:

2A+B=-3 -2A-B=3
= 2A=-9 ;; A=-
AA+B=-12 AA+B=-12

N | ©

2A+B=-3 ;; B=-3-2A=-3- 2-(—%]=—3+9=6 B
Vamos a justificar las condiciones de maximo yimin

f'(x)=3x? + 2Ax+ B =3x? + 2-(—%jx+6:3x2 —9x+6:3(x2 —3x+2): f'(x)

f(1)=3(2-1-3)=-3<0 = Maximo para x=1, cqg.j.

f(x)=3(2x-3) =

f(2)=3(2-2-3)=3>0 = Minimo para x=2, cq.j.

*kkkkkkkkk



BLOQUE D

-dx, donde se supone

Cuestion D.- Calcular la siguiente integral;j - 11) N
X" —l\a X+a

gue a no es cero.

_a+lxq(a+1)?-4a a+1xa’+2a+l-4a _a+la’-2a+l_

2 2 2

x? -(a+1l)x+a=0;; x

a+l+a-1 2a
X, = =—=a

_a+ltq(a-1® a+1+(a-1)

2 2
_a+l-a+1_2
2Ty T ik
— 1 . dx = 1_. = A B - dx= *
I_J'xz—(a+1)x+a ax J'(x—a)(x—l) a J'(x—aer—lj =1 %
A , B _Ax-A+Bx-aB_(A+B)x+(-A-aB)_ 1 _ [A+B=0
X—-a x-1 (x—a)(x—l) (x—a)(x—l) (x—a)(x—l) -A-aB=1
B-aB=1 ;; B(l—a):1;; B:i ’ A=_—1
l1-a l1-a
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B:
-1
|:I( A +ij.dx:j a__l+a__1 .dx:ij 1 .dx_iji.dxz
x—a x-1 x—a x-1 a-1’x-a a-1vx-1
=1 x-al--1 ix-1j+c=-1 . [X72ic=
a-1 a- a-1 X -
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Problema D.- Sea R el rectangulo del plano conicesw, (0, 0), V,(3 0), V,(3 9) vy
Vv, (0, 9). Demostrar que para todo valor de A la curva deagoén y= Ax? +(3-3A)x
pasa por los vérticeg vy V, y divide al rectangulo en dos regiones. Calcula@rea de

dichas regiones y encontrar el valor de A paralguegion situada por encima de la
curva tenga un area doble que la situada por deledj curva.

Los valores de la curva para las abscisas deuo®$gV, (0, 0) y V,(3 9) son los
siguientes:

y(0)=A -0?+(3-3A) -0=0 = La curva pasa por el punto(o, 0), para cualquier valor
de A.

y(3)=A-32+(3-3A) -3=9A+9-9A=0 = La curva pasa por el puntg(3 9), para
cualquier valor de A.

En efecto, la curva pasa por los veérticesyy W para todo valor real de A, c. g. d.

La representacion grafica de la situacion es, amadamente, la expresada en la
figura.

El punto P de corte de la curva con
el eje X se obtiene paray = 0:

X1:O - Vl
y:[Ax+(3—3A)]x:O = y _3A-3
, =
A

L P

De la observacion de la figura se
deduce ques, =27-5S,. *)

S, = J%y -dx= T[sz +(3-3A) - dx=

3A-3 3A-3




32 (A-1)° 32(A-1)°
_ops 2T72TA | A +(3_3A)' A2 |_18A+27-27A 9(A-1)° 27(A-1 _
3 2 2 A? 2A?

_27-9A 18A-1)°-27(A-1° _27-9A 9(A-1)° 9 3- A+ (A-1)°
2 2A? 2 2A?

A?

N | ©

A®-3A*+3A-1| 9 3A°-A+A’-3A"+3A-1_9 3A-1
| 3-A+ =_ . =_ . 282

A? 2 A? 2 A°

Por condicidon del enunciado del ejercicio®s 2S, y teniendo en cuenta la ex-
presion (*):

27_% _ 3A—1:2_g 3A-1 9 3A-1

A2 s 27=3-§ AT ;, 2A* =3A-1;; 2A’ -3A+1=0

Para A = 1 resulta la curva=x> y paraAzé resulta la curvay:%x2 +gx, cuyo

punto de corte (ademas del origen) resulta para3xgtie carece de sentido légico.

Solucién: A=1.
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BLOQUE E

Cuestion E.- Un comerciante compré plumas estifams, lapiceros y gomas de bo-
rrar. Cada pluma estilografica le costé 10 eur@sladapicero 1 euro. Y por cada 8 go-
mas de borrar pag6 1 euro. Si en total pagd 1a@seucompré 100 articulos, ¢ cuantos
articulos de cada clase compro?

Sean X, Yy, z el nUmero de plumas, lapiceros y gpmeapectivamente.

De la atenta lectura del enunciado se deducayeiesite sistema de ecuaciones

80x + 8y + z:800}

10x + y+E:100 .
8 , equivalente a
x+y+z=100

lineales:
x+y+z=100

El sistema tiene dos ecuaciones y tres incogrifasa resolverlo parametrizamos
una de las incognitas, por ejempto; A, con lo que resulta:

80x+8y=800-A| 80x+8y=800-A1 7
= T2X=7A ;; X=—
Xx+y=100-1 -8x -8y =-800+81 72
7 79
Xx+y=100-1 ;; y=100-4A-x=100-A-—A=100-—A=y
72 72
-7,
72

La solucion del sistema es':loo—;—gA, OAOR.

z=A

Teniendo en cuenta que X, Yy, z tienen que ser m@maturales, la solucion del
sistema tiene sentido para el valoride72, siendo la solucion: x =7,y =21y z =72.

Compré 7 plumas estilograficas, 21 lapiceros y @idas de borrar.
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Problema E.- Se sabe que la suma de 45 numerosaleateonsecutivos es igual a
1485. Encontrar de forma razonada dichos numeros.

Sea x el primero de los niumeros. El dltimo tiene sgr (x + 44).

X+X+44 2x+44

El valor medio de los nUmeroseszi: 5 =X+ 22.

Segun el enunciado tiene que cumplirse 4fugx + 22) =1485.

1485 297 -2
45

X+22=

=33:2=66;; Xx=66-22=44=x

El primer nimero es el 44 y el dltimo el 88.

Los numeros son 44,45,46, 47, -----------. . 88.
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