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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el probleiaada uno de los bloques A, B,
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valoradtre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A
1 al
Cuestion A.- Para cada a se considera la mafsy=|0 1 a|. Encontrar el rango de
0 01

la matriz A*(a) - A" (a) en funcién del valor de a.

Se recuerda qué?(a) es la matriz multiplicada por si mismaay(a) es la matriz tras-
puesta.

1 a 1) (1 a1 1+0+0 a+a+0 1+a’*+1) (1 2a a*+1
AA=A-A=|0 1 {0 1 a|=|0+0+0 0+1+0 O+a+a|=|0 1 2a
0O 0 1 0 01 0+0+0 0+0+0 O0+0+1 0O O 1
1 0O
Al=|la 1 0
1 al
1 2a a*+1) (1 0 O 0 2a a*+1
A’(@)-A"(a)=|0 1 2a |-|a 1 0|=|-a 0 2a |=A%*a)-A"(a)
0 0 1 1 al -1 -a 0
0 2a a*+l a, =0



az0
Para {a#+/3 ! = Rangode A?-A" =3

az -3
0O 0 1
a=0=>A’-A"=| 0 0 0|= Paraa=0 = Rangode A°-A" =1
-1 00
0 2J3 4
a=J/3=>A’-A"=|-4/3 0 2/3|= Paraa=+3 = Rangode A2-A" =2
-1 -J3 0
0 -2J3 4

a=-/3=>A’-A" =|/3 0 -2/3| = Para a=-/3 = Rangode A* - A" =2
-1 43 0
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X+y+z=2

Problema A.- Dado el sistem2x+y=0 , demostrar que es compatible para to-
3x+2y+az=2a

dos los valores de a. Resolverlo en los casos esep compatible indeterminado.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

111 111 2
M=(2 1 O0|;;M=|2 1 0 O
3 2 a 3 2 a 2a

Como puede observarse en la matriz de coeficidiaesolumnas tercera y cuarta
son linealmente dependientes, por lo tanto su rasggual que la matriz de coeficien-
tes, independientemente del valor de a, lo cuaifsig que

El sistemaes compatible JalR, cqd.

El rango de la matriz de coeficientes es el sigaie

111
IM|=|2 1 0|=a+4-3-2a=1-a=0;; a=1
3 2 a

Para a#z1= RangoM = RangoM'=3=n° incég = Compatible Determinado

Para a=1= RangoM = Rango M'=2<n° incog = Compatible Indeter minado

Resolvemos para x =1: (despreciamos la tercei@cggpuy parametrizamos z)

Xty+z=2 Xty=-A+2| —-X-y=A-2
= Z=4 5 = X=4-2
2x+y=0 2x+y=0 2x+y=0
2x+y=0;; y=-2x=-21+4=y
X=A-2

Solucion: <y=-214+4 0OAOR
z=A
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BLOQUE B

Cuestion B.- Sean A(0, 1, 2) y B(1, 2, 3). Encantaaecuacion de la recta r que pasa
por dichos puntos y expresarla por unas ecuacioaesnétricas. ¢ Existen valores de a
y b para los cuales el pun@{3, a+b, a-b) pertenezca a la recta r. En caso afirmativo,

calcular los valores de a y b. Razonar la contgstamn caso negativo.

El vector u = AB=B-A=(1, 2 3)-(0,1, 2)=(1, 1, 1) es un vector director de
la recta r, por tanto unas ecuaciones parameioeden ser, considerando el punto A:

X=A
rs<y=1+4 0OAOR
z=2+A

Para que la recta pase por el punto C es necepagiel vectorv = AC sea li-
nealmente dependienteta.

—_—

v=AC=C-A=(3 a+b, a-b)-(0,1 2)=(3 a+b-1, a-b-2)

3 a+b-1 a-b-2 a+b-1=3| a+b=4 9
= = = 328_9,, a=—
1 1 1 a-b-2=3] a-b=5 2
a-b=5: b=za-5=2-5=2_0__1_

2 2 2

Como puede observarse, existen los valores oloediel a y b para los cuales la
recta r pasa por el punto C.
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Problema B.- Sea la recta r que pasa por el pyetalP0) y que tiene como vector di-
rector av =(1, 1, —-1). Se considera también el planp= -x + 2y + z+ A= 0. Estudiar
la posicion relativa de la recta r y del plaman funcion de A.

El vector normal del plano es = (-1, 2, 1).

Los vectoresv y n son perpendiculares ya que su producto escatares

—_—

v-n=(11-1)-(-12 1)=-1+2-1=0

Esto significa que la recta r es paralela al planm esta contenida en él, en cuyo
caso el punta® Or también se cumpliria qued 7.

Si PO n tiene que satisfacer su ecuacion:

T=-x+2y+z+A=0
=-0+2-1+0+A=0;;, A=-2
P(0, 1, 0)
A=-2= r estacontenidaen 1
Solucion:
AZ-2= r es paralela a 7
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BLOQUE C

senx sSi x<0 .
, . ¢ Existen valores de a con los
X—ax- sl x>0

cuales f sea derivable en toda la recta real?

Cuestion C.- Dada la funciom(x) :{

En cualquier caso, razonar la contestacion y afigmativa, encontrar dichos valores.

Para que una funcion sea derivable en un puntmrdicion necesaria que sea
continua en ese punto, por tanto, veamos si eqoarpara x = 0, que es el unico punto
critico que posee la funcion:

Para que sea continua para x = 0 tiene que csepiue los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e igualat de la funcion en ese punto:

im f(x)= “mosenx:(_):f(o)

-0 X lim lim

= o f(x):X o f(x)=f(0)
lim _ o imo o oy - -
L 1002, o)

La funcion es continua para x = 0.

Una funcién es derivable en un punto si, y sol@sisten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puattegnas, son iguales.

cosx si x<0 f'(O‘):;
f'(x) = = = f(x) es derivable DaOR
1-2ax si x>0 f(0)=1
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Problema C.- Del polinomid®(x) = x* + Ax* + Bx se sabe que su recta tangente en e
punto x = 1 es paralela a la regta 7x -3 y también se sabe que tiene un punto extre
mo en x = -1. Con estos datos, hallar A y B y razai con dichos valores P(x) tiene
algun otro extremo, ademas del correspondientardabpx = -1.

La pendiente de la recta es m = 7, que tiene gu@sal al valor de la derivada
para x = 1:

P'(x)=3x* +2Ax+B ;; P'(1)=3+2A+B=7;; 2A+B=4 (1)
Por tener un extremo para x = -1, la derivadaetope anularse para este valor:

P(-1)=0;; P(-1)=3-2A+B=0;; —2A+B=-3 (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(es(2):

N

NN~

4-
2A+B =4 -
:B:l;; 2A+B=4 ;; A:4 B
2 2 2

NN

El polinomio resulta seP(x) = x° +£x2 +%x. Veamos si tiene otros extremos:

P'(x):3x2+%x+% * P'(x):O:>3x2+%x+%:O 5 BX2 +7x+1=0

1

X, =-=

(o -7%\49-24 _-7+25 _-7+5 -6
12 12 12

X, =-1

P(-1)= 6-(—EJ+Z: —1+%:§>O:> Minimo para x = —%

P"(x):6x+%:>

P'(-1)= 6+ = —g <0= Méaxim para x=-1, como se sabia
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BLOQUE D

Cuestion D.- Describir en qué consiste el métoddntiegracion por partes para el
calculo de primitivas. Aplicar dicho método paré&a&ar las siguientes primitivas:

I:J'x-ezx-dx; J:J'X-Lx-dx

El método de integracion por partes esta basad diferencial (derivada) de un
producto, teniendo en cuenta que si uy v sonwogdnes de x se cumple que:

d(u-v)=du-v+u-dv

Teniendo en cuenta que la integral de una sunadigas de funciones es igual
a la suma algebraica de las integrales de lasdnesj podemos escribir:

[d(u-v)=[du-v+[u-dv

Teniendo en cuenta gyel(u - v)=u-v, la expresion anterior puede ponerse de I

forma:
J'u .dv=u -v—jv-du

La expresion anterior es la que se conoce cordellamétodo de integracion por
partes.

Aplicando la formula anterior podemos determiaantegral de la funcién dada:

Uu=X - du=dx

1 1
| =[x -e* -dx= =S| =x-=Ze-|=e”.-dx=
j ezx-dx:dvav:%ezx 2 J.2

2
w1 e’

:E-ezx—ljezx-dxzé-e ~.e”+C=——(2x-1)+C =1
2 2 2 4
u:qudu:E-dx 2 o 1
J:J'X-Lx-dx:> X :>I:Lx-——J'—-—-dx:
X? 2 2 X

X-dx=dv - v=—
2

2
:X—-Lx—%jx-dx:g-Lx—

2
X sc=2(2Lx-x)+C=1J
2 2 4

N
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Problema D.- La curvay = x*-2x+1 y la recta que pasa por los puntad, 0) y

B(3 4) limitan un recinto finito del plano. Trazar un eeqa gréafico de dicho recinto y
calcular su area.

La curva puede expresarse de la forma:(x-1)?, que tiene un minimo en el
punto M(1, 0).

Sabiendo que la recta que pasa por dos puntmseu = ﬂ, seria:
Yo= Y. XX

y-0_ x-1

4._

r

- 5 2y =4x-4 5, r=y=2x-2.
0 3-1 Y !

Los puntos de interseccién de la curva y la recta

y=Xx*—-2X+

1
oy }:>x2—2x+1:2x—2 X —4x+3=0 :;
y=2x-

o AxV16-12 424 _4x2  [%=3- B(3 4)
2 2 > T x, =1

[(2x-2)-(x* -2x+1)] - dx=

\ i y=x"-2x+1 S=J%
_ B
1

V _55:. Si 3 , 3 .
/ - :j(Zx—Z—x +2x—])-dx:J'(—x +4X—3)-dx:

1

3

1y s
F > = —X—+2X2—3X :(_9"'18_9)_(_&-}-2_3):
@) 1 4 X 3 3

1

—o+li1=4 2=
3 3
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BLOQUE E

Cuestion E.- A una velada de baile asistieron tad tte 20 personas. La primera chica
bail6 con 7 muchachos, la segunda con 8 y asiisacesnte, hasta la dltima que bail6
con todos los muchachos. ¢ Cuantos muchachos halEaelada?

Una forma de resolver este ejercicio es la queesig

Por el enunciado del problema, el minimo niumerendehachos es 8 y el niume-
ro maximo de chicas es 12. Procediendo por tamt@basitean los siguientes supuestos:

2 baila con 7

Muchachos- 9 .
: =2 " " 8= 3 chicas = NO
Chicas - 11
I "9
2 baila con 7
Muchachos- 10 2 " "8 _
_ = = 4 chicas = NO
Chicas - 10 F " "9
£ " 10
2 baila con 7
2 " "8
Muchachos- 11 )
: =3F " " 9t =5 chicas= NO
Chicas - 9
4p " " 10
5 " "1l
2 baila con 7
2 " "8
Muchachos- 12 F " "9 )
. = = 6 chicas = NO
Chicas - 8 4p " " 10 -
5 " "1
& " "o12
12 baila con 7
2 " "8
F " "9
Muchachos- 13 .
: =48 " " 10y = 7 chicas= SI
Chicas - 7
5 " " 11
& " "o12
7" " 13

El ndmero de muchachos era de 13 y el de chicas, 7.
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Problema E.- El beneficio obtenido por la produsgydventa de x kilos de un articulo
viene dado por la funcioB(x) = -001x* + 36 x —180.

a ) Determinar los kilos que hay que producir yderrpara que el beneficio sea maxi-
mo.

b ) Determinar los kilos que hay que producir ydeancomo maximo para que la em-
presa no tenga pérdidas.

a)
El beneficio sera maximo cuando su derivada skaes decir:

B'(x)=-002x+36 ;; B'(x)=0=-002x+36=0 ;; 2x=360;; x=180
B(180) = -001-180° + 36-180-180= —324+648-180=144= f (180)
El beneficio maximo se consigue cuando se ven#6rkilos.

Justificacién de que se trata de un maximo:

B"(x)=-002<0= Méximq cqg.j.

b)

La representacion grafica del beneficio es unalmda cdncava cuyo vértice es el
punto maximo obtenido en el apartado anterior: 89(1144).

Los puntos de corte con el eje de abscisas darépla son:

- 001x* + 36x-180=0 ;; x* —360x +18000=0

= 360+ J129600- 72000 _ 360240 _ X, =300
2 2 X, = 60

La cantidad maxima que debe venderse para nopgéngidas es de 300 kilos

Nota: Es interesante observar que si se vendewsmm 60 kilos también hay
pérdidas, o sea, que el beneficio se produce cdasd@ntas son mayores de 60 kilos y
menores de 300 kilos.
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