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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el probleimaada uno de los bloques A, B,
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valoradtre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A
1 00 2 00

Cuestion A.- Dadas las matricés=|1 2 4|y B=|2 2 0|, estudiar el rango de la
1 2 4 0O 0 2

matriz A- AB en funcion del valor dd .

100 2 00y (100 (24 0 0
SeaM=A-A-B=[1 2 4[-1-|2 2 0[|=|1 2 4|-|24 24 0 |=
12 4 002 (124 (0 0 24
1-21 0 0
=|1-24 2-24 4 |=M
1 2 4-2)
1-24 0 0
IM|=|1-24 2-24 4 |=(1-24)2-21)4-22)-81-21)=
1 2 4-2)

=(1-22)[(2-24)(4-22)-8] = (1-24) (8- 41 -84 + 44 -8) = (1- 2A) (124 + 4*) =

=4A(1-20)(A1+3)=0 = A, =0;; A,=-3;; A, =

N =
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Para {)I 20, A £#-3 A ¢%}:> Rango A-AB=3

100
Para A=0 => M=A-0-B=A=|1 2 4|= RangoM =2
1 2 4
7 0 O
ParaA=-3=> M=|7 8 4| = RangoM =2
1 2 10
0 0O
Para/l:%:M: 0 1 4]/ = RangoM =2
1 2 2

Para {/l =0, A=-3 A :%}::» Rango A-AB=2
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X+2y+z=A
Problema A.- Dado el sistema de ecuacioBes x+ y+z=B demostrar que es com-
Xx+y-z=C
patible determinado para cualquier valor de A, 8 y encontrar la solucion en funcion
de dichos valores.

Segun el Teorema de Rouché-Frébenius, para gsistema de ecuaciones linea-
les de tres ecuaciones con tres incégnitas seaatiimepdeterminado, los rangos de las
matrices de coeficientes y ampliada tienen quégsates e igual al niumero de incogni-
tas, que en este caso es tres.

1 2 1
El rango de la matriz de coeficientess={1 1 1
11 -1
1 2 1
IM[=]1 1 1|=-1+1+2-1-1+2=2#0 = RangoM =3
11 -1

Por ser la matriz ampliada de dimensién 3 x 4aefjo maximo que puede tener
es tres. Teniendo en cuanta que las tres primelascas de la matriz ampliada son las
tres columnas de la matriz de coeficientes, indéipetemente de los valores de A, By
C, el rango de la matriz ampliada es tres, lo dealuestra lo pedido.

Aplicando la Regla de Cramer, las soluciones dé&tma en funcion de los valo-
res de A, By C son los siguientes:

A2 1
B 1 1
« = cC1 -1 :—A+B+2C—C—A+ZB:—2A+SB+C:X
3 3 3
1 A 1
1 B 1
11 C -1 _-B+A+C-B-C+A_2A-2B _
AR T 3 -3 Y
1 2 A
1 1B
221 1 C_C+A+ZB—A—B—2C:B—C:Z
3 3 3
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BLOQUE B

Cuestion B.- Explicar un procedimiento para deteanisi los cuatro puntos diferentes
del espaCile(le Y1 21)1 PZ(XZ’ Yo, 22)1 Ps(x3! Ys» 23) y I:)4()(47 Ya Z4) pertenecen a
un mismo plano. Aplicar dicho procedimiento par&idie si los puntosA(0, 1, 2),
B(0, 2 3), C(1, 1, 1) y D(1 2 3) pertenecen o no a un mismo plano.

Los puntosP(x, v, z). B(%. Yoo ), P%, Vo ) ¥ RilX,, v, 2,) son
coplanarios cuando los vectores=PP,, v =PP, y w =PP, sean linealmente de-
pendientes, o sea, que el rango de la matriz queafotenga de rango dos.

|

G>:P1P2 :Pz_Pl:(Xzi Yo 22)—(X1, Yis 21):(X2_X1’ Y2 = Vi 22_21)
v:?P;ZPg_Pl:(Xs! Y3 23)_()(1! Y1 Zl):(x3_xl’ Ys = Yo 23_21)
W:ﬁ:a_ﬂz(xu Yar Z4)_(X17 Yi» Zl):(x4_xl’ Yo~ Yo Z4_Zl)

Para que los puntos estén en un mismo planodigmeumplirse lo siguiente:

X, =X X=X X TX
Rango{u, v, W}:2 = |YomY:s Ys~ Y Ya—VYi|=0
Z,-4 4374 ,7L

Para los punto#(0, 1, 2), B(0, 2 3), (1 1 1) y D(% 2 3), seria:

—_—

u=AB=B-A=(0 2 3)-(0,1 2)=(0, 1, 1)

—_ —

v=AC=C-A=(111)-(01 2)=(1 0, -1).
w=AD=D-A=(1 2 3)-(0,1 2)=(1, 1, 1)

01 1
Rango{U, V, W} =1 0 -1/=1-1+1=1#0 = Rango{U, V, W}:S
11 1

Los puntos A(O, 1, 2), B(0, 2, 3), C(1, 1, 1) y D21 3) no son coplanarios.

*kkkkkkkkk



Problema B.- Se sabe que la recta r corta perpgdadmiente al plana y que el punto
A(3, 4, 0) pertenece a la recta r. Se sabe adeu®slgectoru = (0, 1, 1) tiene como

extremo y origen dos puntos del planoy lo mismo ocurre con el vector = (1, 0 1).

Calcular la ecuacion de la recta r. ¢ Son suficietds datos anteriores para hallar la
ecuacion del plana ? Razonar la respuesta.

Teniendo en cuenta que si una recta es perpeadeuwn plano lo es a todas las
rectas contenidas en el plano, se deduce quetk ¢z como consecuencia cualquier

vector director) es perpendicular al plano al geitgmecen los vectoras y v .

Sabiendo que el producto vectorial de dos vecesesdro vector perpendicular al
plano que determinan los dos vectores, el veatorirector de la recta r puede ser:

=i+j-k=(11 -)=w

O B —
PR x

i
w=ulv=|0
1

La recta r puede determinarse por su vector direat = (1, 1, -1) y el punto
A(3 4, 0) por el cual pasa.

La ecuacionderes:=(x, y, 2)=(3 4 0)+A(1 1, -1).

El plano 7 no puede determinarse por no conocer ninguno sigsntos. Sin
embargo, por ser perpendicular a r, su vector noes)al vector director de la recta r.
La expresion de la ecuacion deseria de la forman = x+y-z+D =0.

La ecuacion anterior representa al haz de plaa@dgbos al que pertenece
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BLOQUE C

Cuestion C.- ¢ Qué significa que la regta ax+b sea una asintota oblicua para la fun-

., . : . +cox? .
cion f(x)? Encontrar la asintota oblicua para llacfan f(x) :% en funcion del
X

valor de c.

Para que una recta= ax+b sea asintota oblicua de una funcion, su pendente
tiene que ser igual a la pendiente en el infingdadfuncion, es decir:

_y-b lim f(x)-b_ lim f(x) lim b _

y=ax+b = a

= lim M—O: lim @:a
X -0 X X -0 X

El valor de b se determina de igual forma:

lim
y=ax+b = b=y-ax = b= [f(x)-ax]
X - ©

Aplicando las férmulas anteriores al caso plardesatia;

x3 +cx?
[im fx) [im 3x2 +5 lim  x% +cx? im x?+cx 1
a= — /= B AT = =—=a
X500 X X 0 X X500 3x*+5x X > o0 3x*+5 3

lim lim (x*+cx® 1 lim 3x® + 3cx? —3x® —5x
b= [f(x)-ax] = - —Ix|= , =
X — 0 X—>o0| 3x“+5 3 X — 0 9x° +15
_lim 3cx*-5x 3¢ ¢ _
X -0 9x*+15 9 3

3 2

X” +CX
2

3X°+5

La ecuacién de la recta asintota oblicua a laifund (x) = en funcion

de c es la siguiente:

y=lysc
3 3

*kkkkkkkkk



Problema C.- Sea f la funcién definida pidx) = 2x* + ax® + bx+c. Encontrar los valo-
res de a, b y ¢ para los cuales f tenga sus ex¢remdos puntos x =1y x = 2 y de for-
ma que el punto P(1, 6) pertenezca a la gréafida de

Por pasar por P(L 6) = f(l)=2+a+b+c=6;; atb+c=4 ()

f'1)=0 = 6+2a+b=0;; 2a+b=-6 (2

f'(x)=6x*+2ax+b =
f'(2)=0 = 6-4+4a+b=0;; 4da+b=-24 (3

De las ecuaciones (2) y (3):

(]

2a+b=-6 | -2a-b=6 | . __1g. 5=-
da+b=-24] da+b=-24 =T 22

2a+h=-6;; 2-(-9)+b=-6;; -18+b=-6 ;; b=12

Sustituyendo en la ecuacién (1) los valores obdtende a y b, resulta:

at+b+c=4;; -9+12+c=4:;; c=4+9-12=1=c

La funcion resultante es f(x)=2x*-9x® +12x+1
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BLOQUE D

ax’ +bx+c

(x-1)x-2)

Cuestion D.- Explicar el proceso para calculantagral | :j -dx. Aplicar

2 F—
dicho procedimiento al calculo de= J' (X 4X+5 - dx.

x-1)(x-2)

En primer lugar, y si es posible, se factorizaxpresionax® + bx +c; siendo las
raices de la ecuaci@x’ +bx+c=0, x, y x, es:ax’ +bx+c=a(x-x,)(x-x,).

ar(lx - )(x-x,)

Si es posible, se simplifica la fraccie x=1)(x-2)

, que se resuelve facilmente mediante el siguiesmebio de varia-

, resultando una fraccion

+
de la formaMX N
X_

bles:x-p=t ;; dx=dt.
En caso general, (no se puede simplificar), seqa® del modo siguiente:

. L ax’ +bx+c _ Bx+C :
Haciendo la division, result 1)( 2) = A+————. Teniendo en cuenta
X—= X—=

(x-1)(x-2)

gue la integral de una suma de funciones es la dentas integrales, seria:

2
I—jax +bXJrC-dx:J’Adx+J'(XBX+C dx= AX+I .

I (x-1)(x-2) ~1)(x-2)

La integral | se resuelve de la forma siguiente:

Bx+C
A )

.. Bx+C .
La fraccibn———— se puede trasformar en la suma de dos fraccidaes e

(x-1)(x-2)

mentales, de Iasiguienteformﬂ:BXJrC - M + N .
x-1)(x-2) x-1 x-2

Para determinar los valores de M y N tenemos entawque:

Ax+B _ M N _M(x-2)+N(x-1) _ Mx-2M +Nx-N _
(x-1)(x-2) x-1 x-2 (x-1)(x-2) (x-1)(x-2)
M+N=B
:(M +N)x+(-2M -N) = = (de aqui se obtienenM y N)
(x-1)(x-2) -2M -N=C

Sustituyendo los valores de M y N, resulta:



M N
IZZI(E"‘X_ZJ dx = I— dx+

=M -L(x-2)+N - -L(x-2)+K =1,

- cdx= Mj— dx+Nj— dx =

Sustituyendo:l = Ax+M - L(x-1)+N -L(x-2)+K

La resolucién de la integral= jﬁ - dx es como sigue:
(x-1)(x-2)
+ / —
X —4x+5=0;; x= LZGZO = xOR= (no se puede descomponer).

(x-1)(x-2)=x>-2x-x+2=x*-3x+2

Efectuando la division resulta:

X2 —4x+5 _ (x2 -3x+2)+(-x+3) _ X’ -3x+2  -x+3 _. . -x+3
x> =3x+2 x> =3x+2 x? —3x+2 x> =3x+2 x> —=3x+2

Segun lo anterior, la resoluciéon de la integrat@so sigue:

—ﬂ.x: +i.x: - OX+ i.x:x+ =

= = R e e R B e e R
-x+3 _ M N _M(x-2)+N(x-1) _ Mx-2M +Nx-N _

(x-1)(x-2) x-1 x-2 (x-1)(x-2) (x-1)(x-2)

_ (M +N)x+(-2M -N) M+N=-1
(x-2)(x-2) -2M -N =3

-X+3 -2 1 -2
'ffm'd“f(x——l*x-zj'dx:fx—-l'd“h-

-dx=-2L|x-1|+L|x-2|+K = L| 2|+K:I1

(x=1)

=-2. j— dx +

| = x+1 —x+L|X_2|+K—I
1 (X_l)Z
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Problema D.- Trazar un esquema grafico del redinito del plano limitado por las
rectasy =16x, y =9x y la curva y:% y situado en el primer cuadrante. Calcular el

area de dicho recinto.

Los puntos de corte de la curva con cada unasdedsas son los siguientes:

YTX S lo1ex 16x7 =15 K== o x= o (x>0) = P(E, 4)
y=16x| X 16 4 4
=1 1 1 1 1

X (D=0 =1 X2=—,,X=—(x>0):>Q(_,3j
y=9x| X 9 3 3

y=16x |4 S

x4 ¥

O‘ %% 1 2 3 4

De la observacion de la figura se deduce queeal pedida es:

Wl
I =

S=

(R T
—

(16x - 9x) - dx+j(§—9xj -dx = [(7x) - dx+j(§—9xj -dx =

4

0

N



~

N

—£+|_ﬂ
2 3

=—+ L1—L3—1—(L1— L4—3j =
32 2 32

= L% u* 002877u*> =S

32 2
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BLOQUE E

Cuestion E.- En una bolsa hay monedas de dos fiigosinco céntimos y de dos cénti-

mos de euro. En total hay 42 monedas y su valar éstde 1’74 euros. ¢ Cuantas mone-
das hay de cada clase?

Supongamos que x es el nimero de monedas deithogm y es el nUmero de
monedas de 2 céntimos.

X+y=42 X+y=42 —-2Xx—-2y=-84
4

} = 3x=90;; x=30

005x + 002y = 174| 5x+2y =17 5x + 2y =174

Xx+y=42;;, 30+y=42;;, y=12

En la bolsa hay 30 monedas de 5 céntimos v 12 nasbsl2 céntimos.
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Problema E.- ¢ Cuantas diagonales tiene un poliggmdar de 20 lados? ¢ Cuantas dia-
gonales tiene un poligono regular de 40 lados?

Teniendo en cuenta que la diagonal de un poligegalar es el segmento que
une dos vértices no consecutivos, en el caso @eligono regular de n lados, el nUme-
ro de diagonales son las combinaciones de n elesyémmados de dos en dos, menos
el n (los lados no son diagonales y unen vértices).

El nimero de diagonales (N) de un poligono delodas:

V<o = (o) para

En el caso de 20 lados:

=190 diagonales= N,

20) _ 20! _20-19-18 _20-19

Ny=Cp,=| . |= =
27 ¥ 2 [2 (20-2)1.21 181.2 2

En el caso de 40 lados:

=780 diagonales= N,

40) _ 40! _40-39 -38' _ 40 -39

Nuo = Cao 2 :(2 T(40-2)1-21  38l-2
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