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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el probleiaada uno de los bloques A, B,

C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valoradtre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A

., . 10 , :
Cuestion A.- Sea la matria = 3 1 y sea n un numero natural cualquiera. Encontra

el valor de A para cada n y hallar3® — A2,

) 1 0) (1 0) (1+0 0+0) (1 0y (1 0}y ,
A=A A= . = = = = A
31 31 3+3 0+1 6 1 3-2 1
. 1 0) (1 0) (1+0 0+0) (1 0y (1 0}
A=A A= . = = = = A
6 1 31 6+3 0+1 9 1 3-3 1

nmpo ac(l O) (1 O)_(1+0 0+0Y_(1 0)_( 1 0)_
9 1) (3 1) |9+3 0+1) (12 1) (3-4 1

e e (10 1 0y (1 0)(1 0y (0 0 .
A = A = - = - = =A™ -
350:3 1 250-3 1 1050 1 750 1 300 O
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X+y+z=0
Problema A.- Discutir el sistem@={ax+y+z=2 en funcién del valor de a.. Resol-
X+y+2z=3

verlo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

111 1110
M=la 1 1|y M=la l1l?2
112 1123

El rango de la matriz de coeficientes en funciémaeks el siguiente:

=2+a+l1-1-1-2a=1-a=0;; a=1

<

I
D e
e e
N R

Para azl1 = RangoM = Rango M'=3=n° incog. = Compatible Determinado

1110
Paraa=1 = M'=|]1 1 1 2| = {C,=C,} = RangoM' =
1123
110
= |1 1 2(=3+2-4-3=5-7=-2#0 = RangoM'=3
12 3

Para a=1= RangoM =2 ;; RangoM'=3= Incompatile

Resolvemos para#1 aplicando la Regla de Cramer.

01
2 1
3 2

w N O
I

11
11
1 2

_2+3-3-4_ -2 _ - _4+3a-2-3_3a-1_

X= = =X = y
1-a 1-a 1-a 1-a 1-a 1-a

11 3| _3+2-2-3a_3-3a_31-a)__
1-a 1-a 1-a 1-a -

N

7=
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BLOQUE B

Cuestion B.- Dados tres puntos diferentes del éspaéx,, y,, z), P.(x,, V,, z,) Yy
P,(x,, v, z,), describir brevemente un procedimiento para détamsi estan en una
misma linea recta. Seafa, 1, 2), B(0, 2 3) y C(0, 3 4), ¢existe algtn valor de a

para el cual los tres puntos estén alineados? Bafmmespuesta y en su caso hallar el
valor de a.

Los puntosP,(x,, V., z), P,(X,, ¥,. z,) ¥ P(x,, vy,, z,) estaran en linea recta
y v

cuando los vectores = PP, = P,P, sean linealmente dependientes.

_—

Fi

u

V)
|

P,-PR (X2’ Yo 22)_(X1’ Y1 21):(X2_X1’ Y, =Y 22_21)

_— —

v =PP,

PS_P:L (Xsi Y3 Zs)_(xv Y1 Zl):(x3_xl’ Ys = Y1 23_21)

Para que los puntos estén alineados tiene quelicserip siguiente:

U:k'v = (XZ_Xl’ Y, = Yi Zz_zi):k'(x3_xlv Y: = Y 23_21)’ OkOR, k#0

En el caso particular de los puntos dados seria:
u=AB=B-A=(0,2 3)-(a, 1 2)=(-a, 1, 1)

v=AC=C-A=(0 3 4)-(a, 1 2)=(-a, 2 2)

= (-a,11)=k-(-a,2 2)=(-ka, 2k, 2k) = a=0;; k==
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Problema B.- Se consideran los planes=4x+2y-4z=2, n,=x-2y-z=2 Yy
n, =x+ay+z=h. ¢ Existen valores de a y b para los cuales legtenos se corten en

una recta? En caso de que la respuesta sea negativear la contestacion. En caso de
gue la respuesta sea positiva, calcular dichoseslo

Si los tres planos se cortan en una recta, tagomfinitos puntos de la recta son
solucion del sistema que determinan, por lo cuefjis el Teorema de Rouché-
Frobenius, el sistema es compatible indeterminiada;angos de la matriz de coeficien-
tes y de la matriz ampliada tienen que ser amhasdag e iguales a dos.

4 2 -4 4 2 -4 2
Las matricessomM ={1 -2 -1|y M'=|1 -2 -1 2|.
1 a 1 1 a 1 b
4 2 -4
RangoM =2 = |1 -2 -1|=0;; -8-4a—-2-8+4a-2=0;;, —20=0 ???
1 a 1

No existe ningun valor real de a para que el rateghl sea dos.

Ua, bUR, los planos nn,, 7, y n, no se cortan en una recta
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BLOQUE C

2X Si x=2°

de ay b para los cuales f satisfaga las hipotesigeorema del Valor Medio en el in-
tervalo [0, 4]? Razonar la contestacion y en cismativo calcular dichos valores.

, .
Cuestion C.- Sea f la funcién dada piogx) = {X tax+b SiX<2 . pyisten valores

Para que la funcién satisfaga las hipotesis detéirea del Valor Medios es con-
dicién necesaria que sea continua y derivable @dwsttos puntos del intervalo dado.

Por tratarse de una funcion definida por dos 8pmoa parabola y una recta, res-
pectivamente, son continuos en todos los puntasisi@xistencias, por lo cual, el punto
a estudiar, perteneciente al intervalo, es par2x =

Para que sea continua para x = 2 tiene que clemlire los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e iguallal de la funcidén en ese punto:

“m_ f(x)= im (x* +ax+b)=4+2a+b
X - 2 X - 2
= 4+2a+b=4: 2a+b=0 (¥
lim lim
M= " ()= 1(2)=4

Una funcién es derivable en un punto si, y salexasten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puattegnas, son iguales.

2x+a si x<2 f'(2‘):2-2+a:4+a
f'(x) = = = 4+a=2;, a=-2
2 six22 f'(2)=2

Sustituyendo en (*) el valor de a, resulta:

2a+b=0;; 2-(-2)+b=0;; -4+b=0;; b=4

x> =2x+4 si x<2

Aplicando el Teorema del Valor Medio a la funci6(x) :{ % Sl x> 2

en el intervalo [0, 4]:




2X—2 Si x<2

2 Sl X=2

= f'(¢)=1= 2c-2=1;; 2
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Problema C.- Sea f la funcion definida pbfx) = e* —4e* +1. Estudiar los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de f y sus asintgf@iene f algin maximo o minimo?

La funcidén esté definida para cualquier valor geak, por lo cual su dominio de
definicion es R.

f'(x)=2-e> -4e* ;; f'(x)=0= ¥ -2e"=0;; (&) -2e"=0;; e (e -2)=0 =

= e 20, OxOR ;; e -2=0;;, e =2;; x=L2

Para x<L2 = f'(x)<0 = Decreciené (-, L2)

Para x>L2 = f'(x)>0 = Creciente(L2, +)

fr(x)=4-e* -4 =4e*(e*-1) ;; '(L2)=4-2-(2-1)=8>0 =

= Existe un Minimo para x=1L2

f(L2)=e*?-4e"*+1=4-4.2+1=5-8=-3 = Minimo = P(L2, -3

Por ser una funcién continua y derivable en suidion{R), no existen asintotas
verticales.

Las posibles asintotas son las los limites cuartothmde at «:

[im [im [im
f(x)= (ezx—4ex+1)=°°—oo = Ind. = {eX(ex—4+iXﬂ:

= -(0-4+0)=0 -0 =+0 = No hay asintota para x — +wo

Mmooty M (€ -4 +1)=e™ -4 +1=0-0+1=1 =

X —» —00 X - —00

= Existe una asintota para x —» —o

Asintota horizontal y =1

La representacion grafica de la situacion es éasguindica en la siguiente figura.



VA

f(x)

X v
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BLOQUE D

Cuestion D.- Sed (x) = 4-2x*. Se considera el intervalo | = [-2, 3] y la paditsuya
P ={-2, -1, 2, 3}. Calcular la suma superior eeiidr de dicha funcidn correspondientes
al intervalo | y a la particion P.

La funcién f(x) es una parabola concava, simétrima respecto al eje OY cuyo
punto maximo es A(0, 4).

Para una mejor comprension del calculo de las swmgerior e inferior, a conti-
nuacion se hacen graficos de las mismas.

><V

e
A
= e

f(x) f(x)

II_J_-I-#q—v—rIIIIIII LI I I I B e | (I}
AR N A R

| . ‘ | y \

Sumas Inferiores Sumas Superiores

Se llama suma inferior de f(x) asociada a la gi@rii P y se designa de la forma
|(f, P) al siguiente nimero real:



I(f’ P):m1(x1_xo)+m2 (Xz _X1)+ ceeehmy (Xi _Xi—1)+ s my (Xn _Xn—l)
siendo mel valor minimo del intervalo genérids ., x.).

Se llama suma superior de f(x) asociada a lagpamtiP y se designa de la forma
S(f, P) al siguiente nimero real:

S(f’ P):Ml(xl_xo)+M2(X2_Xl)+ ""+Mi(x'_xi—1)+ ""+Mn(x _Xn—l)

1 n

siendo M el valor maximo del intervalo genéri¢e ,, x,).

Aplicando las formulas anterioresfdx)=4-2x*; P{-2, - 1, 2, 3}, teniendo en
cuenta que los minimos de los diferentes intervados

f(-2)=4-2-(-2=4-2.-4=4-8=-4

3
I

f(2)=4-2.22=4-2.4=4-8=-4

3
I

3
I

= f(3)=4-2.32=4-2.9=4-18=-14

1(f, P)=m[-1-(-2)]+m,[2-(-2)]+m,(3-2) = -4 -1+ (-4) -4+ (-14) -1=

=-4-16-14=-30=I(f, P)

Los maximos de las diferentes particiones sositagentes:

<

=f(-1)=4-2-(-1°=4-2.1=4-2=2

M,=f(0)=4-2-0°=4-2.0=4-0=4

M,=f(2)=4-2.22=4-2.4=4-8=-4

S(f, P)=M,[-1-(-2)]+M,[2-(-1)]+M,(3-2)=2-1+ 4-3-4-1=

=2+12-4=10=9(f, P)
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Problema D.- La rectg =3x+2 y la curvay = x* limitan un recinto en el plano. Tra-
zar un esquema grafico de dicho recinto y cal@uaarea.

Los puntos de corte de las graficas se obtiermmviendo el sistema que forman:

y=3x+2

A }:>x3:3x+2 o x¥-3x-2=0.
y=X

Resolviendo por Ruffini:

1 0 -3 -2

-1 -1 1 2
1 -1 -2 0

-1 -1 2
1 -2 0

2 2
1 10|

v A Los puntos de corte son P(-1, -1) y Q(2, 8).

O

La representamos graficamente la situacion es,
aproximadamente, la figura adjunta.

<

Como puede observarse, en el intervalo correspor
diente al &rea S, todas las ordenadas de la rectaysa-

les o mayores que las de la curva, por lo cualeal pedi-
da es la siguiente:

S:i[(3x+2)—x3]-dx:JZ'(—x3+3x+2)-dx:

-1

T 4 2 2
= —X_+3X + 2X =
4 2 o

= —27:1+ 3'222 + 2-2}—{— ) + 3'(2_1)2 +2-(-1)|=

=-4+6+4- —£+§—2 :6+£—§+2:8+£—§:—32+1_6:2_7u2:S
4 2 4 2 4 2 4 4
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BLOQUE E

Cuestion E.- Dados dos numeros a y b talesague> 0, demostrar qu% D >2.

a

Por sera -b>0, los nimeros a y b tienen que tener, necesarignehmismo

: . a b .
signo, por lo cual los comenteg y — Son positivos.
a

., Z +p? :
La expresion dada puede expresarse de la féazlqu%b— > 2, que es equivalente a
a’ +b* = 2ab.
Restandd2ab) a los dos términos de la dltima expresion queda:

a’+b?-2ab>2ab-2ab ;; a*+b?’-2ab=20;; (a-b)*=0

Como quiera que el cuadrado de cualquier nUmensagsr o igual a cero, haber
llegado a la dltima expresion demuestra lo pedido.
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Problema E.- Se dispone de un trozo cuadrado ttencauyo lado mide 120 cm. De sus
esquinas se quitan cuatro cuadrados iguales peea ban el cartdn resultante una caja
sin tapa, cuyo volumen se quiere maximizar. Catclalga dimensiones de la caja que
verifica dichas condiciones.

120

Sea x el valor del lado del cuadrado recortadoadia una de las esquinas de la
cartulina.

El volumen de la caja resultante ¥s: (120-2x)* - x.
Para que el volumen sea maximo su derivada tieaeser nula:
V'=[2(120-2x) - (- 2)] - x+(120-2x)* -1=(120- 2x)(- 4x +120-2x) =

= (120-2x)(120-6x) = 2-6- (60— x)(20- x) =12(60- x)(20- x) =V

X, =60

V'=0 = 12(60-x)(20-x)=0 =
X, =20

De las dos soluciones obtenidas, es légico qpeneera carece de sentido, pues
si la longitud del trozo recortado de cada esqfueea de 60 cms, se dividiria la cartu-
lina en cuatro trozos sin posibilidad de constialicaja (seria volumen minimo); por el
contrario, el valor de x = 20 si tiene sentidonye¢ecto, es la solucion.

Lado de la base=120-2x=120- 2-20=120-40=80

Las dimensiones de la caja son 80 x 80 cm de b38ecyn de altura..
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