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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas ¥Y3ninutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el probleimaada uno de los bloques A, B,
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valoradtre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A

Cuestion A.- Encontrar las matrices A y B sabieqgde verifican las siguientes ecua-
ciones matriciales:

8 4 7 9 -2 16
2A+3B=|18 11 -16| :: —-A+5B=|17 1 -10|.
8 3 13 9 5 13
8 4 7
2A+3B=|18 11 -16
e 3 13 26 0 39 2 0 3
— 13B=|52 13 -26|=13:[4 1 -2|=
18 -4 32 26 13 39 2 1 3
~2A+10B=|34 2 -20
18 10 26
2 0 3
B=|4 1 -2
2 1 3
9 -2 16 10 0 15 9 -2 16) (9 -2 16
~A+5B=[17 1 -10|;;A=5B-|20 5 -10|=|17 1 -10|-|17 1 -10|=
9 5 13 4 5 15 9 5 13/ |9 5 13
1 2 -1
=3 4 0/|=A
10 2
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2Xx+y+z=a

Problema A.- Discutir el sistemg@x+y+2z=2a en funcion del valor de a. Resolver
2Xx+y+3z=3

en los casos en que sea compatible.

2 11 211 a 2 11
M=[2 1 2|;M'={2 1 22a|; |M|=|2 1 2|=0{C,=C,} = Rangode M =2
2 1 3 213 3 2 13

Como el rango de M es menor que el nimero de mtag el sistema no puede
ser en ningun caso compatible determinado. Paraseme&ompatible indeterminado el
rango de M’ tiene que ser 2, por lo tanto:

11 a
M'={C, C,C}=1]1 2 2a|=0;;6+3a+2a-2a-6a-3=0;;3=3a;; a=1
13 3

Paraa#1l = RangoM # RangoM' = Incompatille

Paraa=1 = RangoM = RangoM'=2<n°incognitas= Compatible Indeterminado

2x+y+z=1
Para a = 1 resulta el sistema@x+y+2z=2
2x+y+3z=3

Para resolver el sistema, parametrizamos una miteogpor ejemplo, x = k) y re-
solvemos el sistema resultante de eliminar unasleduaciones (por ejemplo, la terce-
ra):

y+z:1—2k} —y—z:—1+2k}
=

z=1;; y+z=1-2k - y+1=1-2k ;; y=-2k
y+2z=2-2k] y+2z=2-2k | =

Dando valores a k se obtienen las infinitas sohe&so por ejemplo:

x=0 x=1 X==-2
k=0 > y=0 ;; k=1> y=-2 ;; k=-2 = y=4 ..
z=1 z=1 z=1
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BLOQUE B

Ax+By+Cz+D =0
Ax+B'y+C'z+D'=
misma, describir el proceso para hallar un plar® @pntenga a la recta r y al punto P.
¢, Es Unico dicho plano? Razonar la respuesta.

Cuestion B.- Dada la rectas{ 0 y un punto P(a, b, c) exterior a la

. , = Ax+By+Cz+D =0
La recta r esta determinada por los plahos , que nece-
m=Ax+By+C'z+D'=0

sariamente no pueden ser paralelos.

El haz de los infinitos planos que contienen a@elgta viene expresado por la
ecuacion:

n+k-n'=0, OkOR Es decir: Ax+By+Cz+D+k(Ax+B'y+C'z+D)=0 (¥
De los infinitos planos anteriores, solamente da®llos pasa por el punto P ex-
terior a la recta r, por lo tanto, la ecuacion aotdiene que satisfacerse para las coor-

denadas del punto P, o sea:

A-a+B-b+C-c+D
A'-a+B'-b+C'-c+D'

A-a+B-b+C-c+D+k(A-a+B'-b+C'-c+D)=0=k=-

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de k se e el Unico plano que conte-
niendo a la recta r pasa por el punto P, tal caammos pedia.
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x-1 y-1 z-1

-1 2
sean los planos, =x+y+z=1y n,=x+y-z=1. Si R es el punto de corte de r con
n, ¥y P el punto de corte de r com, encontrar dichos puntos y la longitud del segmen:-
to que determinan.

Problema B.- Sea la recta cuya ecuacion en formant@m esr =

x=1+k
La expresion de r por ecuaciones paramétricas=sy =1-k .

z=1-2k
El punto R, interseccion de r con, es:

(1+k)+(@-k)+@-2k)=1;; 1+k+1-k+1-2k=1;;3-2k=1;; 2k=2;; k=1
R(20 -1)
El punto B, interseccion de r con, es:

(1+k)+(1-k)-(1-2k)=1;; 1+k+1-k-1+2k=1;;1+2k=1;; 2k=0;; k=0

N—

P(111

La distancia entre los puntos hallados es la sdei

d=PP, =( %) +(y, - v.)'(z. - 2)" ={-2) +[@-0) (L+2f =+1+1+4=6

d = PP, =+/6 unidades
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BLOQUE C

Cuestion C.- Explicar en qué consiste la reglaatevdcion de funciones compuestas (o
regla de la cadena). Si(x) =x*+1 y g(x)=cosx?, utilizar dicha regla para calcular la
derivada de las funciones(x)= f[g(x)] y J(x)=g[f(x)].

Sabiendo que la derivada de una funcioén f(x) empwmto % viene dada por la
formula:

fl(XO):xlimx f(x)z:)t(xo)

Aplicando la misma férmula a una funcion compugsta ejemplo(f - g)(x,):

(foatb)= ™ (Fo0l)=(tog)ix) _ m (It~ flob.)

X = X, X = X, X - X, X = X,

Multiplicando y dividiendo pog(x)-g(x,) la expresién anterior, queda:

En general:

(fog)()=f1lgl)l-g'(x) o (gof)(x)=glf(x)]-f'(x)

Aplicando las férmulas obtenidas al ejemplo queasepide, seria:
f)=x*+1- f'(x)=2x ;; g(x)=cosx?® - g'(x)=-2x - senx?
H(x)= flg(x)]= H'(x) = f[g(x)] g'(x):[Z- (cosxz)] : (— 2X - senxz):

= —4x - senx® - coSX’ =—2X - sen(2x2): H'(x)

369=al1 ()= ()= g1 (] (=] 2- (¢ +- senlie +1) ] ()=

=—4ax - (x* +1) - sen(x* +1f = 3'(x)
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2

Problema C.- Sea f la funcion definida pf)(x)z%2

X X
definicion de f, sus intervalos de crecimiento grdeimiento y sus asintotas. ¢ Tiene f
algun tipo de maximo o minimo?

. Encontrar el dominio de

Por tratarse de una funcion racional, el domirgaddfiniciéon de la misma es el
conjunto de los nameros reales, excepto los vattgesque anulen el denominador.

> > = D(f)=R-{1-2

- - =1
CAx=2=0 x= 1+41+8 _ 1132{3_ 2
=-

f'(X): 2X-(x2+x—2)—X2 -(2X+l)_ 2% + 2% — Ax — 2%° — X2 ) 2 — dx

= = =f'(x
(x2+x—2)2 (x2+x—2)2 (x2+x—2)2 )
El signo de f'(x) depende del numerador, ya quderominador es siempre posi-
tivo.
2 _ -0 - A= _ -
x> —4x=0;; x(x-4) O:{Xz:4:> BN 27T

f'(x)>0 = Creciente= (-, —2)0(-2,0)0(4, »)

f'(x)<0 = Decreciene = (0,1)0(2, 4)

Asintotas horizontales: son los valores finitos tprea y cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

/im /im NG
f(x)= ——=1=
X > 0 () X » 00X +Xx—-2 =y

_ ) x=0
Asintotas verticales: son los valores de x queamel denomlnador{——z.
X=-

No tiene asintotas oblicuas. (Para que tengaosasnbblicuas es necesario que el
grado del numerador sea una unidad mayor que @b giel denominador).

Los maximos y minimos son los valores que anw@amimera derivada, por tanto
puede tener maximos y minimos en los puntos dasasst y -2. (Para que existan los



Mmaximos 0 Minimos es necesario que no se anuke ggas valores, la segunda deriva-
da).

oy B e (e a0) 2. ex- 3 o)

(x2 +x—2)4
_(2x=4)x* + x-2)-(x* - 4x) - 2- (2x+1) _
) (x2+x—2)3 )
22X+ 2% — Ax— 4x? — Ax+8-2(2x* + X* —8x° — 4X) _
) (x2+x—2)3 )
_2X° = 2x2 —Bx+8-4x° +14x* +8x _ - 2x° +12x* +8 _ —2(x* -6x* —4) _ e
(x2 + x—2)3 (x2 + x—2)3 (x2 + x—2)3

f"(o):_%:—1<o = Max(0,0)  f"(4)= _2(64;96_4):§>o = Min(4, gj
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BLOQUE D

Cuestion D.- ¢ Cuando se dice que una funcién B(xnha primitiva de f(x)? Encontrar
X
(x-2)(x+1)

una primitiva de las siguientes funciongl) = ;g(x)=x-¢e".

Se dice que P(x) es una funcion primitiva de #ixy solo si la derivada de P(x)
es igual a f(x), o sea: P’(x) = f(x).

Como quiera que todas las funciones que se ddaxeen una constante tienen la
misma derivada, existen infinitas funciones privaisi de f(x). A este conjunto de las
infinitas funciones primitivas se denomina integralefinida de f(x) y se expresa de la

forma P(x)=[ f (x) - dx.

Ilzjf(x).dx:J'WX(X_Fl) X = J’(_+X;Elj dx— A B _

1
_ Ax+A+Bx-2B _(A+B)x+(A-2B) _ |A+B=1[-A-B=-1 B=3
(x-2)(x+1) (x-2)(x+1) A-2B= 2

3

2. 1 1 1
=l =] e x—l dx—EL(x 2)+3L(x+1)+C L3/(x-2(x+1)+C =1,

X=U - dx=du
I, =[g(x)-dx=[x-e {sz{é-dx:dv—»v:ngjlz_X'e e -dx=

=x-e-e+C=e(x-1)+C =1,

Nota: La segunda de las integrales se ha hechoeponétodo denominado “por par-
tes”, cuya férmula es:[u-dv=u-v-|v-du.
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Problema D.- La curvg = 2x* divide al cuadrado de vértices O(0, 0), A(1, Q)L,B) y
C(0, 1) en dos recintos. Dibujar dichos recintbelar el area de cada uno de ellos.

\( A
y = 2%3
C B y=1
X=1
St S
A X
2 ') v

El punto P es la interseccién de la cupa2x® con la rectay = 1.:

BN RN RN N

3-2
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y=2x° 2 2 _1 1 ( j
P = 2x"=1;; x"==;, x=% — P—,1
e ) : TRt
A 2 ()
2 2 2 2X3 1 2
= [1-dx— [2x® -dx= | [L1-2x?)-dx=| x— = - =
= froc fococe oo e - T o
5. 1
1 2d2_1_ 1 _3-1_ 2 _22 */—Z:Sl
J2 3 2 3/2 3/2 3/2 32
7 : 2'( 1 2'212 1
= |2x% -dx+ [1-dx=| = | +|x 1-— = +1-— =
> I I { } [] J2o 3 V2
J2 V2
1 1 _1+3V2-3_3V2-2_3.2-22_3-V2 ,_.
- )



BLOQUE E

Cuestion E.- En una caja hay monedas de tres tifgodos euros, de un euro y de cin-
cuenta céntimos de euro. Se sabe que en totalhayBedas y el valor conjunto de
todas ellas es de 40 euros. ¢ Se puede determinamero de cada tipo de monedas?.
Si la respuesta es afirmativa, encontrar el nirderoada uno de los tipos de moneda.
Si la respuesta es negativa, encontrar al menosatpgntos diferentes de 33 monedas
de los tipos descritos de manera que el valor sei@alde 40 euros.

X —» n° de monedasde 2 euros

Llamando= <y - n° de monedasde 1 euro
Z - n° de monedasde 05 euros

X+y+z=33 . : S,
— Sistema de dos ecuaciones con tres incognitas.
2x+y+05z2=40

Aplicando el Teorema de Rouché, siempre tienecgmiyya que el rango de la

matriz de coeficientes es igual que el rango dedatiz ampliada, en este caso, 2. Al ser
menor el rango que el numero de incégnitas, edre@tes compatible indeterminado.

Para resolverlo se parametriza una de las inamgrpbr ejemplo z, y se resuelve
el sistema resultante en funcién del parametro:

X+y+z=33 K x+y=33-k - y=33-k—-X
= Z= =
2x+y+05z=40 2x+y=40-05k| - y=40-05%k-2x

= 33-k-x=40-05k—-2x ;; x=7+05k ;; y=33-k-7-05%=26-15k =y

Los valores que puede tener k son, en principiorakes, y ademas, debemos te-
ner en cuenta que tiene que ser par para queseanynaturales.

Los conjuntos de soluciones posibles son los esnjes:

X=8 X=9 x=10 x=11
k=2= y—:23 k=4= yTZO k=6={y=17 k=8=:y=14

x=12 x=13 x=14 x=15
k=10=:y=11 k=12=.y=8 k=14=.y=5 k=16=.y=2

z=10 ;2 ;4 ;6

(Para k = 18 resulta un valor negativo de y, queeca de sentido l6gico)
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Problema E.- Encontrar la Ultima cifra del nUmére 7*° +13".

Las terminaciones de las sucesivas potenciassda las siguientes:

7° O TR 1
7O T 7
7?0 - 9 N4
O3 > MO -r = (1) c

7¢O TR 1
7 O TR 7

En el caso que nos ocup@d’’ termina en el mismo nimero qag, o sea, en 1.

Las terminaciones de las sucesivas potenciasda las siguientes:

13 0 B S 1
13 O [5°rr -, 7
13 0 5FMr - 9
N4
13 0 5 - 3+ = 13 O M~ r = @ <
130 BGRY - 1
13 0 5 7

En el caso que nos ocupd,” termina en el mismo nimero quU&, o sea, en 9.

El nameroN = 7**°+13* termin aen0
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