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EXTRAORDINARIA — 2022
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentaenehéxamen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera & efeg las ocho que se proponen.
Todas las respuestas deberan estar debidameifiegdss.

1°) En una estanteria de una biblioteca hay ensaguslas y biografias. Tres de cada
dieciséis libros de la estanteria son ensayosbioagafias junto con la tercera parte
de los ensayos exceden en dos a las novelasir&mes$ la mitad de los ensayos y la
quinta parte de las novelas quedarias ciento dibiczs. Calcule el nimero de libros
de cada clase que hay en la estanteria.

Seanx, y, z el nUmero de ensayos, novelas y biografias quehdy estanteria
de la biblioteca, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedueaw®iado es el siguiente:

3
x=1(ty+2) 16x = 3x + 3y + 3z 13x—3y—32=0
Z+§—2=y} 3Zz+x—6 =3y x—3y+3z=64.
5x + 8y + 10z = 1.050) 5x + 8y + 10z = 1.050

x 4y _
E+?+Z_105)

Resolviendo por la regla de Cramer:

0 -3 -3
6 -3 3
1050 8 10 —144-9.450—9.450+180 —18.864
—390-24-45-45-312+30 —-786
1 -3 3
5 8 10
13 0 -3
1 6 3
|5 1050 10! _ 780—3.150+90—40.950 _ —43.230 _ 5c
y —786 —786 —786 |
13 -3 0
1 -3 6
;=15 8 1050l _ -40.950-90—624+3.150 _ —38.514 49
—786 —786 —786 |

Antonio Menguiano



En la estanteria hay 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias.
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2x+1 .
— si x <0

2°) Sea la funciofi(x) = { :
x> —4x+3 si x>0

a) Estudie la continuidafi(x) enR.
b) ¢ Esf (x) derivable erx = 0? Justifique la respuesta.
c¢) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus aggatrizontales y verticales.

d) Determine para € (0, o) el punto de la grafica g&x) en el que la pendiente de

la recta tangente es nula y obtenga la ecuacidm reta tangente en dicho punto. En
el punto obtenido, ¢alcanf&x) algun extremo relativo? En caso afirmativo, clasif

guelo.

a)
La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sugeBmor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

2x+1 0+1

— = 0O

lim f(x) = lim
Parax =0 = {*>0" x50 x
llm f(x) = llm(x —4x+3)=3= f(O)

= lirgl_ f(x) # lir(1)r1+ f(x) = f(x) no es continua para= 0.
X—> xX—=

La funciéon f(x) es continua en R — {0}.

b)

La funciénf(x) es derivable en R, excepto para 0. Para que una funcion
sea derivable en un punto es condicidn necesagig&pi continua en ese punto, por lo
cual, por ser discontinua para= 0:

La funciéon f(x) es derivable en R — {0}.

Asintotas horizontales:

2x+1

= _— = Ind.= {L'Hopital} = lim == 2.

x——oo1

llm flx) = 1

Asintota horizontal paray = 2 en su parte negativa.

Asintotas verticales:



2x+1 1
= — = —00,
0-

B £60 = Jip =

Asintota vertical para x = 0 en su parte negativa.

“ La pendiente de la tangente de una funcion eruatoges el valor de su primera
derivada en ese punto.
Parax € (0,») = f'(x) = 2x — 4.
ffx)=0=22x—-4=0; x—2=0=>x=2.
f(2)=22-4-243=4-8+3=-1=P(2,—-1).

Por serf’'(x) = 2 > 0 = El punto P(2,—1) es un minimo relativo.
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3°) Sean el plana = z = x y los puntos4(0,—1,0) y B(0,1,0) pertenecientes al
planor.

a) Si los puntos Ay B son veértices contiguos dewadcado con vértices A, B, Cy D
gue se encuentra en el planagencuentre los posibles puntos Cy D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de @ti@ado que se encuentra en el
planorm, determine los otros dos vértices del mismo.

a)
Los puntos del planm = x — z = 0 son de la form®(a, b, a).
CZ B Cl
AB = 0B — 04 =1(0,1,0) — (0,—1,0)] = (0,2,0).
BC, =0C; — 0B =|(a,b,a) —(0,1,0)] = (a,b — 1, a).
D, A D,

AB-BC=0=(0,2,00-(aab—1,a)=0; 2b—2=0; b—1=0=>b=1.
El vectorBC, resulta ser de la form8C; = (a, 1, a).
Por tratarse de un cuadradléB| = [BC;| = V22 = VaZ + a? = 2 = v2aZ;

4 = 2a2; a2 =2= a, = \/E,az = _\/E = Cl(\/i, 1,\/5) yCZ(_\/E, 1, _\/E)

Teniendo en cuenta q&&, = AD, y siendaD; (x, y, z):

BC, = AD, = {B—Cl) =[(v2,1,v2) - (0,1,0)] = (\/5,0,\/7)} =

AD; = [(x,y,2) — (0,-1,0)] = (x,y + 1,2)

x=v2
=>{y+1=0->y=-1:=D,(vV2,-1,V2).
z=12

Teniendo en cuenta qB&, = AD, y siendaD, (x, y, z):

s T {BT’Z =[(-v2,1,—v2) - (0,1,0)] = (—V2,0, —x/i)} s

AD; = [(x,y,2) — (0,—1,0)] = (x,y + 1,2)
x=—2

=><y+1=0->y=-1 =>D2(—\/§,—1,—\/§).
z=—V2




b) C B

El punto medio dd(0,—1,0) y B(0,1,0) es 0(0,0,0). N 7
. _, _ 0
SiendoC (x,y,x) = 0C = (x,y, x). 0A = (0,—1,0). // .
A ~D

Los vectoreC y 04 son perpendiculares, por lo cual, su
producto escalar es cero:

ﬁ-O_zél):O:(x,y,x)-(O,—l,o):0; —y=0=>y=0.

El punto C es de la forn@(x, 0,x) y OC = (x,0,x).

>x =+

ol

N |-

|0C| = [04] = VxZ+x2=/(-1)?=1; 2x*=1; x* =

Notese que los puntos C y D son simétricos coremsyal origen, por lo cual,
las soluciones son:

¢ (2,0,2) y b, (=2,0,—2) o bien:c, (-2,0,-2) y b, (Z,0,2).

27772 2 2 27772
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4°) En una comunidad autonoma tres de cada cinomals de segundo de bachillerato
estan matriculados en la asignatura Matematic&eléligen 6 alumnos al azar de entre
todos los alumnos de segundo de bachillerato. & pi

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cubdrellos estén matriculados en
Matematicas II.

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos estriculado en Matematicas Il.
c¢) Si en un instituto hay matriculados en segundbaiillerato 120 alumnos, calcu-

lar, aproximando la distribuciéon mediante una thstrion normal, la probabilidad de
gue mas de 60 de estos alumnos estén matriculaddatematicas Il.

a)
Se trata de una distribucion binomial de las sigigis caracteristicas:
_._E_.__ — _n_r_n—r
n=6 p=2=06 q=1-06=04 P(r)—(r)p qnT.
_ —(%).06%. 042 = 5. . _ 65, _
P=P4) = (4) 0,6*- 0,42 = —=—-0,1296 - 0,16 = 22+ 0,0207 =

=15-0,0207 = 0,3110.

b)
La probabilidad pedida es equivalente a la unidados la probabilidad de que
ninguno de ellos esté matriculado en Matematicas Il

P=1-P0)=1- (8)-0,60 045=1—1-1-0,0041 = 0,9959.

¢) Si en un instituto hay matriculados en segundbadillerato 120 alumnos, calcu-
lar, aproximando la distribucién mediante una tistrion normal, la probabilidad de
gue mas de 60 de estos alumnos estén matriculaddatematicas Il.

Se trata de una distribucion binomial de las sigei caracteristicas:
n=120; p=0,6; q =04.
p=120-06=72>5

Por ser’
n-q=120-04=48>5
a una distribucién normal de las siguientes caratieas:

} puede aproximarse la distribucién binomial

p=n-p=120-0,6 = 72.

g=n-p-q=+120-0,6-04 =288 = 5,367.



X = B(120; 5,367) ~ N(72; 5,367).

. g . X— X-72 . .z
Tipificando la variableX — T“ = . Aplicando la correccion de Yates:

5,367

60,5-72\ _ —115\ _ _ _
P=P(X >60)=P (Z > 2 ) =P (Z > 5’367) =~ P(Z > —2,14) =

= P(Z < 2,14) = 0,9838.
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1 1
59) Se consideran las matrices redes (i _11 —kl)’B = <1 —1).
1 0

a) Calcule para qué valores del paramétitiene inversa la matria - B. Calcule la
matriz inversa dd - B parak = 1.

b) CalculeB - A y discuta su rango en funcion del valor del patémealk.

¢) En el caso di = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuasiomeales con
tres incognitas cuya matriz de coeficientesied.

R (R RN

1 0

a)

Una matriz es invertible cuando su determinantiststo de cero.

k

|A-B| = Kk

El|=k2—k—2k=0; k?—3k=0; k(k—3)=0=
$k1=0,k2=3.

La matriz A - B es invertible Vk € R — {0, 3}.

Parak=1=>A-B=(1 (2))

1 1

|A-B| = —2; (A-B)f=(2 .

); Adj.de (4-B)" = (_01 ‘12)

((1) —21)

0o -2
Adj.de (A'B)t _ (_1 1 )
|A-B| )

(4-B)1 = > (A-B) =

N |-

b)

1 1 1+k 0 k-1
(7 S\ -1k N
B A—(l 1) (. 7 =8 A—<1 ko -2 k+1>.

1 0 1 —1 k

1+k 0 k-1
1-k -2 k+1
1 -1 k

|B - A| =

=2k(1+k)+(k-1*+2(k-D+(k+1)?*=



=2k —2k*+k?*?—-2k+1+2k—2+k*+2k+1=0.

De lo anterior se deduce gReng (B -A) < 2.

Todos los menores que se pueden formar tienacteir{1 + k), por lo cual:

1+k=0=>k=—-1= Parak +# —1 = Rang (B - A) = 2.

0O 0 =2 0 —2
Paraelvalok=—1=>B-A=<2 -2 0):| |=—4¢0=>
-2 0
1 -1 -1
= Rang (B - A) = 2.

Rang (B-A) = 2,Vk €R.

c)
2 0 0
Parak=1=>B-A:<0 -2 2).
1 -1 1
Se trata de encontrar una matriz ampliada cuygoraea 3.
2 0 0 a
Por ejemplo(B - A)' = (0 -2 2 0) = Rang (B-A)' = {C,C5,C,} =
1 -1 1 0
2 0 a
=10 2 0l=2a#0,VaeR,a+0.
1 1 0

2x =1
El sistema puede ser, por ejemplo, para 1: y—z= 0}.
x—y+z=0
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6°) Sea la funciori(x) = {xx L;lsixxioo:

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad flec) enx = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y de deonemto def (x), asi como los ma-
Ximos y minimos relativos.

¢) Calculel = [ f(x) - dx.

a)

Para que una funcion sea derivable en un puntorefiaidn necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estadiderivabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

g () = Jimgx = 0

Parex =02 lim, £ = limGx- 1) =0 = £(0) ()~

= xlirg_ flx) = xlirggr f(x) = f(0) = f(x) es contnua para x = 0.

* lim(x-Lx) =0 (—o) = Ind.= lim LTx =25 Ind.> L'Hopital =
0 0
X— xX— [ee]

1
= lim %= —-limx =-0=0.
x—0 3z x—0

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcidn es derivable en un punto cuando stsatas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

Lron 1six<O0 . vy _ 1 st x<O0
f(x)_{Lx+15ix20 (%) »x=0 :f(o)_{—oo siszz

= f'(07) # f'(0%) = f(x) no es derivable para x = 0.

*) g(x)=x-Lx=>g’(x)=1-Lx+x-§=Lx+1.



b)
Parax < 0 la funcién e (x) = x, que es monétona creciente.

Parax > 0 la funcién e (x) = x - Lx, cuya derivada e§'(x) = Lx + 1.

Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

ff(x)=0=Lx+1=0; Lx=—1:>x=e-1=§,

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcide Yo anterior se deducen los
periodos de crecimiento y decrecimiento, asi comsoextremos relativos, que son los
siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—o0,0) U G, +00).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe (Oé).

., . - . 1 .
La funcion tiene un minimo relativo para= -, Como se deduce de los periodos

de crecimiento y decrecimiento; no obstante, sifiggsa través de la segunda deri-
vada:

1

fll(x) — % = fll(%) —

= e > 0 = Minimo relativo, como se queria justificar.

mlﬁ

f@=t1l=tai-Ley=1-0-1=-1smm:at-2).

e e

u=Lx=>du=§-dx

I=flzf(x)-dxzflz(x-Lx)-dxﬁ 2 (=

X

dv=x-dx=>v=7

2

xz] .
214

= [’“72-(2Lx—1)]1 — [1—2-(2L2—1)]—[1:2-(2-L1—1)] =202-1-3-(-1) =

>[5 1%

Rlr
N |-

-dx]j=[x—:-Lx—%-fx-dx]i=[%Z-Lx—

1 3 2 3
=202—1+-=202->>1= [ f(x)-dx=L4—=,
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=2—-2t
x+y+2=0 x
y_}2]Z+1=0ySE y=5+2t,A€R.

7°) Sean las rectas= {
z=t

a) Estudie la posicion relativa de las rectas dadadaoula la distancia entre ellas.

b) Determine una ecuacion del plangue contiene a las rectay s.

c) Sean P y Q los puntos de las reetass, respectivamente, que estan contenidos en
el plano de ecuacian= 0. Calcular una ecuacion de la recta que pasa pgruntos

PyQ.

a)

La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:
_(x+y+2=0 . e o _
:{y_zz_l_l:():z—l,y— 1420 x=-2—-y=-2+1

214 =
x=-1-2A1
>x=-1-21=>r={y=-1+2A
z=2A

Un punto y un vector director de la reetsonA(—1,—1,0) y v, = (2,—2,—1).
Un punto y un vector director de la restaonB(2,5,0) y v, = (2,—2,—1).

Los vectore®, y v, son linealmente dependientes por ser proporcisii@jea-
les) sus componentes; esto implica que las regtasson paralelas o coincidentes.

Para diferenciar el caso hacemos comprobamogen&éB(2,5,0) € s perte-

2=—-1-21
nece también&a{5=—-14+21{=>1=>B €&r.
0=121

Las rectasr y s son paralelas.

La distancia entre las restay s es la misma que la del purgg2,5,0) € s a
la rectar. La distancia de un punto a una recta puede detarse teniendo en cuenta
gue el area del paralelogramo que forman dos \ects el médulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producttadease por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hacequie®a de la situacion.

S = |v, AAB|
S=1v]-h

}=>|v_r’/\ﬁ|=|v_r’|-h =>h=d(r,5)=M

vl



AB = 0B — 04 =[(2,5,0) — (-1,—1,0)] = (3,6,0).

Aplicando la formula al puntB(2,5,0) y a la recta:

i j ok
. 2 -2 -1
d(r,s) = [orAdBl _ _lls 6 o _
’ o7 J22+(=2)2+(-1)2
_|-3j+12k+6k+6i| _ |6i-3j+18k|
Va+4a+1 NE)
_|6i—3j+18k|

—— = [2i—j+6k|l=y22+(-1)2+62=V4+1+36 >

= d(r,s) = V4l u.

b)

El planor pedido contiene a un punto de una de las rectasgjpemplo,
B(2,5,0) € s y tiene como vectores directores al vector diregelas rectasy s y
el vectorw que tiene como origen el pumtcoe r y extremo el punt® € s:w = AB =

OB — 04 =[(2,5,0) — (—1,—1,0)] = (3,6,0). Su ecuacién general es la siguiente:

x—2 y—5 =z
n(B; v, v5) =| 2 -2 —1|=0;
3 6 0

—3(y—=5)+12z+62+6(x—=2)=0; 2(x—2)—(y—5) + 62 = 0;

2x—4—y+5+6z=0>n=2x—-y+6z2+1=0.

X

T‘E{y

VA
z=0

SE{"ZZ_Zt St=0=0(25,0).

c)

z=20
—-1-2A1
-1+ 21
A

=>1=0= P(—1,-1,0).

y=5+12t
z=t

Seagp la recta que pasa por los puntos P y Q.

PG = 0Q — 0P = [(2,5,0) — (-1,—1,0)] = (3,6,0) = v, = (1,2,0).

La expresion de por unas ecuaciones continuas es la siguiente:



2

xX—2 y-5
P 1

o
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8°) Una empresa comercializa tres tipos de produsid y C. Cuatro de cada siete
productos son de tipo A, dos de cada siete prodwscio de tipo B y el resto lo son de
tipo C. A la exportacién se destina un 40 % deplasluctos tipo A, un 60 % de los

productos tipo B y un 20 % de los productos tipd&f@égido un producto al azar, se
pide:

a) Calcular la probabilidad de que el producto sestinkgdo a la exportacion.

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo Gesalm que el producto es destinado
a la exportacion.

4
=7 0,40 = 0,2286
4
7 0,60 = 0,3429
2
7 0,60 =0,1714
2
->p= 7 0,40 =0,1143
1
->p= 7 0,20 = 0,0286
1
->p= 7 0,80 =0,1143

a)
P=P(E)=PANE)+P(BNE)+P(CNE) =

= P(A)-P(E/A) + P(B) - P(E/B) + P(C) - P(E/C) =

= ;- 0,40 + % - 0,60 + % 0,20 = 0,2286 + 0,1714 + 0,0286 = 0,4286.

b)

1
. __P(cnE) _ P(C)-P(E/C) _ 77020 0,0286
P=P(C/E) = P(E)  P(E) 04286 04286

= 0,0667.
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