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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentaenelhéxamen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a eftee las ocho que se proponen.

1°) Tres hermanos quieren repartirse de formaa&uatun total de 540 acciones va-

loradas en 1.560 euros, que corresponden a treesasp A, B y C. Sabiendo que el

valor actual de la accion A es el triple que eBdela mitad que el de C, que el nimero
de acciones de C es la mitad que el de B y quet@hlavalor en bolsa de la accién B

es 1 euro, encuentre el numero de cada tipo dersique le corresponde a cada
hermano.

Seanx, y, z las acciones de las empresas A, B y C, respectiven

Sabiendo que el valor actual de la acgordes de 1 euro, el valor de las otras
acciones es, segun el enunciade; 3 euros yz = 6 euros.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedueaw®iado es el siguiente:

x+y+z=540 x+y+z=540
3x+y+6z=1.560} 3x +y + 6z = 1.560¢.
y =2z y—2z=0

Resolviendo por la regla de Cramer:

540 1 1
1560 1 6 ;
o B R ~1.080+1560-3.240+3.120 _ 4.680-4320 _ o
—2+3-6+6
3 1 6
01 -2
1 540 1
y=1|3 1560 6 |=-3.120+ 3.240 = 120.
0 0 -2
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1 1 540
z=13 1 1.560(=1.620-1.560 = 60.
0 1 0

x:%=120; y:%=40; z:%=20.

A cada hermano le corresponden 120 acciones de A,60 de By 20 de C.
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2°) Calcula el area de la region limitado por le&figas de las siguientes funciones:
f(x)=2+x—x%yg(x) =2x?— 4x.

Los puntos de corte de las dos funciones tienenlpguisas las raices de la ecua-
cion que resulta de la igualacidon de sus expresione

fx)=g(x) > 2+x—x%=2x%—4x;

54vV25+24 _ 5+V49 _ 5+7

3x2—=5x—2=0; x=
6 6

=

(o)}

1
$x1=—§, x2=2.

1 1 18—3—-1 14 1 14
f()=2-3-;=""=0=4(-3%)

f(2)=2+2—-4=0= B(2,0).

La funcionf(x) = 2 + x — x? es una parabola céncag@) cuyo vértice es el
siguiente:

f’(x):1—2x:0=>x=%=>f(§):2+%—%=8+i_1=z:>V1(1,2).

Otros puntos de la parabola 4141, 2), N(0,2), B(2,0) y P(—1,0).

La funciéng(x) = 2x% — 4x es una parabola conveka) cuyo vértice es el
siguiente:

gxX)=4x—-4=4(x—-1)=0=>x=1=V,(1,-2).
Otros puntos de la parabola s8¢0, 0), B(2,0),Q(—1,6) y R(3,6).

La representacion gréafica de la situacion se sgpike forma aproximada, en la
figura adjunta.

Para el calculo del area pedida se tiene en caeetan el intervalo correspon-
diente a la superficie a calcular todas las ordesddf (x) son iguales o mayores que
las correspondientes ordenadagy@e), por lo cual la superficie es la siguiente:

S = [Alf() = 9G] dx = [Z[(2 +x — ) — (24% — 4x)] - dx =

1
3

2 2

2
L= [—x3+5i+2x] =
2

3 3

1

3 2
= [“(—3x2 4+ 5x +2) - dx = [— —3: + —5’2‘ + Zx]
3



(232 [ () + ez () -

1 5 2 1 5 2 324-2-15+36 360-17 343
841044 ————42=6-———— 2= = =2
27 18 ' 3 27 18 @ 3 54 54 54
343
S === u?=6,35u’.

54
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—x—y+z=0

(o) =
3°) Sean la recta= {2x+3y_z+ 1

=0yeI planor = 2x+y—2z+3 = 0. Se
pide:

a) Calcular el angulo que formary .

b) Hallar el simétrico del punto de interseccionaledctar y el planor con respecto
al planog =z —y = 0.

c) Determinar la proyeccién ortogonal de la recsmbre el plane.

a)

Un vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normaledelanos que la determinan, que
sonn; = (—1,-1,1)yn; =(2,3,1).

i j  k
=[-1 -1 1
2 3 -1

=i+2j—3k+2k-3i—j=-2i4+j—k=

=>v, =(2,—-1,1).

Un vector normal del planoesn = (2,1, —1).

Proveccion de r

........................

Por definicién de producto escalar: v, = |71 - |v,| - cos B.

iy : vy
cos f = ——. Por sew y f complementariosen a = ——.
7] [or| 17|-[vy]
2,1,-1)(2,-1,1 4-1-1 2 2 1
sena = ( > ) = _1_

AT (D22 (DT VAFITIVATITL V66 6 3
= 0,3333 = a = arc sen 0,3333 = 19° 28' 16"

Larectary el plano w forman un angulo de 19° 28’ 16"




b)
El puntoP interseccion de la rectay el planor es la solucién del sistema que
forman sus expresiones:

:{—x—y+z=0 x+y—z=0
r= 2x+3y—z+1=0}=>2x+3y—z=—1.
n=2x+y—z+3=0 2x+y—2z=-3
Restando la primera ecuacion a las otras dos:

x+2y=-1

x=_3}=>—3+2y=—1; y=1-341-2=0=2z=-2.

El punto de corte e’3(—3,1, —2).

La rectat que pasa pa?t(—3,1,—2) y es perpendicular al plafgo=y —z =0
tiene como vector director al vector normal dehpté@’ =(0,1,-1).

x =-3
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricaae%y =14+1.
z=—-2—-1

El puntoM, interseccion del plan® con la recta es el siguiente:

ﬁEy_Z;O 4P )
X =- C(—9 ) = () P(-3,1,-2
r=ly=142 (S1HA-C2-D=0; T
z==-2—2
3 WM
1+A+42+24=0; 22=-321=--= ,
B |
x=-3
_1—3_—1 1 1 lpl(x;y;z)
=1 2 >M(=3,-3,-3)
3 1
z=-2+>=—=

Tiene que cumplirse qiRM = MP'.

PM = OM — OP = [(—3,—%,—%)—(—3,1,—2)] =(0, 3 3).

2’2

MP' = 0P’ — OM = [(x,y,z)—(—B,—%,—%).] = (x+3,y+%,z+%).

x+3=0->x=-3
1 3
_33)_ 1 1 yt-=—--oy=-2 1_a _
(0.-23)=(x+3y+5.2+35) =Y T2= 3 = P'(=3,-2,1).




c)
Existen varios procedimientos para determinar tygecion ortogonal de la
rectar sobre el plana; se va a emplear la siguiente.

La proyeccion ortogonal de una recta con respegtoano es la recta que pasa
por dos puntos del plano que son proyecciones si@ulatos de la recta.

Uno de los puntos a considerar es el pigte3, 1, —2), interseccion de la recta
ry el planor.

—x—y+z=0

2x + 3y —z+41 =0 S€ €xpresa por

Para obtener otro punto de la rectz {
unas ecuaciones parameétricas:

—-x—y+z=0

_ _ x+y=24 _
r=2x+3y—z=—1}:>z_/1=> }’

2x+3y=—-1+41

—2x — 2y = =21

2x+33’=—1+/1}:>y=_1_’1:x_l—/1=/1; x=1+21>

x=1+4+2A
=>r = {y =—1—A. Porejemplo, para= 0= Q(1,—1,0).

z=A
. : q
La rectag tiene por vector director al normal ¢0Q0(1,-1,0)
del planor, que est = (2,1, —1); su expresion es la
x=1+2u
siguienteg = {y =—-1+u. —
2= o'y,
T
El puntoQ’ es la interseccion dgy :

n=2x+y—z=-3

x=1
>2-1-1+u—(—p)=-3;, 1+2u=-3; 2u=—4
Z=—U
x=1
u=—2:>{y=—1—2=—3}=>Q’(1,—3,2).
z=2

La rectar’ pedida, proyeccion ortogonal desobrerr es la que pasa por los
puntosP(—3,1,—-2) y Q'(1,-3,2).

Sabiendo que la recta que pasa por dos puntos die por la expresion
X—X1 _ Y=V1 _ 27271,

X2—X1 Y2—YV1 Z2—2Z1
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4°) El tiempo de vida de los individuos de ciegpexie animal tiene una distribucién
normal de madia 8,8 meses y una desviacion tigcardeses.

a) ¢ Qué porcentaje de individuos de esta espaciessigeel 0 meses? ¢, Qué porcentaje
de individuos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) Si se toman al azar 4 especimenes, ¢ cual esdaljiidad de que el menos uno no
supere los 10 meses de vida?

¢) ¢, Qué valor de es tal que el interval@,8 — c, 8,8 + ¢) incluye el tiempo de vida
(medido en meses) del 98 % de los individuos deestecie?

a)
Datos: u=28,8; o= 3.

X > N(u; o) = N(8,8; 3). Tipificando la variableZ = X788

10-8,8
3

P=PX>10)=P(2>""2)=P(2>2)=P(Z>04) =

=1-P(Z<04)=1-0,6554 =0,3446 = 34,46 %.

P=pP7<x<10)=pP(E2<z<)=p(ZEr<z<2) =

3 3

=P(-0,6<7Z<04)=P(Z<04)—[1-P(Z<06)] =
= P(Z<04)—1+P(Z<0,6)=06554—1+0,7257 =1,3811—1 =

= 0,3811 = 38,11 %.

b)
La probabilidad de que un individuo no superelldsneses de vida es la si-
guiente:

P(X<10)=1-P(X >10)=1-0,3446 = 0,6554.
Como se pide la probabilidad de que “al menos wmauhtro individuos no
supere los 10 meses de vida”’, hemos de recurnvaadistribucion binomial de las

siguientes caracteristicas:

n=4; p=0,6554; q=1—-—p =0,3446; r > 1.

La férmula de la distribucion binomial e&:= (’r‘) pT gt



4

P=Pr=1)=1-Pr=0 =1~

) - 0,65549 - 0344640 =

=1-1-1-0,3446*=1-0,0141 = 0,9859.

c)

X-8,8

Se conoce la probabilidad, por lo tanto, tipifidama variableZ =

8,8—c—-8,8
3

8,8+c—-8,8

P=P(8,8—CSXS8,8+C)=P( <7< )=0,98;

P(F<z<d)=pP(z<d)-[1-P(z<f)|=P(z<5)-1+P(z<%)=

=2-P(Z<§)—1=0,98; P(Z<§)=%=0,9900.

Buscando en la tabM(0, 1) de forma inversa, a 0,9900 le corresponde, aproxi-
madamente, el val@;,33.
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5°) Se considera el siguiente sistema de ecuacimpeshdientes del parametro real
ax —2y+(a—1)z=4
—2x+3y—6z =2
—ax+y—6z=06

a) Discuta el sistema segun los diferentes valores de

b) Resuelva el sistema para= 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:
a -2 a-1 a -2 a-—1 4
M=<—2 3 —6 )yM’=<—2 3 —6 2).
—a 1 —6 —-a 1 -6 6
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:
a -2 a-—1
M| =1|-2 3 —6 |=-18a—2(a—1)—12a+3a(a—1) + 6a + 24 =
—a 1 —6

294+V292-12:26 _

=—-24a—-2a+2+3a*?’-3a+24=3a?>-29a+26=0; x= —

_ 294y841-312 _ 294529 _ 2942 26
= - ===

3=>a =1,a, =
6 1= %2 = 3¢

a+1 L e o s
Para {a¢26/3}=>RangM—RangM =3 =n%incog.=> S.C.D.

1 -2 0 4
Paraa=1=>M"=|-2 3 -6 2|=RangM'=>
-1 1 -6 6

1 -2 0 4 1 -2 0 4
F, - F, + 2F
=><—2 3 —6 2):{15_;;“:1}:(0 -1 -6 10>=>{F2:F3}=>
-1 1 -6 6 33 0 -1 -6 10

= Rang M' = 2.

Paraa=1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incbdg.= S.C.I.

26 -2 23 4

3 3

Paraa=23—6=>M’= -2 3 -6 2
-2 1 —6 6

3



A efectos de rango, las matriddsy M'' son equivalentes, siendo:

26 —6 23 12
w6 9 18 6o Rmgn s (e.cuc) -
—-26 3 —18 18

26 -6 12 13 -2 2
>(-6 9 6|=|-3 3 1|=117-6+26+78—-13—-18=
—-26 3 18 -13 1 3
=117-6+26+78—-13 —-18 =221—-35+ 0 = Rang M" = Rang M' = 3.
Paraa = 23—6 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
b)
x—2y=4
Paraa = 1 el sistema resulta2x + 3y — 6z = 2}, gue es compatible indeter-
—-x+y—6z=06

minado, como se comprobo en el apartado antergspi2ciando una de las ecuacio-

B 4}. Haciendaz = —A;

. X
nes, por ejemplo la segunda, result}ecl +y—6z=6

x—2y=4

_x+y=6+6/1}=>—y=10+6/1; y =—10 - 6.

x—2-(—10—61)=4; x+20+121=4; x = —16 — 121.

Solucion: x = —=16 — 124, y=—-10—64; z=A,VAER.
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senx si x <0,

6°) Se considera la funcidi{x) = {x Ce* si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad flenx = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y decreamuedef restringida & —m, 2).
Demuestre que existe un puntpe [0, 1] de manera qug(x,) = 2.

¢) Calcule[ = f(x) - dx.

a)
La funcidnf(x) es continua y derivable en R, excepto para0, cuya conti-
nuidad es dudosa. Se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

lim f(x) =limsenx =0
x—0~ x—0

x—0+ x—0

= xlirg_ flx) = xlirggr f(x) = f(0) = f(x) es continua para x = 0.

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad es
dudosa y se estudia a continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando stsatkas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

1six<0
1six=>0

cosx six <O

f’(x)z{ex(x+1) six20:>x=0 =>f’(0)={

= f'(07) = f'(0*) > 1> f(x) es derivable enx = 0.

b)
Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

vy [ cosx six<O0
f(x)_{ex(x+1) si x>0

En el intervalo(—m, 0) la funcién f'(x) = cosx es negativa en el intervalo
T . . T
(—n, _E) y es positiva en el mterva(o— > 0).



Para una mejor comprension del crecimiento o deuiesto de la funcién co-
seno se hace su representacion grafica, aproximada.

A
Y f(x) =cosx
/\ — T~
—27 3W 0 T T 3m 21
e 2 —1+ 2 2

En el intervalo(—m, 0) la funcién f’'(x) = cosx es negativa en el intervalo
T i . T
(—n, _E) y es positiva en el mterva(o— > 0).

En el intervald0,2) = f'(x) =e*- (x + 1) > 0.

De lo anterior se deducen los periodos de creabmig decrecimiento, que son
los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—n, —g)

Crecimiento: f'(x) >0 =>x € (—%,2).

Para demostrar que existe un punt@& [0, 1] de manera qug(x,) = 2 se tiene
en cuenta que la funcion es continug®n].

f(0)=0-e°=0-1=0. f()=1-elt=e.

Teniendo en cuanta el teorema de los valoresmetdins o desigualdad de Dar-
boux que dice que “si una funcién es continua eimtervalo[a, b] toma todos los
valores comprendidos entféa) y f(b) al menos una vez”, por lo cual y teniendo en
cuanta qué® < 2 < e, queda demostrado que

Existe al menos un x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2.

También se puede resolver este apartado de |la feiguiente:

Demostrar que existe un puntp € [0, 1] de manera qug(x,) = 2 es equiva-
lente a demostrar que la funci@gn(x) = f(x) — 2 tiene una raiz real en el intervalo
[0, 1].

En el intervald0,1] esf(x) =x-e*ygkx) =f(x) —2=x-e* - 2.

El teorema de Bolzano dice que fKix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

quef(c) =0".



A la funcibng(x) = x - e* — 2 le es aplicable el teorema de Bolzano en el in-
tervalo [0, 1]:

g(0)=0-e°—2=0-2=-2<0. g()=1-e'—2=e—-2>0.

Lo anterior demuestra qugx) tiene al menos una raiz real[®n1] y también
queexiste al menos un x, € [0,1] de manera que f(x,) = 2,c.q.d.

c)
I:f_lEf(x)'dx=f_OESGTZX'dx+f01x-ex-dx:A+B. *)
2 2

= 0 . = |— 0 = — — —E = =1 — = —
A—f_;senx dx = [ cosx]_yz_r cos 0 cos( 2) 1-0 1.

1

1
_ Cx u=x-du=dx [ . x_f x ] _
B joxe dx:){ex-dx=dv—>v=ex}=>xe e de

=[x-e*—e ]} =[e*(x—1D]i=el(1-1)—-e%0—-1) = 1.
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B

I=f_lgf(x)-dxz—1+1=>I=f_1zf(x)-dx=0.
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7°) Seanlos planos, =x+y=1yn,=x+2z = 1.

a) Halle los planos paralelos al plamptales que su distancia al origen de coordenadas
sea 2.

b) Halle la recta que pasa por el puB(®, 2,0) y es perpendicular al plamg.

c¢) Halle la distancia entre los puntos de intersecdi planar, con los ejes X e Y.

a)
Los planos paralelos al plamg = x + y — 1 = 0 tienen por expresion general
n=x+y+D=0.

La distancia del origen de coordenadas al pdmneg By + Cz + D = 0 viene

dada por la formuld (0, ) = \/%.

Aplicando la formula al plane = x +y + D = 0:

|D| _Ip|

d0m=2=rm=5=7%

= |D| =2V2 =D, = —2v2,D, = 2V/2.

Los planos pedidos som' = x+y —2V2=0yn" = x +y +2v2 = 0.

? Un vector normal del plano, esn, = (1,0, 1).
La rectar pedida es, dada, por ejemplo, por unas ecuacparameétricas, la
siguiente:r = {; z ;
Z=A
c)

Los puntos de interseccion del planp=x+y—1=0 conlosejes Xe Y
son los siguientes:

mT=Ex+y—1=0

Eje X = y=0}=>x—1=0;x=1=>A(1,0,0).
z=0
T=Ex+y—1=0

Eje X = x=0}=>y—1=0;y=1=>B(0,1,0).
z=0

La distancia entre los puntd$1,0,0) y B(0,1,0) es el médulo del vectalB:



AB = 0B — 04 = [(0,1,0) — (1,0,0)] = (1,1, 0).

d(ﬁ) = |Z§| =J(-1)2+12+02> d(@) = /2 unidades.
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8°) Una estacion de medicién de calidad del aidemiveles d&V0, y de particulas
en suspension. La probabilidad de que en un diaidz un nivel d&V0, superior al
permitido es 0,16. En los dias en los que se swgharael permitido de&vo,, la pro-
babilidad de que se supere el nivel permitido ddéquéas es 0,33. En los dias en los
gue no se supera el nivel N@,, la probabilidad de que se supere el nivel déquaais

es 0,08.

a) ¢, Cudl es la probabilidad de que en un dia sesupes dos niveles permitidos?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que se supere al mamode los dos?

¢) ¢Son independientes los sucesos “en un dia seasipevel permitido d&/0,” y
“en un dia se supera el nivel permitido de pari®

d) ¢Cual es la probabilidad de que en un dia se esugbarivel permitido de&v0,,
sabiendo que no se ha superado el nivel permigduadiculas?

Probabilidad de superar el nivel de particulasuspensionsP.

Probabilidad de no superar el nivel de particatasuspensiosP.

-p=2016-0,33=0,0528

Supera nivel NO,(S)
-p=2016-0,67 =0,1072

No supera nivel NO,(S) —p=084-008=0,0672

-p=084-092=0,7728

a)
P = P(SNPS) = P(S) - P(PS/S) = 0,16 - 0,33 = 0,0528.

b)
La probabilidad pedida es igual a la unidad meéa@sobabilidad de que no se
supere ninguno de los dos niveles:

P=1-P(SNnPS)=1-P(S)-P(PS|S)=1-0,84-0,02=1-10,7728 =

= 0,2272.

c)
Dos sucesoBS y S son independientes cuanB@PS N S) = P(PS) - P(S):



P(S) = 0,16.

P(PS) =P(SNPS)+P(SnPS)=P(S) P(PS/S) +P(S)-P(PS/S) =
=0,16- 0,33 4+ 0,84 - 0,08 = 0,0528 + 0,0672 = 0,1200.

P(PS)-P(S) =0,16-0,12 = 0,0192 # 0,0528 = P(S N PS).

Por lo expuesto anteriormente los sucesos S y PS NO son independientes.

d)

P(SNPS) P(S)‘P(P_S|S) _ 0,16:0,67 _ 0,1072

P(SIPS) =~@s =~ 1-012 088

= 0,1218.
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