IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDAD DE MADRID

EXTRAORDINARIA — 2021
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentaenehéxamen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a etee las ocho que se proponen.

1°) Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienetotah de 15.000 seguidores en una
red social. Si Jimena perdiera el 25 % de sus dems todavia tendria el triple de
seguidores que Sara. Ademas, la mitad de los smgside Sara mas la quinta parte
de los de Cristina suponen la cuarta parte deslpgsidores de Jimena. Calcule cuantos
seguidores tiene cada una de las tres amigas.

Seanx, y, z el nUmero de seguidores que tienen en la redlstaia, Cristina y
Jimena, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedueaw®iado es el siguiente:
x+y+z= 15.000} x+y+z= 15.000} x+y+z=15.000

0,75z = 3x 0,25z = x dx — z = 0}:z=4x.
0,5x + 0,2y = 0,25z) 50x+ 20y =25z) 10x+4y—5z=0

xX+y+4x = 15.000} 5x +y = 15.000

10x + 4y —20x = 0§ —5x+2y =0 } = 3y = 15.000; y = 5.000.

5x + 5.000 = 15.000; 5x =10.000; x =2.000. z = 8.000.

Sara tiene 2.000 seguidores; Cristina, 5.000 y Jimena, 8.000.
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2% a) Calcule, en caso de existir, el valor de los Bsigiguientes:

2
x“(1-2x) . 1 3 2
a;) lim———. a,) lim|=-[=———=]|.
x>0 X—2x2—sen x x—oo [X \x¥ sen-

(Indicacion: use el cambio de variable 1/x donde sea necesario).

b) Calcule las siguientes integralés) I = [

cdx.  by) I = folxze‘x - dx.

x%2-1

a)
x?(1-2x 0%-(1-0 0 .
a) 11 1-20) 170 _ % Indet.= {L'Hopital} =
S0 X— 2x2—senx  0-2-02—sen 0 0
. 2x-(1-2x)+x%-(=2) . 2x—4x?-2x2 . 2x—6x2 0 0
= lim = lim—— = lim = =- = [Indet.=>
x—0 1-4x—cosx x—0 1—4x—cosx x—0 1—4x—cosx 1-0-1 0
2—-12x 2-0 2 . x%(1-2x) 1
= {L'Hopital} = 11m = = = lim————— = — -,
—4+sen x —4+sen 0 —4+4+0 x>0 X—2x2%2—sen x 2
a,)

2

=2 __2 123— 2_=0--2 > Indet.> lim 21=—lim A=
002 co-sen — o oo-sen0 -0 X—00 X-Sen x—00 sen
2z 0 = 2
= ——2_ = — =——$ITldﬁ{LHOpltal}i—llle_—lim T =
sen sen 0 =00 —5°C0S X—00 €Os ~
S S =—-:>11m[—-<3— 2 >]=—2
coS— cosO0 x—oo | X X sen =
b)
b . d ot NN
) I1=[5de= x-dx =3-dt 55 rrdt=g1t4C>
== —%-L|x2—1|+C.

b,)
I = folxze‘x - dx. En primer lugar, se resuelve la integrdkfinida:

— 52 — .
I=[f()-dx=[x*e™ -dx> {d;l;ex‘x?dcplcue vzi _dex_x} =



>x2-(—e™)—[—e ¥ -2x-dx=—x*e*+2[x-e¥ -dx=
=—x2-e*+2-M=1. (¥

u=x-du=dx
dv=e"‘-dx—>v=—e"‘}z>

M:fx-e‘x-dx:{
>x-(—e™)—[—e ¥ de=-x-e*+[e* - dx=—x-e¥—e*+(C=
=—e*(x+1)+C=M.

Sustituyendo el valor de M en la expresion (*):

[=—x%?-e*+2-M=—x%-e*+2-[e*(x+1]+C=
=—x?e*-2-e*(x+1)+C=>1=[x*e" -de=—-e*(x*+2x+2)+C.

I = folxze‘x cdx =[—e*(x?2+2x+ 2)]} = [e *(x? + 2x + 2)]9 =

14242 5
=2-—-=>
e

=[e°(0° +2-0+2)] - [e7' (17 +2-1+2)] =2 -

2e—5
e

=>1= folxze‘x dx =
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39 Dado el puntal(1,0,—-1), larectar =x—-1=y+1 = ? y el planor = x +
y —z = 6, se pide:

a) Hallar el angulo que forman el planoy el planog, perpendicular a la rectaque
pasa por el puntd.

b) Determinar la distancia entre la recta el planor.

c¢) Calcular una ecuacion de la rectque pasa pad, forma un angulo recto con la
rectar y no corta al plana.

a)
Un vector director de la recteesv, = (1,1, 2), que es, a su vez, el vector nor-
mal del plang’.

Un vector normal del planmo=x+y—z=6esn = (1,1,—1).
El angulo que forman dos planos es el mismo quedo sus vectores normales.

Por la definicion de producto escalar de dos vesto

—_— - — — |Wﬁ| |(1:1'2)'(1:1;_1)|
U, =|v. | -In|-COSp =COSp = ——— = =
r vrl - Inl b p ol ViZ+12+22/14+12+(-1)2
_li+1-2| o0 _ 0 = f =90°= Los planos son perpendiculares
V63 V10 '

b)
La rectar y el planor son paralelos por ser el vector director de lsargcel
vector normal del plano perpendiculares.

La distancia de la recta al plano es la mismaajde cualquier punto de la recta
al plano. Un punto deesP(1,—-1,2).

La distancia del punt®,(x,, vy, 2,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene

s _ |Ax0+By0+CZO+D| - 7
dada por la formulad(P,,m) = o Aplicando la férmula al punto

P(1,-1,2)yalplanot=x+y—2z—6 =0:

_ _ 11141(-1)-12-6] _ [1-1-2-6] _ 8
dirm) =d(P.m) = = = i

d(r,m) = 83—\@ unidades.

c)

Si la rectat no corta al plana tiene que ser paralelo a él, por lo cual, el wecto



director det tiene que ser perpendicular al vector normatdé = (1,1, —1). Tam-
bién es el vector director deperpendicular al vector director dev, = (1,1, 2), por
lo cual, el vector director dees linealmente dependiente del produttow,:

i j ok
Axv =1 1 -1|=2i—j+k—k+i—2j=3i—3j=(3.-3.0) =
1 1 2

x=14+41
=1, =(1,-1,0) = t={y=-1
z=-1
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4°) En una urna hay dos bolas blancas y cuatre Ipelgras. Se extrae una bola al azar.
Si la bola extraida es blanca, se devuelve a la yirge afiade otra bola blanca; si es
negra, no se devuelve a la urna. A continuacionusbre a extraer una bola al azar de
la urna.

a) ¢,Cudl es la probabilidad de que las dos bolaaidas sean de distinto color?

b) ¢ Cudl es la probabilidad de que la primera bdiaigha fuera negra, sabiendo que
la segunda ha sido blanca?

TP 7T
4 2 4
- = —_—— = —
P=8'5 15
_ 4 3 _ 2
TPT8'5"s
a)
2 4 4 2 4 4 20+28 48 16
P = P(blnz) +P(Tllb2) —g';+g'g—z+g— 105 105 35 0,4571.
b)
P(nynby) P(ny)P(by/ny) s _ 1
P =P(n,/b,) = = = = =
(/b2) = e = B0y Plba by P ) P o) ST4zs
4
15 _ 4-105 47 28

= T5+28 — =—=0,6512.

15-43  1-43 43
105
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5% a) Encuentre un unico sistema de dos ecuacioneddmea las variablese y,
que tenga como soluciones=1,y = 2} y{x =0,y = 0}.

b) Encuentre un unico sistema de dos ecuacionesdsen las variables y, z cuyas
solucionesseax=A,y=A4—2,z=41-1.

¢) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineatedas incognitas e y, que solo
tenga como solucionas=1ey = 2.

a)
Se trata de un sistema compatible indeterminasodds ecuaciones tienen que
ser linealmente dependientes.

2x—y=0}

Por ejemplo:4x —2y=0

b)

Se trata de un sistema de tres ecuaciones comddmnitas, compatible inde-
terminado, con un grado de libertad; esta formamadps ecuaciones linealmente in-
dependientes cuyas soluciones soa 0,y = -2y z = —1, y una tercera ecuacion
gue es combinacion lineal de las otras dos, pon@{® su suma.

Ejemplo:2x —3y —z =7

x—y+22=0}
3x—4y+z=7

c)

Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineatedos incégnitas, dos de las
cuales son linealmente independientes y con solasio= 1e y = 2, y la tercera es
combinacion lineal de las dos primeras.

Ejemplo:2x — 3y = —4

x—yzl}
3x —4y =-3
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6°) Sea la funciofi(x) = x3 — |x| + 2.
a) Estudie la continuidad y la derivabilidad flenx = 0.
b) Determine los extremos relativos fiec) en la recta real.

c¢) Calcule el area de la region delimitada por ldicmadef, el eje de abscisas= 0,
ylasrectax = -1yx = 1.

—x sl x<0
x si x>0

3 2six<0
de la forma: ={x tTx+ .
f(x) x3—x+2six>0

Teniendo en cuenta qirg = { , la funcionf (x) puede redefinirse

a)

Para que una funcion sea derivable en un puntorefiaidn necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estadiderivabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R por ser polinémica, excepto pasd), cuya
continuidad es dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBror la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

lim f(x) =lim(x3 +x+2) =2
x—-0" x—-0

Parax =0
WAX=VZ ) lim f(x) = lim(x3 —x+2) =2 = £(0)
x—-0% x—0

= xlirgl_ flx) = xlirggr f(x) = f(0) = f(x) es continua en R.

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando stsatkas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

rey _ [3x2+1six<0 _ v (1 six<0
f(x)_{3x3—1 sixso ~*=0 =>f(o)_{—1 six>0

= f'(07) # f'(0") = f(x) no es derivable en x = 0.

f(x) es derivable en R — {0}.




b)
Para que una funcién tenga un maximo o minimoivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en esa punt

3x2+1=0>x¢R

3x2—1:0:x:§'

fflx)=0=
Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ila segunda derivada;

si es positiva para el valor que anula la primgedrata de un minimo vy, si es negativa,
de un maximo.

" _(6x si x <0 1 (3 V3
f(x)_{6xsix20: f()—6 >0=>M1nparax—3

3
3 _ (VB V3 _ V3 _\3 _ V3-3V3+18 _ 18-23
f(?)_(3) t2=J7-3t+2= 9 =75 °

= Minimo relativo: A (\g 18 92\/_)

El puntoB(0, 2) es un punto anguloso por ser la funcién contirara po deri-
vable, por lo cual, la condicién de maximo o miniratativo debe hacerse estudiando
su monotonia en el entorno del punto.

, _(1six<O0,
Teniendo en cuenta q@ié(0) = {_1 six>0
f'(07) =1 > 0 = Creciente. f'(0%) = —1 < 0 = Decreciente.

La funcién f(x) tiene un maximo relativo en B(0, 2).

c)

En el intervalo de la superficie a calculér1, 1), todas las ordenadas de la
funcién f(x) son iguales o mayores que 0, por lo cual, la $iggera calcular es la
siguiente:

S=f_llf(x)-dxzf_ol(x3+x+2)-dx+f01(x3—x+2)-dx=

|+

4
+(1———+2 1)-0=—1—2+42+:—-+2=4-1>5=34
4 4 2 4 2 _—

R e R
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y+1  z+4 x+z=2
1 -3

o _Xx-2 _ . _
7°) Dadas las rectas= — = =SS 2k 4y —22=1

a) Escriba una ecuacion de la recf@erpendicular comunmay a s.

b) Calcule la distancia entrey s.

Un punto y un vector director de la reetaonA(2,—1,—4) y v, = (1,1, -3).

La expresion de la rectapor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_(x+z=2

SZ{—2x+y—2z:1:>Z=’1? x=2-4 y=1+2x+2z

x=2-2A
y=1+4—-21+21=5 = s={y=5
z=2A

Un punto y un vector director de la restaonB(2,5,0) y v, = (1,0,—1).

Los vectore®,. y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; esto implica que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectdf que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s: W = AB = OB = 04 = [(2,5,0) — (2,—1,—4)] = (0, 6,4).

— —> —>

Segun que los vectorgs,, v, w} sean 0 no coplanarios las reotass se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determiname g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

1 1 -3
Rang {v;,v,w}=|[1 0 —-1|=-18+6—4+# 0= Rang {v,, v, w}=3 =
0O 6 4

—_— — — .
= v,, Vs, W no son coplanarios = Las rectas r y s se cruzan.

El vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores directores dedatas- y s.

i j k
TxT=[1 1 =3|=—-i-3j—k+j=—-i—2j—k=>7,=(1,21).
1 0 -1




Para facilitar la comprensién del desarrollo getaicio se acompafa el grafico
adjunto.

S

Se determinan los planasy =, de las siguientes caracteristicas:

x—2 y+1 z+4
(4 v, v) =] 1 1 -3 | =0;
1 2 1

x—=2)-3(y+D+2z+4) - (z+4)+6(x—2)—(y+1)=0;
7x—2)—4(y+1D)+(2z+4)=0;7x—14—-4y—4+2z+4=0=>
>m=7x—4y+z—-14=0.

x—2 y—5 =z

1 0 -1
1 2 1

—(y—-5+2z4+2(x—-2)—(y—5)=0; 2(x—2)—2(y—5)+2z=0;
2x—4—-2y+10+2z=0; 2x—2y+2z+6=0>m,=x—y+z+3=0.
La recta pedida t es la interseccion de los plabbtsnidoss; y m:

t:{7x—4y+z—14=0
T x—y+z+3=0

b)

Para calcular la distancia entre las reetgs vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directlerdéas rectas, y v., y el vector
w = (0, 6,4) hallado en el apartado anterior.

Para una mejor comprension se hace el esquema qirserva.

El volumen del paralelepipedo es el producto mibetdos tres vectores. Por otra



parte, también se puede determinar el volumen adrpooducto del area de la base
por la altura. Observando que la altura h es igledistancia d pedida entre las rectas.

- / 7|
1

o7 (T x )|
V=o (0 XxW)=|v, X U|-h=1v, X g|-d =d="=""—
[vr X Vg
0 1 0
2 -2 -1
d(rs) =@l _lg 5 ol el 16 _ 16 _16V6
’ o, x vql Loj ok |—i-2j-k| V1Z+22+12 V6 6
01 0
2 -2 -1

d(r,s) = ST\/gu.

Otra forma de obtener la distancia es la siguiente:

Las ecuaciones paramétricas de las rectas tiasaiguientes expresiones:
X=24+u x=2—2

r=jy=-14+u ys=4{y=5 .Unpuntogenéricode cada unade las rec-

z=—4—-3u z=21
tassonlossiguienteB.er > P(2+u,—1+u,—4—-3u)yQ €s = Q2 —A,5,4).

QP =0P—-0Q =(u+A,—-6+u,—4—-3u—2).

El vectorQ_P) tiene que ser perpendicular a los vectores direstde las rectas,
por lo cual, sus productos escalares tienen quansieos cero:

QP v =0=>(u+A—6+m—4—3u—21)-(1,1,-3)=0;
U+A—64+p+12+9u+32=0; 11lu+41=—-6. (1)
QP 73 =0 (u+A4—6+u—4—3u—2)-(1,0,-1) = 0;

U+A+4+3u+1=0; 4u+21+4=0; 2u+1=-2. (2)



Resolviendo el sistema formado por las ecuacifes(2):

11p + 42 = —6} 11u+21=—6

}=>3 =2 =2
2u+2A=-2§ —8u—41=8 H=e= =35

S+A=-24431=-6>31=-10=>1=—_.

Los puntos resultan ser:

PR+u—1+u—4-3w)~P(2+3,-1+3,-4-2)~P(3,-3,-6)

Q2-250)~Q(2+%,5-3)~Q(3.5-%).

La distancia pedida es el modulo del ve@r

0P = 0700 - (4 =3=6) - (£.5.-) = (323,

31

dpsy = 0P| =2 VIZ+ 22+ 12 =2 V6 =20

d(r,s) = ST\/gu.
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8°) Segun las estadisticas meteoroldgicas, eniudadcnoérdica llueve un promedio
del 45 % de los dias. Un climatélogo analiza lagsteos pluviométricos de 100 dias
elegidos al azar entre los de los ultimos 50 afios.

a) Exprese como calcular con exactitud la probalidlida que en 40 de ellos haya
llovido.

b) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediam& normal.

a)

Se trata de una distribucion binomial de las sigi@is caracteristicas:
p=045 g=1-p =055 n=100; r =40.

La formula de la probabilidad de que mleelementos- sean favorables es la
o n _
siguienteP = (r) p" g™,

100

P = P(40) = (40

) . 0,45%0 . 05560 = 13746 - 1028 - 0,45%0 . 0,5560.

El valor del nimero combinator@lfoo) se ha obtenido en una aplicacién on-

line. Procediendo mediante céalculo logaritmico:
logP =1log1,3746 + 28 + 40 - log 0,45 + 60 - log 0,55 =

= 0,1382 + 28 — 13,8715 — 15,5782 = 28,1382 — 29,4497 = —1,3115.
P = antilog (—1,3115) = 0,0488.

b)

100 - 0,45 = 45
100- 0,55 =55
tribucion binomial,B(n,p) = B(100;0,45), un una distribucién normal de las si-
guientes caracteristicas:

Porsern-p>5yn-qg>5= { } puede aproximarse la dis-

u=n-p=100-0,45 = 45.

o=n-p-q=+100-045-0,55 = /24,75 = 4.98.

X = B(100; 0,45) ~ N(45; 4,98).

Tipificando la variableZ — Xa;“ =

X—-45 . ..
o5 Y considerando la correccion de Yates:



p= P(39,5 <X< 40,5) =P (39;59—{:—5 <7< 40;59—845) _
=P(2£<7<28) = P(-1,10 < Z < —0,90) = P(0,90 < Z < 1,10)
498 4,98

= P(Z < —0,90) — P(Z < —1,10) = [1 — P(Z < 0,90)] — [1 — P(Z < 1,10)] =

=1-08159-1+0,8643 = 0,8643 — 0,8159 = 0,0484.
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