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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntdsneio debera escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamkEgew@estiones de la opcion ele-
gida. Para la realizacion de esta prueba se pu#éidarucalculadora, siempre que no
tenga NINGUNA de las siguientes caracteristicasibiiadad de transmitir datos, ser
programable, pantalla grafica, resolucién de ecunas, operaciones con matrices,
calculo de determinantes, célculo de derivadagulmalde integrales ni almacena-
miento de datos alfanuméricos. Cualquiera que taimama de estas caracteristicas
sera retirada.

OPCION A

1°) Dadas las matrices= ( , Se pide:
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a) Estudiar el rango de la matriz A en funcién delpzetroa.

b) Calcular, si es posible, la inversa de la matriM para el caso de = 0.

a)

Se procede por el procedimiento de Gauss:

1 3 4 1 1 3
A=<1 a 2 2—a>=>{F2<—>F3}=><—1 2
2 a a

-1 a—2 1

N QB

1
a—2>=>
2—a
4 1

3
5 a++4 a—1>=>{F2—>§F2}=>
-3 -2 1-a

=0 1 S — |=2{FK->F—-(a-3)F}=>
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1 3 4 1 Operaciones
N 0 1 aTM aT_l | o (a—3)5(a+4) _ —10—a2—:a+3a+12 _ —a2;a+2
—a%?-a+2 -a%-a+2 (a-1)(a-3) _ 5-5a-a?+3a+a—-3 _ —a?-a+2
0 0 5 5 —1-a- 5 - 5 - 5
—a2— — 14/ —
a5a+2=0; a?+a—-2=0; q=—228 1i3=>a1=—2,a2=1.
a+ -2 o, a=— .
Para{aqt1 }=>RangA—3, Para{a=1 }=>RangA—2.
b)
1 3 4 1
Paraa =0=>4=(1 0 2 2
-1 2 0 =2
1 3 4 1 (1) (1) 8 1 3 1
A-M=1022000=102.
-1 2 0 =2 0 0 1 -1 2 =2
Una matriz es invertible cuando su determinantiststo de cero.
1 3 1
|JA-M|=]1 0 2|=2—-6—-4+4+6=-2+%0=A-M esinvertible.
-1 2 =2
Se obtiene la inversa diee M por el método de Gauss-Jordan.
1 3 111 0 O
F, > F,—F
(A-MII)=<1 0 210 1 0>:>{F2—>F2+F1}=>
-1 2 =20 0 1 3008 A
1 3 111 0 O 1 3 111 0 0
=><0 -3 1(-1 1 0)=>{F2—>_§F2}:><0 1 1|r 0>=>
0O 5 -—-111 o0 1 0 5 —-1l1 0 1
1 0 2(0 1 0
Fl - Fl - 3F2 0 1 _l l _l 0 3
=>{1:3_’1:3—5172}=> i = {F; >R} =
00 35 35 1
10 210 1 0N g g _2py (1002 —4 -3
=10 1 —% 3 -3 0 ﬁ{F_)F_I_lF}ﬁ 0 1 O 0 2 2
0 0 1f-1 5 3/ PR N0 0 1=l § g
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2°) Dada la funciorf (x) = %x dondelL denota el logaritmo neperiano, definida para
a > 0, se pide:

a) Calcular, en caso de que exista, una asintotadmal de la curva = f(x).

b) Encontrar un punto de la curya= f(x) en el que la recta tangente a dicha curva
sea horizontal y analizar si dicho punto es uneaxtr relativo.

c¢) Calcular el area del recinto acotado limitadolpaturvay = f(x) y las rectas de
ecuacioney =0y x =e.

a)

Las asintotas horizontales de una funcion sowdtwes finitos de los limites
cuandax tiende a mas infinito y menos infinito. En el cgs@ nos ocupa, solo cuando
x tiende a mas infinito porque los nimeros negatnmsenen logaritmo.

1
k = 11m flx) = lim Z£=2 : Indet.= {L'Hopital} = lim * =
x—=+00 X x—+o0 1
lim - =—==0.
X—>+o00 X o

El eje de abscisas es asintota horizontal de la funcion en su parte positiva.

b)
La pendiente de la tangente a una funcion esl@l ga su primera derivada en
ese punto.

—x Lx-1 1-Lx

m=f'(x) =% =

La tangente es horizontal cuando la pendienterms c

—0 1—-Lx=0;, Lx=1=>x=ce.

m=f'(x)=
ﬂ@=%=§=P@3-

El punto de f(x) donde su tangente es horizontal es P (e, i)

——x 2-(1-Lx)2x  —1-2(1-Lx) -1-2+2Lx  2Lx-3

£ = - - ==

x4 x3 x3

2Le-3 _ 2-3 _ -1 . .
f'"(e) = = —- = — < 0 = Maximo relativo para x = e.
e e




Teniendo en cuenta lo anterior, que la recta0 (eje Y) es una asintota vertical
de la funcion, que la funcién corta al eje X epwhtoQ(1,0) y que el punt® (e, i)

es un maximo relativo, la representacion grafipapx@dmada, de la funciéfi(x) es la
que se indica en la figura adjunta.

YA
2
S
H
=

J

¥

De la observacion de la figura se deduce la seped calcular, que es la si-
guiente:

Lx =t
X

X

x=e->t=1
x=1—>t=0}:>

271 2 2
> fit-dt=|3| =>-T=u?=05u=5.
0 2lg 2 2 2
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x—1 y-3

3°) Dada la recta = =—=zy la rectas que pasa por el punf(2,—-5,1) y

tiene la direccion del vectof = (—1,0,—1), se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de las dos rectas.
b) Calcular un plano que sea paraleloyacontenga a.

c¢) Calcular un plano perpendicular a la recyaque pase por el origen de coordenadas.

a)
Un punto y un vector desonQ(1,3,0) yv, = (2,—2,0).

Como quiera que, = (2,—2,1) y v, = (—1,0,—1) son linealmente indepen-
dientes, las rectasy s se cruzan o se cortan.

Como quiera que, = (2,—2,1) y v, = (—1,0,—1) son linealmente indepen-
dientes por no ser proporcionales sus componeggasimplica que las rectay s se
cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hasénsiguiente:

Se considera el vectarque tiene como origen el pum@l, 3,0) € r y extremo
el puntoP(2,—-5,1) € s:

w=A4P =[P —A] =[(2,-5,1) — (1,3,0)] = (1,—8,1).

Segun que los vectorEs,, v,, w} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinamte g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

2 -2 1
Rang (v, v, w}=>|-1 0 -1/=8+42-16-2=-8#0=
1 -8 1

= Rang {v,,v;,W} = 3 = ¥, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy §Secruzan.

b)

El planor que es paraleloray contiene & tiene como vectores directores a los
vectores directores de las rectas y contiene dbp(2, —5,1) € s; su expresion ge-
neral es la siguiente:

x—2 y+5 z-1
n(v,vs; P)=| 2 —2 1 [=0;
-1 0 -1



2x—2)—(y+5)-2(z—-1)+2(y+5)=0;
20— 2)+ (y+5)—2(z—=1)=0; 2x—4+y+5—22+2=0.

n=2x+y—2z+3=0.

c)
El haz de planos perpendiculares a la rectasuyo vector director €8, =
(2,—2,1), tiene por expresion generfll= 2x — 2y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg el planoy pedido es el que contiene al origen
de coordenadas es el que satisface su ecuacion:

f=2x—2y+z+D=0

0(0’0,0)}:0—0+0+D:0=>D:0.

y=2x—2y+z=0.
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4°) La probabilidad de que un pez de una deterrairagdecie sobreviva mas de 5 afios
es del 10 %. Se pide:

a) Si en un acuario tenemos 10 peces de esta espeti®s este afio, hallar la proba-
bilidad de que al menos dos de ellos sigan vivietetdro de 5 anos.

b) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peeessta especie nacidos este
mismo afio, usando una aproximacion mediante laikdiston normal correspon-
diente, hallar la probabilidad de que al cabo déd&s hayan sobrevivido al menos 10
de ellos.

a)
Se trata de una distribucion binomial de los sigtas datos:
Probabilidad de supervivir=p=0,1;, gq=1-p=1-01=0,9.
Datos: n =10; r =2,3,---,10.

La formula de la probabilidad de que meelementos- sean favorables es la
; ; D _ (M .anT . 4N—T
siguienteP = (r p"-q"".

10
0

10

P=1—[P(0)+P(1)]=1—[( )

£0,1°-0,9% + (") - 0,1+ 0,9°| =
) (1) ]

=1-(1-1-0,3487+10-0,1-0,3874) =1 —(0,3487 4+ 0,3874) =

=1-0,7361 = 0,2639.

b)
Se trata de una distribucion binomial goe 0,1;g = 0,9 y n = 200.

Por sern suficientemente grande se cumple quep >5yn-q > 5, por lo
cual se puede aproximar la distribucion binomiaha distribucion normal de las si-
guientes caracteristicas:

u=n-p=200-0,1=20; 0=\/n-p-q=\/200-0,1-O,9=4,24.

X = B(200; 0,1) ~ N(20; 4,24).

X-20
424"

Tipificando la variableX — Xa;“ =

Considerando la correcciéon de Yates:

9,5-20

PO 210) = P(r >95) = P(z>*Z3) = P (2> 357) =




= P(Z > —2,48) = P(Z < 2,48) = 0,9934.
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OPCION B

1°) Un estudiante pidio en la cafeteria 3 bocaglilborefrescos y 2 bolsas de patatas y
pago un total de 19 euros. Al mirar la cuenta cam@rue le habian cobrado un bo-
cadillo y un bolsa de patatas de mas. Reclamdguselvieron 4 euros. Para compensar
el error, el vendedor le ofrecid llevarse un bodagi un refresco por solo 3 euros, lo
gue suponia un descuento del 40 % respecto aatisporiginales. ¢ Cuales eran los
respectivos precios sin descuentos de un bocad#dlain refresco y de una bolsa de
patatas?

De la atenta observacion del enunciado se dedwwiguéente sistema de ecua-
ciones lineales:

Seax, y, z los precios de un bocadillo, un refresco y unadale patatas, res-

pectivamente.

xX+z=4 xX+z=4

z=4—x}
0,6x + 0,6y =3 x+y=5

B+Dx+2y+R2+1)z=19) 4x+2y+3z=19
} H B,
y=5—x

=>4x+205-x)+3(4—x)=19; 4x+10—-2x+ 12 —3x = 19;
—x+22=19>x=3;, y=2; z=1.

Precios — bocadillo: 3 euros,refresco 2 euros y la bolsa de patatas 1 euro.
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2°) Dada la funcioif (x) = v4x? — x*, se pide:
a) Determinar su dominio.

b) Determinar sus intervalos de crecimiento y deealzgriento.

c¢) Calcular los limites lateraleBm [ )y lim, £2

x—0 x—>0+ X

a)
Es dominio de la funcién es el conjunto de valoezdes dex que hacen que
4x2 —x* > 0; x?(4—x*)=20=>4—x2=>0> |x| < 2.

D(f) = [-2,2].

b)
Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

8x—4x3  4x—2x3 _ 4-2x?

f (x) - 2V4x2—x*% x-\/4—x2 ~ Va—x2?

f(x)_O:ji—o 4-2x2=0; 2—x2=0=2x, = —V2,%, = V2.

Teniendo en cuenta que la funcidon es continuauegominio, las raices de su
derivada dividen el dominio en cuatro intervalosdi®la funcién es, alternativamente,
creciente o decreciente. Considerando, por ejerapl@lorx = 0:

f'(0) = % > 0 = Creciente para x = 0.

De lo anterior se deducen los periodos de crentmig decrecimiento, que son
los siguientes:

Crecimiento: f'(x) >0=>x € (—2, —\/E) U (0, \/f)

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—\/E, 0) V] (\/E, 2).

c)
. Vax?Z-—x* 0 -0 . tV4—t?
lim L% = |jp 22X :—=>{x=—t|x 0+}=>11m =
x-07 X x0T X 0 t—-0 t—0+ -t

= lim

t—>0+ -



. xV4—x2
lim

x—0t x
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= lim v4 —x?2 =,/4—(0")? =

x—07t



3°) Dados el puntd(2,1,0) y el planor = 2x + 3y + 4z = 36, se pide:
a) Determinar la distancia del punto A al plano
b) Hallar las coordenadas del punto Q del plamoas préximo al punto A.

c¢) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano

a)
La distancia de un punt®,(x,, y,, z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

dada por la férmulad(P,, ) = 'Ax%w'. Aplicando la formula al punto
A(2,1,0) yal planor = 2x + 3y + 4z — 36 = 0:
_ |2:2+3-144-0-36] _ |4+340-36] _ [-29] ==
d(A,m) = V22+32+42  \/4+9+16 29 29

d(4,m) = V29 unidades.

b)
Un vector normal del plano = 2x + 3y + 4z = 36 esn = (2, 3,4).
La rectar, perpendicular al plano y que pasa por el pun#y(2,1,0) tiene la
x=2+42A
siguiente expresion, dada por unas ecuaciones pareas:r = {y =1+ 31
z =41
El puntoQ pedido es la interseccion del plang la rectar:
n=2x+3y+4z =36
x=2+2A e,
r=ly=1+431 =2(2+21) +3(2+21) +4-41 = 36;
z =41
x=2+2=4
44+414+ 6+ 61+ 164 = 36; 26/1=26=>/1=1=>{y:1+3=4}.
z=4
El punto del plano mw mas cercano al punto A(2,1,0) es Q(4,4,4).
c)

SiendoA’ el punto simétrico de A con respecto al plantiene que cumplirse:
AQ=QA = [Q—-Al=[4"~-Q];

[(4,4,4) — (2,1,0)] = [(x,y,2) —(4,4,4)]; 2,3, 4)=xx—-4y—4z—-4)=>



X—4=2-x=6
z—4=4->27=8

kkkkkkkkkk



4°) Una compafia farmacéutica vende un medicanyeietalivia la dermatitis atopica
en un 80 % de los casos. Si un enfermo es trat@dairt placebo, la probabilidad de
mejoria espontanea es del 10 %. En un estudioiexgr@al, la mitad de los pacientes
han sido tratados con el medicamento y la otradhaiten el placebo.

a) Determinar cudl es la probabilidad de que un péeielegido al azar haya mejo-
rado.

b) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hialprobabilidad de que haya sido
tratado con el medicamento.

Medicamento —» Me; Placebo — Pl; Cura — Cu; No cura — Cu.

>p=05-08=040

S>p=05-02=0,10

>p=05-0,1=0,05

-p=05-09=045

a)
P = P(Cu) = P(Me N Cu) + P(PL N Cu) =
= P(Me) - P(Cu/Me) + P(Pl) - P(Cu/P) =0,5-0,8+0,5-0,1 =

= 0,40 + 0,05 = 0,45.

b)
. __ P(MenCu) _ P(Me)-P(Cu/Me) . 0,5-0,8 .
P =P(Me/Cu) = P(cu)  P(Me)-P(Cu/Me)+P(Pl)-P(Cu/Pl)  0,5-0,8+0,5:0,1
040  _ 040 _ 0,8889

~0,40+0,05 0,45
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