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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntdsneio debera escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamkEgew@estiones de la opcion ele-
gida. Para la realizacion de esta prueba se pu#éidarucalculadora, siempre que no
tenga NINGUNA de las siguientes caracteristicasibiiadad de transmitir datos, ser
programable, pantalla grafica, resolucién de ecunas, operaciones con matrices,
calculo de determinantes, célculo de derivadagulmalde integrales ni almacena-
miento de datos alfanuméricos. Cualquiera que taimama de estas caracteristicas
sera retirada.

OPCION A
x+my=1

1°) Dado el sistema de ecuacioge2x — (m+ 1)y +z = -1 , Se pide:
x+C2m—-1y+(m+2)z=2+2m

a) Discutir el sistema en funcion del parametro

b) Resolver el sistema cuango= 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:
1 m 0 1 m 0 1
A=(-2 -m-1 1 yA' =(-2 -m-1 1 -1 |
1 2m—-1 m+2 1 2Z2m-1 m+2 2+4+2m
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetran es el siguiente:
1 m 0

-2 —-m-—1 1
1 2m—1 m+2

1Al =

=(-m-1)(m+2)+m—-02m—-1)+2m(m+ 2) =
=—m?-2m-m—-2+m-2m+1+2m?*+4m=m?-1=0=

= a, = _1,a2 = —1.
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m#* —1

Para{mi 1 }=>RangA=RangA =3 =n%incog.> S.C.D.

1 -1 0 1
Paran=-1= A" = (—2 0 1 —1) = Rang A" = {C,(;,C4} =
1 -3 1 0

1 -1 1
-2 0 -1
1 -3 0

=6+1—-—3=4+0=Rang A" = 3.

Param = —1 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.

1 1 0 1
Paran=1=> A" = <—2 -2 1 —1) = Rang A’ = {C,C3,C,} =
1 1 3 4

1 0 1
-2 1 -1
1 3 4

=4—-6—-14+3=0=Rang A’ = 2.

Param =1= Rang A = Rang A' = 2 <n%incodg.= S.C.I.

b)
x=1
Param = 0 el sistema result%er —y+z = -1, que es compatible determi-
xX—y+2z=2
nado.

Sustituyendo el valor de= 1 en las otras ecuaciones:

—2—y+z=—1} —-y+z=1

1—y+2z=2 —y+22=1}=>z=0; y=-1

Solucion:x =1,y =—-1,z = 0.
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2°) a) En un experimento en un laboratorio se han reddiZzamedidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguiemtgs= 0,92, m, = 0,94, m; = 0,89,
m, = 0,90 yms = 0,91. Se tomara como resultado el valorxd&l que la suma de
los cuadrados de los errores sea minima. Es da#onglor para el que la funcion:
E(x) = (x —my)?+ (x —m,)? +-- +(x — ms)? alcanza el minimo. Calcule dicho
valorx.

b) Aplique el método de integracion por partes pafeutar la siguiente integral:=
2 o . ‘g . .
f1 x“ - Lx - dx, dondeL significa logaritmo neperiano.

“ E(x) =(x—092)>+ (x—0,94)> + (x — 0,89)2 + (x — 0,9)?> + (x — 0,91)? =
= (x? — 1,84x + 0,8464) + (x? — 1,88x + 0,8836) + (x? — 1,78x + 0,7921) +
+(x? —1,8x + 0,8100) + (x? — 1,82x + 0,8281) =

= 5x2 —9,12x + 4,1602.

Otra forma de obtener la funcidn de forma muy =ipnada es la siguiente:

Mmy+ Myt M+ my+mg _ 0,9240,94+0,89+0,9040,91 __ 4
N - 5 -

= '556 —0,912.

E(x) = (x = my)? + (x — mp)? 4+ +(x —ms)® = T (x — m)? =
=N-(x—m)?2=5-(x—0,912)2.

La condicién necesaria para que una funcion tengainimo relativo es que se
anule su primera derivad y sea positiva la segdedaada para los valores que anulan
la primera derivada.

E'(x) =10-(x —0,912). E"(x) =10 > 0 = Minimo.

E'(x)=0=>10-(x—0,912) =0 = x = 0,912.

La suma de los cuadrados de los errores es minima para x = 0,912.

b)
En primer lugar resolvemos la integral indefinida:

1
u=~Lx->du=--dx

B , X x3 x3 1 B
A= | x%-Lx-dx = N :Lx-?— ?-—-dx—
dv=x2-dx—>v:? x



3 3 3 3
=X x—i [x?dx=%Ix->-Z4+c=%2.@x-1)+C=A
3 3 3 3 3 9

3

I=[x2Lx-dx = [;- (3Lx — 1)]

2 23 13
=l5-er-|-[5-eun-|=
=2.(BL2-1) - @Ll-1)=212—-24-=2[2-1

9 9 3 9 9 3 9

I=[ x?Lx-dx=2L2—-2.
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3°) Dados los planas, = 4x+ 6y —12z4+1=0yn, = -2x—3y+6z—5=0,
se pide:

a) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos sleaas en dichos planos.

b) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCDA¢ER, 1,3) y B(1, 2, 3), calcu-
lar los vértices C y D, sabiendo que C pertendos glanost, yn; =x—y +z =
2.

a)

El lado del cubo es igual que la distancia entseplanos paralelas, y r,.

La distancia entre los planag y a, paralelos dados por sus ecuaciones
generalesx; = Ax+By+Cz+ D, =0ya, = Ax+ By + Cz+ D, = 0 viene dada

2 __ |Dy—D4|
por Iaformulad—m.

T =4x+6y—12z+1=0ymn, =4x+6y—122z+10=0

[10-1] [9] 9 9
‘g = d(ﬂl,ﬂz) = > > > = = = —.
Va2+62+12 JV16+36+144 196 14
3 3
9 9 729
V=£3=QQ =2 — 72 _2657.
14 143 2.744

El volumen del cubo es de 0,2657 unidades cubicas.

b)

Los planor, = —2x —3y+6z—5=0ymn; =x —y+z = 2 determinan la
rectas={2x+3y_6z+5=0

“lx—-y+z-2=0

La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

{2x+3y—6z+5=0=> _A:2x+3y=—5+6/1}
T lx—y+z-2=0 Z= x—y=2—-1

2x+3y=-5+61

1 3 1 3
Sx_3y26_31}:5x—1+3k.x—§+;LE+EA—y—2—A,

| w

X = A

ul] =
ul ] o +

/1.

_|_ (431
ul ] ®

1 3 9 8 —
y—g+g/1—2+l—_g+g/1:5= y=—
z=A

Los puntosA(2,1,3) y B(1, 2, 3) determinan el VectoBA = (1,-1,0).



x=24+A
La recta que contiene a los puntos Ay B esiy =1 — A

z=3

El haz de planog perpendiculares a la redt@sf =x —y + K = 0.

De los infinitos planos de h# el planoa que contiene al punto B es el que
satisface su ecuacion:

P=x—y+K=0

B(LZ’S)}:1—2+K=0:>K=1=>azx—y+1=0.

El punto C es la interseccion del plang la rectas:

a=x—y+1=0y

x=<+22 1.3 9 8
_ 5 5 >-+-A+-—-1+1=0; 2—-214+1=0=>21=3.
s = 9,8 5 5 5 5
y-———+—AJ
5 5
z=A
1 3
X=E+E/1 x =2
El punto C ess = y=—3+§/1:>)‘:3:> y=3;=C((2,3,3).
5 5 —3 -
z=A ‘

Hay diversas formas de obtener el punto D; unallds es la siguiente:

El centro del cuadrado M es el punto medio defreggo de extremas(2,1,3)
y(C(2,3,3) = M(2,2,3).

El centro del cuadrado M también es el punto mddisegmento de extremos
B(1,2,3) yD(x,y,z).

1+4x 2+y 34z

T=2=>x=3;_=2=>y: = =3=>z=3 = D(32,3).
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4°) El 60 % de las ventas de unos grandes almacemessponden a articulos con
precios rebajados. Los clientes devuelven el 1%%sl articulos que compran reba-
jados, porcentaje que disminuye al 8 % si los@dfchan sido adquiridos sin rebajas.
a) Determine el porcentaje global de articulos dewesel

b) ¢ Qué porcentaje de articulos devueltos fueroniadgsi con precios rebajados?

-p=206-085=0,510

-»p=04-0,08=0,032
0,08

0,92
-p=04-092=0,368

a)
P=P(D)=P(R)-P(D/R)+P(R)-P(R/D)=0,6-0,15+0,4-0,08 =

= 0,090 + 0,032 = 0,122.

b)
_ __ P(RND) _ P(R)-P(D/R) _ 0,6:0,15 _
P=P(D/R) = P(R) ~ P(R)-P(D/R)+P(R)-P(R/D)  0,6:0,15+0,4-0,08
0,090 009 _ 90 _ 45

—=—=0,7377.

"~ 0,090+0,032 0,122 122 61
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OPCION B

m 0 2 -2
1°) Dadas las matrices= (—2 4 m) yB = ( 0 ) se pide:
0o 1 -1 0

a) Obtener los valores del parametrgara los que la matriz A admite inversa.
b) Param = 0, calcularA-B y A1 -B.

c¢) CalcularB - Bt y Bt - B, dondeB! denota la matriz traspuesta de B.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinantistgto de cero.
m 0 2
Al=-2 4 m|=—4m—-4-m?=0; m?+4m+4 = 0;
0o 1 -1

(m+2)?=0=>m=-2.

La matriz A es invertible Vm € R — {—2}.

b)
0O 0 2 -2 0
Param=0=>A-B=<—2 4 0>-<O)=<4>.
0 1 -1 0 0
0O 0 2
Param=0=>A=<—2 4 0).
0 1 -1
Se obtiene la inversa de A por el método de Gausad.
0O 0 2|1 0 O -2 4 00 1 O
(AII)=<—2 4 010 1 0>:>{F1<—>F2}:><0 0O 2(1 O 0)=>
0 1 —-110 0 1 0 1 —-110 0 1
. 1 -2 0|0 2 0
=>{F1—>—5F1}=> 0 0 2|11 0 o|l>{FeoFR}>
0 1 -1lo 0 1
<1 -2 010 -1 0) F, - F, + 2F, 1 0 =20 5 2
=>01—1001=>{ 1}=>01—1001=>
0o 0 211 0 o Fs =56 00 1[2 0 0



o

1 0 ofl 5 2 2 -1 4
F, » F, + 2F
I}:;J;Fﬂ 01 0% 01 =>A‘1=%-<1 0 2).
S 0 0 1|2 0 0 1 0 0

(2 1A =2\ | (4 -2
Param=0=>A‘1-B=5-<1 0 2>-<0>=5-<—2>=<—1>.
1 0 0 -2 —1

0
—2 4 0 O
B-Bt=<0>-(—2 0 0)=<0 0 0).
0 0 0 O
—2
Bt-B=(-2 0 0)-(0)2@. (matriz de una fila y una columna)
0
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2°) Dada la funciéif (x) = \/;1:—|+9 se pide:

a) Determinar, si existen, las asintotas horizontdégd x).
b) Calcularf’(4).
c¢) Hallar el area del recinto limitado por la cusva f(x), el eje OX y las rectas =

-1 yx=1.

B x| - m six <0
La funcionf (x) = Nre puede redefinirse comfi(x) ={"",
X749 T six=>0

Las asintotas horizontales de una funcién sorndfiges finitos que alcanza la
funcién cuanda tiende a mas infinito o menos infinito.

—x - -1
lim f(x) = lim —== lim = lim —— = lim = =
X——00 x—>—o00 VX4+9 X——00 x2+9 xX—>—00 |[x2 +9 X——00 1+i
o0
e S
Jyiv0 1
Larectay = —1 es asintota horizontal en (—,0).
z 1 1
X
lim f(x) = lim ——= lim = lim = lim = =
x—>+oof( ) x—>+0 VXZH9  xtoo \/x2+ x>+ [x249 x>+ 1+12 1+2
x2 x o
_ 1 _1_4
CJito 1
Larectay = 1 es asintota horizontal en (0, +0).
—1VxZ+9+x—22 Vx2+9 x X240t
_ _ 2+/x2+49 __ Vx249 __ Vx2+9
g(x) = =9'(x) = S = — =—
Vax? (VxZ+9) X249 X249
. -9
(x249)Vx2+9’
2 2 2
1-VxZ+9—x—2= VxZ+9——= o
h(X) — 2V x2+9 — Jx2+9 — Jx2+9 —
\/ (VxZ+9)” x2+9 x2+9
. 9
(x249)Vx2+9’
— ___six<0
' (x2+9)Vx?+9
fix) = 9 , :
six=>0

(x2+9)Vx2+9



Cean 9 _ 9 _ 9
fr4)= (42+9)V42+9  25+/25 125

c)
——six <0
La funcionf (x) = \/lf—_l = xi+9 _ tiene ordenadas positivas en el in-
X749 T Six 2 0

tervalo(—1, 1), por lo cual, la superficie a calcular es la sgte:

x-dx 1 xdx

S = f f(x) - dx—f f(x)- dx+ff(x) dx—fl\/T fom
=A+B. (%

Resolvemos en primer lugar la integral indefinida:

X2+9=t 1
— (X 2x -dx = dt Tod_1 . _1.t —
I f—x2+9 dx = g _l.dt =>2 f\/_ > ft 2 - dt > %+C
x-dx =~

=Vt+C=vVx2+9+C.

Sustituyendo el valor obtenido en las expresiciecA y B:

0 —x -1 x-dx -1
A= mmdo= [, ==V +9] =JED?+9-V02+9=

=v1+9-3=+10-3.
x 11
B=[ ==-dx=[Vx?+9] =V1Z+9-V07+9=+10-3.

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B
S =+10 -3 ++10 -3 = 2v/10 — 6.

S =(2V10—6) u? = 0,32 u?.

kkkkkkkkkk



2x —y =2 x-2 _y+1 _ z-1
5x+z=6" -1 1 1/3

3°) Dados el punt®(1,1,1) y las rectag = {
pide:

a) Hallar la distancia del punto P a la recta
b) Estudiar la posicion relativa de las reatass.
c¢) Hallar el plano perpendicular a la restg que pase por el punto P.

a)

La distancia de un punto a una recta puede detarsaneniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectaresmédulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto dealselpor la altura.

Para una mejor comprension del proceso se P
hace un esquema de la situacion.

S=1v|-h

_ [minap|

lorl

= h=d(P,71)

La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

2x —y =2 x =4
r={ YT fox=2sy=-2+2z=6-51=r={y=-2+22
Sx+z=6 = 6—t1

Un punto y un vector director desonA(0,-2,6) y v, = (1,2,-5).
AP =[P-A]=[(1,1,1) - (0,-2,6)] = (1,3,=5).

Aplicando la formula al punto P y a la recta

i j ok
L 1 2 -5
AP, 7) = [vradP| |1 3 —sll _ 1-10i-5j+3k—2k+15i+5j] _ |5i+k| _ V52+12  V25+1 _
’ 77| J12+22+(=5)2 V1+4+25 V30 V30 30

_Ez 5 =?u=d(P,T).

V26 ’13_\/13 V1315 _ 195
T Al15

Otra forma de resolver este ejercicio es la sigaie

El haz de planos perpendiculares a la rettane la siguiente ecuacion general:



a=x+2y—5z+D=0.

De los infinitos planos del haz el planor que contiene al punt®(1,1,1) es
el que satisface su ecuacion:

a=x+2y—5z+D=0 _ _
P(Ll,l)}=>1+2-1—5-1+0_o=>D_2:>

>n=x+2y—5z+2=0.

El punto B, interseccion de la reetaon el planar es la solucidon del sistema
que forman:
n=x+2y—52+2=0

x=A N
rz{y:_2+2/1 =>A+2(=2+24)-5(6-51)+2=0;
Z=6—5A1

6
— >
5

(x=10 1 o
:{y=—2+§=f—5}:3(2 L 2)

15715’ 3
16 2
lz=6-5=5 )
3 3

A—4+41—30+251+2=0; 30/1—32=0=>/1=1

La distancia pedida del punto P a la rects equivalente a la distancia entre los
puntos B y P, o sea el mddulo |&?|:

e =57 = (-3 + (1 -3) + (-

15

_ \/(_ i)Z + (2)2 + (1)2 _ L 169 1_ [14169+25 V195
15 15 3 225 225 9 \/ 225

15

d(P,r) = % unidades.

b)
Un punto y un vector de cada una de las rectaksmiguientes
Rectar: A(0,-2,6) yv, = (1,2,-5). Rectas: B(2,—-1,1) y v, = (-3,3,1).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; esto implica que las rectasegsrtan o se cruzan. Para diferenciar
el caso hacemos lo siguiente:



Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el
puntoB € s:w = AB = [B—A] =[(2,-1,1) — (0,-2,6)] = (2,1, -5).

Segun que los vectores {v,, U, w} sean o no coplanarios las rectas ry s se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v,, w} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 2 -5
Rang {v,,ve,W}=|-3 3 1|=-154+154+44+30—-1-30=
2 1 -5

=3 # 0 = Rang {v,,v,,w} =3 = V., v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy § Secruzan.

c)
El haz de planog perpendiculares a la rectdiene la siguiente ecuacion gene-
ra f=3x—-3y—z+D =0.

De los infinitos planos del hg, el planoy que contiene al punt®(1,1,1) es
el que satisface su ecuacion:

f=3x—3y—z+D=0

P(Ll’l)}=>3-1—3-1—1-1+D=0=>D=1=>

y=3x—-3y—z+1=0.
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4°) En una fabrica se elaboran dos tipos de produéty B. El 75 % de los productos
fabricados son de tipo Ay el 25 % de tipo B. Lazdoictos de tipo B salen defectuosos
un 5 % de las veces, mientras que los de tipoehsifectuosos un 2,5 % de las veces.

a) Si se fabrican 5.000 productos en un mes, ¢cuéetaslos se espera que sean
defectuosos?

b) Un mes, por motivos logisticos, se cambio la pcotin, de modo que se fabricaron
exclusivamente productos de tipo A. Sabiendo qualsgcaron 6.000 unidades, de-
terminar, aproximando la distribucion por una ndrhagprobabilidad de que haya mas
de 160 unidades defectuosas.

a)
> p =0,75-0,975 = 0,73125

- p =0,25-0,050 =0,01250

-p=20,25-0950=0,23750
P=P(D)=P(A)-P(D/A)+P(B) -P(B/D) =

=0,75-0,025+0,25- 0,050 = 0,01875 + 0,01250 = 0,03125.
5.000-0,03125 = 156,25.

Se espera que sean defectuosos 157 productos.

? La probabilidad de que un producto sea defectaspo= 0,025.
gq=1—p=1-0,025=0,975.
Media =u=n-p = 6.000-0,025 = 150.
Desviacién tipica = 6 = \/n-p-q =+/6.000- 0,025 - 0,975 = /146,25 =
=12,1.

Datos:n = 6.000; u = 150; o =12,1.

e g . X— X-150
Tipificando la variableZ = Tﬂ =—.




160-150
12,1

P=P(X>160)=P(Z> )=P(Z>%)=P(Z>O,83)=

=1-P(Z<083)=1-0,7967 = 0,2033.

La probabilidad de que haya mas de 160 defectuosos es 0,2033.
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