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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntdsneio debera escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamkEgew@estiones de la opcion ele-
gida. Para la realizacion de esta prueba se pudidancalculadora cientifica, siempre
gue no disponga de capacidad de representacidoggoédie calculo simbdlico. Todas
las respuestas deberan estar debidamente justiicad

OPCION A

2x+ay+z=a
1°) Dado el sistema de ecuacio{nes— 4y + (a+ 1)z = 1, se pide:
4y —az =0

a) Discutirlo en funcion de los valores del parametaa.
b) Resolver el sistema pata= 1.

¢) Resolver el sistema pana= 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:
2 a 1 2 a 1 a
M=<1 —4 a+1>yM’=<1 —4 a+1 1>.
0 4 —a 0 4 —a 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:

2 a 1
IM|=[1 -4 a+1]|=8a+4-8(a+1)+a?=0;
0 4 —a

a’+8a+4—-8a—-8=0; a>—4=0>a, =—-2,a, = 2.

a+—2

Para{a¢2

}=> Rang M = Rang M' = 3 =n®%inc6g.= S.C.D.
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2 -2 1 =2
Paraa=—2=>M’=<1 —4 -1 1>=>RangM’=>{C1,CZ,C4}=>

0 4 2 0
2 =2 =2
> (1 -4 1|=-8-8=-16+# 0= RangM' =3.
0 4 0
Paraa = —2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
2 2 1 2
Paraa=2=>M"=(1 -4 3 1|={C;,=C}=>RangM' =2.
0 4 -2 0
Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.l.
b)
2x+y+z=1
Paraa = 2 el sistema result{:x —4y+ 2z =1, que es compatible determi-
4y —z=10

nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

1 1 1

2 1 1
1 -4 1 1 2
x_O 4 _1_4+4—8+1_1_ _00_1_—2+1_—1_1
12—4 -3 -3 3’ -3 -3 -3 3
2 1 1
1 -4 1
4-8 -4 4
7 = 0 4 0 = = — = -,
12-4 -3 -3 3
., 1 1 4
Soluc10n:x=—§,y:§,z=§.

c)
2x+2y+z=2
Paraa = 1 el sistema result%x —4y + 3z =1, que es compatible indetermi-
4y —2z =0
nado. Despreciando, por ejemplo, la segunda equgdidcienda = A:

2x +2y=2—-41 1 1. . B .
4y:2/1}=>y—52. 2x+2-5/1—2 A 2x=2—-—1—A4;

2x=2—2A=>x=1—A.

Solucion:x =1—-A,y = %A,z = A, VA €ER.
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2°) Dados los punta®(1,—-2,1),Q(—4,0,1),R(-3,1,2) y 5(0,—3,0), se pide:
a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a PR y

b) Estudiar la posicion relativa de la reetajue pasa por los puntos P y Q, la racta
que pasa por Ry S.

c¢) Hallar el area del triangulo formado por los ps Q y R.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los vectores:
PG =[Q—P]=[(-4,0,1) — (1,-2,1)] = (-5,2,0).
PR=[R—-P]=[(-31,2)—(1,-2,1)] = (-4,3,1).

El planom que determinan los puntos P, Q y R tiene la sigeiexpresion ge-
neral:

L x—1 y+2 z-1
n(P; PQ,PR)=| -5 2 0 |=0;
—4 3 1
2(x—1)—15(z—1)+8(z—1) +5(y + 2) =0;
2x—-1)+5(y+2)—-7(z—1)=0; 2x—2+5y+10—-7z+7=0.

z=2x+5y—-7z+15=0.

b)
PQ =[Q - P]=[(-4,0,1) — (1,-2,1)] = (=5,2,0).

RS =[S—R] =1[(0,-3,0) — (=3,1,2)] = (3,—4,—2).

x=1-54
La rectar que pasa por Py Q es jy = —2 + 21y la rectas que pasa por los
x=1
—X_Yyt3 _ 2
puntosRySes=-="—-=—.

Un punto y un vector de cada una de las rectaksaiguientes:
Rectar: P(1,-2,1) y v, = (-5,2,0).

Rectas: R(—3,1,2) y v, = (—3,4,2).



Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector W que tiene como origen el punto P € r y extremo el
puntoR € s:w=PR =[R—-P]=[(-3,1,2) — (1,-2,1)] = (—4,3,1).

Segun que los vectores {v,, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang {v,, v;, W} = =—-20-16+30+6=-36+36=0=

-5 2 0
-3 4 2
-4 3 1

= Rang {v,,v,,W} = 2 = v, v, W son coplanarios.

Las rectas r y s se cortan.

PG =[Q—P]=[(-4,0,1) — (1,-2,1] = (-5,2,0).
PR=[R—-P]=[(-312)—(1,-2,1)] = (—4,3,1).

El area del triangulo que determinan tres puntosimeados es la mitad del
mo&dulo del producto vectorial de los dos vectores determinan los puntos:

[
1P | =

2

N |-

Spor = = > |2i — 15k + 8k + 5j| =

j k
-5 2 0
-4 3 1

=~ |2i+5j = 7k| =522+ 52 + (=7)? = V& + 25 + 49 = ;7B 2.
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3°) Se administra una medicina a un enferntohpras después la concentracion en
sangre del principio activo viene dada p6t) = t - e~t/? miligramos por mililitro.
Determine el valor maximo d«t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor
maximo. Sabiendo que la maxima concentracion digrpees de 1 mg/ml, sefale si
en algan momento hay riesgo para el paciente.

t

t
c’(t)=1-e‘t/2—t-%-e_5= ez (2—1t).

N

t
c’(t)=0=>%-e_5-(2—t)=0;2—t=0=>t=2.
1 -t 1 _t 1 _t
c't)=—-e2-2-t)—=rez2=—-e2-2—-t+2)=
4 2 4
1t
=—Z'€ 2'(4—t).
7 1 2 3 1 3 -
c (2)=—Z-e 2-(4—2)=—E-e =—;>0=>Maxlmoparat:2.

c(2)=2-e7%? = E = 0,7358.

El maximo se produce parat =2 yes de 0,7358 mg/ml.

Por ser 0,7358 < 1, el paciente no debe tener ninguin temor.
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x%2+x+6

4°) Dada la funcioif (x) =

, Se pide:
a) Determinar su dominio y asintotas verticales.

b) Calcularlim £2. ¢) Calcularf f(x) - dx.

xX—>oo X

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominiB,esxcepto los valores reales
dex que anulan el denominador.

D(f) = R —{2}.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdue hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores queilam el denominador.

Asintota vertical: x = 2.

b)
2 |
. f(x) . x"+x+6 x +x+6 +x2 +x +6 X _2
lim — = lim *=2— = lim = 1. —x2  +2x x +3
x—oo X X—00 X X—00 X2-2x - —_—
0 +3x +6
—3x +6
0 12
c)

ff(X) dX—f5x+x+6 dx=f35(x+3+£)-dx

2

[£+3x + 1200x - 2)]2 _

52 32
=[S+3-5+120(5-2)| - [5+3-3+12L(3-2)| =

25 9 16
=5 415+1203-2-9 - 1201 =22+ 6+ 1213 — 0 = 14 + 1213.

[ F QO - dx = 2(7 + 6L3).
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OPCION B

1°) Dadas las funcionggx) = % y g(x) = sen x, se pide:

: 2
a) Calcular}lcl_r)ré [f(x) - ﬁ]

b) Calcular la ecuacion de la recta tangente a lague= f(x) en el puntd® G 4).

c¢) Calcular el &rea delimitada por la cupva: f(x) y la rectay = —x + 3.

a)
- 2 ] lim (2= 2 ) =22 g
glclir(l) [f(x) B ﬁ] N 3161_1)13 (x senx) 0 0 «© = Ind.=
21i (1 1) 2 limr X, 070 0 {L'Hopital}
= - — =2. —_— =2 —=— = =
xl—{%x sen x xl—%x-senx 0-0 0 n opia
=2 lim—2*¥ = 2. 121 — 2 1nd. > {L'Hopital} >
x—0 1-sen x+x-cosx 1-0+0-1 0
= 2 lim —senx-0 =2.—2 =_2.2-0,
x—0 CoS x+1-cosx—x-sen x 1+1-0 2 -
b)
, 2 , 2 2
f(x):—x—zl m:f(%):—ﬁz—T=—8
(3) 4
1
y—y0=m(x—x0)=>y—4=—8-(x—5)=—8x+4.
Recta tangente:t =8x +y — 8 = 0.
c)

Los puntos de corte de la curya= f(x) y la rectay = —x + 3 tienen por abs-
cisas las soluciones de la ecuaciéon que resulaidaalacion de sus expresiones:

f(x)=y=>%:_x+3; 2=-x%+43x; x2—3x+2=0; x=3i2m=

:%ﬁz%:xl =1-A(1,2); x, =2 - B(2,1).
La funcionf (x) = % es simétrica con respecto al eje Y porferx) = —f(x)

y pasa por los punte¥(1, 2), B(2,1) y sus simétricos!/(—2,—1),N(—1, —2).



La representacion grafica de la situacion se egpea la figura adjunta.
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Como puede observarse en la figura, en el interdalla superficie a calcular,
que eq1,2), las ordenadas correspondientes a la recta sategya mayores que las
correspondientes ordenadas de la curva, por lolaualperficie a calcular es la si-
guiente:

S= [y -f@l-de=[[G-0-2 de=[}(3-x-%) dx=

2

=[3x—x72—2Lx]1=(3-2—22—2—2-L2)—(3-1—12—2—2-L1)=

3-L16

=6—2—2L2—3+§+2-0=1+§—L4=§—L4= ~ 0,1137 u?.
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1 2 1 1 0 0

2°) Dadas las matricés= <3 2 2) y] = < 0 2 0), se pide:
2 3 2 0 0 1

a) Determinar la matri?~1, inversa de la matrig.

b) Determinar la matriB~1, inversa de la matrig = p~1 - 1.

¢) Calcular el determinante de la matftz siendod =P -] - P71,

a)
Adj. de Pt

La inversa de P se obtiene por la adjunta deptrestaP ! = o

1 21 1 3 2
P|=|3 2 2[=4+9+8—-4-6-12=-1. Pt:<2 2 3).
2 3 2 1 2 2

/|2 3 _|2 3 \
Adi.d t_-_2322 2
j.de Pt = | |2 5 | 1 |
5 1
\B ; _|2 3 |2 2/

-2 -1 2
, ; <—2 0 1) 2 1 -2
P_l =Adj. de P — 5 1 -4 N P_l — 2 0 1
|P| -1 '
—5 -1 4
b)
Se obtiene la inversa ggoor el método de Gauss-Jordan.
-1 0 0j1 0 O F, - —F, 1 0 0I-1 0 O
(III)=<0 2 0[0 1 0):{F —>1F}=><0 1 0/0 3 0>=>
0 0 110 0 1 2 2! 00 1lo o0 1

-1 0 0
=>]—1=<0 1 0).
0 0 1

-5 -1 4 0 1 5 -1 4
-2 1 =2
B=pP1l.j1=(-2 0 -1




c)
1 2 1\ /-1 0 0 /2 1 =2
A=P-1-P—1=<3 2 2)-(0 2 0)-(2 0 —1>=
2 3 2 0 0 1/ \-5 -1 4

-1 4 1 2 1 -2 1 -2 2
= (—3 4 2) : < 2 0 —1) = (—8 -5 10).
-2 6 2 -5 -1 4 -2 —4 6

1 -2 2
|Al]=1-8 -5 10/=-30+644+40—-20+40—-96 =144 — 146 = —2.
-2 —4 6

|4%] = |A- Al = |A] - |A] = |A]? = (-2)* = 4.
42| = 4.
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x+y—1=0

3°) a) Determine la distanciaentre lasrestas x =y =zynr, = {x y4l=0

b) Obtenga el punto de corte de larectax = 2 —y = z — 1 con el plano perpen-
dicular as, que pasa por el origen.

a)
Un punto y un vector dg son0(0,0,0) yv; = (1,1, 1).

La expresion de la recta por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

x+y—1=0 X =4
rZE{ Ty T i sx=13y=1-Lz=1+A5n={y=1-1
x—z+1=0 =141

Un punto y un vector dg sonA(0,1,1) yv, = (1,-1,1).

Para hallar la distancia entre dos rectas queuzart hacemos lo siguiente:

Los vectores directores de las reatag r, son linealmente independientes por
no ser sus componentes proporcionales, lo cualaenplue las rectas se cortan o se
cruzan. Para diferenciar el caso consideramosatbvel que tiene como origen un
punto0(0,0,0) der; y como extremo el punt®(0,1, 1) der,:

M=04A=A4—-0=(0,1,1) - (0,0,0) = (0,1, 1).

Segun que los vectoré¢s;, v,,m} sean coplanarios o no, las rectay r, se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectoregv;,v,, m} son coplanarios cuando su rango es menor queeses,
decir, cuando el determinante que determinan @s cer

1 1 1
1 -1 1l=-14+1-1-1=-2+# 0= Rango {v{,v,, m}=3 =
O 1 1

= Las rectas r; y r, Se cruzan.

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiomekswectores directores
de las rectas; y v, y el vectorm.

El volumen del paralelepipedo es el producto mibetdos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen adrpooducto del area de la base
por la altura. Observar que la altura h es igdaldastancia d pedida entre las rectas.

Para una mejor comprension se hace el esquena@dju



Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

V= (73 X M) =75 X 53| -h=v; x 7;]-d =d =2 Zxm

v x 3]
1 1 1
. . 1 -1 1
d= [77- (75 % )| B R Y | O o e e 1 O ] I o 1 _
|77 X Ty i j k li+j—k—k+i—j|  [2i-2k| |i-k| [124(-1)?
1 1 1
1 -1 1
1 1 V2 .
===5=3 unidades = d(ry,15).
b)
x=2A
La expresion de dada por unas ecuaciones parametricassesy = 2 — 1.
z=14+A1

Un vector normal del plano es cualquier vector sgeelinealmente dependiente

de cualquier vector director de la resta

Un vector director de sev, = (1,—1,1).

La expresion general del plang perpendicular &, que pasa por el origen de

coordenadas es=x —y +z = 0.
El puntoP de corte da y 7 es la solucion del sistema que forman:

T=x—y+z=0

x=4A P N
s=ly=2-12 51-QC-D+A+D)=0 1-24+21+1+1=0;
z=1+21

1
3

31—-1=0; A=
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4°) El 40 % de los sdbados Marta va al cine, €36 de compras y el 30 % restante
juega a videojuegos. Cuando va al cine, el 60 %sleeces lo hace con sus compa-
Aeros de baloncesto. Lo mismo le ocurre el 20 %aslgeces que va de compras, y el
80 % de las veces que juega a videojuegos. Se pide:

a) Hallar la probabilidad de que el proximo sdbadatao quede con sus comparie-
ros de baloncesto.

b) Si se sabe que Marta ha quedado con sus compaietmoncesto, ¢cual es la
probabilidad de que vayan al cine?

40,6 =0,24

4-04=0,16

,3-0,2=0,06

,3-0,8=0,24

,3-0,8=0,24

>p=03-02=006

a)
P = P(B) = P(Ci) - P(B/Ci) + P(Co) - P(B/Co) + P(Vi) - P(B/Vi) =

= 0;4 ) 014 + 0;3 : 0;8 + 0;3 : 0;2 = 0,16 + 0,24‘ + 0,06 = 0, 6

b)
_ . __P(CinB) _ P(Ci)-P(B/Ci) _
P =P(Ci/B) = P(B)  P(Ci)-P(B/Ci)+P(C0)-P(B/C0)+P(Vi)-P(B/Vi)
_ 0,4-0,6 _ 0,24 __ 024 04444

"~ 0,4:0,6+0,3-0,2+0,3:0,8  0,24+0,06+0,24 0,54
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