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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntalsingho deberd escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonableradagecuestiones de la opcion ele-
gida. Para la realizacion de esta prueba se pudidarucalculadora cientifica, siempre
qgue no disponga de capacidad de representacidonamtie calculo simbodlicdodas

las respuestas deberan estar debidamente justificas.

OPCION A

1°) Dada la funcion (x)=—1+—*

, Se pide:
Xx+1 x+4

a ) Determinar el dominio de fy sus asintotas.

b ) Calcularf'(x) y determinar los extremos de f(x).

1
¢ ) Calcular| f(x) - dx.
0

a)

(x)= 1, X _XHA+X X _ X H2x+4 _ X2 +2x+4
x+1 x+4 (x+1)(x+4) (x+1)(x+4) x*+5x+4°

El dominio de una funcién racional es el conjuthéolos nimeros reales, excepto
los valores reales de x que anulan el denominador.

D(f)=R-{-1 -4}.

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales son los valores finitos que toma la funcion cuardiende a valer infini-
to; son de la forma y = k.

im x?+2x+4
=k= flix)= - =1=v.
Y X - 00 ) X - 0 X2 +Bx+4 —
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Verticales son los valores de x que anulan el denominaderzly x, = -4.

Oblicuas No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotasuatd es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeti@iminador).

b)

()= (2x+2)(x? +5x+4)- (x? + 2x+ 4)2x+5) _
(x2 +5x+ 4)2

_ 23 +10¢ +8x+2x° +10x+8— (2xC +5x% +4x? +10x+8x+20) _  3x’-12  _
(x+2)(x+4) (x+2)"(x+4)

3(x2—4) _ 3(x+2)(x-2) - 1(x).
(x+1(x+4)  (x+2f(x+4)°

La condicidén necesaria para que una funcién temgaxtremo relativo es que se
anule su primera derivada.

3(x + 2)(x - 2)

F=0= ot oray

=0;; 3x+2)(x-2)=0;; (x+2)(x-2)=0 = x =-2, x,=2.

Para diferenciar los maximos de los minimos rabatise recurre a la segunda de-
rivada; si es negativa para los valores que anlalgrimera derivada se trata de un
mAaximo y, si es negativa de un minimo.

f "(X) _ 6X()(2 +5x+ 4)2 - .?,(x2 - 4)2(X2 +5xX+ 4)(2)( + 5) _ 6X(X2 +5x+ 4)_ 6(X2 _ 4)(2X + 5)
(x2 +5x+ 4)4 (Xz B+ 4)3

_ 63 +30x2 + 24X~ 6(2x° +5x* —8x - 20) _ 6x° +30x° + 24x ~12x* —30x% + 48x +120 _

(x2 +5x+ 4)3 (x2 +5x+ 4)3

_ —6x*+72x+120 _ - 6(x* ~12x-20) _ e
(x2 +5x+ 4)3 (x2 +5x+ 4)3 '

o -\ _ —6(-8+24-20)
2= (4-10+4)

:%<0 — Maximo relativo para x = -2.

f(—2) 1 -2

= + =-1-1=-2 = Maximo relativo: A(— 2, —2)-
-2+1 -2+4

f(2)= ~6(8-24-20) :@>o = Minimo relativo para x =.2
(4+10+4)  (+)




OOII\J

= Minimo relativo: B(Z CZJ

1 1 1 _ 1
jf(x)-dx:j(i+ X j-dx=j( 1 x*4 4j-dx=j( 1 x4 4 j dx
0 o\X+1l x+4 o\X+1  x+4 x+1 X+4 x+4

1
j( j dx=[L|x+1|+x-4L|x+4|} = L2+1-4L5-(L1+0-4L4)=
5 x+1 x+4 0

f(x) - dx.

4 1
=L2+1-4L5+4L4=1+L 24 =14 2 256=1+|_512=I
5 625 625 J
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1 a a X 0
2°) Dada las matrices=| 1 a 1|, X=|y|y O=|0], se pide:
a-1 a 2 z 0
a ) Determinar el valor o valores dgara los cuales no existe la matriz inversa A

b ) Para = -2, hallar la matriz inversa A

c ) Parax = 1, calcular todas las soluciones del sistengaliA - X = O.

a)
Una matriz tiene inversa cuando su determinantkséiato de cero.

1 a a
|Al=| 1 a 1|=2a+a’+a(a-1)-a’(a-1)-a-2a=a’+a’-a-a*+a’-a=
a-1l a 2

=-a*+3a’-2a=-ala’-3a+2)=0= a,=0;; a-3a+2=0 ;; a=>% '29_8 :3i2\/i:3§1:

A esinversible JallR-{0, 1, 2}

b)
1 -2 -2
Parar=-2 esA=| 1 -2 1 |. Para hallar & se usa el método de Gauss-Jordan.
-3 -2 2
-2 -2l1 00 1 -2 -2]1 00
F2—>F2_F1
(Ar1)=| 1 -2 1|0 =0 0 3|-110=
F, - F;+3F
-3 -2 210 0 -8 -4/ 3 01
1 -2 =21 0 O 1 -2 -2| 1 0 O
= {F - -1k} = 0 3|-11 0|=>{FR-FR}=>]0 1 1|-20 -1l
01 3|-3 0 -3 0 0 3|-11 0
10 -1/ 1 0 1
F, - F+2F, F, - F+F,
= =101 3|-30 4=
Fs—’%Fs Fz—’Fz EFs
00 1|-11 0
100|-%5 35 -3 -5 3 -3
=|(010-% -1 -1l A*'=| -5 -1 -1
001]-5 35 O -1 1 0




X+y+z=0
Paraa = 1 el sistema lineal A - X = O resulta y+z=0}, que es equivalente al
y+2z=0
. X+y+z=0 . . .
S|stemay+22_0 } que es compatible (como todos los sistemas hameogé inde-
terminado.

Haciendoz=4, y=-21, x=-y-z=-A+21=A=x.

X=A
Solucion < y=-24¢, OAOR.
z=A
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3°) Dados los puntos A(2, 0, -2), B(3, -4, -1), C{5-3) y D(0, 1, 4), se pide.
a ) Calcular el area del triangulo de vértices A, B.

b ) Calcular el volumen del tetraedro ABCD.

a)
Los puntos A(2, 0, -2), B(3, -4, -1) y C(5, 4, éBterminan los vectores = AB y
v = AC, que son los siguientes:

U=AB=B-A=(3 -4 -1)-(2 0, -2)=(1 -4, 1).
v=AC=C-A=(5 4, -3)-(2 0, -2)=(3 4, -1).

Sabiendo que el area del tridngulo es la mitadmbelulo del producto vectorial
de los dos vectores que lo determinan:

ik
‘uDv‘ 1 -4 1 %|4i+3j+4k+12k—4i+j|:%|4j+16k|:|2j+8k|:
I3 4 -1

=22+82 =J4+64=21+16=24/17u%=S.

b)

Siendow=AD=D-A=(0, 1, 4)-(2 0, -2)=(-2 1 6) y teniendo en cuenta que el
volumen de un tetraedro es un sexto del producktondie los tres vectores que deter-
minan sus dimensiones:

1 -4 1
vABCD:%HU -(VDW)”:%- 3 4 -1== |24+3 8+8+1+72|== |1oo|
-2 1 6 3

503
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4°) Dados los planog, =2x+z-1=0, 7, =x+z+2=0Y m,=x+3y+2z-3=0, Se pide:

a ) Obtener las ecuaciones paramétricas de larrdetarminada pat; y m,.

b ) Calcular el seno del angulo que forman la rdefaapartado anterior forma con el
planomns.

a)
., . . ;. 2x+z-1=0
La expresion de r por unas ecuaciones implicgas: :
X+z+2=0
. . 2x+z=1 2x+z=1
Resolviendo el sistema: = x=3;; z=-2-x=-2-3=-5=7.
X+z=-2| —-X-2=2
X=3
La recta r expresada por unas ecuaciones paraageésr ={y=1 .
z=-5
b)

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemo esquema de la situacion:

El &ngulo de8 que forman el planes y la recta r es el complementario del angu-
lo a que forman el vectow, =(0, 1, 0), director de r, y el vecton =(1, 3 2), normal al
planors.

Sabiendo que el angulo que forman dos vectoreedeace del concepto de pro-
ducto escalar:

v -n_  (010-®32 _
v | [n| Vo0 224

_—

V. - n=|y,

‘ﬁ‘ -COSf = cosf =sena =
V,

r

0+3+0 _ 3

“J1J1ra+9 14

=08818= a =53 18 3"'.
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OPCION B

Xx=1-2t

1°) Dados el plan@=2x-y+2z+3=0y la rectar =; y=2-2t, se pide:

z=1+t

a ) Estudiar la posicion relativa de 1ty

b ) Calcular la distancia entre ry

c ) Obtener el punto P’ simétrico de P(3, 2, 1peeto del plana.

a)

La expresion de r por unas ecuaciones continussiguiente:

x-1_ y-2 z-1 "

r

{x—1=y—2 {x—y:—l
=

-2 -2 1 X=1=-27+2 X+2z2=3"
Xx-y=-1
La rectary el plana determinan el sistema+2z=3
2Xx-y+2z2=-3

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

1 -10 1 -10 -1
M=|1 0 2|yM=/1 0 2 3
2 -1 2 2 -1 2 -3

En general, segun los rangos de M y M’ puedereptasse los siguientes casos:
Rango M = Rango M’ = 3— Secantes. (un punto en comun)

Rango M =2 ;; Rango M’ = 3— Paralelos. (ningun punto en comuan)
Rango M = Rango M’ = 2— Recta contenida en plane puntos en comuan)

Los rangos de M y M’ son los siguientes:

1 -10
RangoM = |[M|=|1 0 2|=-4+2+2=0= RangoM =2.
2 -1 2
1 -1 -1

RangoM' = {C, C,,C,} = |1 0 3|=1-6+3-3=-5#20 = RangoM'=3.
2 -1 -3



La recta r y el plana son paralelas
b)

La distancia del planm a la recta r es la distancia de cualquier punta decta r
al planor. Un punto de r es A(1, 2, 1).

: : Ax, + By, +Cz, + D
La distancia de un punto a un plano &g, 71)=| T h 5 |.
VA?+B*+C?

Aplicando la formula al punto A(1, 2, 1) y al ptan=2x-y+2z+3=0:

_|2-1-1-2+2-1+3] [2-2+2+43]_ 5 5 .. .

J22 + (-1 + 22 Ja+1+4 Jo 3

d(r, m)=d(A 7)

Un vector normal del plana=2x-y+2z+3=0 esn =(2 -1 2).

X=3+2U
La recta s perpendiculamay que contiene a P(3, 2, 1) es<y=2-u .
z=1+2u
El punto M, interseccion del planocon la recta s, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo cual:

T=2x-y+2z+3=0

=3+2
S= );/:Zt’u'u :2(3+2,u)—(2—,u)+2(1+2ﬂ)+3:O;;
z=1+2u
Xx=3-2=1
6+4p—2+pu+2+4u+3=0 ;; 9u+9=0;; y=-1=]y=2+1=3 \ = M(L 3 -1).
z=1-2=-1
P@3,2,1)
i, .2
l
|
P’(X1 Y, Z)

r

Para que P’ sea el punto simétrico de P especto an, tiene que cumplirse lo si-
guiente:PM =MP' = M -P=P-M ;; (1 3 -1)-(3 2 1)=(x, v, 2)-(1, 3 -1);;



X-1=-2 . x=-1
(-2 1 -2)=(x-1 y-3 z+1) = 1y-3=1 - y=4 : = P(-1 4, -3).
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5senx 1 .
+— s8I Xx<0
2X 2

2°) Dada la funciérf (x) = a six=0, se pide:
X-€+3 si x>0

a ) Hallar, si existe, el valor depara que f(x) sea continua.

b ) Decidir si la funcidn es derivable en x = Ogpalgun valor de.

L5

¢ ) Calcular la integral = [ (x)- dx, donde L denota logaritmo neperiano.
1

a)

Por tratarse de una funciéon definida en tres gpezada uno de los cuales es una
funcion continua en su dominio, la funcion dadz@&stinua en todo R, excepto para el
valor de x = 0, que debemos determinar el valar para que lo sea

Para que f(x) sea continua en x = 0 tiene que brgemue los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e igualal de la funcién en ese punto:

lim lim
) f(X): 55enx+£ _E+£:3 *) , '
X0 X0\ 2x 2) 2 2 [im lim
] ) = _f(x)=f(a)= L f(X)=
lim lim . X -0 X -0
Cf(= T (xeer+3)=3
X0 X0
= 3=a=3 = La funcion f(x) es continua en x = 0 para 3.
s lim 5senx | 1 lim 5senx lim 1_5 lim senx 1_5 1_6_
*) + ==2 +Z=2.1+2=_=3,
X0 2X 2 XHO 2X X-02 2 XHO X 2 2 2 2

Una funcion es derivable en un punto si, y sglexdsten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puatiegnas, son iguales.

5 X-.cosx+senx .
E- sl Xx<0

X2

#(x)= 0 six=0 = f'(0)= {°° X0 o)z (o).

1 si x>0
e*(x+1) Si x>0

(**)

2 NG

£im (5 x-cosx+senxj 5 /im x.cosx+senx _ 5 /im 0-1+0 5 0

X » 0 2 X0 X2 “2'x.0 0 20

im
= Indet.:{L'HopitaI} = E- COSX= X SENX+ CoSX E-—l 0+1 E-oo:g.
2 x-0 2X 2 0 2




La funcidén f(x) no es derivable para x = 0 paraquiar valor real de:.

c)
En el intervaldi, L5] la funcién resulta sef(x)=x-e*+3, por lo cual, la integral
definida pedida es la que se indica a continuacion.

L5 L5

I :J'f(x)-dx: J‘(x-ex+:~’>)-dx=LJ'5x-eX -dx+LJ'53-dx:A+3LJ'5dx:A+3'[X]1L5:
1 1 1

1 1

=A+3(L5-1)=1. (¥

Para determinar el valor de A calculamos la irabigndefinidajx - - dx.

Uu=Xx — du=dx
jx-ex-dx:{ }:> x-ex—J'ex-dx:x-ex—ex+C=ex(x—1)+C.
dv=e*-dx - v=¢* I

A= fo e - dx=[e*(x-1)]° =e*5(L5-1)- e(1-1) = 5(L5-1).

Sustituyendo el valor de A en la expresion (*):

| =5(L5-1)+3(L5-1)=8(L5-1).

| :Tf(x)-dx=8(L5—1).

1
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. . .. fa 2
3°) Dala la ecuacion matricial: B=
3 7 11

. 1], donde B es una matriz cuadrada de

tamano 2 x 2, se pide:
a ) Calcular el valor o valores depara los que esta ecuacién tiene solucion.

b ) Calcular el valor de B en el casoode 1.

a)
., .. (a 2 11 , ., a 2
La ecuacion matrlcl{3 7} : B=[l :J tendra solucidén cuando la mat(% 7}

sea inversible, es decir: cuando su determinanteisénto de cero.

a
3

2 6
=7a-6=0;; 7a=6;; a=—.
7 7

La ecuacionmatricial tiene solucionOa O R—{g} .

b)

paraazles(l Zj.sz(l 1}.
3 7 11

12 11 . .
Llamando M :(3 7} y N :(1 1], la ecuacion resultav -B=N. Multiplicando

por la izquierda los dos miembros por la inversdde
M™*-M-B=M*N;;1-B=M™*-N=B=M"-N. (*»

Se calcula ahora la matriz inversa de M por el deette Gauss-Jordan:

(|v|/|)—1210:>{|: F—3F}:>12 ! O:>{F F,-2F,} =
37|01 2702 T 01[-31 LT e

1 0 7 -2 4 7 -2
= = M= .
0 1|-3 1 -3 1

Sustituyendo el valor de Men la expresion (*) y operando:
4 (7 —2] (1 1} (7—2 7—2] (5 5]
B=M™'.N-= : = = =B.

-3 1) (11 (-3+1 -3+1) (-2 -2
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2 -1 -3 5
o . .12 2 -1 a . ,
49°) Estudiar el rango de la matiz 11 16 segun los valores del parameiro
3 1 -4 a
2 -1 -3 5 2 -1 -3 5
F, - F,+2F, 6 -7 a+10
2 2 -1 a 6 0 -7 a+10
|A|= = {F - FR+F = =13 -2 11+0|=
1 1 1 6 3 0 -2 11
F, - F,+F 5 -7 a+5
3 1 -4 a 5 0 -7 a+5

6 -7 a| |6 -7 10 6 7 a 6 7 2
=3 -2 11+|3 -2 0|=-3 2 11-5-|3 2 0O|=
5 -7 a| |5 -7 5 5 7 a 5 71

=—(12a+21a+385-10a-462-21a)- 5- (12+42-20-21)= —2a+77- 5-13=—-2a+77-65=

=—2a+12=-2(a-6)=0;; a-6=0;; a=86.

2 2 -1
Siendo el menor de 1 1|=-8-1+6+3-2+8=6%0:
31 -4

Parao £ 6 el rango de A es 4y pasas 6 el rango de Aes 3
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