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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéisas. Todas las respuestas debe-
ran estar debidamente justificadas.

OPCION A

1°) Dada la funcionf (x)= 4 27

+
X—4 2x+2

, Se pide:

a ) Hallar las asintotas de su grafica.

b ) Determinar los intervalos de crecimiento y degniento y calcular sus puntos de
inflexion.

c ) Esbozar la grafica de la funcion.

a)
() A2x+2)+27(x-4)_8x+8+27x-108__35¢-100 _ 7x-20)

(x-4)2x+2)  2x-4)(x+1) 2 -3x-4) 2[x’-3x-4)’

Las asintotas son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaugreo x tiende a valer infinito;
son de la forma y = k.

_ lim (4 lim  57x-20)

) oo YT eaxoa)xrD)

La recta y = 0 (eje X) es asintota horizontal dietecion.

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.
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2(x-4)(x+1)=0 =

Son asintotas horizontales las rectas x =4 yX = -
Oblicuas: Para que una funcién tenga asintotasualsl es condicion necesaria
que la funcién racional tenga un grado mayor el eraior que el denominador. Por
otra parte, las asintotas horizontales y oblicoasrscompatibles en una funcién.

f(x) no tiene asintotas oblicuas.

b)
Una funcion es creciente o decreciente cuando svade es positiva 0 negativa,
respectivamente.

=3 7(x* —3x-4)- (7x-20)(2x-3) _5 7x* —21x—28- (14x® - 21x— 40x + 60) _
2 (x? —3x-4f 2 (x2-3x-4f

5 7x°-21x-28-(14x* ~61x+60) _5 -7x>+40x-88 _ _,
= £(x)

2 (x2 -3x-— 4)2 2 (x2 -3x- 4)2

El denominador es positivo para cualquier valat perteneciente al dominio de
la funcién, que esD(f)= R-{-1, 4}, por lo tanto, para determinar el signo de lavderi

da tenemos que estudiar el numerador:

7x2 —40x+88=0 ;; x=20V1600-2464 ', p f'(x)<0, OxOD(f).

14 -

La funcion f(x) es mondétona decreciente en su dmmin

Para que una funcion tenga un punto de inflexidnoeslicion necesaria que se
anule su segunda derivada:

(=5 (~14x+40)(x* —3x - 4) - (- 7x* + 40x-88) - 2. (x* - 3x - 4)(2x~3) _
) (x2 —3x—4)4 B

(-14x+40)(x* - 3x— 4)- 2(- 7x* + 40x-88)(2x - 3)
(x2 -3x- 4)3

_9 —14x° + 42X +56x + 40x* —120x —160- 2(— 14x° + 21x* +80x* —120x —176x + 26 )

2 (x2 -3x- 4)3

5 —14x° +82X° —64x—160-2(~14x° +101x? — 296x + 264) _
2 (x* —3x-4f




_5 —14x¢° +82¢* -64x—160+28x° -202x* +592x-528 _ 5 14x* -120x* +528x 688 _
2 (x2 —3x-4f 2 (x2—3x-4f
3 _ 2 _
_ . 71X -60x +264>§ 344 _ £7(x).
(x2 —3x—4)
3 _ 2 _
f(x)=0 = 5. (X OO H2OM=IAA_ .. 75 _g0x? + 264x~344=0.
(x2 —3x—4)
Resolviendo por Ruffini:
7 -60 264 -344
2 14 -92 344
|7 -46 172 0
732 - 46x+172=0 }; x = 20N 256_4816 - xOR.
La dnica solucion real es para x =2Punto de inflexidn para x = 2.
f(2):i+ 27 :—2+2_7:—2+g:i+9:§ = Pl.= A(z, §j .
2-4 4+2 6 2 2 2 3
c)

Para facilitar la representacion grafica se obtielos puntos de corte con los
ejes, que son los siguientes:

OH \ flx

A
< -10 p I|3 1C 20 30 x
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

57x-20) _ 20

Eje X: f(x)=0= o —5ea) 0 X20=05 x=T 0286 B(O, 2—70j



Eje Y: x=0> f()():i+ 27 :—1+2_7:L+27:2_5:>C(2_5’Oj_

0-4 0+2 2 2 2 2

Con los datos obtenidos puede hacerse una refaesengrafica aproximada de
la funcién, que es la que aparece en la figura.
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2°) Dadas las matrices= y O=| _|, se pide:

Y O O
O O -
Y P P D
S N < X
o o o o

a ) Calcular el determinante de A. Determinar Bgjoade A segun los valores de
b ) Resolverlo el sistema homogéneo A - X = O arasd dex = 1.

¢ ) Resolver el sistema homogéneo A - X = O cuarsel.

a)
Restando la primera columna a todas las demasarrddando después por los
menores adjuntos de la segunda columna:

11 aa |1 0 a-1 a-1
1 a-1 a-1
al 1l a |a l-a l-a O
|Al= = =(1-a)-la 1-a 1-a.
aall|a 0 1-a 1-a
a 0 1-a
aaal |a O 0 1-a

Cambiando de signo la primera fila y sacando fastaomunes de las dos dulti-
mas columnas:

-1 1-a 1-a -111
|A|]=-(1-a)-|a 1-a 1-a|=-(1-a)’-|a 1 1|. Desarrollando por Sarrus:
a 0 1-a a 01

|Al=-(1-a)’ - (-1+a-a-a)=-(1-a)’ - (-1-a)=(1+a)1-a)’.

|Al=(1+a)1-a)’

azl
Para = RangoA=4
az-1

1111

1111
Para a=1es A= = Rango A=1.
— 111 1] —)———

1111

1 1 -1 -1

-1 1 1 -1 :
Paraa=-lesA=| = o —{F,=-F}= A efectos de rango, la matriz A

-1 -1 -1 1



1 1 -1 -1 1 1 -1
es equivalente alamatria=|-1 1 1 -1|={Cc,C,C}=|-1 1 1|=
-1 -1 -1 1 -1 -1 -1
=-1-1-1-1+1-1=-420 = Rango A'=3.

Para a=-1—= RangoA=3

b)
1111 (x) (0
: , 111 0
Paraa = 1 el sistema homogéneo A - X = O res I%a: M y su
1111||z| |0
1111 (w (0

solucién es equivalente a las soluciones de lacgmuax+y+z+w=0.

La ecuacionx+y+z+w=0, ademas de admitir la solucion triviak y=z=w=0,

admite infinitas soluciones dependiendo de trearpatros por ser 4 el nimero de in-
cognitas y uno el rango de la matriz.

X=A
Solucion y=H , OA, u, pOR
z=p
W=-A-u-p
c)
1 1 -1 -1)(x) (0
: , -1 1 1 -1 0
Parao = -1 el sistema homogéneo A - X = O resulta: 1Y =7
-1 -1 1 1||z| |O
-1 -1 -1 1) (w) |0
1 1 -1 -1
Como sabemos por el apartado a3|-1 1 1 -1|, cuyo rango es 3.
-1 -1 -1 1

X+y-z-w=0
El sistema—x+y+z-w=0}, ademas de admitir la solucion trivief y=z=w=0,
-X-y-z+w=0
admite infinitas soluciones dependiendo de un pat@npor ser 4 el nUmero de incog-
nitas y tres el rango de la matriz

Haciendo, por ejemplo, w kY resolviendo por el método de Gauss sumando |:
primera fila a las demas:

X+y-z=A | x+y-z=/
-X+y+z=A1 2y=2A; = z=0;; y=A;; x=0.
-X-y-z=-4 -2z=0



x=z=0
SoMcbn<{ , ODAOR
y=w=A1
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39) Dados los puntos A(2, -2, 1), B(0, 1, -2), CG2-4), D(2, -6, 2), se pide:

a ) Probar que el cuadrilatero ABCD es un trapétme dos lados paralelos) y hallar
la distancia entre los dos lados paralelos.

b ) Hallar el area del triangulo ABC.

a)
Considerando los vectores:

AB=B-A=(0,1 -2)-(2 -2 1)=(-2 3 -3).
BC=C-B=(-20 -4)-(0,1 -2)=(-2 -1 -2).

CD=D-C=(2 -6,2)-(-20, -4)=(4, -6, 6).

DA=A-D=(2 -2 1)-(2 -6, -2)=(0, 4, 3).

Los vectoresAB y CD son linealmente dependientes (por 6er=-2- AB) V li-

nealmente independientes de los vect@esy DA, que justifica lo que se nos pregun-
taba:

El cuadrildtero ABCD es un trapecio por ser paoalébs lados AB y CD.

La recta r que contiene a los puntos A y B exgl@geor unas ecuaciones para-
X=2-2A
métricas es la siguiente=<y=-2+31.
z=1-31

La distancia entre los lados paralelos es equitale la distancia de la rec-
ta r a cualquiera de los puntos de la recta que pasC y D. Considerando al punto C
y sabiendo que la distancia del punto C a la rectaene dada por la formula
‘?ADV[

\Y/

r

d(C,r)= , siendo A un punto de ry un vector director de la rectarr.

SiendoCA=A-C=(2-21)-(-20,-4)=(4 -25) y v, =(-2 3 -3):

i ] K
4 -2 5
_ |2 3 -3| _|6i-10j+12k-4k-15 +12]]

REEESEISE) Varore

‘C—ADW

—_—

d=d(C,r)=

\Y/

r




_ O . _o)? 2 2
_|-9i+2j 8k _(-9f +2° +8 :\/81+4+64—\/149—\/149u:260u=d.

J22 J22 J22. Y22 N 22

b)

—_—

Uu=AB=(-23 -3)y v=AC=C-A=(-20,-4)-(2 -2 1)=(- 4, 2 -5).

El area del triangulo es la mitad del area dealpfygramo que determinan los
vectoresu = AB y v = AC. Debe saberse que el area del paralelogramo akdgea el
md&dulo del producto vectorial de los vectores guadterminan, por lo tanto:

ik
SABC:%-(UDV):%- -2 3 -3 :%-|—15+12j—4k+12k+6i—10j|:
-4 2 -5

:% | =90 +2j +8k|:% 9P +22 + 8 :% -\/81+4+64:%-\/149u2 610U = S, -
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4°) Dados el punto P(1, 2, -1) y el plane x+2y-2z+2=0, sea S la esfera que es tan-
gente al plana en un punto P’ de modo que el segmento PP’ eslarsus diametros.
Se pide:

a ) Hallar el punto de tangencia P’. b ) Hallaedaiacion de S.

a)
El vector normal del plana=x+2y-2z+2=0 esn=(1 2 -2).

La recta s que contiene al didmetro de la esfBrai€he como vector director a
n=(1 2 -2) y contiene al punto P(1, 2, -1); su expresion gawfaunas ecuaciones pa-
x=1+A
rameétricas es={y=2+21 .
z=-1-21

El punto P’ pedido es la interseccion del planola recta s:

JT=EX+2y—-2z2+2=0
Xx=1+A

S={y=2+24
z=-1-24

= ([L+2)+2A2+22)-2(-1-24)+2=0;;

1+A+4+41+2+44+2=0;;91+9=0;; A+1=0;; A=-1 = P(0,0,1).

b)

El centro O’ de la circunferencia es el punto etk P(1, 2, -1) y P’(0, 0, 1),
gue es el punto de coordenadas la media aritneiitas coordenadas de los puntos Py
P O'(%, 1, 0).

El radio de |la esfera es la distancia O’P:

r :OTD:\/(1—%j2+(2—1)2+(—1—0)2 :\/(%j2+12+(_1)2 :\/;L:Jg:%

La ecuacion de la esfera es:

2 2
(X—%j +(y—1)2+(2—0)2:(gj o x2—x+%+y2—2y+l+22:% -

X +y?+72°-x-2y+1-2=0 = S=x*+y*+z°-x-2y-1=0.
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OPCION B

1°) Sea la recta con vector direccién, =(1, 4, 2) que pasa por el punto A(1, 2, 1, r
la recta con vector direccion, =(1, 1, 1) que pasa por B(1, -2, 3), ¥ la recta con vec-
tor direcciéonv, =(1 1, -2) que pasa por C(4, 1, -3). Se pide:

a ) HallarA para que las rectagy rs se corten.

b ) Hallar\ para que la recta sea paralela al plano definido peryrrc.

c ) Hallar el angulo que formapy rc.

a)

tes:

La expresion de las rectasyrrs dadas por ecuaciones continuas son las siguier

x-1_y-2 z-1 AX=-A=y-2 AX-y=A-2
y = = = = N )
1 A 2 2x-2=z2-1 2x-z=1
_x-1_y+2_2z-3 _ _[x-l=y+2 = _|x-y=3
rg = = = b Tg = 5 rg = .
1 1 1 Xx-1=z-3 X—z2=-2

Para que las rectag y rs se cortes tiene que ser compatible determinadas-€l
AX-y=A-2
2x—-z=1

tema que forman, que es:

b)

X-y=3
X—z=-2

Despreciando la ecuacion del parametro y resoleiend
2x-z=1| - z=2x-1

X—-y=3 = 2X-1=x+2;; x=3;, y=0;; z=5= PC&O,@.
X—2=-2| - Z2=X+2

AX-y=A-2=31-0=4-2;;2A=-2 = A=-1.

Las rectasgy rc determinan el planm, cuya ecuacion general es la siguiente:

x-1 y+2 z-3
n(B; Vg, I)s 1 1 1]=0;
1 1 -2



-2(x-1)+(y+2)+(z-3)-(z-3)-(x-1)+2(y+2)=0;; -3(x-1)+3(y+2)=0 ;;

-3x+3+3y+6=0;;, -3x+3y+9=0;; - x+y+3=0 = m=x-y-3=0.

El vector normal del planoesn =(1, -1, 0).

Para que el plano sea paralelo a la rectaes necesario que el vector normal del
plano y el vector director de la recta sean perngetates, es decir: que su producto es-
calar sea cero:

v, - n=0= (11,9 -10=0;1-1+0=0 = A=1.

Para que la recta sea paralela al plano definido pgwrrc tiene que sex = 1.

c)

El angulo que formargty rc es el menor angulo que forman sus vectores directc
res. Aplicando el concepto de producto escalamgevdctores:
veve - (113(11-2)

-COSa = COSa =— = =
v VI 412422 12 422 +(-2)

—_

'VC

_— — ‘ _—

Vg " Ve =V

Ve

_ 1+1-2 _ 0
Ji+1+1-41+1+4 18

=0= a=90C.

Las rectasgy rc son perpendiculares.
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2X+Ay+Az=1-A
2°) Dado el sistema de ecuaciones line +(1-1)z=-24, se pide:
(A—ﬂx+y+z:A—1

a ) Discutirlo segun los valores del parameatro
b ) Resolverlo en el caso de= 1.
c ) Resolverlo en el caso de -1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

2 A A 2 A A 1-A
M= 1 1 A-1jyM'=s| 1 1 A-1-21)|.
A-1 1 1 A-1 1 1 A-1

El rango de la matriz de coeficientes en funciéhpdrametra. es el siguiente:

2 A 2
IM[=| 1 1 A-1=2+A+A(A-1-A(A-1)-2(1-1)-A=2+(A-2)A(1-1)-1-2]=
A-1 1 1

=2+(A-) W -A1-A-2)=2+ (AP -24-2)=2+ P -2 -2 - +20 +2=

=2 -3/ +4=0. Resolviendo por Ruffini:

1 -3 0 4
2 2 -21 -4

1 -1 -2 0
2 2 2

1 1 0
-1 -1

1 0

Las raices diferentes sep=-1y x, =2.

A£-1
Para { J#2 } = RangoM = RangoM'=3=n° incog. = Compatibledeterminado

2 -1 -1 2
Parai=-1= M'=| 1 1 -2 2 |={F,=-F}= Rangode M'=2,
-2 1 1 -2




2 2 2 -1
Parai=2 = M'=|1 1 1 -4|={C,=C,=C,} = Rangode M'=2
1111

=-1
Para { B }:> RangoM = RangoM '=2<n° inc6g. = Compatibleindeterminado
b)
2x+y+z=0
Paral = 1 el sistema esx+y=-2 , que es compatible determinado.
y+z=0
2x+y+z=0
X+y=-2t - x=-y-2=2(-y-2)+y-y=0;; -y-2=0;; y=-2;; x=0;; z=2.
y+z=0 | - z=-y
c)
2X-y-z2=2
. . . 2X-y—-z2=2
Parai = -1 el sistema esx+y-2z=2 , equivalente al sistem fv_g=o’
X+y-2z=
—2X+y+z=-2 Y

gue es compatible indeterminado. Hacierdoi :

2Xx—-y=2+A
X+y=2+2A

}»3x=4+34:>x=g+A;;y:2+2A—x:2+2A—g—A:§+A:y.

X=4+A
Solucion 1 y=2+A, OAOR
z=A
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3% Dada la funciénf(x)zx%ﬂ, se pide:

a ) Hallar la ecuacién de la recta tangente adfiagr de f(x) en x = 0.

1
b ) Calculari :jx- f(x) - dx.
a)
El punto de tangencia e$(0) =

La pendiente de la tangente de una funcién eruntoges el valor de la derivada
en ese punto:

_1-(x2+1)—x 22X —-XP+1-2x* . 1-%°

R e S ) B Y

Sabiendo que la ecuacién de una recta conocigaridiente viene dada por la
formula y-y, =m(x-0), la recta tangente pedida es la siguiente:

Tangente t=y-0=1(x-0) = t=y=x.

b)

2
El valor de la integral indefinida=[x- f(x)- dx=[x- X <dx=| X_.dx es el

x? +1 xZ+1

siguiente:

X2 +

2 2 1__1
A:jxjﬂ.dx:jxxjﬂ .dx=j(1_

! 1j-dx:x—arctag x+C.

Considerando el valor de A, el valor de la intededinida pedida es:

O ey

x - £(x) - dx=[x-arctag x|} = (1-arc tag1)-(0-arc tag O):1—7ZT—O:—.
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1
4°) Dada la funcionf(x)=e*, se pide:

li li . . . li
a)Calcular ' f(x), '™ #(x)y estudiar la existencia de " f(x).
X —» +00 X —» —00 X -0

b ) Esbozar la grafica de= f(x) determinando los intervalos de crecimiento y deere
miento de f(x) y sus asintotas.

a)
lim lim * %
f(x)= ex=e~=¢e"=1
lim lim * L
f(x)= e*=e~=e’=1
X — —00 X — —00 =

Para que una funcion tenga limite en un punto edicidn necesaria que existan
sus limites laterales en ese punto y que, adeeas iguales.

] ) —
Ilm_f(x): “m_e§:60’:e‘°"=i=i:o
0 =0 ¢ @ = lim jim
= _f(x)# . f(x).
lim im ! X -0 X -0
Cf)= T er=e =e" = o

. [im
No existe ex
X-0

b)
1
La funcion f(x)=ex esta definida para cualquier valor real de x, ptac@ara el
valor x = 0.

1
Teniendo en cuenta qué(x) = —X—12 .ex <0, OxOD(f):

La funcidn f(x) es decreciente en su dominio.

Del apartado a ) se deduce que:

Es asintota horizontal larectay = 1.

, lim
Considerando que  , f(x) .
X-0 X-0

I
o)
x
Il
0]
S
I
o
I
8

La recta x = 0 (eje Y) es asintota vertical deutecfon.



1
Con los datos anteriores y teniendo en cuentaetjuecorrido def(x)=e* es

(0, +»), se puede esbozar la gréfica de f(x), que esxmpadamente, la siguiente:
1

(%)

______ - - TEm—

™~
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