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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéisas. Todas las respuestas debe-
ran estar debidamente justificadas.

OPCION A
k k Kk? 12 4 X
1°) Dadas las matrices=| 1 -1 k |,B=|6|,C=[3|y X=|y]|, Se pide:
2k -2 2 8 3 z

a ) Hallar el rango de A en funcion de los valatek.
b ) Para k = 2, hallar, si existe la solucion dstesna A - X = B.

c ) Para k = 1, hallar, si existe la solucion dastesna A - X = C.

a)
k Kk Kk 1 1 k
IAl=[1 -1 k[=2k:[1 -1 k|=2k-(-1-k+k?+K>+k-1)=2k - (2k* -2)=
K -2 2 k -1 1

=4k -(k?-1)=0= Kk =0 k,=-1;; k, =1.

0 0 O
1 —
Parak,=0 = |A|=|1 -1 0|=|_  _|#0= RangoA=2.
0 -2 2
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-1 -1 1
Parak,=-1= |A|=| 1 -1 -1 = {F,=2F} = RangoA=2.

-2 -2 2
1 1 1
Parak,=1= |A|=|1 -1 1| = {C,=C,} = RangoA=2.
2 -2 2
k#z0 k=0
Para <k#-1: = RangoA=3 Para 1k=-1} = RangoA=2
k#1 k=1
b)
2 2 4 2 2 4\ (x) (12
Parak =2 eA=|1 -1 2| ylaecuaciénresultal -1 2|:|y|=| 8|, que es
4 -2 2 4 -2 2)\z) |6
2x+2y+4z=12 X+y+2z2=6
equivalente al sistema-y+2z=8 ; simplificando:x-y+2z=8}.
Ax—-2y+22=6 2X-y+z=3

Teniendo en cuenta que para k = 2 es Rango A ad&mos resolver el sistema
mediante la regla de Cramer:

6 1 2
8 -1 2
= 3 -11 :—6—16+6+6+12—8:—_6:_1le
1 1 2| -1-2+4+4+2-1 6
1 -1 2
2 -1 1
1 6 2
1 8 2
_|12 3 1| _8+6+24-32-6-6_-6_ . _
A 6 A
1 1 6
1 -1 8
5= 2 -1 3 :—3—6+16+12+8—3=24:4:Z

6 6 5 —



1 1 2 1 1 2)\(x) (4
Parak=1eA=|1 -1 1|y laecuaciénresultal -1 1|-|y|=|3]|, que es
2 -2 2 2 -2 2)\z) (3
X+y+2z=4
equivalente al sistema-y+z=3
2x—-2y+2z=3

El rango de la matriz de coeficientes es 2 (seewi@l apartado a); la matriz am-

1 1 24
pliadaesA=|1 -1 1 3|, cuyo rango es el siguiente:
2 -2 23
1 1 4
RangoA = {C,,C,,C,} = |1 -1 3|=-3-8+6+8+6-3=6%0 = RangoA'=3.
2 -2 3

Por ser Rango A4 Rango A’, el sistema es incompatible.

Para k =1 el sistema A - X = C es incompatible.
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2°) Dados los puntog(1, 3 -1), P,(a, 2,0), (1 5 4) y P,(2 0, 2), se pide:
a ) Hallar el valor de para que los cuatro puntos estén en el mismo plano

b ) Hallar los valores de para que el tetraedro con vérticesP,, P, y P, tenga de vo-
lumen 7.

c ) Hallar la ecuacion de plano cuyos puntos egtadide los puntoB y P,.

a)
Existen diversas formas de resolver este apartadode ellas es la siguiente:

Los puntosk, P,, P, y P, determinan los siguientes vectores:

|

—_—

u=PP,=(a, 2 0)-(1 3 -1)=(a-12, -1 1).

—_— —

v =PP,

(15 4)-(1 3 -1)=(0, 2 5).

—_

w=PP,=(20,2)-(13 -1

(L -3 3).

Para que los puntas, P,, P, y P, sean coplanarios es necesario que los vectore

{U, v, W} sean linealmente dependientes, o sea, que su sa@gdos, para lo cual el
determinante que determinan tiene que ser cero:

a-1 -1 1
Rango{U, v, W} =| 0 2 5/=0;6(a-1)-5-2+15a-1)=0;; 21a-1)-7=0 ;;
1 -3 3

3(a-1)-1=0;;3a-3-1=0;;3a=4 = a=

wlh

b)
El tetraedro con vérticeg, P,, P, y P, tiene por volumen un sexto del valor ab-
soluto del producto mixto de los tres vectoreslqguieterminan:

a-1 -1 1
“Livwl=i o 2 5|=7 ;; 113874 ;i |3a-4/=6;;3a,-4=6;
FiP2P3P4 6 1 ) 6 1 6 1 1 1
1 -3 3

3a, =10 ;; aiz%) ; —3a,+t4=6;;3a,=-2 ;; a,=-

wIinN




c)
Los puntosk, y P, determinan el vectov =P,P, =(0, 2, 5).

El punto medio de los puntasy P, esM (1 4, 2).

El planon pedido es el que tiene como vector normal=(0, 2, 5) y contiene al
punto M. El haz de planos paralelog iene por expresiop=2y+5z+D=0 Yy el que
contiene al punto M es el que satisface su ecuacion

0-1+ 2-4+5-§+D=0 " 8+E+D:O = D:—g.
2 2 2

T= 2y+52—%120 = m=4y+10z-31=0.
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3°) Hallara, b y ¢ de modo que la funciéf(x)=x* +ax* +bx+c alcance en x = 1 un ma-
ximo relativo de valor 2, y que tenga en x = 3 untp de inflexion.

Por tener un maximo relativo en P(1, 2) tiene spref (1) = 2:
f()=2 = 1+a+b+c=2;; a+b+c=1. (1)

Por tener un maximo relativo para x = 1, la detavde la funcion tiene que anu-
larse para este valor:

f'(x)=3x*+2ax+b = f'(1)=0= 3+2a+b=0; 2a+b=-3. (2)
Si la funcién tiene un punto de inflexion para & tiene que sef "(3)=0:

f'(x)=6x+2a = f"(3)=0 = 6-3+2a=0;;18+2a=0;; 9+a=0 = a=-9.

Sustituyendo en (2)2-(-9)+b=-3;; -18+b=-3 = b=15.
Sustituyendo los valores encontrados en (19#15+c=1 = c=-5.

La funcion resulta sef(x)= x*-9x* +15x - 5.
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4°) Calcular razonadamente las siguientes integycsénidas:

a)
Vs
J'e2X . COSX - dx.
0
La resolucién de la integral indefinicll.e:je2x -cosx - dx es la siguiente:
2X 2X
u=e” - du=2-e>.dx
I :J'ezx-cosx-dx: = | :ezx-senx—jsenx-2-e2x-dx:
dv=cosx-dx - v=senx
=€ senx- Z-Iezx-senx-dx:ezx-senx—ZI1 =1. (1)

2X 2X
u=e” - du=2-e”-dx
l, :jezx-senx-dx:{ =1, :—ezx-cosx+jcosx -2-e7dx=

dv=senx dx — v=—Cc0OSX

=-e”.cosx+ Z-Iezx-cosx -dx=-e*-cosx+2I =1,.

Sustituyendo en (1) el valor de |

| =e*.senx—2- (—e2x .cosx+ 2| ):e2X -senx+2e**-cosx—4l ::

1
51 =e* - senx +2e*- cosx+ K = e* (senx+2cosx)+K = | :gezx(senx+2cosx)+K.

Teniendo en cuenta lo anterior, la integral ddarpedida es la siguiente:

V8 m

[e -cosx-dx= Eezx (senx+ Zcosx)} = %ez” (senrr+ 2cosn)—ée° (sen0+2co0s0) =
0 0

_Len(go)-L 4. (0s2.1)= 222 _2(pn
=2e(0-2)-C 1(0+29)=-Le - 5(e +1).

Iezx -cosX - dx = —é(ez” +1)




b)
cos2x =t
-dX = {—2sen2x -dx=dt

+c0% 2X x=0_t=1

LZT sen2x
I3

senx - dx=—%dt

= —%[arc tag t]l_l = —%[arc tag (—1) —arctag 1] = —l[— -—— =

2 sen2x
[
o 1+cos’ 2x
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OPCION B

3x+L(x+1)

NG

1°) Dadas las funcionef{x) = , 9(x)=(Lx)* y h(x)=ser{7r-x), se pide:

w

) Hallar el dominio de f(x) y el "'m+ (x).

-

b ) Calcularg'(e).

c ) Calcular, en el interval(, 277), las coordenadas de los puntos de corte con deeje
abscisas y las coordenadas de los extremos redatevi(x).

a)
Los dominios del numerador y denominador son, eesmmente,(-1, +) y

(-0, ~v/3)0(V3, +e0), por lo cual:D(f)= (3, +e) .

1

. , 3+——
. !nloo f(x)= § Enloo 3X\-/FL2LX;1) =— = Indet = {L'Hopital} = § Enlooz—);ﬂ:

20x* -3

3x+3+1 (3X+4)m 4) [x*-3
Clim yap  lim (3x+4fx -3 lim x.x _ lim (3+xj a
"X & 400 X T X o 400 (x+1) "X o 400 X(X+1) T X o 400 1+1 a

x2 -3 X - X X

3+ 1= 3
lim X x* _(3+0)-v1+0 _3-1_ _3

x40 1 1+0 1 =
X

b)
g(x)=(Lx)*. Tomando logaritmo neperiano en los dos térmimg$x)=x - L(Lx).

1
Derivando ahora%(xx)):l- L(Lx)+x -ﬁz L(Lx)+& - g'(x)=(Lx)* -{L(Lx)+i]

g'(e)=(Le)° -{L(Le)+i} = -(L1+3 =1-(0+1)=1=g'(e)

Le




c)
Teniendo en cuenta que la funcif{r) = ser(7-x) es igual quen(x)=senx, el Uni-
co punto de corte con el eje de abscisas en elalte(0, 277) es P(r, 0).

Los extremos relativos en el intervdp 277) son los puntos que anulan la deriva-
da de la funcion:

h'(x) =—cos(77-x)=cosx. h'(x)=0 = xlzg y X, :3777.
)= —7_T = LT: = hl3z) = —3—77 = —7—7 =-
h(z) ser(n 2) sen2 1;; h(z) ser(n 2) sen( 2) 1.

Los maximos y minimos relativos som(g, 1) y N(%T —1).
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2°) Dadas las rectagsT-—z— yr,=1y=3+1 , se pide:

a ) Estudiar su posicién relativa.

b ) Hallar la minima distancia dea b.

a)
Vamos a estudiar la posicion relativa de las septa sus vectores directores.

Los vectores directores respectivos sgr=(3 -5 2) y v, =(-1 1, 0), que son
linealmente dependientes, por lo tanto, las regtas, se cortan o se cruzan. Para dife-
renciar el caso determinamos el vectorde origen el punto A(2, 1, 0) dey de ex-

tremo el punto B(-1, 3, 5) dg rw =AB=B-A=(-13 5)-(2,1, 0)=(- 3 2 5).

Segun que el rango de los vecto{rES v, , W} sea dos o tres, las rectay r se
cortan o se cruzan, respectivamente.

3 -5 2
Rango{?l, v, W} =|-1 1 0[=15-4+6-25=21-29=-8#0 =
-3 2 5

Las rectasiry r» se cruzan.
b)
Del apartado anterior conocemos un punto y un vel@ada una de las rectas:
De larectasr A2, 1,0)yv, =(3 -5, 2).
De larectaz B(-1, 3,5) yv, =(-11, 0).
También conocemos el vectar= AB=(- 3, 2, 5).

Para una mejor comprension, hacemos un esquerassdaedcion.




El volumen del paralelepipedo es el producto midos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdestancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

e )
V:vl-(szw): v, Ov, [-h=|v, Ov, |-d = d="—F——
v, v,
wlw 0wl |-y ; ;
d(r, 1,)=——— = Y o e
v, OV, i j k|| |-2j+3k-5k-2i| |-2i-2j-2K]|
3 -5 2
-1 1 0
8 4 _ 43

4 .
- = =— =——unidades=d(r,, r,).
2.2 +12+17 1+1+1 3 _3 b
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0 1 2 4 -1 1 -2
3°) Dadas las matrices=|-2 -1 0|yB=|-2 -3 -7 -8|, se pide:
1 a 1 3 2-a 3+a 3

a ) Estudiar el rango de la matriz B en funciérmde

b ) Paran = 0, calcular la matriz X que verifica que A - XB=

4 -1 1 -2
a) RangoB=-2 -3 -7 -8|=
3 2-a 3+a 3

4 -1 1
= {c,C,.C.}=|-2 -3 -7 |=-12A3+a)-2(2-a)+21+9+282-a)-23+a)=
3 2-a 3+a

= -14(3+a)+26(2-a)+30=-42-14a+52-26a+30=-40a+40=0 = a=1.

4 -1 -2
= {c,c,.C}=|-2 -3 -8/=-36+42-a)+24-18+322-a)-6=-36+362-a)=
3 2-a 3

=-36+72-36a=36-36a=0 = a=1.

4 1 =2
= {c,C..C,}=|-2 -7 -8/=-84+43+a)-24-42+32(3+a)+6=36(3+a)-144=
3 3+a 3

=108+36a-144=-36+36a=0 = a=1.

-1 1 -2
={c,C.C,}=|-3 -7 -8/=21+6(3+a)-82-a)-142-a)-83+a)+9=
2-a 3+a 3

=30-23+a)-222-a)=30-6-2a-44+22a=-20+20a=0 = a=1.

Parao. = 1 el rango de B es dos y parg 1 el rango de B es tres.

b)
0 1 2 4 -1 1 -2
Paraa =0 esA=|-2 -1 0|; B=|-2 -3 -7 -8]|.
1 01 3 2 3 3



A - X = B; multiplicando por la izquierda los digsminos por A

A" A-X=A".B; | -X=A"-B= X=A".B.

0 1 2
Para hallar la matriz inversa de=|-2 -1 0| procedemos por el método de
1 0 1
Gauss-Jordan.
0 1 2/100 1 0 1/0 0 1
(A71)=|-2 -1 0|0 1 O|={F - F}=|-2 -1 0|0 1 0|=
1 0 1/0 0 1 0 1 2/100
1 0 1/0 0 1 1 0 1/0 0 1
=>{F, - FR+2F}=|0 -1 2/0 1 2|={F, - F}=|0 1 2|1 0 0|=
0 1 2/100 0 -1 2/01 2
10 1/0 0 1 10 1/0 01
=>{F, - F+F}=]|0 1 2|1 0 0|={F, -4F}=|0 1 2|1 0 0|=
00 4/112 0011 121
1 0 0| -4 -1 1 -1 1 1
F, - F-F, Lo P
= 010 3 3 1:>A_E 2 1|.
e ooy g P % 3
-1 -1 1N 4 -1 1 -2
X=A"-B=| 4 -1 -1|:|-2 -8 -7 -8|=
11 1J(3 2 3 3
“1+3+3 14341 -1+71+3 14243 1 2 3 4

-3 -1+4-3|=|0 -1 1 0 |=X.

143 147

22 22
—143 —1_3 1_743 _—1_ 3 -
1-3+3 4 4+1 4 4+2 2 2+2 2 00 1
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49°) Calcular el valor del determina

Restando a cada fila la ultima:

e

P P X
N N
P N PR
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