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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéisas. Todas las respuestas debe-
ran estar debidamente justificadas.

OPCION A

3X+A si x<3

1°) Dadas la funci()rf(x):{ ,
-4+10x—-Xx" sl x>3

, Se pide:

a ) Hallar el valor de A para que f(x) sea contimgias derivable para ese valor de A?
b ) Hallar los puntos en los que f'(x) = 0.

c ) Hallar el maximo absoluto y el minimo absold&f(x) en el intervalo [4, 8].

a)
La funcién f(x) es continua en R, excepto para suya continuidad vamos a
conseguir hallando el correspondiente valor de A.

Para que la funcion sea continua para x = 3 tieeogmplirse que los limites
por la izquierda y por la derecha sean igualegualés al valor de la funcién en ese
punto:

lim lim
f(x)= 3x+A)=f(3)=9+A
= T e )= 1)
Para x=3= = 9+ A=17;; A=8.

M t)= "™ (Ca+10x-x?)=-4+30-9=17
X -3 X -3

Para que una funcion sea derivable en un punte@sario que sus derivadas la-

terales en ese punto sean iguales.
A. Menguiano



- 3 six<3 oY 3 si x<3 (e (s
f (X)_{lo—Zx six>3 (X)_{10—2-3:4 si x>3 ez i)

La funcién no es derivable para x = 3.

b)
3 six<3
f'(x)= , = f'(x)=0 = 10-2x=0;; 5-x=0 = x=5.
10-2x sI x>3
Para x = 5 la derivada de la funcién es f'(x) = 0.
C)

f(5)=-4+10-5-5% = -4+50- 25=50-29=21.

Por ser la parabola=-4+10x-x? concava(n) tiene un maximo relativo en el
punto P(5, 21).

f(4)=-4+10-4-4%? =-4+40-16=40-20=20
Teniendo en cuenta que: , los puntos
f(8)=—4+10-8-8% =-4+80-64=80-68=12
maximo y minimo absolutos en el intervalo [4, 8} $us siguientes:

Méximo absoluto P(5, 21) y minimo absoluto Q(8..12)
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3x+ay+4z=6

a+lly+z=3 , se pide:
(a-1)x-ay-3z=-3

a ) Discutir el sistema segun los valoreside

2°) Dado el sistema de ecuaciones line

b ) Resolverlo para = -1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

3 a 4 3 a 4 6
A=l 1 a+1 1 |yA= 1 a+l 1 3
a-1 -a -3 a-1 -a -3 -3

El rango de A en funcion del parametrces el siguiente:

3 a 4
|Al=| 1 a+1 1|=-9(a+1l)-4a+ala-1)-4(a+1)(a-1)+3a+3a=
a-1 -a -3

=-9a-9+2a+a’-a-4(a’-1)=a’-8a-9-4a’ +4=-3a>-8a-5=0 ;; 32> +8a+5=0 ;;

o= ~8£/64-60 _ —8+.4 _-8+2 -4+1

= = =-1:: = -
6 6 6 3 et %

wlo

az-1
Para { 5} = RangoA= RangoA'=3=n°incognitas = Compatibledeter minado

a¢_§
3 -1 4 6
Parag=-1= A= 1 0 1 3 |= {F=F,-F}= RangoA=2.
-2 1 -3-3

Para a=-1 = RangoA=RangoA=2<nCincégnitas= Compatibleindeterminado

3 -5 4 6
1 1 3 |, equivalente a efectos de rango a la matriz
5 3 —3-3
9 -5 12 18 9 -5 18
A'=|3 -2 3 9 |= RangoA'=1{C,C, C}=[3 -2 9 |=
-8 5 -15-15 -8 5 -15

wlv wlo

Para a:—g = A=



9 -5 6
=3.[3 -2 3|=3:(90+90+75-96-135-75)=3-(255-306)# 0 = Rango A'=3.
-8 5 -5

Para a=-: = RangoA=2;; RangoA'=3 = Incompatilte

b)
3X-y+4z=6

Resolvemos para = -1 en cuyo caso el sistema resylta z=3 , que es
-2X+y-3z=-3
compatible indeterminado. Para resolverlo se degptaa de las ecuaciones (la terce-
ra) y hacemog =4, resultando el sistema:

3X—-y+4z=6
y = 3X—-y=6-44;; y=3x-6+441=9-31-6+41=3+1=y.
X+z=3 - Xx=3-A1
x=3-1
Solucién < y=3+A4, OAOR
z=A
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x-4 y-1 z-2

39) Se dan la recta=

y el planon=2x+y-2z-7=0. Obtener los pun-
tos de la recta cuya distancia al plano es igualca

X=4+2A
La expresion de r dada por unas ecuaciones pareaséesr ={y=1-1
z=2+31
Un punto genérico de r é44+21, 1-A, 2+31).

Sabiendo que la distancia del puridx,, y,, z,) al plano genérico de ecuacion

Ax +By +Cz +D .,
n=Ax+By+Cz+D=0 es d(R, 7r)=| %7 ST |; aplicandola al punto P y al
VA2 +B? +C?

plano n=2x+y-2z-7=0:

d(r, M)=d(P, 7)=1= |2-(4+22)+(1-2)-2-(2+32)-7 _[8+4A+1-A1-4-6A-7|

22 +1% + (-2 v4+1lt+4
-2-31,=3 - 34, =-5;; 4, =-3
|-2-3A| _|-2-3]|
= = =1;;[-2-31|=3=
J9 3
2+34,=3 - 34,=1;; 4, =1
x=4+21=4-20-2
3
)l1:—§:> y:1—)l:1+§:§ = Pl(g§ —3)
3 3 3 3 3
z:2+3)l:2—1—5:—3
3
x=d4+21=4+2 =14
3 3
p=toly=1-4=1-122 P{l—“,g,sj
3 3 3 3
z:2+3/1:2+g:3
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- +y=4 .
x-1_y-2_z {X y , Se pide:

49 Dadas las rectass=——=2"="°_y s=
2 2x+z=4

a ) Hallar la ecuacién del plano que pasa por ei@A(2, 3, 4) y es paralelo a las rectas
rys.

b ) Determinar la ecuacién de la recta que pas&lgmuinto B(4, -1, 2) y es perpendicu-
lar al plano hallado anteriormente.

a)
La expresion de la recta s por unas ecuacionesngéiricas es la siguiente:

x=A
Xx+y=4
SE{ y = X=A;;y=4-1;, 2=4-24 = s=y=4-1 .

2Xx+z=4
z=4-21

—_—
s —

Un vector de cada una de las rectas ry svsei(1, 1, -1) y v, =(1, -1, -2).
La ecuacion general del plany es paralelo a las rectas r y s es la siguiente:
Xx-2 y-3 z-4
n(A; v, , vi)s 1 1 -1|=0;
1 -1 -2
-2(x-2)-(y-3)-(z-4)-(z-4)-(x-2)+2(y-3)=0;; -3(x-2)+(y-3)-2(z-4)=0 ;;
-3X+6+y—-3-2z+8=0;; -3x+y—-2z+11=0.

mT=3x-y+2z-11=0

b)
El vector normal del plana =3x-y+2z-11=0 es n =(3, -1, 2).

La rectat que pasa por B(4, -1, 2) y es perpefai@l planon=3x-y+2z-11=0
tiene como vector director a=(3, -1, 2).

La expresion de t expresada por unas ecuacioméisas es la siguiente:

X=4 y+1 z-2
3 -1 2

t
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OPCION B
1°) Dado el punto P(2, 1, -1), se pide:
a ) Hallar el punto P’ simétrico de P respectopeito Q(3, 0, 2).

b ) Hallar el punto P” simétrico de P respectdaleectar = x-1=y-1=z.

c ) Hallar el punto P”’ simétrico de P respectd pleano n=x+y+z=3.

a)
El punto P’ simétrico con respecto del punto @(2) cumple qu®Q=QP =

= Q-P=P-Q; (302-(21-9)=(x v, 2-(30.2);; (1 -1 3)=(x-3 vy, z-2) =
Xx—3=1- x=4
= Jy=-1 = P'(4, -1, 5).

z—-2=3=>7z=5

b)
Un vector director de r eg =(1, 1 1).

El planon', perpendicular a r por P(2, 1, -1), es el quest@mo vector normal
a'v, y contiene al punto P:

mMT=x+y+z+D=0
=2+1-1+D=0;; D=-2 = m=x+y+z-2=0.
P(2 1, -1)

La expresion de r por unas ecuaciones para-
x=1+A
métricas es =< y=1+A1.

P(Z, 1, -5) z=

S~
El punto N de interseccion de la recta r con el
plano ' es el siguiente:

L mT=x+y+z-2=0

PH
/ Xx=1+1
= 1+A+1+A1+1-2=0;;

rsy=1+A1




x=1+0=1
= Jy=1+0=1} = N(1, 1 0).
z=0

Con objeto de clarificar la situacion, la expresaran la figura anterior de forma
aproximada.

Para que P sea el punto simétrico de P con otgzer, tiene que cumplirse que:
PN=NP = N-P=P-N: (11 0)-(21 -2)=(xy,2)~(2 1 0);

X=-1=-1- x=0
(-1, 01=(x-1 y-1 z) =4y-1=0 - y=1; = P'(0,11).
z=1

c)
Un vector normal al plana=x+y+z=3 esn =(1 1, 1).

P2, 1, -1) La recta s es la que pasa por el punto Py e
perpendicular al planm tiene como vector direc-

tor al vector n=(1 1 1); su expresion por unas

7l . Ly .
M ecuaciones parametricas es la siguiente:
X=2+A
s=qy=1+A
P"(X,Y, 2) z=-1+A
S

El punto M, interseccion del plan@ con
la recta s, tiene que satisfacer las ecuacionas@des, por lo cual:

T=Xx+y+2z-3=0

X=2+A 1
=2+A+1+A-1+A1-3=0;;31-1=0= A==,
s=qy=1+A1 3
z=-1+1
x=2+Ezz
3
M= y=1+£=ﬂ = M Z,ﬂ,—g .
3 3 3 3 3
1 2
Z=-1+—=—
3 3

Para que P’ sea el punto simétrico de R raspecto az, tiene que cumplirse que:



PM =MP™ = M -P=P"-M ;; g g’ ‘%)—(zl D=y, Z)_(Y : _E);;

3'3 3
(Z—Z, ﬂ—l. _24.1):[)(_1, y_i Z_,_Ej . [E, }, }j=(3X—7, 3y—4, 3z+2j :
3 3 3 3 3 3 333 3 3 3
3x-7=1_ x=2
3
5 85 1
1)=3x-7,3y-4,3z2+2) = 3y-4=1-y=— ¢ = P"|=, =, —=
(ll) ( Y ) Y y 3 (3 3 3)
3z+2:1_>z:—E
3
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2°) Dada la funcionf (x)=x? - senx, se pide:

a ) Determinar, justificando la respuesta, si laae®n f(x) = 0 tiene alguna solucién en
el intervalo abiert({g, nj.

b ) Calcular la integral de f en el intervaip ] .

c ) Obtener la ecuacion de la recta normal a lcgrdle y = f(x) en el puntoAr, f(r)].
Recuérdese que la recta normal es la recta pequéada la recta tangente en el punto.

a)
La funcion f(x)=x? - senx es continua en su dominio, que es R, por lo euakl
aplicable el teorema de Bolzano a cualquier interfraito considerado.

El teorema de Bolzano dice que “si una funcios tentinua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valdeedistinto signo, entonces existe al
menos un valocO(a, b) tal quef(c)=0".

Si se aplica el teorema de Bolzano a la funcidx)=x? - senx en el intervalo

(IET %ﬂj perteneciente al interva[dzz, nj se observa que:

Lo anterior significa que:

La ecuacion f (x) =0 tiene al menosuna solucidonen el intervalo (E, nj, cq.j-

b)
En primer lugar resolvemos la integral indefinida.

— v2 —
A:sz-senx-dx:{ u=x" ~ du=2xdx }3

senx-dx=dv - v=-c0oSsX

= X -(—cosx)—j—cosx 2% -dx=-x* -cosx+2jx-cosx-dx=—x2 -CoOsx+2A =A (¥




cosx-dx=dv —» v=senx

=X - du=d
Ai=.|'x-cosx-dx:{ =X - au= e }:>

= X- senx—jsenx-dx=x -senx+cosx+C=A .

Sustituyendo en (*) el valor obtenido deéx el valor de A, queda:

A=-x?-cosx+2- (x-senx+cosx)+C =-x?cosx+2xsenx+2cosx+C = A.

[ (x)-dx=[x* - senx - dx= [- X2 cosx+ 2xsenx+2cosx|] =
0 0

= (~ 772 cos r+ 27rsensr+ 2cos )~ (- 0> cos0+ 2-0- sen0+2c0s0) =

=1 - (-1)+27-0+2-(-1)~(- 0-1+0+ 2.1)= 72 +0-2+0-2= 7" - 4.

sz -senx-dx=7> -4
0

c)
La pendiente a una funcién en un punto es el vB@u derivada en ese punto.

f'(x)=2x - senx+x? - cosx = m= f'(77)= m{2sensr+ rcosm) = 2-0+ 77 (-1)| == 1* .

Las pendientes de rectas normales son inversasigdo contrario, por lo cual la

pendiente de la recta normal es L=t -1

f(77)=m* -senr=7 -0=0 = Punto de tangencia: A(0).

La ecuacion de la recta que pasa por un puntocatada pendiente viene dada
por la férmulay -y, = m(x-x,).

Aplicando la formula al caso que nos ocupa:

-1
n2

y-0 (x-71) ;; Py-x-m=0= Normal: n=x-m?y+m=0.
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3°) Seana, b, ¢ y d OR’, vectores columna. Slet(a, b, d)=-1, det(a, ¢, d)=3y
det(p, ¢, d)=-2, calcular razonadamente el determinante de lagesites matrices:

a)det(a,3d, b).
b)det(a-b, ¢ -d).

c) det(d +3b, 2a, b-3a+d).

Para la resolucion de el presente ejercicio eseroante recordar las siguientes
propiedades de los determinantes:

12.- Si se multiplican o dividen todos los elemerde una linea de una matriz, su de-
terminante queda multiplicado por dicho namero.

22.- Si los elementos de una linea de una matrdeseomponen en dos sumandos, Su
determinante es igual a la suma de los dos detent@s obtenidos al considerar por
separado cada sumando de esa linea, y el resds tirdas iguales a las del determinan-
te inicial.

32.- Si se intercambian dos lineas de una matridegerminante cambia de signo.

423 - Si una matriz tiene dos lineas paralelas poiguales, su determinante es nulo.

52.- Si una de las lineas de una matriz es combimae otras lineas paralelas a ella, su
determinante es nulo.

a)
det(a,3d, b)=-det(a, b, 3d)=-3-det(a, b, d)=-3-(-1)=3.

det(a,3d, b)=3

b)

R —

det(a-b, ¢, -d)=det(a, ¢, -d)+det(-b, ¢, -d)=

=-det(a, ¢, d)+det(p, ¢, d)=-3+(-2)=-5.

det(a-B, G, ~d)=-5

c)
det(d +3D, 2a, b-3a+d)=det(d, 2a, b-3a+d)+det(3b, 2a, b-3a+d )=

=A+B.



A=det(d, 2a, b-3a+d)=
=det(d, 2a, b)+det(d, 2a, -3a)+det(d, 2a, d)=det(d, 2a, b)+0+0=

—

= 2-det(d, @, b)=2-det(a, b, d)=2-(-1)=-2=A.

B=det(3b, 2a, b-3a+d )=

N

= det(3b, 2a, b)+det(3b, 2a, -3a )+det(3b, 2a, d)=0+0+det(3b, 2a, d)=
= det(3b, 2a, d)= 3-2-det(p, a, d)=-6-det(a, b, d)=-6-(-1)=6=8.
Sustituyendo los valores de A y B obtenidos:

det(d +3b, 2a, b-3a+d)=—2+6=4
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4°) Dado el sistema de ecuaciones line

X—2z2=2
Sy+z=-8, se pide:
2X+az=4

a ) Discutir el sistema segun los valoreside

b ) Resolverlo para = -5.

a)

b)

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

M=la

1 0
-1 1
2 0

-2 1 0 -2 2
y M'=s|la -1 1 -8].
a 2 0 a 4

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:

10
IM|=]a -1
2 0

-2
1
a

=-a-4=0 = a=-4.

Para a# -4 = RangoM =RangoM '=3=n° incog. = Compatibledeterminado

1 0 -2 2

Paraa=-4 = M'=|-4 -1 1 -8|= {F,=2F} = RangoM'=2

2 0 -4 4

Para a=-4—= RangoM = RangoM '=2<n° incog = Compatibleindeterminado.

X—2z2=2

Resolvemos par@a = -5 que resulta el sistemasx-y+z=-8, que es compatible

2Xx—-5z=4

determinado. Resolviendo por Cramer:

2 0 -2
-8 -1 1
4 0 -5 _10-8_2

X= =—=2=X
1 0 -2 5-4 1 —
-5 -1 1
2 0 -5



y:

1 2 -2
-5 -8 1
2 4 -5| 40+4+40-32-4-50 _
1 - 1 B
1 0 2
-5 -1 -8
2 0 4| -4+4 0
1 TR
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