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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcidn. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéiras. Todas las respuestas debe-
ran estar debidamente justificadas.

OPCION A
2a -2 a’
1°) Dada la matria={-1 a -1|:
2 1 a

a ) Calcular el rango de A en funcién de los vaateo.

X 2
b ) En el caso de = 2, discutir el sistema .|y |=| 1| en funcion de los valores de b, y
z b
resolverlo cuando sea posible.
X -1
c) En el caso de = 1, resolver el sistema-| y |=| 2
z 2
a)
2a -2 a’
|A|=|-1 a -1|=2a’-a’+4-2a’+2a-2a=-a’+4=0=> a =-2; a,=2.
2 1 a
az-2
Para = Rang A=3
az?2
-4 -2 4
-4 =2
Parao = -2 esA=| -1 -2 -1|=C =-C, = 1 o 0.
2 1 -
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4 -2 4

4 =2

Parao =2 esA=|-1 2 -1|=C,=C, = 1 o
2 1 2

z0.

2
Para { }:> Rang A=2
a=2

b)
X 2 4 -2 4 X
Parao = 2, el sistemaa-|y|=|1]| es|-1 2 -1|:|y|=
z b 2 1 2 z
AK—-2y+4z2=2
tema de ecuacionesx+2y-z=1
2x+y+2z=Db

, equivalente al sis-

O P N

Las matrices de coeficientes y ampliada son lagesiges:

4 -2 4 4 -2 4 2
A=|-1 2 -1|yA=|-1 2 -1 1|.Sabemos que Rango A =2.
2 1 2 2 1 20D

Veamos el rango de A’ en funcién de b:
4 -2 2

|A|=|-1 2 1/=80-2-4-8-4-2b=6b-18=0;; b-3=0;; b=3.
2 1 b

Para b =3- Rango A’ = 2. Para$ 3— Rango A’ = 3.

Para b # 3= Rango A'=3# Rango A= Incompatilbe

Para b=3= Rango A'=2=Rango A<n° incog = CompatibleIndeterminado

Resolvemos para b = 3, en cuyo caso el sisternamgatible indeterminado es
4x—-2y+4z=2
el siguiente:-x+2y-z=1 ;. Despreciamos, por ejemplo, la primera ecuacion, lo
2Xx+y+2z=3
X+2y—-z=

. — 1 ) ) ) .
ue el sistema resulta: . Parametrizando una incégnita, por eje :
q 2X+ y+22=3} 9 P ) I’Tm

—x+2y=1+/]} —2X+4y=2+2A

= 9y=5;; y=1.
2x+y=3-24 2x+y=3-24 —



—X+2y=1+A ;; - x+2=1+A ;; x=1-A.

x=1-A
Solucion < y=1 OAOR
z=A
c)
X -1 2 -2 1 X -1
Parao = 1 el sistemaA-|y|=| 2| es|-1 1 -1|-|y|=| 2|, que equivale al
Z 2 2 1 1 z 2
2x-2y+z=-1
sistema:-x+y-z=2 }, que es compatible determinado. Resolvemos panéira

2X+ty+z=2

-1 -2 1

2 1 -1
= 2 1 1 :—1+2+4—2—1+4:§: —

-1°+4 -1+4 3 —

2 -1 1

-1 2 -1

|12 2 1|_4-2+2-4+4-1_3_, _
y= 3 - 3 “3 =Y

2 -2 -1

-1 1 2
. 2 1 2 :4+1—8+2—4—4::g:_3:Z

3 3 3
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2°) a ) Hallar el volumen del tetraedro que tienevértice en el origen y los otros tres

- . . y=0 x=0
veértices en las intersecciones de las regtax=y=z, r, = - yr,= =0 con el

plano n=2x+3y+7z=24.

X+l y-5_1z+1
2 -2

b )Hallar la recta s que corta perpendicularmenkasarectasr, = y

Los puntos de interseccion del plame 2x+3y+7z=24con cada una de las rectas
son los siguientes:

n=X=y=z

= 2X+3x+7x=24 ;;12x=24;; x=y=z=2 = A(2 2 2).
TT=2X+3y+72=24 —_—

y=0
r, =
? {z=0 = 2x+0+0=24;; 2x=24;; x=12 = B(12 0, 0).
TT=2x+3y+7z2=24

x=0
r, =
s {z=0 = 0+3y+0=24;;3y=24;; y=8= C(0,8 0)
TT=2x+3y+7z2=24

Los vectores que determinan el tetraedro son:

OA=(2, 2 2);; 0B=(120,0);; 0C=(0, 8, 0)

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un skttproducto mixto de los vec-
tores que lo determinan, en valor absoluto, seré:

2 2 2
v:l‘[ﬁ @, &]‘=£ 12 0 O =£ '|12 '8'2|= 2:16=32U° =V 50
6 6 6 =

0 80

b)
Los vectores directores deyrrs sonv, =(1 2 -2) y v, =(2 3 -1).

La recta s pedida, por ser perpendicularyarg, tiene como vector director & ,
que es el producto vectorial de los vectores direstde 4y rs:



ik
W=V, OV =(12-2)0(23 -1)=|1 2 -2/=(-2i-4]+3k-4k+6i + )=
2 3 -1

= (4i-3j-k)=(4, -3 -1)=w.

La recta s es la interseccion de los plangsgjue contiene a Iy tiene como vec-
tores directores al vector director deyral vectorw , y el planon', que contiene a1ty

tiene como vectores directores al vector directog § al vectorw .
Un punto deges A(-1, 5, -1).
X+l y-5 z+1
n(A; v, W)s 1 2 -2/=03
4 -3 -1

—2(x+1)—3(z+1)—8(y—5)—8(z+1)—6(x+1)+(y—5)=O " —8(x+1)—7(y—5)—1](z+1)=0 "

8x+8+7y—-35+11z+11=0 = m=8x+7y+11z-16=0.

Un punto deges B(O, -1, 1).

X y+l z-1
Ve, W)s 2 3 -1|=0; -3x-6(z-1)-4(y+1)-12z-1)-3x+2(y+1)=0 ;;
4 -3 -1

o[e:

-6x-2(y+1)-18z-1)=0;; 3x+y+1+9z-9=0 = 7'=3x+y+9z-8=0.

La expresion por dos ecuaciones implicitas de s es

_[8x+7y+11z-16=0
" |3x+y+9z-8=0
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3
3°) a) Calcular la integral:= [ xv/4+5x* - dx.
1

b ) Hallar los valores minimo y maximo absolutosaifincion f(x)=+v12-3x> .

a)
4+5x* =t X=3,1t=49 49 1
:Ix\/4+5x -dX = <10x - dx=dt :>I—j\/_ —dt——jt2 -dt=
! x-dx=4.dt| X=1-1=9
49 49

1, 3

1 | t2 1 (t2 49 1 1

== == .= t = .{49/49-9J9)== .(49.7-9-3

10 |1, 0|3 103[\[] 15 ( \/_) 15 { )=
2 9 2 1o

i-(343—27) L 316=310 2

15 15 15

b)

La funcion f(x)=v12-3x? esta definida en el intervaje2, 2] y es continua en su
dominio.

Por serf(x)= f(-x) la funcién es simétrica con respecto al eje Y.

Una funcion tiene un maximo o minimo relativo pkora valores que anulan su
primera derivada:

-6X 3X

f'{x)= ==
) 2J12-3¢  J12-3%°

=0 = x=0.

Para diferenciar los maximos de los minimos rebatiiay que recurrir a la se-
gunda derivada; si es positiva para los valoresamuédan la primera se trata de un mi-
nimo relativo y si es positiva, de un maximo refadi

—_ 2
3.412-3¢ -3x. 9% \/12—3x2+ 3X

F(x)=- 212-3%° V12-3x* _
Wiz-3¢ | 12-3¢°
12-3¢ +3¢ ~12

=-3.

ho-3¢Ni2-3¢ (4 N12-3¢ 0.




e -12 _ -12
f (O)_(4—o)\/12—o_4\/1_2

<0 = Maximo relativo para x = 0.

Por ser una funcién continua y tener un solo maxiehativo, éste es un maximo
absoluto.

f(0)=+12-0 =12 =23 = Maximo absoluta A(O, 2\/5)

Por tratarse de una funcion continua y simeétricaregpecto a Y, la funcion tiene
dos puntos minimos absolutos en sus extremos,auies siguientes:

f(-2)=f(2)=y12-3-2? =0 =0 = Minimos absolutos B(- 2, 0) y C(2, 0).
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. . .. Ii
4°) a) Calcular el siguiente limite: i

b ) Demostrar que la ecuacidr’® +3x+m=0 sOlo tiene una raiz real, cualquiera que sec
el nUmero m. Justificar la respuesta indicandotgagemas se usan.

a)
Il’mi_ll’m /L_\/Il’m X‘\ﬁ—\ﬂ—l
X—’+°°\/x+\/;_x—>+°° x+\/§_ X—»+oox+\/§_ 1 =
b)

Una funcion es creciente o decreciente cuand@suadia es positiva 0 negativa,
respectivamente.

Considerando la funciori(x) = 4x° +3x+m, su derivada eg(x)=20x* +3, que es
mayor de cero para cualquier valor real de x, k& significa que la funcion f(x) es mo-
notona creciente en su dominio.

La funcion f(x)=4x® +3x+m, por ser polinémica, es continua y derivable en st
dominio, que es R.

De lo anterior se deduce que, necesariamente, abdje de abscisas en un solo
punto lo que justifica que

La ecuacion 4x+ 3x + m = 0 sélo tiene una raiz real, cualquigra sea m, c.g.d.
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OPCION B

ax* +1
x3

se pide:

1°) Dada la funciénf (x) =

a ) Determinar el valor depara que la funcidon posea un minimo relativo ernilx
b ) Obtener las asintotas de la graficaydef(x) parao = 1.

c ) Esbozar la gréfica de la funcién para 1.

a)
Una funcion tiene un minimo relativo en un puntoagas valores de x que anu-
lan la primera derivada y hacer positiva a la sdguderivada.

qor_4axd X —(axt +1) 3% _ 4ax® -3x2(ax* +1) _ 4ax* —3(ax’ +1) _ dax* —3ax* -3 _
)= () B X° B X B x* -

.4—
W=0=21 730 a-320= a=3.

4 aca—v

b)
xt+1

x3

Parao = 1 la funcion esf(x) = Las asintotas pueden ser horizontales, verti

cales y oblicuas.

Horizontales: son los valores finitos que tomaigrao x tiende a infinito; son de
la formay = k.

1 4
y=k= f(x)= lim x*+1

= 3 =0 = No tiene

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.
x*=0;; x=0 (El eje de ordenadas es asintota vertical).

Oblicuas: son de la formga= mx+n, siendo:




= lim [F(x)=mx = lim x4+1_x _lim x*+1-x* _ lim 1 _n
X o o T Xxoool| X3 Xoo X Xoowx
Asintota oblicua: y = x
c)
i x*+1
La funcién parar =1 esf(x)="—~.
X
El dominio de la funcion eD(f)= R-{0}.
: (-x)'+1_x*+1_ x*+1 . -
Teniendo en cuenta quig-x)= =2 ~=-2_""=-1(x), la funcién es si-

(-xp?  -x X

métrica con respecto al origen.

“ ’
.,
.
.
.
.
P
.
.
7
.
.
.
.
.
.

()

.
,
.
,
,
.
,
.

/ 3

La funcién no tiene puntos de corte con el eje Kggo: f(x)=0==—-=0;
X

x*+1=0: x*=-1= xOR.



Por serf "(x):l—f, la concavidad y convexidad de la funcién esdaisnte:
X

Para x<0 = f"(x)<0 = Convexidad(0) = (-, 0)

f"(x):l—2 =

5
Para x>0 = f"(x)>0 = Concavidad(n) = (0, +)

Con los datos anteriores, la representacion apemande la funcion es la que
aparece en la figura adjunta.
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2°) a ) Discutir el sistema de ecuaciones A - X,d&1wdeA=| 0 m-1 1
m-2 0 0

X m
X=|y|yB=| m |,segun los valores de m.
z m+2

b ) Resolver el sistema en los casos de m = 0 ylm =

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

0 1 m-1 0 1 m-1 m
A=l O m-1 1 y A=| O m-1 1 m
m-2 0 0 m-2 0 0 m+2

|Al=| 0 m-1

1 :(m—2)—(m—2)(m—1)2=(m—2)[1‘(m‘1)2]:
m-2 0 0

= (m—2)[1—(m2 —2m+1)]: (m—2)(1— m? +2m—1)= (m—2)(— m® + 2m): -m(m-2)° =0= {rrm;—::(;

m#0 . . ,
Para { 4 2} = Rango A= Rango A'=3=n° inc6ég. = Compatible Determinado
m

0 1 -1 0112
Param=0e=| 0 -1 1|y A=/0 1 1 2|; ambas tienen rango 2 por te-
-2 0 0 0004

ner las primeras y segundas filas iguales y deosigntrario.

Para m=0= Rango A= Rango A'=2<n° incg = Compatible Indeterminado

011 0O 1 -10
, Rango A=1
Param=2e#=/0 1 1|YyA=|0 -1 1 0| =
Rango A'> 2
00O -2 0 0 2

Para m=2= RangoA=1;; Rango A'> 2= Incompatilbe




b)

y-2z=0
: : -z=0
Para m = 0 el sistema A - X = B resultay+z=0, equivalente {y z , que
X=-
—-2x=2
es compatible indeterminado. HaciengoA :
x=-1
Solucion <y=A4  OAOR
z=A
y=1
Param =1 el sistema A - X =B resulfa=1 , que es compatible determinado.
-x=3

Solucion x=-3;; y=1;; z=1
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3°) Dados los planos, =2x+y-2z=1Yy m, =x-y+2z=1, Se pide:
a ) Estudiar su posicién relativa.

b ) En el caso de que los planos sean paralel@s kaldistancia entre ellos; en caso de
gue se corten, hallar un punto y un vector de didecde la recta que determinan.

a)

Vamos a hacer el estudio por los vectores nornaeles planos.

Un vector normal al plang, es n, =(2, 1, -2).

Un vector normal al plana, es n, =(1, -1, 2).

Los planost; y w2 no son paralelos por ser:

g;‘;i:__z .

1 -1 2

Los planost; y m; no son perpendiculares por ser:

n-n =(21-2-@1 -1 2)=2-1-4=-320.

De lo anterior se deduce que los plampg n, son oblicuos, se cortan en una recta.
b)
. 2x+y-2z-1=0
La recta que determinan los planos e y :
X-y+2z-1=0
Para hallar un punto y un vector director deeXpresamos en forma vectorial:
2x+y—-2z-1=0 2x+y=1+24
r= y = z2=A= y :>3x:2;;x:E;; X-y=1-24;;
X—-y+2z-1=0 Xx—y=1-24 3
X=2
y=x-1+21 :§—1+2/1 :—§+2/1 Sy =>r=Eqy=—-3+24.
- z=A

Un punto y un vector de r soRfz, -1, 0) y v=(0, 2 1)
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4°) a ) Hallar la ecuacion del planp que pasa por los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) y
C(0, 0, 1).

b ) Hallar la ecuacion del plang que contiene al punto P(1, 2, 3) y es perpendialla
vectorv =(- 2,1, 1).

c ) Hallar el volumen del tetraedro de vérticeBAC y P.

a)
Los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0, O, 1l)atetinan los siguientes vectores:

—_—

u=AB=B-A=(0,20)-(100)=(-12 0).
v=AC=C-A=(0,0,1)-(100)=(-1 0 1).

La expresiéon del plana; dada por su ecuaciéon general, considerando lde-vec
res anteriores y, por ejemplo, el punto A, esdaisnte:

x-1 vy z
m=l -1 2 0/=0;; 2(x-1)+2z+y=0 = 7, =2x+y+2z-2=0.
-1 0 1

b)
La ecuacion del haz de planos cuyo vector normal e(- 2 1, 1) tiene la si-
guiente expresion general=-2x+y+z+D =0.

De los infinitos planos del haz, el planonz, que pasa por P(1, 2, 3) es el que
satisface su ecuacion:

m=-2X+y+z+D=0
= -2:1+243+D=0= D=-3= m,=2x-y-z+3=0.
P(1, 2 3)

Los vectores que determinan el tetraedro son:
u=(-2120),v=(-201y w=AP=P-A=(1 2 3)-(1,0,0)=(0, 2 3).

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un skttproducto mixto de los vec-
tores que lo determinan, en valor absoluto, sera:

-1 20
V:E-HU, v, W”=1- -1 01 =1'|2+6|:
6 6
0 2 3
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