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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéicas.

OPCION A
1 2 3
1°) Sabiendo ques 0 3|=3, y utilizando propiedades de los determinantdsuta:
a gy
2 4 6
a ) El determinante de la matrizg 0 3| .
a gy
10 20 30 3r+2 3B+4 3y+6
b)l2 0 1 c)| 2a 28 2y
3a 36 3y a+6 £ y+3
a)
2 4 6| |2 4 & 1 2 3\
6 0 3||=[6 0 3| =|2:/6 0 3|| =(2-3)*=2*.3"=16-81=1296
a [y a By a By
10 20 30 1 2 3
b) 2 0 1(=10-3-/2 0 1/=10-3-3=90
3a 36 3y a By
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3a+2 3B+4 3y+6| |3a 3B+4 3y+6| |2 3B+4 3y+6
C)| 2a 20 2y |=l2a 203 2y |+|0 28 2y |[=A+B ().
a+6 £ y+3 a £ y+3| |6 £ y+3

3a 34+4 3y+6| |3a 38 3y+6| |30 4 3y+6 3a 4 3y+6
A=|2a 203 2y |=|2a 2B 2y |+|2a 0 2y |=0+|2a 0 2y |=
a 4 y+3 a L[ y+3 a 0 y+3 a 0 y+3
30 4 3y| |30 4 6 30 4 6 31 2
=[20 0 2y|+|2a 0 0|=0+(2a0 0 O|=a -4-3:|2 0 0|=12z-(2)=24a=A
a 0 y a 0 3 a 0 3 1 01
2 3B+4 3y+6| |2 38 3y+6| |2 4 3y+6
B=0 28 2y |=|0 28 2y [+|]0 0 2y |=M+N ()
6 B y+3 6 f y+3| |6 0 py+3
2 38 3y+6| [2 38 3y| |2 38 6 2 38 6 1 3 2
M=|0 28 2y |=|0 28 2y|+|0 28 0/=0+|0 28 0|=2-8-3:[0 2 0|=
6 B y+3| |6 B y| |6 B 3 6 B 3 311
=64 -(2-12)=-608=M
2 4 3y+6| |2 4 3| |2 4 6 11 3
N=l0 0 2y [=|0 O 2y|+/0 0 0/=2-4-y-|0 O 2|+0=8y-(6)=48y=M
6 0 y+3| [6 0 y| |6 0 3 301

Sustituyendo en (**) los valores de My NB=M +N =-608+48y=B.

Por ultimo, sustituyendo en (*) los valores de B.y

3a+2 3B+4 3y+6
20 2 2y |=A+B=240-608+48y=122a-58+4y).
a+6 4 y+3
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x+1l y-2 z+1

2°) Dada la recta= y el punto P(2, 0, -1), se pide:

a ) Hallar la distancia del punto P ala rectar.

b ) Hallar las coordenadas del punto P’ simétrieddespecto de la rectar.

a)

La distancia de un punto P a una rectaenevidada por la siguiente férmula:
‘QPDV‘ | _ _

d(P, r)= ‘ ‘ , siendo Q un punto de la recta wyun vector director de la recta .
Un punto de la recta r es Q(-1, 2, -1) y un vedioector de r ess = (- 2,1, 3).
QP=P-Q=(20 -1)-(-12 -1)=(3 -2 0)=QP

i j k
-2 0
a(P, 1) ‘QPDV‘ _[-6i+3k-4k-9i| |-6i-9j—k| _|6i+9j+k|_
H ,/ ) +1% +32 JA+1+9 V14 J14

_ B2+ 97 +1? _ \/36+81+1:\/128:\/128: 64_8 _ 8\/_ unidades= d(P, r)
V14 J14 Jia V14 N7 7

b)

La expresion por unas ecuaciones paramétricas deta r es la siguiente:
x=-1-2k
rEX+1:y_2:Z+1 = r= y:2+k = v:(—2,13)
-2 1 3 —_—
z=-1+3k

El planon', perpendicular a r por P(2, 0, -1), es el quest@mo vector normal
a v y contiene al punto P:

m=-2x+y+3z+D=0
=-2.2+0+3-(-1)+D=0;; D=7 = m=-2x+y+3z+7=0.

P(2 0, -1)

El punto N de interseccion de la recta r con ahplz' es el siguiente:



m=-2x+y+3z+7=0

x=-1-2k
= -2(-1-2k)+(2+k)+3(-1+3k)+7=0;;
rsy=2+k
z=-1+3K
x=—1+§:1
7 7
2+4k+2+k-3+9k+7=0;;14k=-8 ;; k=—ﬂ = y=2—ﬂ=1—O N[El—o _1_9)
7 7 7 7 7 7
- -2 19
7 7

' Con objeto de clarificar la situacion, la ex-
presamos en la figura adjunta de forma aproxima-
da.

77 7

1 13 12
X-—==-="_ x=-—=
7 7 7
10 10 20 [ 12 20 31
= Jy-Z=—" L y==2 L o Pl =S S -0
7 7 7 7 7 7
19 12 31
7+t—=--— 5, Z=——
7 7 7
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respecto a r, tiene que cumplirse que:

r
/ Para que P’ sea el punto simétrico de P cor
/N .
e PN=NP = N-P=P'-N ;;
' d
/’ |

(1 e —gj—(l 0 -1=(xv, Z)—(E = _QJ;;

777 7

( 13 10 12}_[ 1 10 19)
-—, = T — |F| X, YV —, 2t — | >
/ 7' 7 7 7 7 7



2

X3

25
lim |3% -8x° lim 2
3°) Hallar; a) {m} . b) (1+4x3)e.
X - +oo0 1+2x X — +oo
a)
. 25 - i 25
lim | }/3+5x-8x3 0 lim -8x®+5x+3
——= — | =|—| = Indet = ———— | =
X o oo  1+2x 00 X — +oo (2x+1)
5 3 25 5 3 25
25 — R T — IR R
_ lim 3\/ -8 +5x+3 | _ lim | 8+ 2t 3 . 8 o te |
X - +oo | | 8x®+12x* +6x+1 X - +00 8+1—2+%+i3 8+1—2+E+£
X X X 00 00 00
[=8+0+0 |
-8+0+ 25
=|3|l——— | =R-1] =(-1*=-1
{ 8+O+O+O} [ ] ( ) =
b)
lim 2 2 2 lim
(1+45°)¢ =00 =00® = Indet = +ax)e = A:; LAzL{ (1+4x?)
X — +oo X — +oo X — +oo
lim 2 lim lim 3
= {L(1+4x3)x3}: [i-L(1+4x3)}:2- M:Z-f = Indet =
X - 400 X — 4oo| X X » 400 X 00
12x°
lim 1+4x° _ lim 12x2

L'Hopital 2
= {L'Hopital} = e oy

<+ +44:O:LA:>A:e°:1
— T00 X X

2

lim 1+ 4x*)e =1

X > +00
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4°) Dada la funciéne(x) = |_(x2 +4x—5), donde L indica logaritmo neperiano, se pide:
a ) Determinar el dominio de definicion de f(x)ag lasintotas verticales de su gréfica.

b ) Estudiar los intervalos de crecimiento y deionento de f(x).

a)
Por tratarse de una funcién logaritmica, su damnde definicion es aquél que
haga que los valores ¢¢ +4x-5) pertenezcan a'R

_ —4+16+20 -42+36 _-4%6 _ {X1=—5
= 2 =243 =

X2 +4x-5>0: x*+4x-5=0:: x= .
2 2 2 x, =1

Por ser la funciory = x* +4x-5 una parabola convexa) que corta al eje OX en
los puntos de abscisa x = -5y x = 1, en el inler{as, 1) sus ordenadas son negativas,
por lo que el dominio de definicion de f(x) esigusente:

D(f)= (-, -5)0(1 +e)

Las asintotas verticales son los limites laterddelos extremos del intervalo para
el cual no esta definida la funcién, que(€s 1).

TR Tee R

xl__i>r2+ f(x)= xL_i,rl ['—(X2 +4X_5)]= LO" =—c.

Son asintotas verticales las rectas x = -5 y xcof.las tendencias indicadas.

b)
Una funcion es creciente o decreciente cuand@suvadia es positiva 0 negativa,
respectivamente.

F(x)= x22-|-XA:-X4—5 ) (xi(g)ﬁl) |

Decrecient: (-, -5) ;; Creciente (1, + )
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OPCION B

1°) Dadas las funciongs=9-x*, y=2x+1, se pide:

a ) Dibujar las graficas de las dos funciones ifleahdo el recinto acotado por ellas.

b ) Calcular el area de dicho recinto acotado.

c ) Hallar el volumen del cuerpo de revolucion oite al hacer girar alrededor del eje
OX el recinto acotado por la grafica ge9-x* y el eje OX.

Los puntos de corte de la parabola y la rects
se obtienen de la igualacion de sus expresiones:

y=9-x
y=2x+1

_—2+./4+32 _-2%6
X= 5 = =

2

} = 9-x?=2x+1: x*+2x-8=0::

x=—4 - A-4,-7)

x,=2 - B(2 5)

Los puntos de corte con los ejes de la parabol:
son los siguientes:

x,=-3 -~ C(-30)
EjeOX = y=0= 9-x*=0=>
x,=3 - D(30)

Eje OY = x=0= y=9 - V(0,9

La recta corta al eje de ordenadas en E(O, 1).

La representacion gréafica, aproximada, es la au#ien la figura.

b)

Para el calculo del area pedida se tiene en cgeetéas ordenadas de la recta son
iguales 0 menores que las correspondientes ordedada parabola.

2 2 3 2 2 2 3 2
S=j[(g‘xz)—(2X+1)]-dX=j(—x2—2x+8)-dx={—%— )2( +8x} ={—X§—X2+8X} _
b 2 . .



3 _ A3
=(—2——22 + 8-2}—{—( 4) —(-4y +8-(—4)}:—§—4+16—%+16+32:60—7—2:60—24:
3 3 3 3 3

El volumen del cuerpo de revolucion obtenido alhaygrar alrededor del eje OX
el recinto acotado por la grafica ge9-x*> y el eje

9lY OX es el indicado en la figura.

y=9-%

Sabiendo que el volumen engendrado por une
funcién f(x) al girar en torno al eje OX entre ke
lores reales a y b, viene dado por la expresion:

II \\ V= 7277- [f(x)]* - dx, seria, en el cas que nos ocupa:
> V= [7{o-x) dx= 3(9— 2J dx = 3(81—18 24 x4 )dx =
-3 O X —:Lﬂ X X—ﬂ:L X X—HL X X X=

18¢ x| o ]°
=n{81x— +—} :n{Slx—6x3+—} =
3 5], 5 |
5 _ Q)5
=781.3-6.3°+> |- 81-(—3)—6-(—3)3+( 3) =
5 5
= 17(243—162+%43j - ﬂ(— 243+162—%43j =

= /{81+%%j—/1(—81—%43j = 2/{8“%%) =277 405+M3= 2n.@=&596ﬂu3 =V

5
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2°) Dados el plana = 2x+ay+4z+25=0 y la rectar sx+1=y7_1:%3, se pide:

a ) Calcular los valores depara los que la recta r esta contenida en el plano

b ) Para el valor de = -2, hallar el punto (0 los puntos) que perteapza& la recta s
perpendicular @ que pasa por P(-3/2, 0, -11/2), y que dista (tan)s/6 unidades del
planox.

c ) Paran = -2, halla el seno del angulo que formant y

a)
La recta r puede expresarse por dos ecuaciondigitiang
- 2x+2=y-1 2x-y=-3
rEx+1:y_1:Z_+3:> X y = r= X=y .
2 5 5x+5=2z+3 5x-z=-2

Para que la recta r esté contenida en el piaes necesario que el sistema que
forman tenga infinitas soluciones, o sea, que sagatible indeterminado.

El sistema de ecuaciones que forman la recta plaeb est es el siguiente:

T=2x+ay+4z+25=0 2x+ay+4z=-25
2x-y=-3 = 12X-y=-3
SXx—-z=-2 SX—z=-2

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

2 a 4 2 a 4 -25
M=2 -1 0|yM'=[2 -1 0 -3
5 0 -1 5 0 -1 -2

Para que el sistema sea compatible determinagadnssd Teorema de Rouché-
Frobenius, los rangos de ambas matrices tieneseyua

2 a 4
IM[=]2 -1 0|=2+20+2a=0;; 2a=-22;; a=-11.
5 0 -1

2 -11 4 -25
Parao = -11 la matriz ampliada e4'=|2 -1 0 -3 |, cuyo rango tiene que
5 0 -1 -2
ser, necesariamente, dos, cosa que comprobamaosirueaion.



2 -11 -25
{c.c,.cl=|2 -1 -3|=4+165-125-44=169-169=0
5 0 -2
2 4 -25
{c.,c,.cl=l2 0 -3|=50-60-6+16=66-66=0 = RangoM'= 2, cqc..
5 -1 -2
-11 4 -25
c,,c,.c}l=| -1 0 -3|=-25+33-8=0
0 -1 -2

Para que el plano /7 contengaa la rectar tiene que ser a=-11

b)
Parao = -2 el plano esi=2x-2y+4z+25=0.

Un vector normal del planeesn =(1, -1, 2).

La recta s tiene a =(1, -1, 2) como vector director y su ecuacion expresada po

x:—§+A
2
unas ecuaciones paramétricas es la siguiestey = -1
z=—}}+2A
2

El punto M de corte de la recta r con el plares el siguiente:

TT=2X—-2y+4z+25=0
K==y 3 11
2 :>2(——+Aj—2-@A)+4(f——+20+25=0;
rsqy=-A4A 2 2
z2=-11i2)
2

-3+2A+24-22+81+25=0;;121=0;; A=0 = M(—g,o,—%g.

3
—+
2
Q. y Q@ pertenecientes a la recta r y que disfanunidades del plano son los que se
determinan a continuacion.

Los puntos de la recta r tienen la expresiléﬂ A, -4, —151+2/1j. Los puntos



2
‘W}‘:\/E:\/(—g+/1+gj +(—)I—O)2+(—151+2)l+ j =6 ;; JR+(-A)+(24) =46 ;;
AR+ +4¥ =664 =6;; *=1= A4 =-1;; A, =1
3 11 5 15
A=-1. Qf-2-1 -(-1) -==-2| - Q[-2,1 -2
CL( 2 l ( ) 2 j Ch( 2! l 2:}
Q(—§+/1, -, —1—1+2/1j =
? ? 3 11 1 7
A=1. Q-2 ~1), -2+ 2 R
Q-3+1+(1) 2| - o3, 1 -]

c)

El &nguloa que forman el plana=2x-2y+4z+25=0 y la recta r es el comple-

mentario del angulo que forman un
normal al planan.

vector director de r y el vecton =(1, -1, 2),

Sabiendo que el angulo que forman dos vectoreedace del concepto de pro-

ducto escalar:

—_ —

V-n :‘V‘ ‘ﬁ‘ -COSf = cosf=

V-n

VI

—

=

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemmgsquema de la situacion:

y—l

2

(L29-@-

Un vector director de=x+1=

sv=(125).

ol

1 2) _35

_1-2+10_ 9 9

=sena

cosf=sena =

HH mm "V30.6 V180 &5 10
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2x+my+3z=3
3°) Se considera el sistema de ecuacieresy -2z=0 , Se pide:
5x+(m+1)y+z:9

a ) Discutir el sistema segun los valores de m.

b ) Resolver el sistema para el caso de m = 0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsesites:

2 m 3 2 m 3 3
A=l1 1 -2y A=|1 1 -2 0].
5 m+l 1 5 m+l 1 9

El rango de A en funcién de m es el siguiente:

2 m 3
|Al=|1 1 -2|=2+3m+1)-10m-15+4(m+1)-m=0 ;; 7(m+1)-11m-13=0 ;;.
5 m+l 1
/m+7-11m-13=0;; -4m-6=0;; 2m+3=0 ;; m:—g.
5 2 2 3 3
Paramz—g es A=|1 1 -2 0}, equivalente a efectos de rango a la siguiente
5% 1 9
2 2 31
matriz: A=|1 3 -2 0].
55 1 3
El rango deA' es el siguiente:
2 21
{c.c,.c,}=|1 3 0/=18+5-15-6=23-21=2#0 = RangoA'=3
55 3

Para m# —% = Rango A=Rango A=3=n°incog = Compatible Determinado

Para m:—g = RangoA=2;; Rango A'=3 = Incompatitle




b)

Para m = 0 resulta el siste

Resolviendo por Cramer:

-6 -6 -6

2x+3z=3
y-2z=0, que es compatible determinado.
5x+y+z=9

2 3 3

1 0 -2
|59 1| 27-30+36-3_30_ _
IEl y_ - ____5_y 1
-6 -6 -6 ——

X=3

Solucién <y=-5
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1 a0 1
4°) Dada la matrizA=|0 1 0|, estudiar para qué valores @eiene inversa y calcu-
01 «a

larla siempre que sea posible.

Para que una matriz sea inversible es condiciéasagia que su determinante no
sea nulo:

|Al=

o O
R~ Q
Q O B+

La matriz A es inversible para cualquier valor e&d que sea distinto de cero.

100
La matriz traspuesta de A es la siguiemte=|a 1 1|.
1 0 «a
11 |a 1] |a 1
0 a 1 a 1 0 a 1—0’2 -1
- 0 0 |10 10
Adj A' =| - - =0 a O
0 a 1l a 10 0 -1 1
0o [10 |10
11 a 1 a 1
a 1-a* -1
0 «a )
1 1-a -1
i AT |0 -1 1 a a
ar=Ad A =l0 1 0 |=A"
Al a
0 -+ 1
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