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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéicas.

OPCION A
x=1+A
. X+2y-z=-1 . . .
1°) Se consideran las rectas<y=2 Yy s= {H y=-2 . Determinar la ecuacion
z=3-/ -

de la recta t que pasa por el punto P(0, 1, -?rta@ las rectas ry s.

En primer lugar determinamos un punto y un vedtmgctor de cada una de las
rectas:

X=1+A1
r=iy=2 = Al 23); u=(10 -1).
z=3-/4

= Y=U = X="2-U;; X+t2y—-2=-1 = z=x+1+2u=

X+2y—-z=-1
o= 1

X+y=-2
X==-2-U
=2-U+1+2u=-1+u=z = sS={y=Uu = B(—2, 0, —1) - V=(—l 1 1)
z=-1+u

En segundo lugar determinamos los vect@®sy BP:

AP=P-A=(01 -2)-(1 2 3)=(-1 -1 -5)=AP
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BP=P-B=(0,1 -2)-(-2 0, -1)=(2 1, -1)=BP

A continuacion vamos a determinar los plampsy 72, del siguiente modo:

X y-1 z+2
ni(P’ U’ N:)))E 1 0 -1/=03; (y—l)—(z+2)—x+5(y—1):() -
-1 -1 -5

~x+6(y-1)-(z+2)=0;; —x+6y-6-2z-2=0;; 7, =x-6y+2z+8=0.

X y-1 z+2
P v.BR)=|-1 1 1 |=0;;
2 1 -1
-x+2(y-1)-(z+2)-2(z+2)-x-(y-1)=0;; -2x+(y-1)-3(z+2)=0 ;;

-2X+y-1-32-6=0;; n,=2x-y+3z+7=0.

La recta t pedida es la que determinan los planog 7, :

t

X—-6y+z+8=0
2X-y+3z+7=0
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X
, X =|y|, tiene diferentes soluciones
Z

2°) El sistemaA - X =B, donde A=

Q O
ga N o
Q O

segun sea la matriz B.

a ) Determinar, si existen, el valor o valoresudgara los que el sistema es compatible
determinado (independientemente del valor de B).

0

b) Sia =4 yB=|-1|, determinar, si existen, el valor o valores datapos que el sis-
b

tema es incompatible.

0

c)Sia=4yB=| c |, determinar, si existen, el valor o valores dam@pos que el sis-
10

tema es compatible indeterminado. Resolver elrsete

a)

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, para qusteia sea compatible de-
terminado es condicién necesaria que el determendatla matriz de coeficientes sea
distinta de cero.

|Al= =2a-2a=0.

QR o
g N O
QR O+

|A|=0, DaOR = El sistemanunca es compatible deter minado

b)
0
Parao =4 yB=| -1| las matrices de coeficientes y ampliada son tasesites:
b
10
0 -1{.
4

1
A=|0
4 b

01 10
2 0|y A=|0 2
5 4 4 5

El rango de A es 2 y el rango de A’ en funcion dstel siguiente:

10 0
Rango A' = {C,, C,, C,} = |0 2 -1|=2b+5=0 = b=-
4 5 b

N ot




110
Rango A' = {C,, C,, C,} = |0 0 -1|=-4+4=0.
4 4 b
01 O .
Rango A' = {C,, C,, C,} = |2 0 -1|=-5-2b=0 = b=~
54 b
Pwabi—%::»meoA:Z;;meoAzB:zlmmmmmm
0
Parao =4 yB=| c | las matrices de coeficientes y ampliada son (pgesites:
10
101 1010
A=l0 2 0|y A=|0 2 0 c|.
4 5 4 4 5 410

El rango de A es 2 y el rango de A’ en funcion as el siguiente:

Rango A' = {C,, C,, C,} = |0 2 ¢|=20-5c=0 = c=4.
4 5 10

110
Rango A' = {C,, C,, C,} = [0 0 c|=0.
4 4 10

010
Rango A' = {C,, C,, C,} = |2 c|=5c-20=0 = c=4.
5 4 10

o

Para c=4 = Rango A=Rango A'=2 = Compatible Indeter minado

Xx+z=0 x+z=0
El sistema resulta 2y =4, equivalente a y=2¢.
4x+5y+4z=10 4x+5y+4z=10

. . . Xx+z=0
Despreciando una de las ecuaciones, por ejempkrdara, resulta 2},
y:



cuyas soluciones son las siguientes:

Xx=A
y=2: OAOR
z=-A
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I 2-3)"
3°) Obtener el valor de para que: m (X 3j =4

X - +0 | x> +3

0’)(2 s 0’)(2 , ax
lim x° -3 [im x°+3-6 lim -6 ’
=4 :: _— = 1+ =
X - +0 | x> +3 X — +oo x° +3 X _ +00 x° +3
a><2 x2+3_ -6 -ax2
-6 4243
_ lim 1+ 1 _ lim 1a L _
X - 400 X2 +3 X — 400 x> +3
-6 -6
-6ax?
i X2+3_ x2+3
-6 ) 5
lim m
= 1+ 21 =g PR =gt =g -6a=L4 ;; a':—2|'2:E
X - +oo X~ +3 -6 -3
-6
a:—lLZ
3
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4°) Hallar: )i, = [ (x-15f - dx b)1, = [(x-10" - (x-9) - dx.

Debe hacerse constar que no se trata de calcslaufeerficies sino de calcular
las integrales definidas, por lo tanto, no es greconsiderar las ordenadas positivas o
negativas de las funciones a integrar.

a)
16 x-15=t| x=16 » t =1 L o
= [(x-15 - dx = = 1, =[t° . dt= LI
2 dx=dt |x=14 - t=-1 ) 9,
9 1\
::E;.— ( 1) :.}:+.1 :.g.:lll
9 9 9 9 9
b)

l, = [(x=10f* - (x-9) - dx= [ (x=10)° - (x~10+1) - dx=

9 9
11

N TP T x-10=t
—i(x 10) dx+J;(x 10) dxj{dx:dt

S o o N SO SO S AP
21 20 21 21 20 20 21 21 20 20 21 °

-1 -1

X=95t=-1

x=11-t=1 L L
}: l, = [t% - dt+[t* . dt=
-1 -1
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OPCION B

x+y+kz=k

1°) Dado el sistema de ecuaciores ky+z=k’, se pide:
kx+y+z=1

a ) Discutirlo segun los valores del parametro k.

b ) Resolverlo para k = 0.
a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

1 1 k 1 1 k Kk
M=l1 k 1|y M'=|1 k 1 k?
k 11 k 11 1

El rango de M en funcion del parametro k es alisigte:

11k
IM|=[{1 k 1|=k+k+k-k*®-1-1=-k*+3k-2=0;; k®*-3k+2=0.
k 11

Resolviendo por Ruffini:

1 0 -3 2
1 1 1 -2

1 1 -2 0
1 1 2

1 2 0
-2 -2

1 0

z1
Para {kkl } = RangoM = RangoM '=3=n° incognitas= CompatibleDeterminado

2

Para k=1= M'= = Rango M'=1.

e
e
o = =
e

1 1 -2 -2
Para k=-2= M'=| 1 -2 1 4 |= RangodeM'= {C, C,, C,} =
-2 1 1 1



=11 -2 4|=-2-2-8+8-4-1=-9#0 = RangoM'=3.

Para k=1= RangoM =RangoM'=1<n° inc6g = Compatible Indeter minado

(con dos grados de libertad, 0 sea: con dos pamashet

Para k=-2 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilbe

b)
x+y=0
Resolvemos para k = 0; resulta el sistema z=0, que es compatible determi-
y+z=1
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

P
I
I
I
I
N |-
I
P
<
I
I
I
N
I
<
N
I
I
I
N
I
N
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2 —
2°) Dada la funciort (x) :W, se pide:

a ) Estudiar y obtener las asintotas.
b ) Estudiar los intervalos de concavidad y condadi

c ) Representar graficamente la funcion.

a)
Las asintotas pueden ser horizontales, vertigabidicuas.

Horizontales: son los valores finitos que toméutacion cuando x tiende a infini-
to; son de la forma y = k.

lim lim 3x® +5x -
f(x)= X220 ) - No tiene
X o 00 X o0 X+5 —

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.

X+5=0 = x=-5.

La recta x = -5 es asintota vertical.

Oblicuas: son de la formga= mx+n, siendo:

3x? +5x-20
[im [im [im 2 -
. f(x) _ x+5  _ 3x JZrSX 20_,_
X > 00 X X — 00 X X — 00 X +5x

lim lim 2 - Iim 2 _ _ 2
n= [ (x)-mo = (W—SXJ: 3% +5x— 20~ 3¢ ~15x _

X — 00 X — 00 X+5 X — 00 X+5

lim - -
_ 10x 20:—1O:n.
X — 00 X+5

La asintota oblicua es y = 3x - 10.

b)
Una funcién es concava ) o convexa) cuando la segunda derivada es negati-
VO 0 positiva, respectivamente.

£1(x) = (6x +5) - (x+5)~(3x* +5x — 20) 1 _ 6x° +30x+5x+25-3x ~5x+20 _
(x+5) (x+5)°



3 #B0xH4E_p X HI0KHIS
(x+5) (x+5) |

f"(x): 3. (2x+10) . (x+5)2 _(x2 +10x+15) -2-(x+ )

(x+5)
_3. (2x+10) - (x +5) - 2x? ~20x-30_ . 2x* +10x +10x + 50~ 2x* = 20x =30 _
(x+5)° (x+5)°
50-30 _ 60 _ ... X< o 1)<
- (x+5)° :(x+5)3 =1 = x>-5 — f"(x)>0
Concavidad (n) = xO(-, -5)
Convexidad (0) = x0O(-5, +)
c)

Para la representar grafica de la funcion tenemasienta que su dominio es el
conjunto de los numero reales, excepto para x = -5.

La funcion no corta al eje Xy al eje Y lo cortaedpunto A(O, -4).

Los maximos y minimos relativos de la funcién smmdiguientes:

2 — —
(=0 = 3. X FIXHIS (e k41520 ;; x= 10++/100- 60 _
(x+5) 2
_~10£/40 _-10£2V10 _ ., 75 x, = -5-+100-816
2 2 ) X, = -5++/10 0-184°
60 60 60 _
f(x)= = f"{-5-410)= = <0 = Maximo.
ooy = S O

_5_ _3-(-5-@)2+5-(—5—\/1_<J)—20_3-(25+1o\/E+1o)—25—5\/E—2o_
flos-i0)= -5-410+5 ) -J10 )

_105+30v10-45-5/10 _ 65+25/10 _ _65/10+250 _ _13/10+50 |, _
- 2

B V10 -J10 10

= Méaximo relativo = B(- 816, — 4555).




fr(x) = 60 :f"(—5+\/1_0): 60 =90 0 = Minimo.

(e 5 [-5+v0+sf [+ 1o

f(-5+410)= 2 (-5+10f +5. (—5+\/FJ)—20: 3-(25—10\/E+10)—25+5\/1_0—2o:

~5+410+5 J10

_105- 30110 - 45+ 510 _ 65-25/10 _ 6510250 _13y10-50
V10 V10 10 2

= Minimo relativo = C(- 184, — 445),

0-445 =

Con los datos obtenidos se puede hacer la siguieptesentacion grafica, apro-
ximada, de la funcion:

If\ AY z(
! 20 [/
| /
| /
f(x | //
S
| [/
: /
[ /
1ol // .
-20 -10 -5 / 10 20 X
A
 C |/
| /
| /
- _5 I /-1C _
AT _ ! / y=3x-10
\i ///
;// -20
I//
ki
y
// : -30
I
/I !
r
i 40
/ B :
// :
7\
p/ M -60
/
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2X+y—-z=-2 - :
3°) Dadas las rectass y y ssx—+1 =Y :Z—l, se pide:
Xx-2y=-1 1 -3 2

a ) Dados los puntos A(1, 0, -1) yoB@, -3), determinar el valor depara que la recta t
que pasa por los puntos Ay B, sea paralela ata s

b ) Hallar la ecuacion del plamoque contiene ary es paralela a s.

a)
El vector director de la recta t puede ser cualgugue sea linealmente depen-
diente del vectow = AB=B-A=(a, 3 -3)-(1 0, -1)=(a-1, 3 -2).

Para que la recta t sea paralela a la recta sjestisres directores tienen que ser
linealmente dependientes (paralelos). Siemdo(1, -3, 2) el vector director de s, tiene
gue cumplirse lo siguiente:

_:_:—2 = a-1=-2 :: a=2.
1 -3 2 -
b)
Un vector director de la recta r puede ser cualquector que sea linealmente
dependiente del vector que se obtiene al multipireatorialmente los vectores norma-

les de los planos que la determinan, queson(2 1, -1)y n, =(1 -2, 0).

ik
u'=n0On =2 1 -1|=-j-4k-k-2i=-2i-j-5k=(-2 -1, -5)=u".
1 -2 0

Un vector director de r es =(2, 1, 5). Un punto de r es A(-1, 0, 0).

La ecuacién del planm que contiene a r y es paralela a s puede detasuipar
los vectores directores de las rectas y el punde Ade la siguiente forma:

x+1 vy z
n(A; u, 7): 2 1 5/=0;; 2(x+1)+5y-6z-z+15x+1)-4y=0 ;;
1 -3 2

17(x+1)+y-72=0 ;; 17x+17+y-7z=0.

n=lix+y-7z+17=0
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4°) Hallar la ecuacién del plamoque pasa por el origen de coordenadas y es perpent
cular a los planos, =5x-y-7z=1Yy n, =2x+3y+z=5.

Los vectores normales de los planos dadosrson(5, -1, -7) y n, =(2, 3, 1).

El vector normal der es cualquier vector linealmente dependiente adlyrim
vectorial de los vectoreg, y n, :

i j k
n=n0n, =|5 -1 -7|=-i-14] +15k+ 2k + 2% —5j = 20 -19j +17k =
2 3 1

=(20, -19,17)=n..

Teniendo en cuenta que el plangoor contener al origen, carece de término in-
dependiente, su ecuacion general es:

n=20x-19y+17z=0
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