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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permitird el uso de calculadgnaicas.

OPCION A
m 1 2m

1°) Dada la matriam =fm 1 2 |, se pide:
01 1

a ) Determinar los valores del parametro m paraulades la matriz M es invertible.
b ) Determinar los valores del parametro m par@lages la matriz ¥t es invertible.

c ) Param = -1 calcular, si es posible, la matiersa de M.

a)
El valor del determinante de la matriz M es eliggte:
m 1 2m
IM[=|m 1 2|=m+2m*-2m-m=2m? -2m=2m(m-1)=0 = m, =0 ;; m, =1.
01 1
La matriz m es invertible OmOR-{0, 1}
b)

Teniendo en cuenta la propiedad del determinagitprdducto de matrices:

|A-B|=|Al|B] = [M*|=(m]".
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Sabiendo quéA|=m(2m-1) = |M*|=m*(2m-1)**, lo que implica que K} es
invertible para los mismos valores que es invextiblmatriz M .

c)
-11 -2 -1 -1 0
Param=-lemM=|-11 2 |y|[M|=-2(-1-1)=4.M"=| 1 1 1|
01 1 -2 2 1
‘11‘ _‘1 1‘ ‘1 1‘
2 1 -21 |-2 2 1 -3 4 J1oZs g
Adj (MT)= —‘_1 O‘ ‘_1 O‘ —‘_1 _1‘ =1 -1 4| = Mt=[1 -1
2 1] |-2 1 -2 20|04, IR
-1 0 -1 0] |-1 -1 s @
IR PR
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L‘Z()bx sil+ax>0 y x#0

2°) Dada la funcionf(x)= X1 , se pide:
5 si x=0

a ) Hallar los valores de los parametros a y b [marauales la funcién f es continua en
x =0.

b ) Parao = b = 1, estudiar si la funcién f es derivablexen 0 aplicando la definicion
de derivada.

a)
Para que la funcion f(x) sea continua para x rerietque cumplirse lo siguiente:
lim lim
flx)= f(x)= f(0).
= T 0= 1(0)
Teniendo en cuenta qué0)=—%, tiene que ser:

N

M = M g M L"?)‘bx: lim L@+0)-0_L1_0 _ | .0 _
X -0 X X -0 0 0O O

a

. ——b .
lim lim a-b- - Para a=b
= {L'Hopital} = irax  _ a-b-abx_a-b_ 1
x>0  2x x>0 2x(1+ax) 0O 2 Indeter.
lim - - a=b=1
= {L'Hopital} = ab _zab 1. p=1- azbh = | 2525
X->02+4ax 2 2 a=b=-1

La funcidn es continua parax=0paraa=b padnaa=b =-1.

b)

Una funcion es derivable en un punto cuando, adel@&er continua en ese pun-
to, existen las derivadas por la izquierda y patdeecha y ademas son iguales.

L(1+x)—x
2

Paraa=b =1 la funcién e¢x)= x .
5 si x=0

sil+x>0y x#0



1

= -1
R )= o) 0=

N

La funcion f(x) es derivable paraa=b =1y x.=0
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3°) Dadas las rectaafzgzg y ss%?’z%:if, determinar los valores de los pa-

rametros a y b para los cuales las rectas r ycersan perpendicularmente.

Los vectores directores de las rectas sor (1, 2, a)y v, =(b, 1 -1).

Si las rectas r y s son perpendiculares lo tienenser sus vectores directores,
por lo tanto, el producto escalar de los vectonestbres tiene que ser cero:

—_— —

v, -v,=(1 2 a)-(b,1 -1)=b+2-a=0 = b=a-2.

La rectas r y s, expresadas por unas ecuacion@iitas, teniendo en cuenta la
relacion b =a - 2, son las siguientes:

(= 2x=y (= 2x-y=0 o= X—-3=hy - x-(a-2)y-3=0
“lax=z " |ax-z=0 " |x-3=-z+3 " 7 |x+z-6=0 '
2x-y=0
. . ax—-z=0 . .
Las rectas r y s determinan el sistema , cuyas matrices de coefi-
x+(2-a)y-3=0
X+z-6=0
2 -1 0 2 -1 0 0
. . .. a 0 -1 a 0 -1 0
cientes y ampliada son las siguientas: y A= :
1 2-a O 1 2-a 0 -3
1 0 1 1 0 1 -6

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarsealess siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes ;; Rango A =2 ;; Rango A’ =3Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes ;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4Se cruzan
Tiene que cumplirse que Rango A = Rango A’ = 8ea:| A'|=0.

2 -1 0 O 0 -1 0 O

a 0 -1 0 a 0 -1 0
|AI|: =OZ>{Cl—’Cl+2(:2}:> =

1 2-a 0 -3 5-2a 2-a 0 -3

1 O 1 -6 1 0 1 -6

a -1 0 a -1 0
=|5-2a 0 -3/ ={F, -F,+F} = |5-2a 0 -3|=

‘S—Za —3‘
1 1 -6 1+a 0 -6

l+a -6



:_3'(10—43—1—3):—3-(9—5a):0 = 9-5a=0 + Ba
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4°) Dado el planoi=2x-y+2z+1=0, hallar las ecuaciones de los planos paralelos a
gue se encuentran a 3 unidadegs.de

El haz de planos paralelos7e=2x-y+2z+1=0 tiene por ecuacién general la
expresiona =2x-y+2z+ D=0, conDOR.

Dados los planos paralelog = Ax+By+Cz+D,=0 Yy 7, = Ax+By+Cz+D, =0,

: o , D,-D
su distancia viene dada por la formulérz,, 7,)= [0 -0, :
VA? +B* +D?
Aplicando la férmula a los planasy o sabiendo que la distancia es de 3 unida-
des:
|1-D| |1-D| _|1-D| |1-D|
d(r, a)=3= = = = =3 = [1-D|=3 =
e e2? Jarli2z Yo 3

1-D=3 - Dl =-2
= =3 = Los planos pedidos son:
-1+D=3 - D, =4

TE2X-y+22-2=0 Yy m,=2X-y+22+4=0
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OPCION B

1°) a ) Dada la funciérf(x)=1L2, hallar el punto o los puntos de la gréfica dg x
- X

los que la pendiente a la recta tangente sea 1.
b ) Hallar la ecuacion de la recta tangente adéiagx de f(x) en el punto x = 0.

c ) Sea g una funcién derivable con derivada coatien toda la recta real, y tal que
9(0)=0, g(2)=2. Demostrar que existe al menos un punto ¢ enviaitefo, 2) tal que
g'(c)=1.
a)

La pendiente a una curva en un punto es el valtat derivada en ese punto.

f,(X):1-(1—x2)—x-(—2x):1—x2+2x2 _ x2+12 —m=1 — X2+1:(1_X2)2 .

(1—x2)2 (1—x2)2 (1—x2)

x> +1=1-2x* +x* ;; x*=3x*=0 ;; xz(x2—3)=0 X =X, =0 X,=—=/3 5 x, =+/3

Los puntos de tangencia son los siguientes:

f(\/§)=£=—§ = B(\/é —gJ

b)
Sabiendo que la recta que pasa por un punto amtaxpendiente viene dada por
la expresiony -y, =m(x-x, ), aplicada al punto O(0, 0) y m = 1:

y—0:1-(x—0) ;7 Y=X = Recta tangente t=x-y=0

Cc

) Para demostrar que siendo g una funcion derivaisiederivada continua en toda
la recta real, y tal qug(0)=0, g(2)=2 tiene al menos un punto ¢ en intervédp?2) tal
que g'(e)=1, no hay méas que aplicar el Teorema del Valor Medi® Lagrange, que
dice que: “ sif(x) es una funcién continua enlj] y derivable end, b), entonces exis-

te al menos un punte(a, b) que cumple que'(a)=w.

Aplicando el mencionado teorema a la funcién dégda:



(0)_2-0

=1, con lo cual, queda demostrado lo pedido.
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29) Dada la rectasXT_lzl:E y el planon=x+y-2z+1=0, hallar la ecuacion de la

recta s simétrica de la recta r respecto del ptano

Este ejercicio se puede hacer de varias formagjdanosotros vamos a emplear
es la siguiente: obtener dos puntos de la reclas gorrespondientes puntos simétricos
con respecto al plano; la recta pedida es la gs@ jpar los puntos simétricos; si la recta
es secante al plano, facilita el problema porquaueto de corte coincide con su simé-
trico con respecto al plano.

En primer lugar determinamos la posicion relatieda recta r y del plana

El vector director de r es =(1 -1, 1) y el vector normal de es n =(1, 1, -2),
que son linealmente independientes y ademas npespendiculares por cumplirse que
v - n#0, (en caso de haber sido perpendiculares, la mdida hubiera sido ella
misma), lo cual significa que la recta r y el plarngon secantes.

Para determinar el punto de corte detrgkpresamos la recta r por unas ecuacio-
x=1+A
nes parametricas:=.y=-/4
z=A

mT=EXx+y-2z+1=0

x=1+A

r=ly=-) = @+2)+(-2)-21+1=0 ;; 1+A-21-21+1=0;; 2A=2 ;; A=1 =
z=A

= P(2 -1 1)

Otro punto de r es, por ejemplo, para 0, Q(1, 0, 0).
El punto Q' simétrico de Q con respecto al plares el siguiente:

En primer lugar vamos a determinar una recta pgmelicular al plana y que
contenga al punto Q.

Un vector director de p puede ser el vector nodeaplano:n =(1, 1 -2).
x=1+A1

La expresion de p por unas ecuaciones paramégsgas-< y = A
z=-2A



El punto Q”, interseccion del plana con la recta p, tiene que satisfacer las

ecuaciones de ambos, por lo tanto:

T=EX+y—-2z+1=0

x=1+A1 1
= (1+A)+A+41+1=0;; 6A+2=0;; 30+1=0;; A=-= =
p=y=4 3
z=-21
le_}:E
3 3
-1 W2 12
17773 :Q(:s’ 3’3)'
2
z=—
3
Q(1, 0, 0) Para que Q’ sea el punto simétrico de Q cor
T respecto al plana, tiene que cumplirse que:
Q'-(Z, 12 QQ'=Q"'Q = Q-Q=Q-Q" ;;
3 3 3
2 1 2
- O!O=X| |Z__)__)_;;
/ 2)-( 0 0= v 9-(2, -1, 2
1Q’(X, Y. 2) )
+t—, Z2—-—
: yodoaZ)e
2 1 1
X——=—— 5 X=—
3 3 3
11 2
+_=—-= N =—— !
A A y=-3( = Q(
2 2 4
Z——=— S5 Z=—
3 3 3

La recta s pedida es la que pasa por los puntgsR(2) yQ'@, —%, gj cuyo

—_

vector director es cualquiera que sea linealmespemdiente del vectow' =Q'P:

Un vector director de s es =(5, -5, -1) y s=

W =QP=P-Q=(2 -1 1)—(% -2 2
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Ax+2y+z=0
3°) Dado el sistemaix-y+2z=0, se pide:
X=Ay+2z=0

a ) Obtener los valores del parameétimara los cuales el sistema tiene soluciones distin
tasdex=y=z=0.

b ) Resolver el sistema para 5.
a)

Si el sistema tiene soluciones distintas de x =zy—0 es compatible indetermi-
nado, por lo que, segun el Teorema de Rouché-Fuieari determinante de coeficien-
tes tiene que ser de rango menor que 3, o sea:gienvaler cero.

A 2 1
La matriz de coeficientes @és=| 1 -1 2/|.
1 -1 2
A 2 1 /3630 /6
+ - +
A -1 2|=—2A- A2 +4+1+20 —41=0 ;; S -61+5=0;; A=°F 326 20:6‘216:
1 -4 2
=6§4=3¢2 — A, =1: A,=5
El sistema tiene infinitos grupos de solucionesipar 1 y para. = 5.
b)
5x+2y+z=0
Paral = 5 el sistema es5x-y+2z=0. Despreciando una de las ecuaciones, po
X—=5y+2z=0

ejemplo la tercera y, parametrizando una de laggmtas, por ejemplo z &

5x+2y:—/1} 5x+2y=-4 1/1
3

= 15x=-51 ;; 3x=-4 ;; x=-
5x-y=-24| 10x-2y=-4A

SX-y=-24 ;; y:5x+2/1:—2/1 +2,1:%,1:y

Solucion x:%A 0 y=%/1 ;v z=A, ODAOR
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4 -2

4°) Dadas las matrice,s=(i' _12j y B:( L j obtener una matriz cuadrada X de

orden 2 que verifique la ecuacion matricial A - B= A + B.

Siendos=A+B:(4 _2j+(4 _ZJ:(8 _4j.
1 1) (-3 1)7(-2 2

La ecuacion queda de la forma: A- X - B=S.

Multiplicando por la izquierda por-Ay por la derecha por By, teniendo en
consideracion la propiedad asociativa del proddetmatrices, resulta:

A*-A-X-B-B'=A*.s.B*;; (A*-A).x-(B-B?)=A" 5B

| - X-1=A".S.B™;; X=A"-S.B™.

Calculamos ahora las matrices inversas de A yrBgsosiguientes procedimien-
tos diferentes:

La matriz inversa de A, por el Método de Gausslaloes la siguiente:

4 -2]1 0 1 11]01
(A/I)—[l . ‘o 1]:{F1HF2}:>[4 _2‘ . OJ:{F24F2—4F1}:

Jj A—lz[% %j
1 2F
6 3

La matriz inversa de B la hallamos por la matdpiata:

- - -1 _
|B|:‘ 4 2‘:4—6:—2 . BT:(4 3} . Adj(BT):(l 2} - B‘lz( ; 1}
-3 1 -2 1 3 4 ~3 -2

Sustituyendo estos valores en la expresion de X:

11\ (8 -4\ (-1 -1 4a_2 _242\ (-1 _1
% 3) ("2 2) 772 72) (735735 35*3) 72 —2

wln wle

ol
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