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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permitird el uso de calculadgnaicas.

OPCION A

: : : —ay=2 :
1°) Dado el sistema de ecuaciones Ilne%i(es y , Se pide:
ax—-y=a+l

a ) Discutir el sistema segun los valores del patéora. Resolverlo cuando la soluciéon
sea Unica.

b ) Determinar para qué valor o valores de a é¢brsia tiene una solucién en la que
y=2.

a)

. - . 1 - 1 -a 2
Las matrices de coeficientes y ampliada sbr y M'= :
a -1 a -1a+l

Los rangos de ambas matrices en funcidén de absmiduientes:

1 -a 5
) =-1+a"=0 > a=1;;, a,=-1

azl ., . ,
Para {a 4 1} = RangoM = RangoM'=2=n°incog. = Compatible Determinado

1 -1 2

Para a=1 = M'=
1 -1 2

j = {Cl:—C2 :%CS} = RangoM'=1.

Para a=1 = RangdV = RangoM'=1<n°incog = Compatible Indeter minado
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1 1 2

Para —a=1 = M'=
-1 -1 0

J = {C,=C,} = RangoM' =

= {c.,c} = ‘ !

2
‘:27:0 = RangoM'=2

Para a=-1 = RangoM =1 ;; RangoM'=2 = Incompatille

b)
Sabiendo que y = 2 y aplicando la Regla de Craaex el valor de y:
1 2
a a+l -
=18 Aty Aty o a=oar-2 ;) 2at+a-1=0;;
a -1 a -1
-1+ -1+ -1+
go 12148 _-1:49 _-1#3 a=-11a=1
4 4 4 E— 2

Para a=-1y para a:% el valor de y es 2.

*kkkkkkkkk



—ay=2 -z=1 .
Xy {X z , Se pide:

2°) Dadas las rectass{ y S=
ax+z=1

y+z=3

a ) Discutir la posicion relativa de las dos recsagun los valores del parametro a.
b) Sia =1, calcular la distancia minima entsedas rectas.

a)

Cuando las rectas se expresan por ecuacionegitaplicomo es el caso, y lla-
mando M y M’ a las matrices de coeficientes y aagdi que determinan, la posiciones
relativas de las rectas en funcién de los rangdagmatrices M y M’ son las siguien-
tes:

Rango M = Rango M’ =3— Sistema C. D.— Las rectas se cortan.

Rango M = Rango M'=2— Sistema C. |.— Las rectas son coincidentes.

Rango M =3 ;; Rango M' =4— Sistema |. — Las rectas se cruzan.

Rango M =2 ;; Rango M’ =3— Sistemal. — Las rectas son paralelas.

1 -a O 1 -a 0 2
: a 0 1 a 0 1 1
Las matrices soM = y M'= :
1 0 -1 1 0 -11
0O 1 1 O 1 1 3

En primer lugar estudiamos el rango de M en fundé a:

1 -a O
={F, F,, E}=|a 0 1|=-a-a*=-aa+1)
1 -a O 1 0 -1 -
a o0 1
M = =
1 0 -1 . 0
01 1 a
={F, F,, F}=|a 0 1|=1+a’#0, DalR
0 1 1

El rango de M es 3, independientemente del vaa.d

Para determinar el rango de M’ desarrollamos sara@hante por los menores
adjuntos de la tercera fila:



1 -a 0 2 1 -a 2 2 1 -a 2
a 0 1 1 C, - C,+C, atl 0 2 1
(M= = = =-la+l 0 2|=
1 0 -11 C, - C,+C, 0O 0 01
1 1 4
0O 1 1 3 1 1 4 3
1 a 1 _
a =0
=2-la+l 0 1|=2-[-a-1+a+1-2a(a+1)|=-4ala+1)=0 = {—_1
1 -1 2 %=
Para g 0y a# -1 el rango de M’ = 4.
azo0
Para 0% -1 = RangoM =3 ;; RangoM'=4 = Las rectas se cruzan
a=
Para {a ~ _1} = RangoM = RangoM'=3=n° incég = Las rectas se cortan.
b)
Para a = 1 las rectas, naturalmente, se cruzan.
Para hallar la distancia entre las rectas detemmas, en primer lugar, un punto y
. X—y=2 Xx-z=1
un vector director de cada una de las recta y S= , para lo cual
x+z=1 y+z=3
las expresamos por unas ecuaciones paramétricas.
(v =D X=A
rz{ Y72 L x=1 o y=-244 3 z=1-1 = r= y=-2+
X+z=1 -
z=1-A
x=1+A1
x-z=1
S= = z2=A = x=1+A;;, y=3-14 = s=qy=3-4
yrz=3 - z=A

Un punto y un vector de r son P(0, -2, 1y,y=(1, 1, -1).
Un punto y un vector de s son Q(1, 3, 0).y= L -1 1.

Considerando el vectow que tiene como origen P y extremo Q:



w=PQ=Q-P=(1 3 0)-(0, -2 1)=(1, 5 -1).

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas. Evidentemente, si se cortan, la distas cero.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamdsterminar un paralelepipedo
cuyas dimensiones son los vectores directoressdedsas y el vectow .

El volumen del paralelepipedo es el producto milddos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen amuooducto del area de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdsstancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la sigufentea:

v=y (v ow)=[v o e[y oV | = oLv teow)
‘ervs
11 -1
B R R
g = (VSDW)\ 1 5 -1|_ |1-5+1-1-5+1]  [-8] _
“ Ivov] i 0 k|| li-i-k-k=i-j|] [-2j-2k|
1 -1
1 -1 1

/8 = 24/2 unidades=d.

_8 _
o+ (-2f #(-2f JOvars Ve
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. - .. im lim 4*+5*

39) Estudiar los siguientes limites: ai (ex - xz) b) :
X = 400 X - +00 3" + 6"
a)
lim lim  (e*—x*)le* + x°
L= (-x)=¢" -0’ =c-c0 = Indet = ( X)( 5 ):
lim e -x* [im e [im x*
= Xl 2 2:L1_L2:L (*)
X +0o € +X° X400 +X X 4o +x —

lim e e _

[im 2.6 o . [im 4. oo
= =— = Ind. = L'Hopital = =— = Ind. =
X > +oo @ +2X o0 X > 400 @ +2 o0
L im 8. __
= L'Hopital = —=8€"=8-0=0=1L
X > +0 e
[im x4 oot 00 00 , .
L, = === =— = Ind. = L'Hopital =
X - 400 @ + X e +oo oo+ oo
[im 4x3 o0? I%) ) . lim 12x?
= = =— = Ind. = Reiterando L'Hopital = =
X o> +o @+2X e+ o X o> +oo @ +2

lim  24x _ lim 24 _24_
X —» +o0 " X - 400 €

0=L,

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos, resulta

L:xl_i,m+oo (ex—Xz):Ll—Lzzoo—O:oo

b)

lim 4% +5* - . -
o 6 Dividiendo numerador y denominador por la maxewaresion de X,
X > [00]

que es6”, resulta:




lim 4*+5 _

X — 400 3+ 6"

4°+5

[im 6 _

X —» oo 3X4'6X
6x

m (5

()
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4°) Obtener los maximos y minimos relativos, y positos de inflexion de la funcion
siguiente: f (x) = x(L x)?, siendo Lx el logaritmo neperiano de x.

Las tres primeras derivadas de f(x) son las sigese

£1(x)= 1- (LX) +x - 2(Lx) -%z(Lx)z +2Lx= Lx(Lx+2)= f'(x)
f"(x):i-(Lx+2)+Lx -%z%-(Lx+2+Lx):§(Lx+1): ()
f---(x):-x_i (Lx+1)+§.§:x_i -(l—Lx—l)——ZXLzX—f'”(x)

Para que exista un maximo o minimo relativo eslioddn necesaria que se anule
la primera derivada:

Lx=0 - x =1

f'(x)=0 = Lx(Lx+2)=0 =

-2

Lx+2=0;;, Lx=-2- x,=e

Para diferenciar maximos de minimos recurrimas segunda derivada, teniendo
en cuenta que si, para los valores que anulanne derivada, la segunda derivada es
positiva se trata de un minimo y si es negativardsmaximo:

f"(l):i(L1+1): 2-1=2>0 = Minimo para x=1

Fr(x)=2(Lx+1) = ,
X f"(e‘z):?(Le‘z+l):2e2(—2+1):—262<0 =

= Maximo para x=¢€

f(1)=1-(L1*=1-0*=0 = Minimo relativo: A1, 0)

fle?)=e? - (Le?f =e? - (-2) :ei; .

= Maximo relativo: B(iz ij
e e

Para que una funcion tenga un punto de inflexgandicion necesaria que se
anule la segunda derivada:



-1

f"(x):é(Lx+1):O = Lx+1=0;; Lx=-1;; x=e .

La condicidén anterior no es suficiente; tiene qumplirse para que exista punto
de inflexion que la tercera derivada no se anula jos valores que anulan la segunda:

B _
f"'(x):—le‘zX = f"'(e‘l):—zieljle)z :—Z'eg D) 220 = P.1I. para x=¢"

1
e

= < Punto de Inflexién: C(E, Ej

f(e‘l): et . (Le-l)2 =t (-1 = 11
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OPCION B

1 1 1 ... 1 1
-1 9 1 - 1 1

1°) Dada la matriz de ordenAy=|-1 -1 9 ... 1 1/, se pide:
-1 =1 =1 ----- -1 9

a ) Calcular el determinante de la matriz A
b ) Calcular el determinante de la matriz A

c ) Calcular el determinante de la matriz A

1

a) IAZI:‘_ ‘=9+1:101:|A2|
1 1 1

b) |A|=|-1 9 1|=9"+1-1+9+1+9=9"+2-9+1=(9+1)] =10° =| A |
-1 -1 9 -
1 1 1 1 1
-1 9 1 1 1

C) |Ag|:—l -1 9 1 1|= (Restando a cada columna la anterior)
-1 -1 -1 9 1
-1 -1 -1 -1 9

10 -8 0 O
0 10 -8 0
—~ /-1 0 10 -8 0|= =10" =| A |

0 0 10 -8 —_'%

O 0O O 10

En general:| A |=10""
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2°) a ) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el deela region acotada comprendida entre

la gréfica de la funciérf (x) = cx* +%x2 +1, el eje OX ylasrectasx =0y x = 1.

b ) Hallar el valor de c para el cual el area oidizen el apartado a ) es minima.

a)
Para ¢ > 0 todas las ordenadas de la funé{gh= cx' +%x2 +1 son positivas, por

lo cual, la superficie limitada por la funcion gleectas x =0y x = 1 es la siguiente:
1 3 1

S=[f(x) j(cx“+ X +1j O .S S :(E+i+1j—0:
0 c 5 3 , 5 3¢

_ 3c* +5+15¢ _ 3c®+15c+5
15c 15c

=S

b)
El area sera minima cuando su derivada sea nula;

2 ) .
o 3 +15c+5 1 (6c+15)-c (32c +15c+5) -1 _
15¢ 15 c

_ 1 6¢’+15c-3c*-15c-5_1 3’-5_ L 3P _EZ0 3 ob ¢ \E
15 c’ 15 ¢° 3

Para determinar el valor de ¢ que hace S minimaniews a la segunda deriva-
da:

_1 3°-5 ._1 6c-c*-(3?-5)-2c_1 6c*-2(3*-5)_
S= 7 = S'= - 4 T 3 -
15 ¢ 15 ¢ 15 c

S _65 +10—i-¥—%:8” = €>0 = §">0 ;; ¢c<0 = §"<0
15 C 15 ¢

Como el minimo se produce cuando la segunda derigadpositiva, de lo ante-

\/5\/_5

rior se deduce que el valor pedido es:+,|= "5 3 =C
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39) Dados los puntos A(0, 0, 1), B(1, 0, -1), A(0;2) y D(1, 2, 0), se pide:
a ) Demostrar que los cuatro puntos no son coptanar
b ) Hallar la ecuacién del plarm determinado por los puntos A, By C.

c ) Hallar la distancia del punto D al plano

a)

Demostrar que los cuatro puntos no son coplanasosquivalente a demostrar
que los vectoresu = AB, v =AC y w = AD son linealmente independientes, 0 sea,
gue no son coplanarios.

u=AB=B-A=(10 -1)-(0, 0,2)=(1 0, -2)

—_—

v=AC=C-A=(0.1 -2)-(0, 0,1)=(0, 1 -3

w=AD=D-A=(12 0)-(0, 0, 1)=(1, 2 -1)

Tres vectores son linealmente independientes cualndeterminante que forman
es distinto de cero, es decir, su rango tiene guies:

10 -2
Rango{u, V, W}=[0 1 -3|=-1+2+6=720 = Rango{u, v, w|=3
12 -1

Los puntos A, B, C y D no son coplanarios, c. g. d.

b)

La ecuacion general del planp que determinan los puntos A, B y C viene de-
terminada por el punto Ay los vectora@sy Vv :

xy z-1
AA U, V)=l 0 -2|=0 (z-1)+2x+3y=0;; m=2x+3y+2z-1=0
01 -3

c)

La distancia del punto D al plano, aplicando directamente la férmula que da la
_| A% +By, +Cz +D|

NA?+B?+C?

distancia de un punto a un plano e, )



d(D, 7) = {D(l 2, 0) }:} (D, n):\2-1+ 3:2+41:0-1] _

m=2Xx+3y+z-1=0 [22 432 412

unidades= d(D, 7)

_|2+6+0-1| _[7] _ 7414 _+14
Ja+9+1 V14 14 2
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4°) Dado el plangr=3x+2y-2+10=0 y el punto P(1, 2, 3), se pide:

a ) Hallar la ecuacién de la recta r perpendicail@anon que pase por el punto P.
b ) Hallar el punto Q interseccion del planoy la rectarr.

c ) Hallar el punto R interseccion del planacon el eje OY.

d ) Hallar el area del triangulo PQR.

a)
El vector normal del plana es n =(3, 2, -1).
x=1+3A
La recta r pedida, dada por unas ecuaciones pareasées:.r =<y =2+2A1.
z=3-1
b)

El punto Q interseccion del planpy la recta r es la solucion del sistema forma-
do por sus ecuaciones:

X=1+3/
r = )z/fjjj/‘ = 3(1+3)I)+2(2+2/])_(3_/1)+10:0 y
mT=3x+2y-z+10=0

3+91+4+41-3+A1+10=0 ;; 141+14=0 ;; A+1=0 ;; A=-1

x=1+31 =1-3=-2
Q = y:2+2/]:2—2:0 = Q(—Z, O, 4)
z=3-1=3-(-1)=4

x=0
Una expresion del eje OY por ecuaciones paramétesOY ={y=A; su inter-
z=0
seccion con el plana es la solucién del sistema formado por ambas amnes:



x=0

Ooy=:y=A1
=0 = 3.0+2-4-0+10=0;; A=-5 = R(0, -5, 0)
X +

Los vectores de origen P que determinan el triéngpn:

u=PQ=Q-P=(-2 0 4)-(1 2 3)=(-3 -2 1)

v =PR=R-P=(0, -5 0)-(1, 2 3)=(-1 -7, -3)

El area del tridngulo es la mitad del area dehlpygramo que determinan los
vectores gue lo definen, o sea, la mitad del médalgroducto vectorial de los vecto-

res mencionados:

[ j Kk i)k
1 1 1 . . o
Swr=5 73 ~2 1]=7+3 2 -1 =E-|6|—J+21k—2k+7l—91|=
-1 -7 -3 17 3

= {13-10j+1%k| = /13 + (-10] +1¢* = 169+100+361=

=% +/63001255U% = S,
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