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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercieiasd opcion y a otros ejercicios de

la otra opcion. En cualquier caso, la calificacsérhara sobre lo respondido a una de lac
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéicas.

OPCION A
1°) Dada la funciénf(x)=e™ (x* +1), se pide:
a ) Dibujar la gréfica de f, estudiando el crecime decrecimiento, puntos de inflexion

y asintotas.
1

b) Calcular:l = [ (x) - dx.
0

a)
Por tratarse de una funcion racional cuyo numeradienominador es distinto de
cero para cualquier valor real de X, la funcio’ efinida en R.

Los puntos de corte con el eje X son los valotesanulan la funcion; en el caso
gue nos ocupa no es posible porser1z 0, OxOR, por lo cual no corta al eje X.

Los puntos de corte con el eje Y son los valowestgma la funcién para x = 0:

y=f(0)=e®(0?+1)=1-1=1 = A0, 1).

Para estudiar los intervalos de crecimiento yel@oriento recurrimos a la prime-
ra derivada:

2 X _ 2 . X X w2 _v2
f(x):x X+1 - f,(X)ZZX-e (x2+]) e’ _e (2x 2Xx +1): X +X2x+1:f,(x)
e (eX) e e
U2
f'(x)=0 = X +2X+1:0 o =XP+2x+1=0 ;; x*-2x-1=0
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X=24_r\/24+4:212\/§=2122\/§=1¢\/§ = x1=1—\/§ o Xy =1++/2

Por tratarse de una funcion continua, los dosrgalque anulan la primera deri-
vada dividen el dominio en tres interval¢sw, 1-+2) [1-v2, 1+42) y (1+4/2, +w).

Para determinar en qué intervalo es crecienteedente consideramos un valor
sencillo, por ejemplo x = 0 que pertenece al iraker{a—\/_z, 1+ JE):

- x? -0°+2-0+1 :
=X &M )= 0 ‘ 0 :%:1>o — Creciente
e e

f'(x)<0 = Decrecient = (~o0, 1-2)0{1++2, +)

f'()>0 = Creciente= (1-+2, 1++/2)

La condicién necesaria para que una funcion temgpunto de inflexion es que
se anule la segunda derivada para ese punto.

(—2X+2) . e _(_XZ +2X+])_e>< :ex(—2X+2+X2 —2X—1):)(2 —4X+1: f”(X)

f' =
(x) (ex )2 e "

x* —4x+1 _

X

f'"(x)=0 = 0 ;; x*-4x+1=0

X=4ix/;6—4=412\/1_2:4122\/§=2¢\/§ = x,=2-+/3 ;; x,=2+4/3

La condicion anterior es necesaria, pero no suftei para que exista punto de
inflexion es necesario, ademas, que no se antéedara derivada para los valores que
anulen la segunda derivada.

(2x - 4) - e —(x2 —4x+])-eX :ex(2x—4—x2 +4x—1):—x2 +4x-5_ £ (x)

fr(x) =
(X) (ex )2 o2 o

f---(z_\/g):—(Z—\/g)2 + 4'(2‘\/§)—5:—(4—4«/§+3)+8—4«/§—5:—7+4\/§+3—4\/§:

ez—\/é ez—ﬁ ez—\/é

= ;—% #0 = Punto de inf lexion para x=2-+/3
e

f(2—J§):(2

w

e ez—\@ ez—\@ ez—ﬁ ez—\/i

3f +1_4-4/3+3+1_8-4/3 _ 4(2‘*/5):»P.|.:> B{z—\/?s, 4_(2—\/§q




El punto B es, aproximadamente: B(0'27, 0'82).

f"'(2+\/§):_(2+\/§)2 + 4'(2+\/§)—5:—(4+4«/§+3)+8+4«/§—5:—7—4\/§+3+4\/§:

ez+«/§ e2+«/§ e2+fS

= #0 = Punto de inf lexion para x=2++/3

f(2+\/§)=(2+\/§)2+1=4+4“/§+3+1:8+4“/§:4(2+\/§):>P.|.:>C[2+\/§, M}

ez+\f3 ez+J§ ez+J§ ez+J§ ez+J§

El punto C es, aproximadamente: C(3'73, 0'36).
Las asintotas pueden ser horizontales, vertigabidicuas.

Horizontales: son los valores finitos que tomaugr@o x tiende a valer infinito;
son de la forma y = k.

] ) ]
y=k= f(x)— im x tl_» = Indet. = {L'Hopital} = im Q:E =

X — 00 X >0 g 00 X > 00e’ o

lim
= Indet. = {L'Hopital} = £:E:O.

X > o00e* o0

Asintota horizontal: y = 0 (Eje X).

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.

e*=0 = xOR = No tiene asintotas verticales.

Oblicuas: son de la formga= mx+n, siendo:

x* +1
lim f lim x lim  x*+ :

m= ﬁ: € = X 3:2 = Indet. = {L'Hopltal} =

X -0 X X —» 0 X X—>00 X-e %Y

lim 2 lim 2 :
= S S X =2 = Indet. = {L'Hopital} =

Xo>owe tx-e° Xoooel+tx) oo

lim 2 lim 2 2
= - = —  =—=0=m

X oo el+x)+e* Xoowe(2+x) o —

No tiene asintotas oblicuas por ser la pendiegri, gue seria horizontal.




Con los datos obtenidos tenemos elementos sufsigrara realizar el dibujo de
la grafica de la curva con la suficiente precisifure es la siguiente.

‘ YA
5
4
f(x)
3
Asintota horizont:
2
1
e,
—
)M —>:
-1 O 1 2 3 4 5 X
b)
1 1X2 +1 . . . ..
| =] f(x) - dx=[==—-dx = Resolvemos, en primer lugar, la integral indefinida
e
0 0
u=x%+1- du=2xdx
X2 +1 1 1
A= cdx = = A=(x*+ -(——j— - — .2xdx=
J- e ix-dx:dvav:—ix ( ]) e j e
e e
X% +1 X X2 +1
=- " +2.j_x.d)(:— - +2.A1:A (*)
e e e

« u=x - du=dx
Alzj—-dx: 1
eX

X

e

= Aizx.(—ixj—j—ix.dxz
e e

dx=dv - v:—iX
e

=_l+ji.o|x=_lx-ixz—ix(x+1):A1 — Sustituyendo en (*):
e e e

2 2
X :1—2-%(x+ ):_x +1—2X12:—ix(x2+2x+3):A
e e e e

e

X




f(x) - dx:jx :1
5 €
6+1' .3:3—§
1 e

: dx:{—e—lx(x2 +2x+3)I :[—

3e-6
e

u =1
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2 a+l 1
2°) Dada la matria={2a 0 1
2 0 a+l

, Se pide:

a ) Determinar el rango de A segun los valorepdeimetro a.

b ) Decir cuando la matriz A es inversible. Calcldainversa para a = 1.

a)
2 a+l 1

|Al=|2a 0 1 |=2a+1)-2aa+1)?=2a+1i-aa+1)=2a+1)1-a’ -a)=
2 0 a+l

a+1=0 - alz_l

= 2a+1)a+a-1)=0 =

. 2
Considerando el men =
Of.2 2 a+1

cero para cualquier valor real de x, excepto pardxpodemos concluir que:

‘:2a+2—2:2a, cuyo valor es distinto de

_1+\/§
2

Rango A=2, excepto paara: {a;t -1;; a# az _1;\6} cuyo Rango es 3

b)
Sabiendo que una matriz es inversible cuando teurdmante es distinto de cero:

A es inversible cuando su rango es 3.

2 21 2 21 2 2 2
Para a=les A=|2 0 1|. |[A|=|2 0 1|=4-8=-4;; A"=(2 0 0
2 0 2 2 0 2 112
‘oo‘ _‘20‘ ‘20‘
12 12 |11 0 -4 2
- 2 2| |2 2 2 2
Adj(M7)=]| - . =l-2 2 0
12 |12 11 o 4 -4
2 2 |22 |22
00 2 0] |20




= Al=

o

[@JNITY
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3°) Dados los puntos P(1, 1, 3), Q(0, 1, 0), se:pid

a ) Hallar todos los puntos R tales que la distapratre P y R sea igual a la distancia
entre Q y R. Describir dicho conjunto de puntos.

b ) Hallar todos los puntos S contenidos en laargoie pasa por P y Q que verifican:
dist(P, S)=2dist(Q, S).

a)
El lugar geométrico de los puntos del espacio guedestan de dos puntos dados
es un plano perpendicular por el punto medio dginemto que determinan.

Los puntos P(1, 1, 3) y Q(0, 1, 0) determinaneetor:

v=QP=P-Q=(1 1 3)-(0 1 0)=(1, 0, 3).

1+0_1
X:—:—
2 2
El punto mediode Py Q esy:%lzl = M(% 1, gj
3+0_3
zZ= =—
2 2

El haz de planos paralelos que tienen como vextonal av =(1, 0, 3) tiene la
siguiente ecuacion generad.=x+3z+ D =0.

De los infinitos planos del haz, el planon buscado es el que contiene al punto
medio del segmento:

@=x+3z+D=0 1 3 1 9 10
1 3 = —+3.-—+D=0;; =+—+D=0:;; —+D=0:;; D=-5.
M E,l-i 2 2 2 2 2 -

T=X+3z2-5=0

b ) Hallar todos los puntos S contenidos en laargcie pasa por P y Q que verifican:
dist(P, S)=2dist(Q, S).

La recta r que pasa por P(1, 1, 3) y Q(0, 1,éjetiav =(1, 0, 3) como vector di-
X=A
rector; su expresion por unas ecuaciones para@ees, por ejemplo,={y=1 .
z=31



Un punto genérico de la recta r&g, 1, 31) .

Tiene que cumplirse quiist(P, S)=2dist(Q, S):

dist(P, S)=+/(1-1)% +(1-1)* + (31 -3)% = /(1 -1)* +9(A —1)* =101 -1)* =+10(} -1)

dist(Q, S)=+/(1-0)" +(1-1)° +(34-0)° =+ +92* =104 =104

Observacion importante: la siguiente continuaciores correcta por despreciar una de
las soluciones de la ecuacion planteada:

dist(P, S)=2dist(Q, S) = +10(A-1)=2-4104 ;; A-1=21 ;; A=-1

El punto solucién seriay&1, 1, -3) cumple lo pedido, pero existe otro pumb-
mo se puede observar en el grafico siguiente:

La forma correcta de proceder es la siguiente:
dist(P, S)=2dist(Q, S) = +10(A-1)=2-4104 = Elevando al cuadrado:
101 -1 =4.10- 2 ;; 2 -2A+1=42 ;; 302 +24-1=0

_—2+44+12 -2+16 _-2+4 -1%2 . .
6 6 6 3 hp=3 > Sz(g,],lj

A
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Xx+1 y-2 z X_ y-1 z

4°) Dadas las rectas =T TR Y sEL T hallar la ecuacion de la recta t

perpendicular comdn a ambas.

Para determinar la recta t, perpendicular comimogaa seguir el siguiente pro-
cedimiento, que ademas se ilustra con el grafigméat

1.- Determinamos los puntesOr y BOs: A(-1,2,0) y B(0, 1, 0).

2.- Hallamos unos vectores directores de las recias (1, 2, 3) y v, =(2 3 4).

3.- Obtenemos un vectow , perpendicular &, y V. :

=8 +6j+3k-4k-9i-4j=-i+2j -k => w=(-1 2 -1)

wWw N —
A W X

4.- Determinamos los planagg y 7n,, de la forma siguiente:

Xx+1 y-2 z
ﬂl(A; v, W)z 1 2 3|=0;; -2(x+1)-3(y-2)+2z+2z-6(x+1)+(y-2)=0 ;;
-1 2 -1

—8(x+1)—2(y—2)+4z=0 ’ 4(x+1)+(y—2)—2220 ;y AX+4+y-2-22=0

T =4x+y-2z2+2=0

X
HZ(B; v, W)s 2 3 4|=0: -3x-4(y-1)+4z+3z-8x+2(y-1)=0 ;;



—1x-2(y-1)+7z=0;; —-11x-2y+2+7z=0

m,=11x+2y-72-2=0

La recta pedida t, es la que determinan los planog n, en su interseccion:

. {4x+ y-2z+2=0

11X+ 2y -7z-2=0
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OPCION B

1°) a ) Calculan =jx3 - Lx - dx, donde Lx es el logaritmo neperiano de x.

. dx. Para deshacer

b ) Utilizar el cambio de variable=¢' -e™ para calcularj

X+4X° +4
—

1
V4 +x?

el cambio de variable utilizar=L

s

u= andu—% ot dx
I:.[xs-Lx-dx:> X4 :I:Lx-j—j
.dx=dv - v=X7

4 4
X
+C=—

1x (4Lx-2)+C=1
4 4 16

=— ——J-x . x—— Lx-

b)
Para una mejor comprension del ejercicio conviaberslo siguiente:

X

e —-e

—X

2
X + =X X _ -X
. — cosl? x - sentf x=1=>coshx = 1+ senkf x = = Ze :\/1+(e Ze ]

senhx =

e +e
coshx =

et+_e4

X= e —e
[ ! x> etel - j dt=
4+ x? dx= (e +e™” /4+e —et et_e—t 2
[,2
_J-e +e dt:J-dt:t+C:|_X+—X+4+C
e +e 2

2
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2°) Dados el planar, =x+y+z=1Y la rectar ET_:%:_—Ll, se pide:

a ) Hallar el punto P determinado por la inters@tcie r corvs,.

b ) Hallar un planor,, paralelo arz, y tal que el segmento de la recta r comprendide
entre los planos, y 7, tenga una longitud d¢29 unidades.

a)
El punto P de interseccion de la recta y el plasda solucion del sistema que
forman.

La expresion de la recta por dos ecuaciones iitgdies como sigue:

x-1_y+1_z {3x—3=2y+2} _{3x—2y—520
— = = = = r=

2 3 -4 —-2X+2=2 2x+z-2=0
3X-2y-5=0
Es sistema que forman la recta y el plan¢o2ss z-2=0 .
X+y+z=1

De la segunda ecuacion se tieme2 - 2x. Sustituyendo en las otras ecuaciones:

I
w

3xX-2y-5=0 3X-2y=5 3X—-2y=5 3xX-2y=5
x+y+(2—2@:1 X+y+2-2x=1] -x+y=-1] -2x+2y=-2

-x+y=-1;;, y=x-1=3-1=2=y ;; z2=2-2x=2-6=-4=z2 = Pﬁiz,—ﬂ

b)
El planor, es de la formaz, =x+y+z+D=0.
El punto Q de corte de larectary el planoen funcién de D, es el siguiente:
3x-2y-5=0
Es sistema que forman la rectary el plan@s<2x+z-2=0 .
X+y+z=-D
De la segunda ecuacion se tiene2 - 2x. Sustituyendo en las otras ecuaciones:
3x-2y-5=0 3x—-2y=5 3x-2y=5 3x—-2y=5
x+y+(2-2x)=-D|] x+y+2-2x=-D| -x+y=-2-D| -2x+2y=-4-2D

= x=1-2D



-x+y=-2-D ;; y=x-2-D=1-2D-2-D=-1-3D=y ;;

z=2-2x=2-2(1-2D)=2-2+4D=4D=z = Q(l-2D, -1-3D, 4D)

PQ=v29 = (1-2D-3)* +(-1-3D -2)* + (4D +4)* ;;
29=(-2-2D)* +(-3-3D)* + (4D +4)* ;; 29=(2+2D)’ +(3+3D)* + (4D +4)* ;;
29=4(1+ D)’ +9(1+ D)* +16(1+ D)’ ;; 29=29(1+D)* ;; 1=(1+D)* ;; 1=1+2D+D? ;;

D,=0 - QL -1 0

2D+D?=0;; D(2+D)=0 =
D,=-2 - Q,(5 5 -8

Existen dos planos que cumplen la condicion, gudas siguientes:

m,EX+y+z=0y m,=x+y+z-2=0
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X=2y+z-3v=-4
X+t2y+z+3v=4
X-4y+2z-6v=-8
2x+2z=0

39 Resolver el siguiente siste

N

Se trata de un sistema de cuatro ecuacionesdmeah cuatro incognitas. Obser-
vando que la tercera ecuacion es linealmente depdadde la primera, el sistema es
X—2y+z-3v=-4
equivalente al siguientex+2y+z+3v=4 .
Xx+z=0

1 -2 1 -3 -4
La matriz ampliada esti'={1 2 1 3 4 |, cuyas segunda, tercera, cuarta y
10 0 0 O

quinta columnas son linealmente dependientes,gpomdl los rangos de de la matriz de
coeficientes y ampliada es dos. El sistema es ciloigpandeterminado con dos grados
de libertad.

Parametrizando dos incognitas, por ejemplod y v=pu y despreciando una de
las ecuaciones, por ejemplo la primera, resulta:

i;f;/=—4—/]+3,u} N y:%(x+4+/]_3’u):%(—/] +4+A—3ﬂ):@'

x=-A

3
=2-—
Solucién {7 2,u ,{A, Y}OR
z=/

v=u
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4°) El cajero automatico de una determinada entidadaria sélo admite billetes de 50,
de 20 y de 10 euros. Los viernes depositan eneloca25 billetes por un importe total
de 7000 euros. Averiguar el namero de billetesatkao/alor depositado, sabiendo que
la suma del nimero de billetes de 50 y de 10 e2sa@d doble que el numero de billetes
de 20 euros.

Llamando x, y, z al nimero de billetes de 50, 20 euros, respectivamente, es:

X+y+z=225 X+y+2z=225 (2y-2)+y+2=225
50x + 20y +10z = 7000; 5x+2y+z=700 5(2 y Z)+2y+z__700}
X+2z=2y X=-2y+z=0| - x=2y-2 y yrezs

2y—-z+y+2z=225 3y =225 y=75
10y -5z+2y+2z=700] 12y-4z=700 3y-z=175 - 225-z=175;; z=225-175=50=z2

X=2y-2z=150-50=100= x

En el cajero hay 100 billetes de 50 euros, 75 deu?0s y 50 de 10 euros.
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