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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios goerginuacion se proponen.

REPERTORIO A

X+ky—-z=0

1°) Dado el sistema homogéneax—-y+z=0 , averiguar para qué valores de k tiene
(k+1)x+y=0

soluciones distintas de x =y = z = 0. Resolvendates casos.

Todos los sistemas homogéneos son compatibleaditir todos la solucién
trivial de ser cero todas sus incégnitas; sin egdaslgunos son compatibles indeter-
minados por admitir, ademas de la solucién trividinitos grupos de soluciones.

Teniendo en cuenta el Teorema de Rouché-Frobgpéma, que un sistema sea
compatible indeterminado, la matriz de coeficierfegseste caso la matriz ampliada es
equivalente a la matriz de coeficientes) tieneango menor que el nimero de ecuacio-
nes y de incognitas, por lo cual, para que elm@teonsiderado tenga soluciones dife-
rentes a x =y =z = 0 es necesario que el detanterde la matriz de coeficientes sea
cero.

1 k -1
La matriz de coeficientes &g =| k -1 1
k+1 1 O

1 k -1

k -1 1|=-k+k(k+1)-(k+1)-1=-k+k?®+k-k-1-1=k*-k-2=0
k+1 1 O

1+/1+8 _1+.9 _1+3

k= = =2 = k=2 k,=-1
2 2 2
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Xx+2y-z=0
Para k=2 = <2x-y+z=0.
3x+y=0

Despreciando una de las ecuaciones (tercera)aynefiizando una de las incog-
nitas (z), resulta:

X+2y-z=0 _ X+2y=A X+2y=A L __}
{2x—y+z:0 = =4 = 2x—y:—A} 4x—2y:—2A}:>5X_ A X= 5A
2X—y:—ﬂ;;y:2x+A:—2A+A:§A:y
5 5
X:—EA
5

Solucién: 1y = 2/1 OAOR

X-y-z=0
Para k=-1 = {-x-y+z=0.
y=0

Despreciando una de las ecuaciones (segunda)aynpaizando una de las in-
cognitas (z), resulta:

Xx-y-z=0
{y=0 - =

X=A
Solucion: sy=0 OAOR
z=A
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. 1 2 : a b
2°) Dada la matrle:(O J, encontrar todas las matric€s= [C dj gue cumplan

que A- P=P - A

1 2 a b a b 1 2 a+2c b+2d a 2a+b
A-P=P - A> . = . - = =

01 c d c d 01 C d c 2c+d
at+t2c=a-c=0

=<b+2d=2a+b - a=d

d=2c+d - c=0

. . a b
Las matrices pedidas son de la formba= (O aj’ Oa,b0R
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2X
X+1

3°) a ) Dibujar la gréfica de la funciéi(x) = indicando su dominio, intervalos de

crecimiento y decrecimiento y asintotas.

. 2n . :
b ) Demostrar que la sucesign= i1 es monotona creciente.
n

c) Calcular fim [ (a,., -a,).
n 00

—

a)

El dominio de una funcion racional es R, excepsovalores reales de x que anu-
lan el denominador.

x+1=0 = x=-1 = D(f)=R-{-1

Para estudiar los intervalos de crecimiento ye&t@grento, derivamos:

gy 2-(x+1)-2x-1_2x+2-2x _ 2 _
[ | WY S v AL

Por serf'(x)> 0, OxOR, la funcién es creciente en su dominio.

Las asintotas de la funcidon son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

lim lim  2x
=k = flx)= — =2=

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador:
Xx+1=0;, x=-1

Oblicuas: No tiene

(Para gque una funcion racional tenga asintotasuats es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeti@iminador).

Con los datos obtenidos anteriormente y teniemdouenta que la funcion pasa
por el origen de coordenadas, puede hacerse, a@damente, un grafico de la fun-
cion, que es el siguiente:



P
- !

— o VE2 o
e X
x=1

X =-1
’

b)
L, 2n , )
Para demostrar que la sucesmmTl es monotona creciente, basta con de-
n

mostrar quea,,, —a, <O0:

4 _g = 2n+1) 20 _2n+2 20 _2n"+2n+2n+2-2n"-dn_ 2

" (h+1)+1 n+1 n+2 n+1 (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
a.—a, >0 UOn0ON, cqgd.

c)

Teniendo en cuenta el apartado anterior, seria:

lim [nz(a —a)]— lim 2 _ lim 2n®>
n - o "N L w (h+2)n+1)]| n-wn®+3n+2

N
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x+1:y—2: z y s x—2:y+1:z+2_
-2 2 -4 3 1 1

4°) Sean las rectas=s

a ) Hallar la ecuacion de la recta t que pasa porigen de coordenadas y corta a las
rectas anteriores.

b ) Hallar la recta p, perpendicular comun a lasaer y s.

a)
La recta t pedida es la interseccion de los sijegeplanosz, que contiene a la
recta r y pasa por el origensy que contiene a la recta s y pasa por el origen.

Un punto de la recta r es A(-1, 2, 0). El planaiene como vectores directores al
vector director de ry, =(-2, 2, —4) y al vectoru, =OA=(-1, 2, 0).

La ecuacion general del plamp es la siguiente:

Xx+1 y-2 z
ﬂl(A; v, u_r')s -2 2 -4[=0; 4y-2)-4z+2z+8(x+1)=0 ;;
-1 2 0

4y-8-2z+8x+8=0 ;; 8x+4y—-2z=0;; m, =4x+2y-z=0

Un punto de la recta r es A(-1, 2, 0). El planaiene como vectores directores al
vector director de ry, =(-2, 2, —4) y al vectoru, =OA=(-1, 2, 0).

De forma similar determinamos la ecuacion geragehplanon,:

Un punto de la recta s es B(2, -1, -2). El plandiene como vectores directores
al vector director de sy, =(3 1, 1) y al vectoru, =OB=(2, -1, -2).

X—-2 y+1 z+2
ﬂz(B; v, u—S)E 3 1 1 |=0;
2 -1 -2

~2(x-2)-3(z+2)+2(y+1)-2(z+2)+(x-2)+6(y+1)=0 ;;

~(x-2)+8(y+1)-5(z+2)=0;; —x+2+8y+8-5z2-10=0;; 77, =x-8y+5z=0

{ = 4x+2y-2=0
~1x-8y+5z=0




b)

La recta p perpendicular comdn a las rectas tigne como vector director un
vector que es, al mismo tiempo, perpendicular @dessrectas; su vector director puede
ser cualquiera que sea linealmente dependientprddlicto vectorial de los vectores
directores de las rectas ry s:

ik
W=v, Ou =|-2 2 -4[=2-12j-2k-6k+4i+2] =6i -10j -8k =
3 1 1

=2(3-5j-4k) = w=(3 -5 -4).

Para hallar unas ecuaciones cartesianas de éapp@eirpendicular cominaryas
y que corta a ambas hacemos es esquema aclasaiiente.

B(2, -1, -2)
Como puede apreciarse, la recta p pedida esaisadcion de los planas vy a,
siendoa, el plano determinado por los vectores y v, y el punto A(-1, 2, 0):

X+l y-2 z
ala v, v)=|-2 2 -4/=0;
3 -5 -4

-8(x+1)-12(y-2)+10z-6z-20(x +1)-8(y-2) =0 ;; —28(x+1)-20(y-2)+4z=0 ;;

7(x+1)+5(y-2)-z=0;; 7x+7+5y-10-2=0;; a,=7x+5y-z-3=0

El planoa, se determina por los vectores y v, y el punto B(2, -1, -2):

X—2 y+1 z+2
o v, v,)=l 3 1 1]=0y
3 -5 -4



—4(x-2)+3(y+1)-15z+2)-3(z+2)+5(x - 2) +12(y +1) =0 ;;
(x-2)+15y+1)-18z+2)=0 ;; x-2+15y+15-182-36=0 ;;

a,=x+15y-18z2-23=0

7/X+5y-2z-3=0

La recta pedida p esp = {x +15y-182-23=0

Expresada por unas ecuaciones paramétricas seria:

7Xx+5y-z-3=0 N :>7x+5y:3+A 21x+15y =9+ 3/
X+15y-18z2-23=0 — Xx+15y =23+184| -x-15y=-23-181

A oy _ 3, . —7x=-5y=-3-4 _
= 20x=-14-154 ;; x= 10 4/1 o 7X_|_105y:161_|_126/]}:>lOOy—158+125/1
:>y:7_9+§/]
50 4
:—l—EA
10 4
p=ly=1042)
50 4
z=A
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REPERTORIO B

1°) Sea r la recta que pasa por el origen de coadds O y tiene como vector director
v =(4, 3 1). Hallar un punto P contenido en dicha recta, ti&l sj se llama Q a su pro-
yeccion sobre el plana = z =0, el triangulo OPQ tenga area 1.

Para facilitar la comprension del problema haceurodibujo esquematico de la
situacion, que puede ser el indicado en la figdjaraa.

Z )

X =44
La expresion de r por unas ecuaciones paraméggas <y =31 y un punto
z=A

cualquiera de ella eB(44, 31, A).
La proyeccion del punto P sobre el plane z =0 es el puntaQ(44, 31, 0).
El triangulo OPQ es rectangulo en Q. El areardtgulo es la mitad del produc-

OQ QP

to de sus catetos, 0 seh= 5

Teniendo en cuenta que:

0Q =+/(41)? +(31)* +0 =162 + 91 =+/250 =51 =0Q

QP=P-Q=(44, 34, 1)-(44, 34, )=(0, 0, 1) = QP=4

Sustituyendo los valores obtenidos en la formeléadsuperficie queda:



2 2 5 5 J5 S

A=— i A, =—.

Los puntos que cumplen la condicién pedida son:

P(Ml—o 310 mj (4@ 310 _mj
1 ’ 5 2 ’ )

, P
5 5 Y 5 5 5
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2°) Determinar la posicién relativa de las rectass cuyas ecuaciones son las siguien-
Lo Xxt4d_y-7_z _[x+2y-5z-5=0
tesir = 3 4 4”7 S_{2x+ y+2z-4=0

La expresion de las rectas por unas ecuacionamp#icas son las siguientes:

X=-4-3A
r§X+4:—y 7_5 = r= y:7+4/]
_'3 4 4 7= 4A
_ | x+2y-52-5=0 ~ =] X+2y=5+51| -x-2y=-5-51
T 2x+y+2z-4=0 === T 2x+y=4-2A| 4x+2y=8-4)
= 3Xx=3-94 ;; x=1-31 ;;
x=1-31
Yy=4-21-2X=4-21-2+6A=2+41=y = s={y=2+4/]
z=A

Vamos a realizar el estudio por los vectores thres de las rectas. En primer
lugar expresamos la rectapor unas ecuaciones parametricas:

Un punto y un vector de cada una de las rectas son

={u=(-344); A-470f 5 s={v=(-341): B 2 0)

Es evidente que los vectores y v son linealmente independientes, ya que:

_—::: :% ;t%. Esto significa que las rectas se cortan o seaaruPara diferenciar el caso
determinamos el vectow = AB=B-A=(1, 2, 0)-(- 4, 7, 0)=(5, -5, 0).

Si el rango de los vectores, v y w es dos, entonces son coplanarios y las
rectas se cortan; si el rango es tres las rectasizan. Veamos:

-3 4 4
Rango{U, V, W|= [-3 4 1|=60+20-80-15=-15%0
5 -5 0

—_—  —  —

Rango{u, v, w}:s — Lasrectasr y s se cruzan
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2 1 -a
3°) Dadala matrim ={2a 1 -1/, se pide:
2 a 1

a ) Determinar el rango de M segun los valorepdeimetro a.

b ) Determinar para qué valores de a existe laimatrersa de M. Calcular dicha ma-
triz inversa para a = 2.

a)
2 1 -a

IM|=[2a 1 -1|=2-2a°-2+2a+2a-2a=-2a°+2a=-2a(a’-1)=
2 a 1

=-2ala-1)(a+1)=0 = a,=0;;a,=1;; a,=0

a=0
Para { a#1; = RangoM =3
az-1
21 0
Para a=0= M=/0 1 -1| = RangoZ2?
2 0 1
Paraa=1=> M={2 1 -1| = Rango?2 — Para { a=1:= RangoM =2
21 1 a=-
2 1 1
Paraa=-1= M=|-2 1 -1| = RangoZ2?
2 -1 1

b)

Una matriz es inversible cuando el valor de serdahante es distinto de cero,
por lo tanto:

Existe inversade M JalR, {az1 a# -1}

2 1 -2 2 4 2
Paraa=2resulttl =|4 1 -1[,M"=| 1 1 2|y|M|=-2.22°-1)=-12.
2 2 1 -2 -1 1



Adj (MT)=

‘1 2‘ _‘1 2‘ ‘1 1‘

-1 1 -2 1| |-2 -1 3 -5
4 2 2 2 2 4

- - =|-6 6
-1 1| |-2 1 -2 -1 5 o
4 2 |2 2 2 4
1 2 1 2 11

P
ol N

*kkkkkkkkk



4°) a ) Estudiar y representar graficamente laieumé (x) =

(x-2)°

b ) Hallar el area de la regién acotada comprenedidee la grafica de la funcion ante-
riory las rectasy =1, x= g :
a)

El dominio de una funcién racional es R, exceptoMalores reales de x que anu-
lan el denominadoD(f)= R-{2}.

La funcién no corta al eje X por no existir f(x0=Para x = 0, (0) :%; corta al

eje Y en el puntoa(o, %J

Para estudiar los intervalos de crecimiento, asioclos maximos y minimos re-
lativos calculamos sus derivadas primera y segunda:

- HCA 2y = 2T By

f'(x

x<0 = f'(x)>0 = Crecimieno: (-, 2)

x>0 = f'(x)<0 = Decrecimiato: (2, «)

(x-2f

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

f'(x)=0= =0 = xOR = No tiene méaximosni minimos relativos

Horizontales: son los valores finitos que tomaukacién cuando x tiende a valer infini-
to; son de la forma y = k.

o lim _lim 1 _ :
y—k—quof(x)—quo(X_Z)z—O: y=0 (Eje X)

Verticales: son los valores de x que anulan el semador: x-2=0 = x=2

Oblicuas: Para que una funcion racional tenga @sistoblicuas es necesario que el
grado del numerador sea una unidad mayor que @b glal denominador; en este caso
no tiene asintotas oblicuas.

La representacion gréafica, aproximada, de la imek la siguiente:



f(x)
& A | >
— ~ -

b)
La representacion grafica de la situacion es &igdica el grafico siguiente.
Y A
f .
: X=—
, Z
1
£\ i
X)) [
o
I S
<
Q/ | INP y=1
i A A
— O 1 53 >
Los puntos de corte de la curva con la recta yserllos siguientes:
f(x)= 1 1
(x-2) = =1 (x-2 =1 X*-4x+4=1;; x*-4x+3=0
y = 1 (X - 2)

=

_4+\16-12 _4+4 _4+2 [x=3-P(3
X = = = =
2 2 2 x, =1 Q(1,

2 —_—

QO
=
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