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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El examen presente dos opciones, Ay B. El alunefed elegir UNA Y SOLO UNA
de ellas y resolver los cuatro ejercicios de questzn No se permite el uso de calcula-
doras con capacidad de representacion gréfica.

REPERTORIO A

o _f dx
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3x+2 si x<O0
29 a ) Calcular a y b para que la funcib(x) =< x*> +2a cosx si 0< x< 77 sea conti-
ax*+b si x>

nua para todo valor real de x.

b ) Estudiar la derivabilidad de f(x) para los vakbde a y b obtenidos en el apartado
anterior.
a)

Por tratarse de una funcion definida en tres gpeada uno de los cuales es una
funcién continua en su dominio, la funcion dadaasinua en todo R, excepto para los
valores dex=0 y x=n, que debemos comprobar.

Para que f(x) sea continua en x = 0 tiene que brsemue los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e igualat de la funcion en ese punto:

lim (x)= I'm0(3x+2):g

X -0 X -
lim lim = 2=2a= azl
)= e +2acosx)=2a= 1(0)

Para que f(x) sea continua r n tiene que cumplirse que los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e iguallal de la funcién en ese punto:

fim f(x)= fim (x> +2 cosx)=7> -2

XEm”_ X|;nﬂ — 2 -2=72+b = b=-2
_ 2 _ —
L f(X)—XH”(X +b)=72 +b=f(n)

Una funcion es derivable en un punto si, y sglexdsten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puattegnas, son iguales.

3x+2 si x<0 3 si x<0
f(x)={x*+2cosx si Osx<m = f'(x)={2x-2senx si 0sx<m
x*=-2 six=m 2X si x>
3 si x<0

} = o )e o)
f'(x)={2x-2 senx si 0<sx<m =

)
)
2X si x27m {fl(ﬂ_))zzn} = f'(n‘): f'(lT+)

No es derivable para x=0 y si es derivable para x=7r
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3°) Dadas las matrices:( 31 j el= (1 Oj, se pide:
-8 -3 01
a ) Comprobar queet(A?) = [det(A)]’ y quedet(A+1) = det(A) + det(l ).

b ) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ¢ Se @sederar que se cumple siguiente
igualdad:det(M 2) = [det(M )]*? Razonar la respuesta.

¢ ) Encontrar todas las matrices M, de orden 8stquiedet(M + 1) = det(M )+ det(l ).

, (3 1) (3 1 9-8 3-3) (1 0 ., , |10
A% = : = = =A? = detA’= =1
-8 -3/ (-8 -3) (-24+24 -8+9) (0 1 01

1 ‘:—9+8:—1 = (detA)?=(-1)7 =1

det(A?)=[det(A)?, cqc.

A+I:(3 1j+(1 0]:(4 1] = det(A+I):‘ 41 ‘:—8+O:O:det(A+I)

-8 -3) |0 1) |-8 -2 -8 -
3 1 10
det A+detl = + =-9+8+1=0=det A+det |
-8 -3 |01
det(A+1)=det(A)+det(l), cqc.
b)

b . , .
SeaMm =(i dj la matriz cuadrada genérica de orden 2.

M2 =|@ b) (a b)_(a®+bc ab+bd
c d c d ac+cd bc+d?

a’+bc ab+hd

detM? = )
ac+cd bc+d

=(a2 +bc) : (bc+ dz)—(ac+ cd) - (ab+bd)=

=a’bc+a’d? +b%c? +bcd? —a’bc- abcd—abcd-bed? =a?d? +b?c? - 2abcd=

=(ad - bc)* =det M 2




a
detM =
C

g‘:ad—bc = (detM)* =(ad - bc)?

En efecto se puede afirmar que det(M 2):[det(M )]2 Ha, b, ¢, d}OR

C)

. . . a
Considerando la matriz anterior :(

b -~
, seria:
c d
a b 10 a+l b
M+ = + =
c d 01 c d+1

det (M +1)= a:1 dﬁl —(a+1).(d+1)-bc=ad+a+d+1-bc=det (M +1)
=
detM +detl = a b‘+‘l O‘:ad—bc+1:detM +det |
c d 01

= ad+a+d+l-bc=ad-bc+1l;; a+d=0;; d=-a
Las matrices de orden dos que cumplen detéM + | ) = det(M ) +det(l) son de

la siguiente forma:

M :(i _b J Ha, b, JOR
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4°) Se consideran los puntos A(O, 1, 0) y B(1,)0S# pide:

a ) Escribir la ecuacion que deben verificar loatps P(X, y, z) que equidistan de los
puntos Ay B.

b ) Determinar la ecuacion que verifica que lostpsifP(x, y, z) cuya distancia al punto
A esigual a la distancia de A a B.

c ) Escribir las ecuaciones paramétricas de larecmada r por los puntos C(x, Y, z)
del planon = x+y + z = 3 tales que el triangulo ABC es rectangulo en A.

a)

AP=f(x=0F +(y =1 +(e=0 =i +[y-1F + " = AP

= AP=BP =

BP=1(x -1 +(y -0 +(z-1 =y(x-12 +y* + (z-1)* =BP

= (-1 + 27 = (D Hy (21 5 (YD e 2 = (0 Hy (21

2

X2 +y? =2y +1+2°=x>-2x+1+y* +72°-2z+1 ;; -2y=-2x-2z+1;; 2x-2y+2z=1

b)
Se trata de una esfera de centro en Ay ragio

r=AB=y1-0) +(0-12 +[-0)* =4/3=r

Sabiendo que la ecuacion de una esfera de cent
en O’'(a, b, c) y radio r viene dada por la formula:

r=y(x-a) +(y-b) +(z-cf

Aplicada al caso que nos ocupa y conocido el ra:
dio es la siguiente:

V3=(x-0) +(y-1?+(z-0)* ;; 3=x2+(y-12+2° ;; 3=x2+y> -2y +1+2° ;

x> +y?+2*-2y-2=0

c)
Los vectoresu =AB y v =AC tienen que ser perpendiculares, por lo cual, st
producto escalar tiene que ser cero:



—_—

uU=AB=B-A

(10 1)-(010)=( -1 1)
V=E:C—A=(x, Y, z)—(O, 1 O)=(x, y-1, z)

—_—

u-v=0-= (l -1 ])(x y-1, z):x—y+1+z=0 o A=EX—y+z=-1

La recta pedida es la interseccion del planobtenido en el producto de los vec-
+y+z=3

tores y el plano dada, o sear E{X yre :

X-y+z=-1

Para obtener unas ecuaciones parametricas detdar ige parametriza la variable
z, con lo cual resulta finalmente:

. {x+y+z:3 X+y=3-1

= 7= > 1 2X=2-21 ;; x=1-7
Xx—-y+z=-1 — X—y=-1-A4 -

y=3-A-x=3-A-1+A=2=y
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REPERTORIO B

1°) a ) Resolver el sistema de ecuaciones line e+s:y_3Z :_O :
X+3y-z=5

b ) Hallar la solucién del sistema anterior tal ¢misuma de los valores correspondien-
tes a cada una de las tres incégnitas sea igual a 4

a)

| N _ 11 - 11-30
Las matrices de coeficientes y ampliada mm(z 3 Jy M'=(2 3 _1 5j

Los rangos de ambas matrices son dos por lo tgatema es compatible inde-
terminado. Resolvemos el sistema parametrizandaeitas incognitas:

Xx+y-3z=0 x+y=34 —-2X—-y=-64
= 2= = = y=5-54
2x+3y-2z=5 2x+3y=5+/4 2x+3y=5+A E—

X=31-y=31-5+54=-5+84=x

x=-5+84
Soluciéon y=5-54 ,0A0R
z=A

b)
Si la suma de las tres incégnitas tiene que sarvglor del parametra es:

X=3
X+y+z=-5+81+5-50+4A=4;; 41=4;; A=1 = Solucion {y=0
z=1
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. a a) ,. .. (0 O
2°) a ) Hallar todas las matrices de la forma (O bJ distintas de la matnEO Oj’

tales queA? = A.

b ) Para una cualquiera de las matrices A obteredaal apartado anterior, calcular la
matrizM = A+ A2+ ...+ A,

a)
Nopa[? 3] (2 3)_(a"+0 a’+ab)_(a’ a(a+b) _ A2
0 b) (0 b 0+0 0+b? 0 b?
> ala+b)) (a a a’=a-a=z1 a=1;0b=-1
+
A’=A = (ag azz j:(o b]: al@a+b)=0-a=-b} =
b2 =b - b==%#1 aQ =-1 1 bz::l
Soluciones A = L1y A = -1l
lo -1) 7" "o 1
b)

Considerando, por ejemplo, la matriz= ((1) 1}:

, 1 1) (1 1) (1+0 1-1) (1 0 ,
A=A A= . = = =] =A
0 -1 \0 -1) (0-0 O+1) (0 1

AP=A2. A=| -A=A=A’ = A*=A . A=A A=AZ=|=A 1 ene

M=A+A*+ . 4 A=A+ +A+| + ..+ A+| =5A+5 =5. (A+1)=

S R R R e
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3°) Dada la funciorf (x) = x - €, se pide:

a ) Dibujar su gréfica indicando su dominio, adaspintervalos de crecimiento y de-
crecimiento, maximos y minimos relativos, intergalte concavidad y convexidad y
puntos de inflexion.

b ) Calcular el area comprendida entre el eje QXgrafica de f(x) entre 1< x<1.

a)
El dominio de definicién eD(f)= R

Para x =0, y = 0. La funcién pasa por el origertdordenadas.

Vamos a estudiar las asintotas horizontales ¢ate8 no tiene) cuando— - :

lim
(x : ezx): —o0 - @7 =—1; =-2 - Ind. = (AplicandoL'Hopital) =
e ()

lim [im
= > = L -1 -- 1 -0 y=0(He x)
Xo -0 X -—o-2e -2 2e” —_—

Crecimiento y decrecimiento: maximos y minimos:

y'=1-e* +x-2e* =e*(1+2x)=y

X<—% - Y'<0= Decrecieng: (—00, ‘%]

v

y'=0=1+2x=0 ;; x:—% =

X > —% - y'>0= Creciente (—

N

y'=2e* . (1+2x)+e* -2=2e>(2+2x)=4e*(1+ X)=y" =

.41 inf-1 -1
= y[ )—E 2>0 = Mln( > ZeJ

Concavidad y convexidad: puntos de inflexion:

x<-1- y"'<0= Convexa (-, -1) (O)

y'=4e*(1+x);; y'=0=1+x=0;; x=-1=
x>-1_ y"'>0=Céncava (-1, +w) (n)




y'=4-[2e? L+ x)+ e 1]=4e™ . (2x+3) =y y=4-€220 = P. |.(—l —e—lzj

— — — — - - — - 1

1
e

e e e T

)=t e =-

Para la representacion grafica formamos una thblaalores que nos facilite su

ejecucion:

1 1
X 0 E '1 1 E
1| 1 €
Y10 % & €2
Min | P.I.
A oo
Yé
2 -

e
2

i y:O Z(
- .
P. 1
Min
-1
b)
-1 1
8= f(x) - dx+ [ £(x) - dx=[F(x)] " + [F(x)]s = F(-12)- F(0)+ F(1)- F(0) =
=F(-)+F@)-2F(0)=S (¥
_ S X=U - dx=du
F(x)—J-f(x) dx—J-x e”-dx = {ezx -dx:dvav:%ezx}
— 12x_£2x' _l 2X_1 2x _i 2X_1 EZX_eZX 1) =
= F(x)—x-Ee J'Ze dx—2xe Zje dx—2xe > 2e =2 (2x-1)= F(x)



Sustituyendo en (*) el valor obtenido de F(x)ults

-2 2 0 2

S=F(-1)+ F(1)—2F(0){%(—2—1)}{%(2—1)}— 2{%(0—1)}=—i+e—+1=

4e* 4 2

_e'+2e’ -3 5500+ 1478-3 _ 6678 _
4e? 2056 2056

226u’=S
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4°) Un planon corta a los ejes en los puntos A(1, 0,&D, A, 0) y C(0, 0, 4). Se pide:

a ) Hallar el valor del >0 de manera que el volumen del tetraedro OABC (dahés
el origen), sea 2.

b ) Para el valor d& obtenido es al apartado anterior, calcular laitodgde la altura
del tetraedro OABC correspondiente al vértice O.

a) Eltetraedro lo definen los vectores! v =0B=(0, 4, 0) .

Sabiendo que el volumen de un paralelepipedonegler absoluto, el producto
mixto de los vectores que lo determinan y que kirnen del tetraedro es un sexto del
volumen del paralelepipedo, el volumen pedido egyeiente:

2 2 > A=

=3

w

00

A0 =1-|4/1|=
6

0 4

<
I
|
e
=
=
T
|
o o,

b)

La altura pedida es la distancia del planque determinan los puntos A, By C al
origen de coordenadas.

Los puntos A(1, 0, 0)8(0, 3 0) y C(0, 0, 4) determinan los siguientes vectores:
p=AB=B-A=(-130)y q=AC=C-A=(-1 0, 4).

La ecuacion general del plamoes la siguiente:

x-1vy z
n(A' Y E)s -1 3 0|=0;;12(x-1)+3z+4y=0 ;; 7=12x+4y+3z-12=0.

Sabiendo que la distancia de un punto genéri¢a, vy,, z,) al plano genérico
_| Ax, + By, +Cz,+D|

a = Ax+By+Cz+ D=0 viene dada por la féormula(p,, a) , tratén-
VA? +B? +C?
: . D
dose del origen de coordenadas, la formulai(s: a) = 0] :
VA? +B?+C?
-12
En el caso que nos ocupa bs:d(0, 77)= ke N 12 =12 ,2h

122 +47 37 144+16+9 13
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