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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios goerginuacion se proponen.
REPERTORIO A

1°) Discutir segun los valores del parametrda posicion relativa de los siguientes pla-
nos:;m, =x+y=A, n,=4x+(A1-2)y+(A1+2)z=1+2 y n,=2(A+1)x- (A +6)z=-A.

Las matrices de coeficientes y ampliadas delmstgue determinan son:

1 1 0 1 1 0 A
M=| 4 A-2 A+2 |[;;M's| 4  A-2 A+2 A+2
20+1) 0 -(1+6) 2M+1) 0o -(1+6) -4
1 1 0
IM|=| 4 A-2 A+2 |=-(A-2)A1+6)+2(1+1)A+2)+4(1+6)=0;;

21+1) 0 -(1+6)
~(R2+61-20-12)+ 212 + 20+ A +2)+ 44 +24=0 ;;
— R —AA+1242 P +6A+4+41+24=0 :;

¥ +61+40=0:: A=_0F ”26_160:>ADR — RangoM =3 OA0R

Como los rangos de ambas matrices son igualesaé atynimero de incognitas,
es sistema que determinan es compatible y detedmimasea, que los planos son secan-
tes y tienen un punto en coman.

Los tres planos se cortan en un puntqg independiatementedel valor de A.
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2°) Se consideran las rectas {X ~y=3 = {X —z=4

x+y—z:0'yS= 2X-y=T7"
a ) Hallar la recta t, perpendicular ary s, qasgppor el origen.

b ) Hallar las coordenadas del punto de intersaad@la recta s con la recta t obtenida
en el apartado a.
a)

Si la recta t tiene que ser perpendicular a lefaser y s, su vector director tiene
gue ser perpendicular a los vectores directordasddos rectas. Un vector que es per-
pendicular a dos vectores dados es su productonadct

Para determinar los vectores directores de rag £xpresamos en forma de ecua-
ciones parameétricas:

E{x—yzs_ :>Z:A:>X_yf3}a2x:3+A;;x:§+£A
X+y-z=0 = —— 7 x+y=/ 2 2
X:§+E/]
2 2
x+y:A;;y:—x+A:—§—%A+A:—§+%A:y = [r= y:—§+%A
z=A1

SE{X_Z:4 = Z=[ > X=4+p i 2x-y =T ;; y=2x-7=2(4+u)-7=

2X—-y=17
X=4+u
=8+2u-7;, y=1+2u = s=y=1+2u
z=U

Un vector directorderes, =(1, 1, 2) yunode s es, = (1, 2, 1).

—_—

]
Un vector directordetes = v. Ov,_ =|1 1 2|=i+2j+2k-k-4i—j=
1 2

= N X

=3+j+k=w=(-311)

N < X
o on

La recta t dada por unas ecuaciones paramétscase{



b)
El punto de interseccion de las rectas s y t topre satisfacer las ecuaciones de
ambas, es decir:

Z=U 4+ 1 =-3a
=> < 1+2u=qa  =>4+u=-3u ;; 4=-4u ;, u=a=-1

X=-3a H=a
t=<y=a
z=a

PE -1 -1)
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1 2 1
3°) Dadas las matrices:( j el :( Oj, se pide:
01 01

a ) Hallar dos constantes y g tales queA* =a - A+ 8- 1.

b ) Calcular A utilizando la expresion obtenida en el apartaderan.

c ) Hallar todas las matrices X que satisfadan: X)(A+ X) = A> - X2,

a)
Nzg - A+f-| = (1 2)(1 2 —g. 1 2)'*:3'[1 Oj;;
0 1 01 01 01
1+0 2+2\ (a 2a) (B O 1 4\ (a+B 2a a+ﬁ:1}
= + i = = =
0+0 O0+1 0O a 0O pg 0 1 0 a+pf 20 =4
> a=2;, f=-1
b)

5 ) 1 4\ (1 2 1+0 2+4 1 6 . (1 2n
A=A A= - = = . En general: A" =
0 1) (0 1 0+0 0+1 01 0 1

3 s (1 2:5) (1 10\ .
Para n=5 = A’ = = =A
0 1 0O 1

c)
a b . L
SeaX :(C dj' Teniendo en cuenta que el producto de matricesene, en

general, la propiedad conmutativa, seria:

(A-X)A+X)=A*-X2 = AP+A-X-X -A-X?*=A*-X2;; A-X-X-A=0

1 2 ab a b 1 2 a+2c b+2d a 2a+b
A- X=X -A> . = . . = =
0 1 c d c d 0 1 C d c 2c+d
at+t2c=a a3
=b+2d=2a+b}=>c=0=> a=d = X:[O

b
j, Oa,b0R

d=2c+d a
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4°) Dada la funcior (x) = % se pide:

a ) Hallar la ecuacion de la recta tangente a &ficgren el puntd®[a, f(a)] para a > 0.

b ) Hallar los puntos de corte de la recta tangkatiada en al apartado a) con los ejes
de coordenadas.

c ) Hallar el valor de a > 0 que hace que la d@gaantre los dos puntos hallados en b)
sea minima.

a)
Para x = a, la pendiente de la recta es la dexidada funcion para x = a:

-

X a’

El punto de tangencia é{a, lj y la ecuacién de la recta que pasa por un puntt
a

conocida la pendiente gs-y, = m(x - x,).

t=y-

Q|

= a_lz(x a);; a’y-a=-x+a; t=x+a’y-2a=0

b)
Los puntos de corte de la tangente con los ejefoscsiguientes.

Eje X = y=0 -~ x-2a=0;; x=2a = A(2a, 0)

EjeY = x=0 - a’y-2a=0;; ay-2=0 ;; y=§ = B(O, sj

c)
La distancia entre los puntos Ay B es:

oo fo] - o[

La distancia es minima cuando su derivada sea nula

Jariie2. 4 42’ _2/a'+1_4a' -2’ +1) _
a 2Ja i1 Jail & a’va' +1

_4a'-2a'-2_ 2a‘-2 _ 2('-1

a‘va*+1 B a‘va*+1 B a’+a’ +1

=d'




2(a* -1)

a’vJa*+1

Vamos a justificar que se trata de un minimo pardl:

d=0 > =0::a*-1=0:: Por ser a>1= Solucién tnica: a=1

8a’- (azx/a“ +1)—2(a4 -1). {Za -va'+1+a*-

a*(a* +1)

4a° }
4= 2va' +1

—— 4a(a“+1)+4a5} 2(a* -1)(8a° + 4a)
8 5 “+1-2a*-1)- 5 4 —
) a*Va' +1-2(a" -1 { a1l 8a°va’' +1 T

a*(a* +1)

a*(a* +1)

_8a’(a‘ +1)-2ga’ +4a° -8a° —4a) _8a® +8a° -16a° +8a° +8a _ -8a’ +16a°+8a _
2a‘(a* +1Va* +1 2a‘(a* +1Wa* +1 2a‘(a* +1Va* +1

-4a’ +8a’ +4 _—4+8+4_ 4

= =d" =d"y, = =
a’(a* +1Wa‘ +1 71202 2

=22 >0 = Minimo, cq.j.

Siendod = AB = 2\/84 +1, para a = 1 resulta, finalmente:

d=AB=2J/2u
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REPERTORIO B

X2

1°) Dada la funcionf (x) = L

x —
x > 1, hallar un punt®|[a, f(a)] tal que la recta tangente a la gréafica de f(>@smpun-
to sea paralela al eje OX.

donde L significa logaritmo neperiano, definidaiga

La recta tangente tiene como pendiente la deridadia funcién en ese punto v,
como tiene que ser paralela al eje OX, su valoetmgue ser cero, con lo cual se tiene:

2

f(X):L X - sz—L(x—l):ZLx—L(x—l) -

2 1 2X—2-X_ X—-2
f'ix)=—- = = =f' ;o F'(x)=0 -2=0;;, x=2
) x x-1 x(x-1) x(x-1) ) ()=0=x 2=

=L2°=2L2 = P(2 2L2)

y-y, =mlx—x,) = {P%:ZOLZ)} = t=y-212=0-(x-2) ;; t=y-2L2=0

*kkkkkkkkk



2°) Se considera la funcidinx) =

(1+eex)2 , se pide:

a ) Calcular los extremos locales y/o globalesadercion f(x).

b ) Determinar el valor del parametro a tal qé{x) - dx = %.
0

f'(X): e .(1+ex)2 — e _2(1+ex) . e _ e _(1+ex)_262x _ e _(1+ex _Zex) _
L+e) (L+e ) (1+e )

((g=le lme)re el fref-e foe) |3-fref e

Lref
_ efl-e -e) [1+e)-3e [1-¢) _ ex[(l—ZeX)(1+ ex)—3ex(1—ex)] _
e e
:ex(1+ex—2ex—2ezx—3ex+3e2x): ex(1—4ex+ezx): £0(x)
e (e
f,,(o)_e°(1—4e°+e°)_1-(1—4+1)_—2__1<O M 0
= e w7 s = Maximo para x =
e 1 _1_1 . 1
f(O)— (1+eo)2 - (1+1)2 _y—z = I\/Iax(O, Zj




= 5, 1+e* =4e* -4 ;; 3" =5 ;; e*‘:§ - a:L§:L5—L3:a
4 3 3 —
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3°) Se considera la familia de plamog+ (m-2)y + 3(m+1)z+ (m+1) =0, se pide:
a ) Determinar la recta comun a todos los planda éamilia.
b ) Determinar el plano de esta familia que pasappunto P(1, 1, 0).

c ) Determinar el plano de esta familia que eslelara la recta = {f;izZ:ll::OO.

a)

Teniendo en cuanta que un haz de planos se pe¢elenthar por dos de ellos y
gue una recta se define como interseccion de @o®$| para determinar la recta comudn
0 eje del haz de planos, basta con dar a m dosesgalistintos, por ejemplo, param =0
ym=1:

m=0 - -2y+3z+1=0
mx+(m-2)y+3m+1)z+(m+1)=0=
m=1- x-y+6z+2=0

<= 2y-3z-1=0
T |x-y+6z+2=0

b)
El plano del haz que contiene al punto P(1, 1iede que satisfacer su ecuacion:

mx+(m-2)y+3m+1)z+(m+1)=0

Wl

}:m+(m—2)+(m+1):o - 3m=1: m=
P(1 1 0)

Sustituyendo este valor en la ecuacion de habtsne el plano pedido:
}x+ E—2 y+3(£+1jz+(£+lj:0 " Ex—g)y+4z+ﬂ:O .
3 3 3 3 3 3 3

NnN=X-5y+12z2+4=0

c)

El plano del haz que es paralelo a la recta t gaestiene como vectores directo-
res a los vectores directores de las rectas r gomtrene un punto de la recta s (eje). Pa-
ra determinar estos elementos expresamos ambas mtisu forma de ecuaciones pa-
rametricas:

_y+z41=0 24 = y=14g Z_:jm = v =(211)

{X—22+1:O X:—1+2/]} {X:—1+2A
r= = I =




_[2y-3z-1=0 _ 2y=1+3u |- y=_-+t-U —V—2_By =
S_{x—y+62+2:0_’Z_'u_’x—y:—2—6,u} 2 - XSy-2-ous
X:—E—glu
2 2 v.=(-9 3 2)
1 L | 1.3 s
=-H+_H-2-6U==X = SEy=_+_4 =
2 2 2 2 u=1- P(-6 2 1)
z=Uu

El plano pedido es el siguiente:

x+6 y-2 z-1
H(P; vr" Z)E 2 1 1 [=0:
-9 3 2

2(x+6)-9(y-2)+6(z-1)+9(z-1)-3(x+6)-4(y-2)=0 ;;
—(x+6)-13y-2)+15z-1)=0 ;; —x-6-13y+26+152-15=0

n=x+13y-152+5=0
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0 k t 1
4°) Dadas las matrices=|0 0 k| y B=|0
O 0O 0

, Se pide:

o R x
_ox -

a ) Hallar A,
b ) Hallar la matriz inversa de B.

c ) En el caso particular de k = 0, hallaf.B

a)
0 k t) (0 k t 0+0+0 0+0+0 O0+k*+0
A°=A-A=|0 0 k|-/|0 O k|=|0+0+0 0+0+0 0+0+0
O 0O O 0O 0+0+0 O+0+0 O0O+0+0
0 0 k*) (0 k t 0+0+0 0+0+0 0+0+0
AP=A>-A=|0 0 0|-|0 O k|=|0+0+0 0+0+0 0+0+0
O 0 O 0O 0O 0+0+0 O+0+0 O0+0+0
0 0O
A®=10 0 O
0O 0O
b)
1 k t 1 00
B=|0 1 k|;;|B[=1;;B"=|k 1 0
0O 0 1 t k 1
PRI N
Adj (B")=| - - =lo0 1 -k |=B"
k 1 t 1 t k 0 0 L
00 _1 0 10
10 k O k 1
Cc)
1 k t 1 0 t
B=|0 1 k| >k=0=B=|0 1 0
0O 0 1 0 01

k2



BZ

o O B

o - O

=

1
-1 0
0

0
1
0

t
0
1

vy)

B

1
o O k-

1+0+0 0+0+0 t+0+t
0+0+0 0+1+0 0+0+0
0+0+0 0+0+0 0+0+1

10
0
1

o +— O
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