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(RESUELTOS) por Antonio Menguiano.

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios goerginuacion se proponen.
REPERTORIO A
1°) Calcular la base y la altura del triangulo ¢sbss de perimetro 8 y area maxima.

S:b—éh = Maxima ;; p=2a+b=8;; a:8;2b

he :(S—bjz _(bjz _64-16b+b’ -b* _ 64-160 _

2 2 4 4

=16-4b=4(4-b) ;; h=,/4(4-b)=2/4-b=h

Sustituyendo el valor de h en la férmula de laesligie, queda:

S= béh _b '2“24"b —byA—b =’ —b° =S

8b — 3b? 8b—3b? 8-3 8 .
S'= = = =0 = 8-3b=0;; b=—=unidades
24/4b* -b* 2bv4-b 2J4-Db 3

8 12-8 4 4 43 .
h=2J4-b=2[4-==2|72"==2 |2 == =2 ynidades= h
3 3 3 J3 3
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2°) Se considera la funcioi(x) = (421;_4})1 , se pide:

a ) Calcular las asintotas, el maximo y el minifasotutos de la funcién f(x).

b ) Calcular| f(x) - dx.

a)

Asintotas horizontales: son los valores finitoe tpma y cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

lim lim (2x -1)?
X oof(x):x 00(42 ) =intt/
- - X“+1 ==

Asintotas verticales: son los valores de x qudéaanel denominador.

4x* +1=0 = xOR = No tiene

Asintotas oblicuas: No tiene. (Para que tengd@asoblicuas es necesario que
el grado del numerador sea una unidad mayor ogieed del denominador).

Maximos y minimos.

f(x):w N f'(x): (8X—4)(4x2 +1)—(4x2 —4x+ ]) .8x _

4x* +1 (4x2 +1)2
320 +8X-16¢' ~4-320 43¢ 8¢ _16¢ -4 _, 4C-1 _ 0
(ax? +2) e +lf (a1

1

A

f'(X):O = 4x*-1=0 . 4x% =1 - === J]l—
4 1
X, __E

8x- (4 +1f —(4x* =9 2. (4x* + 1) -8x _
(ax? +1)°

f(x)= 4

8x - (4x® +1)-16x{4x* 1) _ 5.8 (ax? +1-8x* +2) . x(3-4x?) _ £(x)

-4 (axz +1) (ax? +1) (axz+1)




b)

4x* —4x+1 4 1 4 4
jf(X)-dX:J-XZ—X-'-'dX J-( X + X j :J-dx—j4 2X -dx=

4x° +1 4x* +1 4x*+1 X2 +1

2 —
:X—j 42.X CdX= 1=t —.[ = l EZX_E'Lt*‘C:
4x° +1 8xdx=dt 4x? +1 2° t 2

:x—% L(ax? +1)+C = x-L/ax’ +1+C
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(1-a)x-2y+4z=0
3°) Dado el sistema x-(1+a)y+z=0 {, se pide:
-x+ay-z=0

a ) Estudiar la compatibilidad segun los valordgpdeametro a.

b ) Resolver el sistema anterior cuando es conipatiieterminado.

a) Se trata de un sistema homogéneo, por tamtimpse es compatible ya que, al
menos, admite la solucion trivial x =0,y =0, .=

l-a -2 4 l-a -2 4
M=M'=| 1 -1-a 1|;;|M|=| 1 -1-a 1|=(-a)l+a)+da+
-1 a -1 -1 a -1

+2-4(1+a)-2-all-a)=1-a’+4a-4-4a-a+a’=-3-a=0 = a=-3

4x-2y+4z=0 2x-y+2z=0
Para a = -3 resulta el sistema:x-2y+z=0¢, equivalente a: x-2y+z=0;.
-x-3y-z=0 X+3y+z=0

Como puede apreciarse, la primera ecuacion esnta sle las otras dos, por lo
Xx-2y+z=0
X+3y+z=0]"

cual se puede suprimir, resultando, finalmentesetma:

Paraa# -3 = RangadV =n°incognitas = Compatibledeterminado

La soluciénes la trivial: x=0;; y=0;; z=0

b)
_2 + :O . _2 :_k
Paraa = -3 result)é y*z .Parametnzandoz:k):( y
X+3y+z=0 X+3y=-k
Aplicando la Regla de Cramer:
-k -2 1 -k
|-k 3] -3k-2k -5k _ _ 11 -k| _-k+k_0_
X = = = =-k=x;; x= = =—=0=vy
5 5 S5 =



x=-k
Solucion<y=0
z=k
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4°) Se consideran la recta y los planos siguientes:

x=2-3A
r=qy=1+24 ;; 1, =2-3x+2y-z=0;; m,=3+2x+2y-2z=0, se pide:
z=4-4

a ) Determinar la posicion relativa de la recta specto a cada uno de los planos.

b ) Determinar la posicion relativa de los dos pfan

¢ ) Calcular la distancia de r73.

Un vector director de la rectar @s= (- 3 2, -1).

Los vectores normales de los planos san: (-3 2, -1) ;; n, =(2,2 -2)

Como puede observarse, el vector director decla s el mismo que el normal
del planorn,, lo cual significa que r es perpendicular al plazo

Con respecto al plann,, observamos que el producto escalar del vectectoir
de la recta y el normal al plano es cem: n, = (-3 2 -1) (2,2, -2)=-6+4+2=0.

Esto significa que la recta r es paralela al plano esta contenida en él.

Para diferenciar el caso, tomamos dos puntos axla r y verificamos si ambos
pertenecen al plano; sean los puntos de r, P@ y1Q(-1, 3, 3):

P(21 4) }

= 3+2-2+2:-1-2-4=9-8=1#0 = PUr,
m,=3+2x+2y—-2z=0

La recta r es perpendiclar a 7, y paralela a 7,

b)
Por ser los vectores, = (-3 2, -1) y n, =(2 2 -2) linealmente independientes
son secantes y por ser el producto de sus vectoresles igual a cero, son perpendi-

culares.

Los planos 77, y 7, son perpendiclares




La distancia de r &, es la misma que la de un punto de r al plano:

d(P, 77)

_| A% +By, +Cz +D| P(214)
= = _ =
JA? + B2 +C?2 M, =2x+2y-2z+3=0

|2-2+2:1-2-4+3| _|4+2-8+3| _ 1 .3

2% +22 + 22 J12 23 6
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REPERTORIO B

1 0 O 1 0 O
1°) Dadas las matrices=|-3 1 -1|y B=|0 -1 0|, se pide:
5 -1 2 O 0 O

a ) Hallar AL,

b ) Hallar la matriz X, tal que:A- X - A" =B, donde A significa la matriz traspuesta
de A.

a)
1 0 O 1 0 0f
A=1-3 1 -1|;;|A[=|-3 1 —1:‘_l 2‘:2—1:1:|A| '
5 -1 2 5 -1 2
1 -3 5
AT=|0 1 -1
0 -1 2
‘1 —1‘ _‘o —1‘ ‘o 1‘
-1 2 0 2| |0 -1 1 00
Adj (A7) = —‘_3 5‘ ‘1 5‘ —‘1 _3‘ =[1 2 1|=A"
-1 2| [0 2 0 -1\ |, |
-3 5 1 5| |1 -3
‘1 —1‘ _‘o —1‘ ‘o 1‘
b)

T
1

A-X - A" =B. Multiplicando por la izquierda pory por la derecha pc(vA‘l)
teniendo en cuenta qa*)" =(AT)”, queda:

A AXCA (AT = ATB (A X = ATB (A

1 00)(1 0 0)(1 1 -2
Xx=A"B-(A) =] 1 2 1|-|0 -1 0[-|0 2 1 |=
-2 1110 0 oflo 1 1
1 0 0\ (11 -2y (1 1 -2
=1 -2 0[:[0 2 1|=|1 -3 -4|=X
-2 -10/01 1) (-2 -4 3
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: X+2y=1
2°) a) Dado el sistema Y
3X-y=2

(distinta de las anteriores) de manera que elnséstie tres ecuaciones y dos incognitas
resultante siga siendo compatible.

} , escribir una tercera ecuaciéon de la forama by=c

. 2x+2y—-z=1 - .,
b ) Dado el sistema , escribir una tercera ecuacion de la forma
Xx+y+2z=1
ax+ By + )z =1 (distinta de las anteriores) de manera que edrsstde tres ecuaciones

con tres incognitas resultante sea compatible enohéado.

a)

La solucion de un sistema de ecuaciones no s& d@itese afiade o elimina una
ecuacion gue sea combinacion lineal de dos declesc®nes. Asi pues, basta con afa-
dir, por ejemplo, la ecuacién suma de las dos dadas

Xx+2y=1
X-y=2
Ix+y=3

Geomeétricamente significan lo siguiente: las dasaeiones que forman el siste-
ma son las ecuaciones de dos rectas en el plappaguser linealmente independientes,
se cortan en un punto (que es la solucién delnségtda tercera ecuacion, por compartir
la solucién, también pasa por el punto de corte.fdasibles infinitas soluciones consti-
tuyen el haz de rectas del plano que definen lagetdas dadas.

b)
Con el mismo razonamiento del apartado antemsylta:

2x+2y—-z=1
X+y+2z=1
3X+3y+z=2

Geométricamente significan lo siguiente: las eituees dadas representan a dos
planos que, por ser linealmente independientespidan en una recta (que es la solu-
cion del sistema); la tercera ecuacion, por comparsolucion, representa a un plano
que también contiene a la recta que definen lagcamues primitivas. Las posibles infi-
nitas soluciones constituyen el haz de planos gfieah los dos planos que representan
las ecuaciones dadas.
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30
) a ) Determinar la posicion relativa de los sigtésrplanos, para los distintos va-
m =2x+3y+kz=3
lores del parametro k7, = x+ky-z=-1 .
m,=3x+y-3z=-k

b ) En los casos en que los tres planos antersme®rten a o largo de una recta co-
mun, hallar un vector director de dicha recta.

a)
2 3 k 2 3 k 3
M=1 k -1|;;M'=|1 k -1 -1
3 1 -3 3 1 -3 -k
2 3 k
IM|=|1 k -1|=-6k+k-9-3k*+2+9=-3k?~-5k+2=0;; 3k’ +5k+2=0
3 1 -3
1
k:—5i\/25+24:—5im:—517:> 3
6 6 6 K, =2
Kzl
Para 3 ¢} = RangaM = RangoM '=3=nCincégnitas= Compatibledeterminado
k% -2

Los tres planos se cortan en un punto

Para k ::—1 el rango de M"' es:

2 3 3 1 2 3 3 1
M'={C,C,C}=1 ¢ -1 =53 1 -3 25-(—2+27—81—27+18+9):
31 -1 9 3 -1
:é-(27—83):—5—96¢0 — Rangode M'=3
Rangav =2
Parakzl = J = Incompatile
3 RangoM'=3 —

No hay planos paralelos Los planos se cortan dos a dos




7T, =2X+3y—-2z=3
Para k = -2 resultan los planosm, =x-2y-z=-1.

T, =3X+y—-32=2

Observemos que, = n, +7,, lo cual significa que:

Para k =-2 los tres planos se cortan en una recta

b)

La recta r que determinan los planos se obtien@ado dos cualesquiera de

. : 2x+3y—2z=3
ellos, por ejemplo, los dos primeros= :
X-2y-z=-1

Para obtener un vector director, expresamos nas ecuaciones parameétricas:

2x+3y—2z=3 2xX+3y =3+ 2t 2x+3y=3+2t 5
r= =>z=t = 5 =7y=5; y=—=
X-2y-z=-1 X—2y=-1+t —2X+4y=2-2t 7
x=2+t
7
5 10 5
X=2y=-1+t ;; x=-1+t+2-—=-1+—+t=—+t=Xx = r=iy=— =v=(101
4 7 7 7 y 7 (l )
z=t
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4°) Dada la funcionf (x) =1-x?, se pide:

a ) Hallar la ecuacion de la recta tangente adfiogr de f en el punt®|a, f (a)], donde
O<acx<l.

b ) Hallar los puntos Ay B en los que la rectddui en el apartado anterior corta a los
ejes vertical y horizontal, respectivamente.

c ) Determinar el valor de a perteneciente al watler (0, 1) para el cual la distancia en-
tre el punto Ay el punt®[a, f(a)] es el doble de la distancia entre el punto Bpuet

to P[a, f(a)].

a
f(x)=1-x* = f(a)=1-a’ = P(a, 1-a?)

Sabiendo que la pendiente a una funcién en uropsta derivada de la funcion
en ese punto:

f(x)=1-x* ;; f'(x)=-2x ;; m=f'(a)=-2a=m
La ecuacion de una recta conocida la pendientg-eg; = m(x-x,), asi queda:

y-({1-a%)=-2a(x-a) ;; y-1+a® =—2ax+2a’ ;; Tangente t = y+2ax—(L+a’)=0

b)
Una forma rapida de hallar los puntos de cortelasmejes es expresando la recta
en forma candnica o segmentaria:

2
t=y+2ax-(1+a’)=0 = o+ Y =1 = B S Ao, 1+2°)
l1+a® 1+a 2a —

2a

c)

2 —_— R—
B(“a ,o} — AP=2.BP




AP=(a-0) +|(l-a?)-(1-a2)] =+/a? +(1-a2 -1-a2) =/a® +(-2a?) =+/a? +4a" =

= Ja?(l+4a’)=aV1+4a® = AP

ﬁ’:\/(a‘“azjz +[1-a?)-of :\/(#;_azjz +(1-a2) :\/(al;zl)z +{i-a%) =

2a

o)y oea).

1 1+4a* 1-a° —
+1=(1-a?)- = -4/1+4a* =BP
4a° 4da ( ) 2a

2 432

_ - _ a2 A2
AP=2.BP = a-«/1+4a2:2-12a Ni+da? ca=1"% . a2o1og2
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