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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios goerginuacion se proponen.

REPERTORIO A

1 20 11 2
1°) Dadas las matrices=|{0 1 2|y B=|1 1 -1|:
0 2 3 01 3
a ) Determinar la matriz inversa de B.
b ) Determinar una matriz X tal que: A=B - X.
a)
11 2 1 1 0
|B|=|1 1 -1/]=3+2+1-3=3=|B|;;B'=|1 1 1
01 3 2 -1 3
‘1 1‘ _‘1 1‘ ‘1 1‘
-1 3 2 3 2 -1 4 -1 -3 PR,
. 1 0 |10 11 "
Adj(BT)=| - - =|-3 3 3|=B'=|-1 1 1
-1 3] |2 3 2 -1 L -1 0 L 1o
10 _1 0 11 3 3
11 11 11
b)
A=B-X ;:B*™A=B*B:-X;;B"™A=Il-X;; X=B* A=
4 -1 -1) (1 2 0) (4+0+0 2&-1-2 0-2-3) (4 1 -u
X=-1 1 1|0 1 2|=/-1+0+0 -2+1+2 0+2+3|=|-1 1 5 |=X
5 -3 0)10 23 (4+0+0 3-3+0 0-3+0) (3 3 -3
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. : 00 , .
2°) a) Si A es una matriz tal qué = (0 oj’ ¢cudl es el valor del determinante de A?

b ) Calcular un niamero k tal qu{e{:3 _4j—k-(1 Oﬂ :[O OJ.
1 -1 01 OO0

a)
A=A A= |A|=|Al|A];; 0=|A|-|A] 5 |A" =0 = |A]=0

b)

[ R T e A I E
A L E A TR R
(5

6k +k? -4 —12+4k+4+4kJ_(0 oj B £k2—6k+5 8k -8 j (o oj
1 3

3-k-1-k —4+1+2K +k? 00 2-2k k? +2k - 00

=~
1
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3°) Sea el plan@ = x+ 2y +3z =6, se pide:
a ) Hallar el punto simétrico del O(0, 0) respeaidon .
b ) Hallar el plano perpendicularraque contiene al eje OZ.

c ) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértises el origen y los puntos de intersec-
cion den con los ejes de coordenadas.

a)
Un vector normal al plana es:
0(0, 0, 0)
n=(1 2 3
Q La recta r es la que pasa por el pun-
to P y es perpendicular al plano, por lo
tanto su vector director pude ser el nor-
mal del plano, y entonces:
10’(x, Y, Z)
x=k
.
r=s<y=2k
z=3k

El punto Q, interseccion del planp con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:

n=x+2y+3z=6 = k+2k+3k=6;; 6k=6;; k=1 = Q(1273)

Para que O’ sea el punto simétrico de Orespecto au, tiene que cumplirse que:
0Q=Q0 = Q-0=0-Q ;; (1,23)-(0,0,0)=(x, v, 2)-(123);;

x-1=1 - x=2
(1,23)=(x-1 y-2 z-3) = {y-2=2 - y=4F = 01(246)
z-3=3 - 2=6

b)
El plano 7' tiene como vectores directores al normam,an = (1, 2, 3), al direc-

tor de la recta OZ, por ejemple, = (0, 0, 1), y un punto que pertenezca a la recta OZ,
por ejemplo P(0, 0, 2).



c)
Los puntos de interseccion del planaon los ejes coordenados son los siguien-
tes:
. y=0
Eje X - 0= A(6, 0, 0)
_ x=0
T=Xx+2y+32=6 = EjeYa{ = B(0, 3 0)
_ x=0
Eje Z - { = (0, 0, 2)

Los vectores que determinan el tetraedro son:
OA=(6, 0, 0) ;; OB=(0, 3, 0) ;; OC=(0, 0, 2)

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sttproducto mixto de los
mismos, en valor absoluto, sera:

V:EHO—A, O—B, O—C”:E :£.|36|:6u3:V
6 6 6 -

o O o
o w O
N O O
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4°) Sabiendo que la funcion f(x) tiene como derazaid(x) = (x - 4) (x* —8x +7):
a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decreemto de f.

b ) Hallar los maximos y minimos relativos de f.

c ) ¢ Es el punto x = 4 un punto de inflexiébn déu$tificar la respuesta.

a)

Una funcion es creciente cuando su derivada asvaog decreciente cuando es
negativa.

En el caso que nos ocupa, como un cuadrado siegagresitivo, para determinar
el signo de f'(x) basta con estudiar es signo dxpaesionx® —8x+7:

Resolviendo la ecuacion que determina:

X:81\/64—28:81\/§3:816 _ {X1=7
2 2 2

Por ser f(x) polinbmica su dominio es R, por loatlas soluciones anteriores
determinan los intervalog-«, 1), (1, 7) y (7, +«), que son alternativamente crecien-

tes y decrecientes. Estudiamos uno de ellos, pang (- «, 1), en el cual se encuen-
tra el valor x = 0, que es el mas sencillo:

£'(x)=(x-4)* (x* -8x+7)= '(0)=(-4)* - 7>0 = Creciente

Creciente f'(x)>0 = (-, )0(7, +o)

Solucion
Decreciene: f'(x)<0 = (1, 7)

b)
Para que una funcion tenga un maximo o un mingladivo es necesario que la
derivada sea cero en ese punto.

f'(x)=(x—4) (x* -8x+7)=0= x, =4 ;; x,=1; x,=7.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada:



£(x)=2(x - 4)(x? —8x +7)+ (x - 4)* - (2x—8) =2(x - 4) (x> —8x + 7)+ 2(x — 4)* - (x~4) =
:2(x—4)[(x2 ~8x+7)+(x-4) - (x—4)]:2(x—4)(x2 ~8X+7+x° —8x+16)=

=2(x - 4)(2x* —16x+23)= f"(x)

f(1)=21-4)(2-16+23)=-6-9=-54<0 = Maximo para x=1

f(4)=2(4-4)(32-64+23)=0 = Ni maximoni minimo

f(7)=2(7-4)(98-112+23)= 6-9=54>0 = Minimo para x=7

c)

Para que exista un punto de inflexién es condiogtesaria que se anule la se-
gunda derivada para ese valor, por lo tanto, cait(4) = O, puede existir un punto
de inflexion. Sin embargo, la condicion anteriorasosuficiente, tiene que cumplirse,
ademas, que la tercera derivada sea distinta depaea ese valor.

f(x)=2(x - 4)(2x* —16x + 23) =
= £ (x)= 1. (2x* —16x+23)+ (x - 4)(4x -16)] = 2(2x* —16x + 23+ 4x* —16x — 16X + 64) =

=2(6x* - 48x +87)= f"'(x)

f'(4)=2(96-288+87)=2-(-105#0 = Existeun P.|. para x=4
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REPERTORIO B

1°) a ) Hallar el conjunto formado por los punte$ glano z = 0 que distan 3 unidades
del plano de ecuacion=2x-y+2z =4,

b ) Describir dicho conjunto.

a)

Los puntos del plano z = 0 son de la forma P(X)yLa formula de la distancia
Ax, + By, +Cz + D

de un punto a un plano e#P, 77)=
p plano es(P, 7) e

Sabiendo que (P, 7)=3:

. 2X-y-4 o 2Xoy-4 o 2X-y-4 o _
d(P, 7)= =3 Y0 o3 XY TR 3 ox-y-4=149
b, 7) 427 +(-1) +2° £J4+1+4 3 ’

La solucion son las rectas paralelasr =2x-y-13=0 y s=2x-y+5=0

b)

La descripcion puede ser la siguiente: los plamo® yn=2x-y+2z2=4 se
cortan en una recta; el conjunto de todos los punie equidistan 3 unidades de una
recta es otra recta paralela a ella, de ahi lasisoles dadas.
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2°) En el planor = 2x -2y +2z =2, determinar un tetraedro con los tres planos @&ord
nados. Se pide:

a ) Calcular la longitud de la altura del tetraegue parte del origen.
b ) Determinar las ecuaciones paramétricas decta rejue contiene dicha altura.

c ) Calcular el area del la cara del tetraedroagii@ contenida en el plama

a)
La altura pedida no es mas que la distancia dgmral planon . Sabiendo que la

distancia de un plano al origen de coordenada{@s )= —C , Sera:
++/ A2 + B? +C?

@) ]7'): 2 = 2 :i
L 2P e(-2fHrr JAr4arl 9

h=d( :g unidades=h

b)

La recta r que contiene a la altura determinagfeetcomo vector director el nor-
mal al planon: n = (2, - 2 1) y pasa por el punto O(0, 0, 0). Unas ecuacionesme
tricas de ra recta r son:

x=2/
rs<y=-24 0OAOR
z=A1
c)
Los puntos de interseccién del planaon los ejes coordenados son los siguien-
tes:

Eje X _}{y
7=

0= AL 0, 0)

=0
T=2x-2y+z=2 = Jje Y *{z 0= B(0, -1 0)

ez-1""% 2 co o 2)
J - y O ] y

El area pedida es la del triangulo de vértices ABC

uU=AB=B-A=(0,-10)-(100)=(-1-10)

v=AC=C-A=(002)-(100)=(-10,72)



El area del triangulo que forman es la mitad de&&lel paralelogramo que de-
terminan los vectores y v

i ] Kk
SR et R M R R

I
N
S
I
N
[
N
I
(0]
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3°) Sea la funcidnf (x) = % .
X2+ X+

a ) Hallar sus maximos y minimos relativos y sustatas.

b ) Dibujar la grafica de la funcion, utilizandoifdormacion obtenida en el apartado
anterior, teniendo en cuenta, ademas, que f tiraetamente tres puntos de inflexion

-1-43 _ _ 1 _-1+4/3
X =2y %=

cuyas abscisas son= B 5 5

, respectivamente.

c ) Calcular el recinto limitado por la gréaficaldefuncion f, el eje OX, larectax =0y
la recta x = 2.

a)

()= 2(x2 +x+1)2 —(2x+1) -2-(x2 +x+1)(2x+1) 2(x2 +x+1)—2(2x+1)2 _

(x2 + x+1)4 (x2 + x+1)3
_ _x2+x+1—(4x2+4x+1)_ T -3 . XX
w2 (x2+x+1)3 "2 (x2+x+1)3 ° (x2+x+1)3 F)

(0 = -6, X6 Hxa1 (¢ +1) 30+ x+f (ox+1)
(x +x+1)

(2x+1)(x* + x+1)-3(x* + x)(2x +1) - (2x+1)(x* + x+1-3x> - 3x) _

=-6
(x> +x+1)° (x2 +x+12)°

(2x+1)(-2x* —2x+1) _ _ (2x+1)(2x +2x-1) _ _ (2x+1)(2x* + 2x-1) _

=6

=6 =6

(x2 + x+1)4 (x2 + x+1)4 (x2 + x+1)4
AP +4X? = 2x+ 22 +2x =1 _ . 4xX° +6x* -1
=6 =6 =f"
(x> +x+1)’ (x2 +x+1)° )
X2 + X x =0

f'(x)=0 = -6- =0 = x*+x=0 ;; x(x+1):O:>{

(x> +x+1) X, =71

(0)=""=-6<0 = Max = f(O):%:l — Méxima(0, 1)




f"(—1):%:%>o = Min. = f(—l):_Tl:—l = Minimo(-1, -1)

Asintotas horizontales:

y=k = y= lim f(x): lim 2X—+12:0;; =0
X - X = o (x2 +x+1) —

Asintotas verticales:

x=k = x*+x+1=0, xOR = No tiene

Asintotas oblicuas:

Ii Ii
m= M: m 2x+1 > =0 = No tiene
X - 00 X X - 00)(()(2 +.X.+1) EEo————

b)
La representacion grafica de la funcion es, apragamente, la siguiente:

=W

2 2x+1 { x>+ x+1=t
j—-dx:>
. (2x +1)dx=dt

L L)
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:>S:jd—2t: t?-dt=
x=0-1t=1 t
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AX+3y+z=A1
4°) a ) Discutir, segun los valores deel sistema: x+ Ay +Az=1.
X+y-z=1

b ) Resolver el sistema anterior en el casd de.

a)
A3 1 A3 1 4
M=[1 A A|;;M=|1 A A 1| = {c,=C,} =RangM =RangM’
11 -1 11 -11
A3 1
IM[=]1 A A|=-A+1+31-A-1+3=0;; -2F+21+4=0;; X-A-2=0
11 -1

A

_1+41+8 _1+4/9 _13 A =2
2 2 2 A, =-1

A#£2
Para {)I 4 _1} = RangadM =RangoM'=3=n° incégnitas = Compatible deter minado

A=2
Para {)I B 1} = RangoM = RangoM '=2<n°incognitas = Compatible in deter minado

X+3y+z=2

: 2 )
ParaA = 2 resulta el sistema: } Parametrizando z = k :

X+2y+2z=1

2x+3y=2-k| 2x+3y=2-k
=-y=3k;; y=-3k;; x-6k =1-2k ;; x=1+4k
X+2y=1-2k| —2x—-4y =-2+4k — —_—
x=1+4k
Solucion {y=-3k [OkOR
z=k
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