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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios goerginuacion se proponen.
REPERTORIO A

1°) Calcular los siguientes limites (donde L sigailogaritmo neperiano):

lim L [cos(3x)| lim J4+x-4-x
x - 0 L[cos(2x)] X -0 4x

lim Llcos(3¢)] _ lim L[COSO]—L—l—Q Indet. = (L'Hopital) =
x - 0 L[cos(2x)]  x - 0 L[cos0] L1 0

a)

a)

-3sen(3x)
lim  cos(3x) _ 3 lim sen(3x)-cos(2x)

T x-0-2sen(2x) 2 x - 0sen(2x) - cos(3x)

cos(2x)

lim sen(3x) lim cos(2x)
X - 0sen(2x) x — Ocos(2x)

-3,
2

lim sen(3x) lim cos0_3 lim sen(3x) 1_3 lim sen(3x) 3 0

=3
"2 x-0sen(2x) x-0cos0O 2 x-0sen(2x) 1 2 x-0sen(2x) 2 0

——:(L'Hopita|):>§. lim M:EE@:?%:?
2 x-02cos(2x) 2 2 cosO 4 1 4

lim —Ja4- -
b) Va+x-Na-x _J4-V4_0 = Indet. = (L'Hopital) =
X-0 4x 0 0
1 -1 1,1 1.1 1
lim 2J4+x 2J4-x _2J4 24 4 4_2_1
X -0 4 4 4 4 8
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2°) Dada la funciorf (x) = X1 se pide:

a ) Encontrar los puntos de discontinuidad de fefdeinar razonadamente si alguna de
las discontinuidades es evitable.

b ) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.

a)

g _ x*f-x)
La funcion f puede expresarse de la fornigx) = i)’

La funcion f es discontinua para los valores dpi& anulan el denominador, por
lo tanto:

1+x*=0 = x=-1 = Continuidal inevitable de salto inf inito.

1-x*=0 = x=1 = Continuidal evitable ™*

(*) Para x =1 la funcion tiene una discontinuidadtable porque puede definirse
otra funcion g(x), coincidente con f(x) en su doimig continua para x =1, de la si-

5

5 SI x#1
guiente forma: g(x) = 1+ X

E si x=1
2

b)
La funcién tiene una asintota vertical cuando isgashtinuidad es inevitable de
salto infinito, por lo tanto, la recta x = -1 esauasintota vertical de f(x).
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(m+2)x+(m-1)y-z=3
39) Se considera el sistema de ecuaciones: mx-y+z=2 ;, se pide:
X+my-z=1
a ) Resolverlo param = 1.

b ) Discutirlo para los distintos valores de m.

a)
X-z=3] @ O+@) - 4x-y=5
m=1= x-y+z=2;(2) = X
xty-z=1| 3 @+ - 2x=3

N w

4x-y=5;;, y=4x-5=6-5=1=y ;; 3 - z:x+y—1:g+1—1::—23:z
b)
m+2 m-1 -1 m+2 m-1 -1 3
M=l m -1 1| ;; M= m -1 1 2| :
1 m -1 1 m -11
m+2 m-1 -1
IM|=| m -1 1|=m+2-m’+m-1-1-m({m+2)+m(m-1)=

1 m -1
m =0

=2m-m*-m? -2m+m?*-m=-m’ -m=-m(m+1)=0 = {—
m, =-1

m#Z 0 ., . :
Para {m 4 1} = Rango M = Rango M'=3=n° incég = Compatible Determinado

2 -1 -1 3
Para m=0 = M'=|0 -1 1 2| = Rangode M' =
1 0 -11
2 -1 3
= {c,cC,,Cc}=|0 -1 2[=-2-2+3=1#0 = RangoM'=3
1 0 1

Param=0 = RangoM # RangoM' = Incompatilbe.




1 -2 -13

Param=-1= M'=|-1 -1 1 2| = Rangode M' =
1 -1 -11
1 -2 3
= {C,C,C}=|-1 -1 2/=-1+3-4+3+2-2=1#0 = RangoM'=3
1 -11

Param=-1 = RangoM # RangoM' = Incompatibe.
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4°) Dadas las rectas de ecuacioncas—)(;2 == _21 :f y r's le - y+12 ) Z;1 :

a ) Hallar la distanciaentre ry r’.

b ) Determinar la recta s, perpendicular comury &.r

a)
Un vector director de r es =(3 -2 1) y un director de r' es/ = (2, -1, 2).

Como puede observarse, los vectoves v son linealmente independientes, lo
cual significa que las rectas se cruzan o se ¢qoama verificar que se cruzan determi-
namos un tercer vectow que tenga como origen un punto de r, A(2, 1, pdryextre-

mo un punto de ', B(-1, -2, 1\ = AB=B-A=(-1 -2,1)-(2 1, 0)=(-3 -3 1).

Para que las rectas se crucen es necesario quedmsesu, v y w estén en
planos diferentes, por lo tanto, el rangdlﬁev, W} tiene que ser 3:

3 -21
Rangode {U, V, W}=| 2 -1 2|=-3-6+12-3+18+4=22%0= Rango=3
-3 -3 1

En efecto, las rectas r y r' se cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Pa- ra calcu-
lar la dis- r tancia
entre las rectas
vamos a determi-

nar un paralelepipedo cuyas dimensiones son |ldsrescdirectores de las rectas y el
vector w .



El volumen del paralelepipedo es el producto midos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdestancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

v=u-(vow)=[vov|-n=[uov]a = d:‘“'_(VEW)‘
uldv
3 -2 1
o 2 -1 2
d:‘u'(VDW)‘: -3 -3 1| _ 22 _ 22 _
‘UDV i ]k | =4i+2j-3k+4k+i-6j| [-3-4j-k]|
3 -2 1
2 -1 2
_ 22 22 _22:22\/%:11\/%u:d

N S e e e B W

b)

La recta s pedida, por ser perpendicular a r yarie como vector director a,
gue es el producto vectorial de los vectores direstde ry r’:

z=uOv=(-3 -4 -1

La recta s es la interseccion de los planague tiene como vectores directores al
vector director de r y al vectorz , y el planon' que tiene como vectores directores al

vector director de ' y al vector :

Xx-2 y-1 z
A U, ?)s 3 -2 1|=03; 2(x-2)-3(y-1)-12z-6z+4(x-2)+3(y-1)=0
-3 -4 -1

6(x—2)-182=0;; x-2-32=0;; m=x-3z-2=0




x+1 y+2 z-1
n‘(B; V, ;)E 2 -1 2 |=0;;

-3 -4 -1
(x+1)-6(y+2)-8(z-1)-3(z-1) +8(x+1)+2(y+2)=0 ;;

o(x+1)-4(y+2)-11(z-1)=0 ;; 9x+9-4y-8-11z+11=0 ;;

mT=9x-4y-11z+12=0

La expresion por dos ecuaciones implicitas de s es

x—-3z2-2=0
IOx-4y-11z+12=0
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REPERTORIO B

1°) Comprobar, aplicando las propiedades de lesmeantes, la siguiente identidad:

a? ab b?
2a a+b 2b|=(a-b)’.

1 01 1
a®> ab b’ C o C-cC a’—ab ab-b* b’ > _ab abb?
2a a+b 2b :{Cl*cl_cz}: a-b a-b 2b=" " s
1 01 1 2= 2T 0 o 1] '?® a

~(a-b) a(al‘b) b(al_b)‘:(a—b)zi ?‘:(a—b)z(a—b):(a—b)s cqc
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2°) Encontrar un numero redl# 0, y todas las matrices B de dimension 2 x 2 (des$in

: A0 3 0
de la matriz nula), tales queB - =B- :
31 9 3

SeaB = (2 ;j {a, b, ¢, d}OR, la matriz pedida.

a by (A 0) (a b) (3 0y (al+3 b) (3a+9% b _
c d) (3 1) lc d) 9 3/ " |lca+3d d) (3c+9d 3d

al+3b=3a+3b

b=0 al=3a A=3 HOalR, az0
cA+3d=3c+9d —
= b=3h = = =
d=0 cA =3d 3c=0;;¢c=0
d=3d — —

h-
0
w
o8]
I
TN
o o
o O
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3°) Dados el plan@ = x+3y-2-1=0 y la rectar E%Z:yT_l:E, se pide:

a ) Hallar la ecuacién general del plammoque contiene a la recta r y es perpendicular a
plano 7.

b ) Escribir unas ecuaciones paramétricas de l@a recinterseccion de los planos
nyn.
a)

Un vector director de la recta r @s= (6, 2, 1) y un punto de r es A(-2, 1, 0).

Un vector normal o perpendicular al plances w = (1, 3 -1).

El plano 7' pedido es el que tiene como vectores directoresya w y contiene
al punto A:

X+2 y-1 z
n‘(A; v, W)E 6 2 1(=0; -2(x+2)+18z+(y-1)-2z-3(x+2)+6(y-1)=0 ;;
1 3 -1

—5(x+2)+7(y-1)+162z=0 ;; -5x-10+7y-7+162=0 ;; 7=5x-7y-16z+17=0

b)

X+3y-z-1=0 X+3y=1+A } —5x—15y:—5—5/l}

= = Z=1A=
{5x—7y—162+17:0 T B5x-7y=-17+161]| 5x-7y=-17+164

= —22y=-22+114 ;; yzl—%ﬂ n x:1+/]—3y:1+/1—2+§/1:—2+g/]:x

9]
I
<
I
|
|
I
N
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4°  a) Dibujar la grafica de la funcid@ix) = e* - x.

b ) Calcular el dominio de la funcioh(x) = y Su comportamiento para— 8 y

€" — X
parax - -8.

c ) Determinar (si existen) los maximos y minimbsautos de f(x) en su dominio de
definicion.

En este ejercicio, por coherencia, no se difeegnias apartados.

Dominio: Por tratarse de una funcion compuestalgp@uma algebraica de dos
funciones continuas cuyo dominio es R, el doming(@¢es R.

Recorrido:[1, + ). (Se justifica en el apartado de maximos y mininetetivos).

Como consecuencia de lo anterior, la funcion apetiningin valor de x para el
cual es negativa.

Eje X = g(x)=0=e*-x=0;; e =x=x0OR= No cortaa X.

Corte con los ejes:
Eje Y = g(0)=e’-0=1;; P(0, 1)

Crecimiento: Maximos y Minimos:

x >0= g'(x) > 0= Creciente

g(x)=e-1=0= &' =1 = x=0 =
x < 0= g'(x) < 0= Decreciene

g"(x)=e*>0, OxOR = Mini.P(0, 1)

Puntos de inflexién:g"'(x)=0 = e* =0, xOR = No tiene P. I.

Concavidad y convexidad:

g"(x)=e* >0, OxOR = g(x) es convexa(O) en su dominio

Asintotas : No tiene.

Tabla de valores

X 0 1 -1 2 -2 3 -3 -4
y 1 1'72 | 1'36| 6'39| 2'14| 1908 3’05 | 4'02




Representacion grafica :

Y A
g(X;
\ /
\ /
N /
\\
@)
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