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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a los ejerciciasmdeopcion y a otros ejercicios de la

otra opcion. En cualquier caso, la calificaciorhaea sobre lo respondido de una de las
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéicas.

OPCION A

1°) Comprueba que las siguientes matrices tieh@mseno determinante:

l1+a 1 1 1 l1+a 1 ‘1 1‘
1 1-a 1 1 1 1-a 11
- B:
S TR TR P 11 [1+b 1
1 1 1 1-b 11 1 1-b
Restando la primera fila a todas las demas:
1+a 1 1 1| J1+a 1 1 1
A= 1 1-a 1 1| |-a -a 0 O
1 1 1+b 1 -a 0 b O
1 1 1 1-b| |-a 0 0 -b
a 1 1 1
: 0O -a 0 O
Restando a la primera columna la segunéas < 0 b ol
-a 0 0 -b

Desarrollando por los menores adjuntos de la skgfila:
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a 1 1 -11 1
|A|]=-a-|-a b 0|=a*|1 b 0| = Sumando alas demas la primera fila:
-a 0 -b 1 0 -b
-1 0 0
|Al=a’-| 0 1+b 1 |=-a’-(1-b’-1)=a%’=|A| (*
0 1 1-b
l+a 1 11
B 1 1-a ‘1 1‘ _|1+a 1] [1+b 1 Hl 1H1 1‘:
11 1+b 1 1 1-al | 1 1-b| |11 |11
‘1 1‘ 1 1—b‘

:(]_—a2—])-(1—b2—1)—0-0282b2:|B| *)

La igualdad de las expresiones (*) prueba lo pedido
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1
2°) Seala matrizb\:[ 3}.
1 4

a ) Calcular A.

b ) Resolver el sistemaA - K > J + [Xﬂ = [le :
-1 y 24

a)

. L, _(a b . .

Sea la matriz inversa™ = c d . Por el concepto de matriz inversa:

a+3c:1}

L (13 (a by (1 0y (a+3 b+3d) (1 o) [2F4=0
AATE e d)lo 1) " la+tdc b+ad) o 1)~ =

14 C at4c b+3d =0

b+4d =1

= c=-1;,d=1;;a+3c=1;;, a-3=1;; a=4;;, b+3d=0;; b+3=0;; b=-3

At o 4 -3
-1 1

b)

o AL i i e o et

x+3y+2:21} x+3y:19}
=

= =4 ;, x+3y=19;; x+12=19;; x=7
X+4y+1=24| x+4y=23 — S
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3°) Sea la pardbol& =4y. Sean u y v las rectas tangentes a la parabddss gruntos P
de abscisa ay Q de abscisalxb, az0, b#0.

a ) Hallar las coordenadas del punto R de interSecte las rectas u y v.
b ) Hallar la relacion entre a y b para que latasea y v sean perpendiculares.

c ) Probar que en el caso del apartado b ) el frmtsta en la directriz de la parabola.

a)

Los puntos P y Q tienen por coordenaﬁ%a, a?} y Q[b, ij

La pendiente a una curva en un punto es la dexigtada funcion en ese punto.

La funcion esy = % x* y su derivada eg'= %x.

Las pendientes en los puntos de abscisas a 'y b‘éa)r:%a e y'(b)= %b.

La recta que pasa por un punto conocida la petedesy -y, = m(x-x,), por lo
tanto, las rectas u y v pedidas son las siguientes:

:%a(x—a) ., 4dy—a® =2ax-2a® ;; u=2ax-4y-a> =0

VE y—T:%b(x—b) i 4y —b? =2bx-2b? ;; v=2bx-4y-b*=0

El punto R de corte de las rectas u y v el lagéiudel sistema formado por am-
bas ecuaciones:

4y +a’
2ax—4y—a2:O - 2X = 2 2
. ibz N 4y+a’ _4y+b .. 4by+a’h=4day+bla i
2bx-4y=b*=0) - 2x=" a b
aba-b) _ab
d4ay-4by=a’b-b’a ;; ylda-4b)=a’b-b%a;; y=—p—FT=—=
y - 4by y( ) Y= act) 4"

2 =pb+a ;; x=
a a

_4y+a® ab+a® _ a+b R(a+b abj
X = = = —




b)

Para que dos rectas sean perpendiculares sueptsdiienen que ser inversas y
de signo contrario:

y'(a):éaey'(b):lb = E— g

=—-— = ab=-4
2 2 2 b
Para gque las rectas sean perpendiculares tiensugu#irse que a - b = -4.

c)

Tenemos que probar que si las rectas u y v s@epéiculares, el punto R esta
en la directriz de la parabola.

El vértice de la parabola es el origen O(0, O)eues el eje de ordenadas y la
curva es convexél).

La ecuacion de una parabola de las caracteristeds que estudiamos es de la
forma: x* = 2py, siendo p el parametro, que es la distancia del &la directriz.

El valor del parametro esx’> =4y=2-2y = p=2

La directriz de la parabola es una recta perpeataia su eje, que dista del vérti-
ce la mitad del parametro. En el caso que nos otapirectriz es la rectat = x = -1.

Para ilustrar el ejercicio, hacemos un gréafictedgtuacion.

\ \ ‘ A \ \

\ /

: 4 .,
Como tiene que ser qubd=-4 ;; b=-—, la ecuacion de la recta v es
a

us2ax-4y-a*=0

2
= b:—g = VE 2-(—§jx—4y—(—ﬂj =0 ::
v=2bx-4y-b*>=0



—§x—4y—1—?:0 . 8ax+4a’y+16=0 ;; v=2ax+a’y+4=0
a a

El punto R de corte, seria ahora:

us2ax-4y-a’*=0 2ax=4y+a’
= = 4y+a’=-a’y-4; 4y+a’y=-4-a° ;;
v=2ax+a’y+4=0 2ax=-a’y—4

yla+a?)=-4-a2 =-(4+a?) ;; y=-1=; 2ax=4y+a’=-4+a’ ;; x:azz;4

2 —
R(az 4, —1j = RUOdirectriz, c.g.p.
a

*kkkkkkkkk



4°) Se considera la funcion real de variable refihila por f (x) =

4-x2"
a ) Indicar el dominio de definicion de f(x) y hallsus asintotas

b ) Hallar los extremos relativos de la funcion) f{xsus intervalos de concavidad y
convexidad.

c ) Dibujar la gréfica de f(x) y hallar su maximesy minimo absolutos en el intervalo
[-1, 1].

a)

Por tratarse de una funcién racional, su domimiaefinicion es el conjunto de
los nimeros reales, excepto los valores que amliid@nominador.

D(f)=R-{2, -2}

Las Unicas asintotas que tiene la funcion soncedgs y son los valores que anu-
lan el denominador, o sea:

Asintotas verticales: x=2yx = -2.

f'(x)=0 = X 0 x=0

gy —1-(-2x) . 2x
(4 o RLEREl

(=) =)

v 2-a-xf -2x2(a-x?) - (-2x) _2-(a-x?)+8x* _ x> +8 _ 2(3x* +4)
f (X)_ 4 - 3 - 3 3
(4—x2) (4—x2) (4—x2) (4—x2)
Lo _2(0+4) 8 1 . o 1 ) 1
f (O)—W—a—§>0 — Minimo para x=0 :; f(O)—Z =S MIH.:P(O, Zj

Para estudiar la concavidad y convexidad se eseldigno def''(x); teniendo

en cuenta que el numerador es positisd] R, estudiaremos solamente el denomina-
dor.

f"(x)>0 = (4-x*) >0 = Convexidad(0) = (-2 2)

"(x)<0 = (4-x*) <0 = Concavidad(n) = (-, -2)0(2, +o)




c)

Con los datos anteriores y teniendo en cuentagueta de una funcién par, por
lim

lo cual es simétrica con respecto al eje de ordengdque f(x)=0, lo cual
X (%)

— I

significa que el eje de abscisas es una asintotienpos representar graficamente la
funcién, que es la que sigue.

vV A

f(x)
X=-2
— y=0 1 o 1 | —
™~ ' e

\ |
| !

En el intervalo[-1, 1] el minimo absoluto es el minimo relativo halladuea

, 1
riormente, o sea, el punl@(o, Zj

Como la funcion es simétrica con respecto al ejéo¥ maximos absolutos del
intervalo son los valores (iguales) de la funciamgx = 1.:

f)=—1 =

= Maximos absolutos= A{L %j y B(—L %j
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OPCION B
1°) Los vértices de un triangulo son los punto2 A), B(7, 5) y C(x, y).

a ) Calcular el area del triangulo en funcion deyx

b ) Encontrar el lugar geométrico de los puntoy)xales que la anterior area es 36.

s

—_—

u=AB=B-A=(75-(-2 -1)=(9 6) = m=

©olo
lw I N

La recta r que pasa por los puntos Ay B es:

Y=Y, =m(x-x,) = y+1:%(x+2) ;; y+3=2x+4 ;; r=2x-3y+1=0

Suponiendo como base del triangulo al segmeitola altura del tridngulo sera
la distancia del punto C(x, y) a la rectar.

_|Ax+By+C|

VA +B?

Sabiendo que la distancia de un punto a una esaP, r)

, en
el caso del punto C(x, y) y larectar es:

h=d(C, r)_|2x—3y+1| :|2x—3y+1| :|2x—3y+1| _h

2 e(cap aro V13

La base del triangulo es la siguiente:

AB=/(7+2) +(5+1) =/9? +6% =/81+36 =4/117=./9.13=3/13= AB

El &area del triangulo pedida es:

2x =3y +1
S:ﬁ_%-h:a\/ﬁ J13 :3-|2x—3y+1|:S
2 2 2

b)

Si el area del triangulo tiene que ser 36, bagtalar el valor obtenido a 36:

3-|2x -3y +1|
2

=36;; [2x-3y+1|=24 =



2x-3y+1=24 | 2X~3y~-23=0
=
2x—-3y+1=-24| 2x3y+25=0

El lugar geométrico pedido son dos rectas paratelagecta que pasa por A y B.
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2°) Sean A(1, 1) y B(-1, 1) dos puntos del plano.

a ) Determinar las ecuaciones de todas las cireeméeas que pasan por los puntos Ay
B razonando donde estan situados sus centros.

b ) De entre todas las circunferencias del aparsaderior hallar el centro y el radio de
la que es tangente a la recta y = x.

a)
Las circunferencias pedidas tienen sus centra® $o0€ puntos de la mediatriz del
segmentoAB.

X X, _1—1_9_O
: _ ; 2 2 2
El punto medio M del segmeniB es = M(0, 1).
y =ity _1+1_ 2,
2 2 2

El vector AB=B-A= (-1 1)-(1 1)=(- 2 0), como puede apreciarse es verti-
cal, lo cual significa que los puntos A y B detaram un segmento horizontal.

La mediatriz es una recta vertical que pasa ppueto M(0, 1), que es, precisa-
mente, el eje de ordenadas (x = 0).

Las circunferencias pedidas tienen como centpuntos de la forma O’'(0, n).
Sabiendo que la ecuacion de una circunferencizieo O’(a, b) y radio r es:
A=-2a - A=0

X? +y?+ Ax+By+C =0, siendo:{B =-2b

C=a’*+b*-r?
Aplicando lo anterior al caso teorico que estudisiseria:

c=x’+y*+By+C=0

b)
La circunferencia pedida es la que tiene el cesrtron punto O’(0, n) tal que su

distancia a la recta y = x sea la misma que algB(tl, 1). (Tomamos el punto B por-
gue no se puede tomar el punto A por pertene@erexta y = x).

La expresion general de la recta es x-y =0.



La distanciad(B, s) es:

B(-1 1) (=1)-1- —1-
= r=d, S):|Ax0+ByO+C|:>r:|1 (-1)-1 1+0] _[-1-1]
s=x-y=0 v A + B? V(=17 +1° Vi+1
2
:—:\/EZ
\/E r
0'(0, n)

} = r:OfB:\/(—l—O)2+(l—n)2 =2 :1+1-2n+n>=2 :: n*-2n=0 ::
B(-1 1)

nn-2)=0 = n,=0;; n, =2 (La solucién n=0 carece de sentidd. Solucién: n=2
El centro de la circunferencia pedida es O’(Qy &) radio e =+/2.
a=0- A=-2a=0=A

b=2_-B=-2b=-4=B = c=x*+y*-4y+2=0

C=a’+b?-r2=0+2°-(y2f =4-2=2=cC
Para ilustrar el ejercicios hacemos un grafictadstuacion.

YA

)

v
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X+y+2z=3

3°) a ) Se considera el sistel®& < 2x -y +kz=9, discutir en funcién de los valores del
X—-y-6z=5

pardmetro k y resolver cuando tenga mas de unaiéolu

1 1 2 3
b)SielrangodeA=|2 -1 k 9| es 2, determinar una combinacion lineal nula de
1 -1 -6 5

los vectores filaF,, F, y F, asi como una combinacién lineal nula de los vestao-

_— —_—

lumnaC,, C,, C, y C,.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:
1 1 2 11 2 3
M=|2 -1 k| ;; M=[2 -1 k 9
1 -1 -6 1 -1 -6 5
1 1 2
IM[=]2 -1 Kk |=6-4+k+2+k+12=2k+16=2(k+8)=0 = k=-8
1 -1 -6

Para k # -8 = RangoM = RangoM '= 3= n° incognitas= Compatible Determinado

Veamos el rango de M’ para el valor que anulae&mninante de M:

1 1 2 3
Parak=-8 > M'=|2 -1 -8 9| = RangoM' =
1 -1 -6 5
1 1 3
={c.,C,,C}=1]2 -1 9/=-5-6+9+3+9-10=0
1 -15
1 2 3
= {C.,C, C} =12 -8 9/=-40-36+18+24+54-20=0 ; = RangoM'=2
1 -6 5
1 2 3
= {c,, C,, C}=|-1 -8 9/=-40+18-18-24+54+10=0
-1 -6 5




Para k = -8 = RangoM = RangoM '= 2 < n° incognitas= Compatible Indeterminado

Resolvemos en el caso de Compatible Indeterminado.
X+y+2z=3

El sistema resultaS=<2x-y-8z=9
X—y-6z=5

Despreciando una de las ecuaciones y parametazaradde las incognitas:

X+y+2z=3 _ X+y=3-24 _ o .

2x—y—8z:9} z=A = 2X-y=9+8/ = 3X=12+64 ;; x=4+21 ;;
X=4+2A

X+y=3-2A;, 4+2A+y=3-21;; y=-1-41 = Solucion {y=-1-44, OAOR
z=A

b)

—_—

FR=(1123 F=@2-1k9yF=(-1-675)

a F+B-F+y-F,=0;a-(11 23+8-(2 -1k 9)+y-(1L -1 -65=0

a+2,8+y_:O a+2B+y=0| a+2B=-y| a+28=-y
a-F-y=0 _ ..
IS =36=-2y;;

2a+k,8—6y—0 CY—,B_VZO a—IB:y —a+,8:—y
3a+9B+5y=0

2 2 1
==y a-BEynar_y=ya=-
B 3V B=v Yl 3/

Sabiendo que el rango de los vectores es 2, tignesatisfacerse todas las ecua-
ciones para los valores encontradogrdg S en funcién dey .

—_—

lE-2F+F =0 F-2R+3F=0

a-1L20)+8-(1 -1 -)+y-(2 k -6)+5-(395=0 ;;



a+f+2y+30=0 a+f=-2y-30
a+f=-2y-30
20-PF+ky+90=0} = 20-F=-ky-9 ; = = 20 =4y-80 ;;
a-[=6y-5

a-[-6y+50=0 a-[=6y-5
a=2y-40 ;; a+pB=-2y-30 ;; 2y—-40+PB=-2y-30 ;; f=-4y+0

La expresion general seria, en funcion de lospetrdsy y o

_ —_—

(2y-49)-C,+(-4y+8)-C,+y-C,+5:C,= 0

Como nos piden una combinacién lineal nula, hasemor ejemploy =9 =1,
con lo que resulta:

-2C,-3C,+C,+C, =0 ;; 2C,+3C,-C,~-C, = 0
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. : T oefdx
4°) a ) Hallar los valores de la integral definida :
—[ox/l—ex
b ) Calcular la integral indefinida de la funcic’fr(x):ﬁ mediante un cambio de
variable.
a)
-1 X —aX = =-1_,t zl_e—l 1-et 1-e™ 1
[ e I b= == [T =
Slov1—e* edx=-dt||x=-10-t=1-¢e 1-g 10 \/f 1—et

== :kdﬂiio:2¢1—e*°—2v1—e4:2J1—£5—2J1—é:

1
E 1-et
5 /elo—l_z\/azzx/em—l_z\/e——l :2\/e1°—1_21/efe—15 _
alo e e’ \/E e° e

:e—z;[\/elo —l—e“Jeie—lS]z I

X _aX — 1
Il:.[ s 'dX:{_]e-xdeX:Edt}j |1:_J-¥'dt:_Lt+C:—L(1—ex)+C:|l

Sustituyendo en la expresion de | el valor,dguleda:

| =x-L{1-¢)+C

*kkkkkkkkk



