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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a los ejerciciasmdeopcion y a otros ejercicios de la

otra opcion. En cualquier caso, la calificaciorhaea sobre lo respondido de una de las
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéicas.

OPCION A

1°) Determinar la ecuacion cartesiana del lugamgdaco de los puntos del plano tales
que la suma de los cuadrados de sus distanciaspaithbos O(0, 0) y A(1, 1) es igual a
9. Si se trata de una curva cerrada, calculareel ue encierra.

Sea P(x, y) el punto genérico del lugar geométpedido. Segun el enunciado
del problema tiene que cumplirse que:

2

OP +AP =9 = (\/(X‘O)Z"'(Y‘O)zjz"'(\/(x—l)z+(y—1)2j =9 ;;

X2+ y?+(x-17 +(y-17 =9 X2+ y? +x2 -2x+1+y? -2y+1=9 ;;

2x° +2y* -2x-2y-7=0

El lugar geométrico es una circunferencia.

El centro y el radio de la circunferencia hallada los siguientes:

A=-2a=-1- a=1
2

7 11
X +y?=x-y-—=0= = 0=, =|.
v -x-y-1 53]

A. Menguiano



2 2
C::Zaz'sz'—rz > = (J{) +[}1j -—(—uZJ :_JJ:+£E4—Zi:
2 2 2) V4 4 2

Sabiendo que el area del circuloSs- 77r?, seria:

S, =m-2° =4ru?
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2°) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridinograd que verifican la siguiente rela-
cién: CB = -3- CA. Se pide:

a ) Calcular el valor de k en la expresidg@ =k - AB.

b) SiA(, 2, -1) y B(3, 6, 9), hallar las coorddas del punto C que cumple la relacion
de partida.

a)
dB AC+CB=AB :: CB= AB-AC
”““‘ C_é = _3 . C_A . . .
— AB-AC=-3.CA
CB= AB- AC

C

4 4
b)
Para A(1, 2, -1) y B(3, 6, 9) y un valor dex%, siendo C(X, y, z), seria:
—C::ll-—B . 4-AC=AB;; 4-(x-1 y-2 z+1)=(3 6, 9)-(1 2 -1) ;;

A4x-4=2 ;; 4x=6 - x:g

(4x-4, 4y-8 4z+4)=(2, 4,10) = 14y-8=4;; 4y=12- y=3; = C(E’ 3 §j

4z+4=10;; 42=6 - zzg
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39) Se consideran las funcionéf) = x> -2x+3 y g(x)=ax® +b.

a ) Calcular a y b para que las gréficas de fgamtangentes para x = 2.

b ) Para los valores de a y b calculados en ekagm@mmanterior, dibujar las grafica de
ambas funciones y hallar la ecuacion de la recigetate comun.

c ) Para los mismos valores de a y b, hallar el &neitada por las graficas de ambas
funciones y el eje vertical.

a)

f(x)=x-2x+3;; f'(x)=2x-2 - f'(2)=2.-2-2=4-2=2=1'(2)

glx)=ax’+b ;; g'(x)=2ax ~ g'(2)=2a-2=4a=g'(2)

= f'(2)=9g'(2) = 2=4a;; a=

N |-

f(2)=22-2.2+3=4-4+3=3=1(2)

= f(2)=9g(2) = 3=2+b ;; b=1

gx)=ax +b ;; g2)= -2* +b=2+b=g(2)

b)

f(x)=x*-2x+3y g(x):%x2 +1

Se trata de dos parabolas convexas cuyos mininsatudos son los siguientes:
f'(x)=2x-2=0;; x=1;; f(1)=12-2-1+3=1-2+3=2 = Min. = P(1, 2)

g'(x)=x=0;; g(0)=1 = Min. = Q(0, 1)

Los puntos de corte de ambas parabolas son.
f(x)=g(x) = x2—2x+3:%x2+1 2XP—AX+6=Xx2+2;; X —4x+4=0;;

(x-2)*=0;; x=2 - f(2)=g(2)=22-2-2+3=3 = Unico punto de corte: A(2, 3)

Por tener los minimos absolutos de ambas paradbalasadas positivas, ninguna
de las parabolas corta al eje de abscisas.



La ecuacion de la recta t, tangente a ambas cervad punto A(2, 3) tiene la

pendiente siguiente:

f'(x)=2x-2;; m=1'(2)=2-2-2=4-2=2=m

y-y, =m(x-x,) = y-3=2(x-2)=2x-4 ;; t=2x-y-1=0
Para representar la recta t tendremos en cueatpaga por el punto B(4, 7).

La representacion gréafica de la situacion esgaisnte:
\/Ak

f(x)=x*-2x+3

, B

»
»

ol/ ? X

c)
Como puede observarse por la gréafica, las ordendeldas parabolas correspon-
dientes a la zona del area pedida, son mayoratelées funcionf (x) = x* - 2x+3 que

las deg(x) = %xz +1, por lo cual el area es la siguiente:

S—J%[f(x)—g(x)]dx:j[(x2 —2x+3)—@x2 +1ﬂdx:£@x2 —2x+2jdx:

0

3
2 _24+2.2|-0=8-444=2% =5
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ax+y+4z=1
4°) Sea el sistema de ecuaciones lin +ay—-2z=1:
y+z=a

a ) Discutir el sistema segun los valores del paténa.

b ) Resolver el sistema para a = 2. c ) Resolvasema para a = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliadas delmst®on las siguientes:

a 1 4 a 1 4 1
M=|-1a -2|yM=|-1a -2 1
0 1 1 0 1 1
a 1 4
IM|=|-1 a -2|=a*’-4+2a+1=a’+2a-3=0
0 1 1

=1
aoT2%V4+12 2416 _-2%4 ik

2 2 2 a, = -3
Para {aa;_lg} = Rango M = Rango M'=3=n° inc6g. = Compatible Determinado

Veamos el rango de M’ para los valores halladosremmmente:

1 1 4 1
Paraa=1= M'=|-1 1 -2 1| ={C,=C,} = RangoM'=2
O 1 1 1

Para a=1 = RangoM = RangoM'=2<n° incég = Compatible Indeterminado

-3 1 4 1
Paraa=-3=> M'=|-1 -3 -2 1 | = Rangode M' =
o 1 1 -3

-3 1 1
= {c,c,,C}=|-1 -3 1|=-27-1+3-3=-28#0 = RangoM'=3
0 1 -3




Para a=-3 = Rango M # Rango M' = Incompatille

b)
2Xx+y+4z=1
Resolvemos para a =2 (C. D.). Es sistema resultar 2y -2z =1.
y+z=2
Aplicamos la Regla de Cramer:
11 4
1 2 -2
(=121 1| _2+4-4-16+2-1_-13_
2 1 4 4-4+4+1 5
-1 2 -2
0O 1 1
2 1 4 2 1 1
-1 1 -2 -1 21
10 2 1| 2-8+8+1_3_ |0 1 2] 8-1-2+2 7 _
y= = =_-=Y Z= = =-=Z
5 5 5 5 5 5
c)
X+y+4z=1
Resolvemos paraa =1 (C. |.). Es sistema resulta+r y -2z =1.
y+z=1

Despreciamos una de las ecuaciones y parametizanaode las incognitas:

X+yi42:1} — z=Ad = y=1-A; x=1-y-4A=1-1+1-41=-31 = x
y+z=1 z - 7 A=A

X =-31
Solucion: <y=1-4, OAOR
z=A
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OPCION B

1
1+¢e'

1°) Sea la funciorf () =
a ) Calcularf f (t)dt.

) X [im g(x)
b) Se def =| f(t)dt. Calcul =7
) Se defineg(x) { (t) alcular " =

a)

t

dt =

[ f(dt=]-2 dr= 1S =€ gr= 1" g [ € gr=[1at-[-

1+¢€ 1+¢€ 1+¢€ 1+¢€ 1+¢€

=t=1=[f(t)dt (*

+ e e dt=dz

I :Ilet dt = {1+et :Z} = | :Jédz: Lz+C:L(l+e‘)+C:I

Sustituyendo el valor obtenido en la expresiéndtieda:

[fH)dt=t-L{a+e)+C

b)
g(x):ff(t)dt:[t—L(1+et)];:[x—L(1+eX)]—[o—L(1+e°):x—L(1+eX)—L2:

0
_ X—L1+2ex _ g(X)
. . x—Lﬂ ‘ x
lim g(x) _ lim o _ lim X_L(1+e)+L2:O_L2+L2:9:>Ind..:>
X-0 X X -0 X X -0 X 0 0

- € 0 )

~ (U'Hopital) = '™ T aset " _ MM ret-er_Mim 1 _ 1 _

X - 0 1 x50 1+e* X 01+e 1+¢€°

N | =

*kkkkkkkkk



P(x) es una funcién par.

2°) Sea P(x) un polinomio de cuarto grado tal ges raices son x=1 y x=-/5. Se
P(0)=5

pide:

a ) Hallar sus puntos de inflexion.

b ) Dibujar su gréfica.

a)
Por ser una funcion par tiene que ser de la faPi= ax* + bx* +c,

P(0)=5 = c=5.
PA)=0= a+b+5=0. (1)
P(-v5)=0 = a-(-v5) +b-(-v5f +5=0:; 28a+50+5=0 ;; sa+b+1=0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(ies(2):

a+b+5=0| —-a-b-5=0
5a+b+1=0

=4a-4=0;; a-1=0;; a=1;;1+b+5=0: b=-6.
5a+b+1=0

El polinomio resulta seP(x)=x*-6x*+5. Los puntos de inflexién son:

P'(x)=4x® -12x ;; P"(x)=12x*-12 ;; P"(x)=24x.

P'(x)=0 = 12x*-12=0;; xX*-1=0;; xX*=1;; x,=-1;; x, =1.

P (~1)=-24#0
= P.l. para x=-1y x=1.

P(1)=24%0
P(-1)=P(1)=1-6+5=0.

P.I = A-10);; B(1 0)

b)

Para dibujar su grafica con mayor precision vamaketerminar los maximos vy
minimos.

P'(x)=0 = 4x*-12x=0 ;; 4x(x2—3):O = %, =0;; X, ==/3 }; X, =+/3.




P"(0)=-12<0 = Méaximo relativo para x=0

P'(x)=12x*-12 = P”(—\/§):36—12>O = Minimo relativo para x=-+/3.

P"(\/§)=36—12>0 = Minimo relativo para x=+/3

P(0)=5 = Max = P(0, 5)

P(x)=x*~6x2+5 = | P(-v3)=9-18+5=-4 = Min. = Q(-+3, -4).

P(V3)=9-18+5=-4 = Min. = R\/3, -4)

La representacion grafica es, aproximadamengaglaente:

\(A

S
I

\‘

&=

P(x)=x*-6x*+5
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39 Se considera el tetraedro de vértices A(1),B@, 1, 1), C(-2, 1, 1) y D(0, 1, 3).
a ) Hallar el area del triAngulo ABC vy el volumesi tktraedro ABCD.

b ) Calcular la distancia de D al plano determinaaiolos puntos A, By C.

c ) Hallar la distancia entre las rectas AC y BD.

a)

Los vectores que determinan el triangulo ABC son:

AB=B-A=(111)-(1 0, 0=(0, 1, 1)

AC=C-A=(-111)-(1,00=(-211)

El area del triAngulo es la mitad del area dealpiygramo que determinan los
vectoresAB y AC. Conviene saber que el area del paralelogramgued que el mo-
dulo del producto vectorial de los vectores quedterminan, por lo tanto:

S :g.(A—B’ AC)=

N |-

i j ok
0 11 :%-|i+—2j+2k—i|:%-|—2j+2k|:|j+k|:
-2 11

=V12+12 =2 U2 =S,

El volumen del tetraedro es, en valor absolutosaxio del volumen del paralele-
pipedo cuyas dimensiones determinan los tres \esctor

Los vectores que determinan los cuatro puntosososiguientes:

—_— —_—

u=AB=(0,141); v=AC=(-211)
w=AD=D-A=(0,123)-(100)=(-11 3)

El volumen del tetraedro es un sexto del prodouido de los tres vectores que
determinan sus dimensiones:

ol

1
1| = -|—2—1+1+6|:% -|4|:§u3 =V acp
3



b)
El planon que determinan los puntos A, By C puede detarsepor los vec-
toresAB y AC y por cualquiera de los puntos, por ejemplo, el A:

x-1vy z
n(A; AB, R)E 0 1 1/=0;; (x-1)-2y+2z-(x-1)=0;; m=y-z=0
-2 11

ﬂ):|Ax0+By0+CzO+D|

La distancia de un punto a una recta &, , que
JAZ+BZ+C2
aplicada al punto D(0, 1, 3) y al plamc= y-2=0 es:
|0-0+1-1-1-3+0| [1-3] 2
d{D, m)= = = =42u=d(D,
N s e ST ©. 7)
c)
La rectar = AC se determina por su vector directer= AC=(- 2, 1, 1) y, por
x=1-21
ejemplo, el punto A(1,0,0)r = y=41
z=A1

La rectas = BD se determina por el vecten = BD y, por ejemplo, por el punto
D, 1, 3).

X=-A
m=BD=D-B=(0,13)-(111)=(-10 2);; s={y=1
z=3+2/

Los vectores directores de las rectas r y s s@alinente independientes, lo cual
significa que las rectas se cortan o se cruzanmrSegapartado b ), al formar un tetrae-
dro, las rectas se cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor
comprensién, hacemos
un esquema de la situa-
cion, que es el adjunto.

Un punto de la
recta r es A y un punto
de larecta s es B.




El volumen del paralelepipedo es el producto midos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdestancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

v=u-(Vom)=|vom|-n=[vom|-d = oo vom)
‘va‘
0 11
o -2 11
‘u -(va)\ -1 0 2 |-1+1+4] 4
dfr, s)=———=—— = = =
‘va‘ i j ok |2i = j+k+4j| |2 +3]+K]|
-2 11
-1 0 2
4 4 4 :4\/171:2\/171u:d(r, 9

T2 i3+ Ja+o+1l J14 14 7
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0O 3 4
4°) Dada la matriA=| 1 -4 -5}, se pide:
-1 3 4

a ) Comprobar que se verifica la igualdath | =0, siendo | la matriz identidad y O la
matriz nula.

b ) Justificar que A tiene inversa y obtener. A

c ) Calcular A%,

0O 3 4 O 3 4 0+3-4 0-12+12 0-15+16
A°=A-A=|1 -4 -5|-|1 -4 -5|=| 0-4+5 3+16-15 4+20-20 |=

-1 3 4 -1 3 4 -0+3-4 -3-12+12 -4-15+16
-1 0 1
=11 4 4 |=A
-1 -3 -3
-1 0 1 0O 3 4 -0+0-1 -3-0+3 -4-0+4
AA=A.A=|1 4 4|1 -4 -5|=| 0+4-4 3-16+12 4-20+16 |=
-1 -3 -3 -1 3 4 -0-3+3 —-3+12-9 -4+15-12
-1 0 O
=0 -1 0 |=A
O 0 -1
-1 0 O 1 00 O 0O
A+l ={0 -1 0|-/0 1 0|=|0 0 0];; A°>+1 =0, cogc.
O 0 -1 0 01 O 0O

b)
Para que A tenga inversa, su determinante tieeaeseudistinto de cero:

0 3 4
|A|=| 1 -4 -5/=12+15-16-12=-1#0 = La matriz A es inversible cq.j.
-1 3 4




Para obtener la matriz inversa de A vamos a pescpdr el Método de Gauss-
Jordan:

0 3 4]100 1 -4 -5/010
(A/1)=|1 -4 -5/0 1 0 {FFl(_I;Ij_ZF}jO 3 4/100 =
-1 3 4|0 o 0 -1 -1{0 1 1
1 -4 -5/0 1 101|410
S{F, -3iF)}={0 1 ¢ 200 {E*E:‘LFZ} 01400 =
0 -1 -1{0 1 1 o 001|111

sl 1
1001 0 -1 1 0 -1

=10 10| -1 -4 -4/,= A'=|-1 -4 -4
o011 3 3 1 3 3

A=0-1=-1 ; (A =(-1)"; A =1 =~
Agg'A:_ISS'A” AlOOZ_I'A
/xum — _/\
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