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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a los ejerciciasmdeopcion y a otros ejercicios de la

otra opcion. En cualquier caso, la calificaciorhaea sobre lo respondido de una de las
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéicas.

OPCION A

1°) Resolver el siguiente ecuacion vectoriald(2, 1, -1)=(1 3 5), siendo| x| =6,
donde el simbola_ significa producto vectorial.

Sea el vectorx = (a, b, c)
i

—_

j
x0(2 1 -1)=(a b, c)0(2 1 -1)=(1,35);;/a b c|=(135);;
1

a
2 1 -1
—bi+2cj—ak-2bk-ci+aj=(-b-c)i+(a+2c)j+(-a-2b)k=(1 3 5) =

-b-c=1
= la+2c=3 = c=1 = a=3-21;; b=-1-1 = x =(3-24, -1-1, 1)
-a-2b=5

Como tiene que sex|=6:

JB=2AP +(-1-AP + X =6 ;; 9-12A +4X +14+2A+ X + ¥ =6 ;;

64> -10A+4=0;; 31*-51+2=0 ;;/]:Si '25_24:511:>x1:1 X, -2
6 6 3

) — — 5 5 2

Soluciones X, = -21 X, ==, ——=, —

=01 )y X, (3 2 3j
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2°) a ) Determinar el centro y el radio de la esfér+ y*> + 2> —=2x+ 4y +8z-4=0.

b ) Determinar el centro y el radio de la circuafara interseccion de la esfera del apar-
tado anterior con el plano z = 0.

a)

La ecuacion de una esfera de centro O’(a, b,rajlp r se deduce de la siguiente
expresion:
(x-a)* +(y-b)*+(z-c)’ =r? ;; x* —-2ax+a®+y? -2by+b*+2z* -2cz+c® =r? ;;

-2a=A
0= ~2b=B =
-2c=C

a’+b*+c*-r*=D

X2 +y? + 72 - 2ax— 2by - 2bz+ (a® +b? + ¢ - r?)

x*+y*+272°+ AXx+By+Cz+D =0

Aplicando lo anterior al caso que nos ocupa seria:

-2a=A=-2-a=1
-2b=B=4-b=-2! = O'(1, -2 -4)
-2c=C=8-c¢c=-4

& +b2+c?-r2=D=-4 = r=+a’+b’ +c’ - D =1 +(-2)° + (- 4)* - (- 4) =
=J1+4+16+4=+/25=5=
b)

La interseccion de la esferd + y* + z2 —2x+4y+8z-4=0y el plano z = 0 es:

X*+y>+2°-2x+4y+8z-4=0
z=0

}:> X? +y? -2x+4y-4=0 = Circunferencia

-2a=A=-2-a=1 1 _
{—2b:B:4_, b:—Z} = M

a’+b?*-r’=D=-4 = r=+a*+b*-D =\/12+(—2)2—(—4):«/1+4+4:\/§:3:

=
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39) Para una matriz cuadrada, se define su trama tBosuma de los elementos de la
diagonal principal. En lo que sigue A y B son neasi cuadradas 2 x 2.

a ) Comprobar que se verifidaaza (A+ B) = Traza(A) + Traza(B).
b ) Comprobar quéraza(A - B) = Traza(B - A).
¢ ) Encontrar dos matrices A y B para las Gueza(A - B) # Traza(A) - Traza(B).

a)

. b, b
Sean las matrices realés- (a“ a”} y B:( H 12).

21 22 b21 b22
A+B:(a’ll ale_'_(bll ble:(all-l-bll a'12+b12j
a21 a22 b21 b22 a'21 + b21 a'22 + b22

Traza(A)=a, +a,,

— Traza(A)+Traza(B)=a, +a,, +b, +b,
Traza(B)=b, +b,,

Traza(A+B)=a, +b, +a,, +b,

Traza(A+ B)=Traza(A)+Traza(B), cqv.

b)

A . B = (all ale . (bll ble = (allbll + a12b21 a'llblZ + a12b22j —
aZl a'22 b21 b22 a‘Zlbll + a‘22b21 a‘21b12 + a‘22b22

= Traza(A ) B) = allbll + a12b21 + a'21b12 + a‘22b22

B . A - [bll blZJ . (a'.l.l ale - [blla'.l.l + b12a21 b11a12 + b12a22j —
b21 b22 a21 a22 b21a'.l.1 + b22a21 b21a12 + b22a22

= Traza(B ) A) = bllall + b12a21 + b21a'.l.2 + b22a22

Traza(A - B)=Traza(B - A), cqc.




Traza(A ' B) = allbll + aleZl + a21b12 + a22b22
Traza(A)=a, +a,,
—

Traza(B)=b, +b,,

= Traza (A) ’ Traza(A) = (a11 + azz) ’ (b11 + bzz) = a:l.lbll + a11b22 + a22b11 + a22b22

Traza(A - B) # Traza(A) - Traza(B) = a,,b,, +a,b, #a,b,, +a,b,

Como puede observarse, para que se cumpla lactamgiedida tiene que cum-
plirse que: la suma de los productos posibles elmaitos de las dos matrices cuya Su-
ma de subindices es impar es distinta de la surws gmsibles productos cuya suma de
subindices es par.

. . 11 31
Un ejemplo pueden ser las matrices (2 J y B :[ j

1 4)
1 1) (3 1) (3+1 1+4) (4 5
A-B= : = = = Traza(A - B) =10
2 1 6
Traza(A)=2

1 4 6+1 2+4 7

= Traza(A) - Traza(B)= 2-7=14
Traza(B)=7

Traza(A - B)=10# Traza(A) - Traza(B) =14
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4°) Seaf(x)=ax®+bx*+cx+d un polinomio que cumple (1)=0, f'(0)=2, y tiene
dos extremos relativos parax =1y x = 2.

a ) Determinar a, b, cy d.

b) ¢ Son maximos o minimos los extremos relativos?

a)

f(x)=ax’ +bx’* +cx+d = f(1)=0 = a+b+c+d=0 (1)

f'(x)=3ax* +2ox+c = {f'(1)=0 = 3a+2b+c=0 (2

f'(2)=0 = 12a+4b+c=0 (3)

Teniendo en cuenta el valor de ¢ = 2, resolveniaggstema formado por las
ecuaciones (1), (2) y (3).

at+tb+d=-2| a+b+d=-2
Sa+2b=-2 . 3a+2b=-2 Hbe_Z_sa}:>2+3a:1+6a;;3a:1;;a:}
12a+4b=-2 6a+2b=-1 | - 2b=-1-6a 3
3a+2b:—2;;1+2b=—2;;2b=—3;;b=—g
a+b+d=-2 - E—§+d =-2: d:-2-£+§:M:—§:d
3 2 3 2 6 6

La funcion es f(x)::rlgx3—§x2+2x—§

b)

f'(x)=x*-3x+2;; f'(x)=0=>x*-3x+2=0;; x= =

3+./9-8 3+1 {XFZ
=

f"(2)=2.2-3=4-3=1>0 = Minimo relativo para x =2

f'(x)=2x-3 =
f*(1)=2-1-3=2-3=-1<0 = Maximo relativo para x =1
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OPCION B

1°) Sean las funcionei(x) = x> y g(x) = x*. Determinar el area encerrada por las gréa-

ficas de ambas funciones y la recta x = 2.

La funcién f (x) = x* es par, por lo tanto es simétrica con respectgealle orde-
nadas y la funciom(x) = x* es impar, por lo cual es simétrica con respectwigén de

coordenadas.

Los puntos de corte de ambas funciones son logesigs:

— 2
;((:(())—_;} = x¥=x> ;; xX*-x2=0;; x}(x-1)=0 =

Los puntos de corte de las curvas con la recta son

X=2 " x=2

f(x)zxz} = f(2)=4 = B(2 4) ; g(x):xs} = 9(3)=8 = C(2 8§

La representacion grafica de la situacion esjlaisnte:

Como puede observarse, entre los limites de

A\(
\f(x) 8 . ' integracion de la superficie pedida, las ordenalgas
\ la funcién g(x) = x* son mayores que las de la fun-
\ . cion f(x)=x2, por lo cual la superficie es la siguien-
\ © te:

\

g(X)
\ K] (22 (),
. 4 3], |4 3 4 3
A
_ 1_6_§j_(1_}j 4-8_1,1_
) R X 4 3) (4 3 3 4 3
X=2
_4_7_1_48-28-3_17 2 g
3 4 12 12
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2°) a ) Si el posible, dibujar de forma clara lafiga de una funcién continua en el in-
tervalo [0, 4] que tenga al menos un maximo retaém el punto P(2, 3) y un minimo
relativo en el punto Q(3, 4).

b ) Si la funcion fuera polinémica, ¢ cual ha deceeno minimo su grado?

a)
La grafica de la funcion se expresa en el grafigaiente.
\/Ak
B
4
Q
3 P
f(x)
> A
1
o 1 2 3 4 N

b)

Si la funcién fuera polindbmica tendria que temper, lo menos, grado cinco. Ello
se debe a que entre los puntos P y Q tienen garegor |0 menos, un Maximo y un
minimo relativos.

Teniendo en cuenta que al derivar una funciompotica se obtiene otra funcion
polinébmica de un grado menos y sabiendo que laicidndnecesaria para que existan
un maximo o un minimo relativo es que se anulerilagra derivada, significa que la
primera derivada tiene que tener, por lo menosiagcaiarto por tenerse que anular, al
menos, para cuatro valores diferentes.

Si la funcién fuera polinbmica su grado tiene gere gor lo menos, cinco.
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ax+y+z=(a-1)a+2)
3°) Se considera el sistema de ecuaciones lineateay+z=(a-1)’(a+2) :

x+y+az=(a-1)>(a+2)
a ) Comprobar que es compatible para todo valar de

b ) Describir en términos geometricos el conjurdgsdiuciones paraa =1y para a = -2.

c ) Resolver el sistema para a = -2.

a)

La matriz de coeficientes &4 = , CUyo rango es el siguiente:

PR o
P, oY e
Y

all
IM|=|1 a 1|=a’°+1+l-a-a-a=a’-3a+2;;|[M|=0= a’-3a+2=0
11 a

Procediendo por Ruffini:

1 0 3 2
1 1 1 2
1 1 2 0
1 1 2
1 2 0
2 2
1 10|

Las soluciones diferentes son los valores dealga=-2

Tango para a = 1 como para a = - 2 se anulatosrtos independientes, con lo
cual resulta en ambos casos un sistema homogéreesdecuaciones con tres incogni-
tas, que siempre tiene solucion, al menos la tyivia 0,y =0, z = 0.

De lo anterior se deduce lo siguiente:

Para {aa;_lz} = Rango M = Rango M'=3=n°incég = Compatible Determinado
Para {aa_:_lz} = Rango M = Rango M'=2 < n° inc6g. = Compatible Indeterminado

El sistemaes compatibleJalR, cq.c.




b)
X+y+z=0
Para a = 1 el sistema resulta+ y+z=0, equivalente ax+y+z=0 que es la
Xx+y+z=0
expresion de un plano que pasa por el origen dalenadas; es decir, que se trata de
tres planos coincidentes.

-2Xx+y+z=0
Para a = -2 sistema resulta+ -2y +z=0, que el un conjunto de tres planos que
Xx+y-2z=0

tienen una recta en comun; como no existen planiogidentes, se trata de tres planos
secantes en una recta comun.

c)

Resolvemos para a = -2.

Como ya sabemos que es un sistema compatibleemuatdo, despreciamos
una de las ecuaciones y resolvemos el sistemaaetylparametrizando una de las in-
cognitas.

-2x+y+z=0 :>z—A"_2X+yf_A —4x+2y = -2/
R X—2y=-A

X-2y+z=0 ~ x—2y:—A}:>_3XZ%M;;lEA

—2X+ty=-A;, y=-A+2x=-A+2A=A=y

A
A, OA0OR
A

X
Solucion <y
z
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4°) Sean los puntos P(8, 13, 8) y Q(-4, -11, -8)cé&nsidera el plana, perpendicular
al segmento PQ por su punto medio.

a ) Obtener la ecuacion del plano
b ) Calcular la proyeccion ortogonal del punto @X00) sobrern.

c ) Hallar el volumen del tetraedro determinado lpsrpuntos en los que el plano
corta a los ejes coordenados y el origen de coad#e,.

a)
El punto medio del segmento kY2, 1, 0).

El vector que determinan los puntos P y Q es pelipelar al planon, por lo
tanto, se puede tomar como vector normal del ptalatquiera que esté en combinacion

lineal con el vectonP.
QP=P-Q=(813 8)-(-4, -11 -8)=(12 24,16) = n =(3 6, 4)

El planon es de la formar = 3x + 6y +4z+ D =0. Como tiene que pasar por el
punto M(2, 1, 0) tiene que satisfacer su ecuacion:

mT=3x+6y+4z+D =0
= 3:2+6:1+4:-0+D=0;;,6+6=-D ;; D=-12
M(2 1, 0)

NnN=3x+6y+4z-12=0

b)
La proyeccion ortogonal del punto O(0, 0, 0) saddrplanon es la interseccion
de la recta r, perpendicularapor O.

El vector director de la recta r es el vector redrat plano, por lo cual:

X =31
r=(x, y, 2)=(0, 0, 0)+ A(3 6, 4); en unas paramétricas ess <y =6..
z=4A4
La interseccion es:
T=3Xx+6y+4z-12=0
=¥ 5 91+361+161-12=0 :: 614 =12 :: A =2
rs=qy=64 61

z=4A



El punto proyeccién ortogonal de O(0, 0, 0) satres:

=3 61 61
j—

_5.12_36

y:6A X:6.1_2:7_2 = O'(S_G’ 7_2’ 4_8j
= 61 61 61 61 61
12 _48

61 61

c)

Los puntos de interseccion del plamaon los ejes coordenados son los siguien-
tes:

: y=0
Eje X - {z:O = A4, 0, 0)

T=3x+6y+4z-12=0 = {Eje Y - {

Eje Z _’{y:O:) c(o, 0, 3

Los vectores que determinan el tetraedro son:

OA=(4,0,0);; 0B=(0,2 0);; oC=(0, 0, 3)
Sabiendo que el volumen del tetraedro es un seettproducto mixto de los
mismos, en valor absoluto, sera:

PR | B
V:E-HOA, OB, oc]‘:g- 8 (2) 2 =< |24[=4w =V
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