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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30inutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios dedenlas dos opciones (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a los ejerciciasmdeopcion y a otros ejercicios de la

otra opcion. En cualquier caso, la calificaciorhaea sobre lo respondido de una de las
dos opciones. No se permite el uso de calculadpéicas.

OPCION A

1°) Sea la funciorf (x) = 2x + sen(2x):
a ) Determinar si tiene asintotas de algun tipo.

b ) Estudiar su monotonia y la existencia de exteeralativos.

a)
No tiene ningun tipo de asintotas por lo siguiente
Horizontales: Carece de limite cuanxio, +o .

Verticales: Solamente tienen asintotas verticasdunciones racionales para los valo-
res que anulan el denominador siendo el numeraslomtd de cero.

Oblicuas: Tienen asintotas oblicuas las funcioae®nales que tienen el numerador un
grado mayor que el denominador.

b)

f'(x) = 2+2cos(2x) = 2[1+ cos(2x)]

f'(x)=0=1+cos(2x)=0 ;; cos(2x)=-1 ;; 2x:2k77+37” . x:kn+37ﬂ, OkO2Z
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Teniendo en cuenta que el menor valor que puedartoos(2x) es -1, el valor de
la primera derivada nunca puede ser negativaopanto:

La funcién es mondtona creciente en su dominio egue.

f(x)=-4sen(2x) ;; "(x)=0=sen(2x)=0 ;; 2x =k ;; le%n, OkOZ

La funcion tiene inf initos puntos de inf lexion para P(%ﬂ kﬂj, OkOZ
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2°) Dados tres numeros realesr, y r,, hallar el nidmero real x que minimiza la fun-

cion D(x) = (r, = x)* +(r, = x)* +(r, - x)°.

D'(x)=-2(r, - x)-2(r, - x)-2(r, -x) = =2(r, +r, +r, -3x) = D'(X)

r,+r, +r
D'(X):O:>—2(|’1+r2+r3—3)():0;; r1+r2+r3_3X:0;;X: 1 ; 3

D"(x)=-2-(-3)=6>0
El valor real que minimiza la funcién es:

:rl+r2+r3
3
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y+z=1
3°) Considerar el sistema de ecuacioflesl)x+y+z=A} dondeA es un nimero na-
x+(A-1)y-z=0

tural.

a ) Discutirlo segun los valores del parametro
b ) Resolverlo para =0.

c ) Resolverlo para =3.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

0 1 1 0 1 1 1
M={A-1 1 1|;;,M={41-1 1 1 A
1 A-1 -1 1 A-1 -1 0

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para qeest@ma sea incompatible es
necesario que los rangos de las matrices de caatis y ampliada sean diferentes.

El rango de M es, en funcién de el siguiente:

0 1 1 A =0
IM[=[A-1 1 1|=(A-1P+1-1+(1-2)=41-1)=>
1 A-1 -1 A =1
AZ0 _ o : :
Para {/1 ¢1}:> Rango M = Rango M'=3=n° inc6ég = Compatible Determinado

Veamos que ocurre con el rango de M’ para losrgaldeA que hacen que el
rango de M sea dos:

0 1 1 1
ParaA=0= M'=|-1 1 1 0|= {C,=C.,} = Rangode M'=2
1 -1 -10
0111
ParaA=1= M'=|0 1 1 1| = {C,=C,} = Rangode M'=2
1010

Para {j :(1)} = Rango M =Rango M'=2<n° inc6g. = Compatible Indeterminado




b)

y+z=1 _
Parad =0 resulta el sistemax+y+z= O}, equivalente a_ y: ; _ é}
Xx-y-z=0

Se trata de un sistema de dos ecuaciones comd¢amitas que, como se ha di-
cho antes es compatible indeterminado.

Para resolverlo parametrizamos una incognitagnplo z, resultando:

y+z:%c:z=A;;in:j;;xzy+2:1_j+jzliz

Xx-y-z=0
x=1
Solucion: <y=1-A4, OA0OR
z=A
c)
y+z=1
ParaA = 3 resulta el sisteme&x+y+z=3;. Aplicando la Regla de Cramer:
X+2y-z=0
11 1 01 1
31 1 2 3 1
0 2 -1 -1+6-2+3_6 1 0 -1 1-3+2 0
= = =—=1=x ;; y= = :_:O:y
3(3-1) 6 6 — 6 6 6 —
0 1
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4°) Sea la superficie esférigd + y*> + z° —6x-6y—-8z+9=0:
a ) Determinar su centro y su radio.
b ) Hallar la ecuacién de la recta que contierdiéahetro paralelo al eje OY.

c ) Obtener el centro y el radio de la circunferaiotie resulta de cortar dicha esfera por
el plano z =0.

d ) Hallar la ecuacion del plano tangente a larasfa su punto del eje OX.

a)
La ecuacion de una esfera de centro O’(a, b,rallp r se deduce de la siguiente
expresion:

(x-a)* +(y-b)? +(z-c)*=r? ;; x*-2ax+a®+y*> - 2by+b® + 2> - 2cz+c* =r? ;;

-2a=A
-2b=B
-2c=C
a’+b’+c*-r*=D

X2 +y? + 2 - 2ax-2by - 2bz+(a® +b* +c> -r?)=0 =

X +y?+2z°+ AXx+By+Cz+D =0

Aplicando lo anterior al caso que nos ocupa seria:

-2a=A=-6-a=3
-2b=B=-6-b=3} = 01(3 3 4)
-2c=C=-8-.c=4 -

a?+b’+c*-r?=D=9 = r=+ya’+b?+c?-D =3 +3 +4? -9 =
=J9+9+16-9=+25=5=r

b)
La interseccion de la esferd + y* + 22 —2x+4y+8z-4=0y el plano z = 0 es:

X2 +y?+2°-2x+4y+8z-4=0
z=0

}:> x*+y? -2x+4y-4=0 = Circunferencia

-2a=A=-2-a=1 1 _
{—2b:B:4_, b:—Z} = M



a?+b’-r°=D=-4 = r=+Ja?+b* -D =1 +(-2)° - (-4) =1+4+4=/9=3=

-
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OPCION B
1°) Se consideran los puntsfl, 1, 0), B(L 1, 1-2) y C(1, -1, 7).

a ) Comprobar que no estan alineados, cualquierasea el valor que tome el parame-
tro A.

b ) Hallar el &rea del triangulo que determinarnties puntos.

a)
Para gue los puntos estén alineados es necesmih»sqvectoresﬁ y AC sea
linealmente dependientes, 0 sea que sus comporsgaeproporcionales:

AB=B-A=(11 A-2)-(1, A, 0)=(0,1-4, 1-2)

AC=(L -1 2)-(1 4,0)=(0, -1-4, 1)

== 2 =2 2 (1-2)-A=(-1-4)-(A=2) ;; A= =-A+2-12+2) ;;

A=A+2 ;0= 2?2

Los puntos A, B y C no estanalineados AR, cqc.

b)
El area del triangulo es la mitad del area dedlpdygramo que determinan:
i i k
‘ABDAC Jo 1-4 a-2 :%-|/1(1—/1)i—(—1—/1)(/1—2)i|:
0 -1-4 A

% A=A+ A-2+ 1 - 2/1\_— 1-]2|=1u* =S
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2°) Sean la rectasx—_1 _y_z-1 y el planon =2x-y+kz=0.
m 4 2
a ) Calcular my k para que la recta sea perpeladiatiplano.

b ) Calcular m y k para que la recta esté contesidal plano.

a)
Un vector director de la recta r @s=(m, 4, 2) y un vector normal del plano
esn=(2 -1 k).

Para que la recta r sea perpendicular al plares necesario que los vectores
y n sean paralelos, es decir, que sus componentepgaIcionales:

N3

il = —-m=8;; m=-8

I
ANES
I
xInN
U
D
~
I

-2 ;;, 2k=-173; k:—l
2

b)
Este apartado se puede resolver de diversas foumasle ellas es la siguiente.

Para que la recta r esté contenida en el planimdos los puntos de r deben per-
tenecer al plano.

La expresion vectorial de r es=(x, y, z)=(1 0, )+ A(m, 4, 2) y un punto
general de r e®(1+ Am, 44, 1+24).

Como tenemos dos incognitas, necesitaremos ddaepuque se obtienen dando
valores al ; por ejemploiA =0= A(1 0, 1); A=1= B(l+m, 4, 3).

Para que los puntos Ay B pertenezcan al planetigue satisfacer su ecuacion:

= 2-1-1-0+k -1=0;; 2-0+k=0;; k=-2

n52x—y+kzzo}

A1, 0, 1)

mT=2x-y-2z2=0
= 21+m)-1.4-2-3=0;; 2+2m-4-6=0;; 2m=8;; m=4

B(l+m, 4, 3)
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3°) Sea la funciorf (x) = x* - 4x® + x* + 6x.

a ) Determinar los puntos de corte de su graficalos ejes y los intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

b ) Esbozar la grafica de la funcion.

c ) Calcular el area determinada por la grafich eékeje horizontal y las rectas x = -1y
X =2.
a)

Los puntos de corte con los ejes son:

N—"

Eie X — f(x)=0;; x*=4x*+x>+6x=0 ;; x(x*-4x* +x+6)=0;; x, =0= 0(0, 0

La ecuacionx® —4x* + x +6 =0 la resolvemos aplicando Rulffini:

1 4 1 6
1 1 3 2
1 3 2 %0
1 4 1 6
1 1 5 6
1 5 6 0
2 2 6
1 3 0
3 3
1 10|

Las raices somx= -1, % = 2 y %, que dan lugar a los puntos A(-1, 0), B(2, 0) y
C(3,0)

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento raows a la funcidon derivada:

fr(x)=4x®-12x® +2x+6 ;; f'(x)=0;;4x* -12x* +2x+6=0 ;; 2x° —-6x>+x+3=0

Para resolver la ecuacioén resultante, recurrineasugvo a Ruffini:

2 -6 1 3

1 2 -4 -3

12 -4 -3 0
X

Para obtener las dos raices restantes resolvamgsidciorex” —4x-3=0:

1




X_4i 16+ 4-3-2_412\/4+6_21\/E:>X _1+\/E oy —1_@
i 22 4 2 SR T S

Por tratarse de una funcion polindmica sabemosguw®ntinua y derivable en su
dominio, que es R, por lo tanto, para estudiaregimiento y decrecimiento estuiamos
el valor de la derivada en los distintos intervaéosque la dividen los valores de x
hallados anteriormente.

2—\@j [2—\@ 1}[ 2+\/Ej (2+\/E j
, 1, 1], y , +oo |,

Los intervalos son- o,
2 2 2 2

Para estudiarnos consideramos un punto pertetecencada uno de los
intervalos:

[—oo, 2_;@}: x=-1= f'(-1)=2-(-1°-6-(-1)"-1-3=-2-6-4=-12<0

2-410
2

’1j:>XZO:> f'(0)=3>0

1, 2+2\/1_OJ:>X:2 = f'(2): 2.2°—6.2242-3=16-24-1=-9<0

2+£/H)’ +°°J:>X:4:> f-(4): 2-4°-6-4°+4-3=128-96+1=33>0

Creciente= f'(x)>0= (—% 1)D (3 +)

Decreciene = f'(x)<0= (— %, —%jD (1, 3)

b)
Con los datos obtenidos anteriormente se dedusgye®nte esbozo de la fun-

cion:
\ TN\ W /




Xy

El &rea pedida son los dos bucles sombreadosfidgita; teniendo en cuenta que
el comprendido entre -1 y O tiene las ordenadaativeg el area es la siguiente:

-1

s:jf dx+j )-dx=[F(x)];" +[F(X)]2 = F(-2)-F(0)+ F(2)- F(0) =

0

=F(-1)+F(2)-2F(0)=S. (¥

>4t ¢ exr X

F(x):j(x4—4x3+x2+6x) dx—% T3t T X+ 3 +3x =F(x).

Sustituyendo en (*) el valor obtenido para F(gsulta:

S=F(-1)+ F(2)—2F(O)=[(_51)5 ~(-1)*+ (_;)3 +3(—1)2}+(2_;—24 +2_;+ 3 22] 0=

:—E—l—i+3+3_2_16+8+12__2+z E_M_gs 2=9g
5 3 5 3 3 5 15 15" 7
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X+y+5z2=0
49) a ) Discutir en funcion de los valores de kegolver el sistem& =<2x-ky=0
X-y+z=0

b ) Discutir en funcién de los valores dey resolver en los casos de compatibilidad el

X+y+5z=0
sistemas, = | X~V =0
X-y+z=0
X+2y+2Az=A
a)
Sies un sistema de ecuaciones lineales homogénennatyiz de coeficientes es
1 1 5
la siguienteM ={2 -k 0.
1 -1 1

El rango de M en funcion de k es:

1 1 5
IM[=]2 -k 0|=-k-10+5k-2=4k-12=4(k-3)=0 = k=3
1 -1 1

Para k #3 = RangoM =3=n° incég = C. D. {Solucién trivial : x=y=z=0}

Para k=3 = RangoM =2<n° incog = Compatibleindeterminado

Resolvemos el sistema para x = 3.

Como es indeterminado, despreciamos una ecuggaine{femplo la primera) y
parametrizamos una de las incégnitas (por ejeraplo,

_ _]2x-3y=0 _ . .. 2Xx=-3y=0| —-2x+3y=0 _
k_3:>Sl_{x—y+z:0 =224 3 x—y:—/]} 2x—2y:—2A}:>y_ 2

X=Y==A;; X=y-A=-21-A==-31=X

X =-31
Solucion {y=-24 OAOR
z=A1

b)
Por tratarse de un sistema de cuatro ecuaciome&® incognitas (no homogé-
neo para valores dédistintos de cero), la matriz de coeficientes tjammmo maximo,



rango tres, por ello solamente estudiamos el rdeda matriz ampliada.

1 1 5 0 1 1 5 0
1 1 5
2 -3 00 2 -3 00 2 -3
M = M| = =A:]2 -3 0|=54" =
1 -11 0 1 -11 0 -1
1 -10
1 2 20 2 1 2 20 2

=51 -(-2+3)=51=|M|;; [M|=0 = A=0 = Para 1 #0 = RangoM'=4

Para A #0 = Rango M # RangoM' = Incompatile

Para A =0= Rango M = Rango M'=3=n° incég = Compatible Determinado

(Soluciéntrivial : x=y=2z=0)
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