IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDAD DE MADRID

JUNIO — 2022
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentaenehéxamen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera & efeg las ocho que se proponen.
Todas las respuestas deberan estar debidameifiegdss.

x—2my+z=1
1°) Dado el sistema de ecuacior{esx + 2y — z = —1, dependiente del parametro
x—y+z=1
realm:

a) Discuta el sistema segun los valores del parametro

. 1
b) Resuelva el sistema para el valoe= >

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son lagesiges:
1 -2m 1 1 -2m 1 1
A=lm 2 -—1|yd=m 2 -1 -1
1 -1 1 1 -1 1 1
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetran es el siguiente:
1 -2m 1
[Al=lm 2 —1{=2-m+2m-2-1+2m?=2m?*+m—-1=0;
1 -1 1
m = -14+/1+8 _ -14+v/9 _ Z143 Smy=—1,m, = 1.
4 4 4 2
m+ —1
Para —— = Rang A = Rang A' =3 =n%inc6g.= S.C.D.
2

1 2 1 1
Param=-1=A"= <—1 2 -1 —1) = {C, =C,} > Rang M' = 2.
1 -1 1 1
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1 -1 1 1
1 ! !
Param=5:>A = (% 2 -1 —1)=>{C3 =C,} = Rang M' = 2.
1 -1 1 1
m=—1
Paray . _1 (= Rang A= Rang A" = 2 <n%incég.= S.C.1.
2
b)
x—y+z=1
Param = % el sistema result %x + 2y —z = —1, que es compatible indeter-
x—y+z=1

x—y+z=1
a

minado y equivalente al sster{%x 42y —z=—1

Haciendaox = 24:

—y+z=1—2/1} g o e
2y —z=—-1-2 >y=-31;, z=1-21-31=1-5A

Solucion: x = 24,y = —=34,z=1—-51, VA ER.
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2°) Sea la funciofi(x) = {x3 e ¥ si x #0;
si x=0
a) Estudie la continuidad y derivabilidad fiex) enx = 0.

b) Estudie sif (x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

¢) Calcule la siguiente integrdl:= ff f(:) ~dx.

X

a)

Para que una funcién sea derivable en un puntorefiaidn necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estadiderivabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tlencion en ese punto.

3
Parax =0= lim f(x) = lim f(x) = limx—1 -9
x—0~ x-0t x

0 0
1:—:—:0_
ex_z e 1

e

lirgl_f(x) = lir(r)1+f(x) = f(0) = La funcién f(x) es continua en R.
X— X—

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando stsatkas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

1 .
"(x) =1e - (Bx*+2)six#0 () _ rem — [0 st x <0
f'(x) { P >x=0 = f'(0) {Osixz():)

= f'(07) = f'(0%) = La funciéon f(x) es derivable en R.

1 1

() fx)=x3-e x> f'(x)=3x%-e 2+x

3 12x —%

2 —
e x% =
x4

1 1 1

=3x%-e 2 +2e 2 =¢e - (3x%+2).

b)

F) =

1 .
ex? e(—x)? ex?



= La funciéon f(x) es simétrica con respecto al origen.

c
) - =
2 f(x) 2x°-e x 2e x 2 _ -
I=[ % dx=[—F—de=[—-de=[[x7 e
_L1
3x2 X_Z = — = _1 t _1
=19 2x3.dx =dt == [ ret-dt =2
x3dx=t.qtff=12>t=-1
=1 (e : . =2 (i_l)_l (- =1 (“e3_1
T2 T2 e% e) 2 /e e) 2 e e
4ra3_
:”:fz@ d _\/e_l
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3°) Con un dispositivo laser situado en el punfd, 1, 1) se ha podido seguir la tra-
2x —y =10

yectoria de una particula que se desplaza solbeeta = {x = _90°

a) Calcule un vector director dey la posicién de la particula cuando su trayeatori
incide con el plana = 0.

b) Calcule la posicibn mas préxima de la particuldispositivo laser.

c) Determine el angulo entre el plano de ecuagiénx + y = 2 y la rectar.

a)
x=A
La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es{y = —10 + 2A.
z=90+ 41

Un vector director de esv, = (1,2, 1).

La posicion de la particula cuando su trayectadale con el plana = 0 es el
punto Q, interseccion de la reetaon el plan@ = 0:

z=0
x=2
rE{yZ_le =90+ 1=0; 1=-90.
z=90+ 21

x =-90
A=-90>= {y =—-10+2-(-90) = —190} = Q(—90,—190,0).
z=90—-90=0

b)
x=A
El haz de planos3, perpendiculares a la rectas {y = —10 + 22 tiene por
z=90+A1

expresion generfd = x+2y+z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg, el planoy que contiene al punt®(1,1,1) es
el que satisface su ecuacion:

f=x+2y+z+D=0

P(1,1,1)}2>1+2'1+1+D=0;4+D=0=>D=_4=>

>y=x+2y+z—4=0.
x=A

El puntoP’ buscado es la interseccion de larectajy = —10 + 21y el plano
z=90+41



y=x+2y+z—4=0:

Y=Ex+2y+z—4=0

x=A —0-
rE{y=—10+2/1 S A+2-(=10+22) + (90 + 1) — 4 = 0;
z=904+ 1

A—=20+44+90+1—-4=0; 64=—-66; A =—11.

x =-—11
A=-11= {y =—-10—-22 = —32} = P'(-11,-32,79).
z=90—-11=179

Un vector normal del plano=x +y = 2 esii = (1,1,0).

Por definicion de producto escalar: v, = |n| - |v,| - cos 6.

cosd = 'I”’L', . Por sex y § complementariosen a = 'f”i', :
YOR N |7l [vr|
1,1,0)-(1,2,1 1+2+0 3 3
senq = —t QWL __[1+240l = 0,8660 =

VIZi12102VIZ122012  VIt1Vitatl  v26  viz
= a = arc sen 0,8660 = a = 60°.
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4°) Segun el Instituto Nacional de Estadisticaadig el ultimo trimestre de 2.020, el
porcentaje de mujeres que pertenecia al conjunBodeejos de Administracion de las
empresas que componen el Ibex-35 fue del 27,7 ¥eupéeron 10 de estos consejeros:

a) Halle la probabilidad de que la mitad fueran neger
b) Calcule la probabilidad de que hubiese al mendsoambre.
c) Determine, aproximando mediante una distribucidmmal, la probabilidad de que

un congreso de doscientos consejeros de estassamjrgbiera como minimo un 35
% de representacion femenina?

a)

Se trata de una distribucion binomial de las sigigis caracteristicas:

n=10; p=0277; g=1-0277=0,723. P(r)= (:f) o g

_ _ (10 5 s _ 1o . _
P=PG5) = ( 5) 0,2775 - 0,723° = 5=+ 0,0016 - 0,1976 =
= 1098765 (000322=2-2-9-7-0,000322 = 0,0812.
5:4-3-2-5!
b)

La probabilidad de que un consejero sea hombleewsdad menos la probabi-
lidad de que sea mujer:=1— 0,277 = 0,723.

Datos:n =10; p =0,723; q =0,277.

La probabilidad de que hubiese al menos un honsegeivalente a la unidad
menos la probabilidad de que no hubiera ningan hemb

10

P=1-PO=1-(

) -0,723°-0,277'°=1-1-1-0,000002659 =

=1-0,000002659 = 0,99999734.

c)
El 35 % de 200 est = 0,35 - 200 = 70.

Se trata de una distribucion binomial de las sigei caracteristicas:

n=200; p=0277; q=0,723.



Por Sern-p =70-0,277 =18,39 > 5
n-q=70-0,723=50,61>5

nomial a una distribucién normal de las siguiectscteristicas:

} puede aproximarse la distribucion bi-

u=n-p=200-0,277 = 554.

o= \/n ‘p-q=+200-0,277-0,723 = /40,05 = 6,329.

X = B(200; 0,277) ~ N(55,4; 6,329).

. g . X— X—-55,4 . . .
Tipificando la variableX — U” = Aplicando la correccion de Yates:

69,5-554) 141 _ _
P=P(X>70)=P (Z > 22 ) =p (Z > —6’329) ~ P(Z > 2,23)

=1-P(Z<223)=1-0,9871=0,0129.
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59) Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se \arepartir un premio de 9.450 euros
de forma directamente proporcional a sus edadesubma de las edades de Pablo y
Alejandro excede en tres afios al doble de la edafllidia. Ademas, la edad de los
tres primos juntos es de 45 afios. Sabiendo querepato del premio Pablo recibe
420 euros mas que Alicia, calcule las edades dgdegprimos y el dinero que recibe
cada uno por el premio.

Searnx, y, z las edades de Pablo, Alejandro y Alicia, respaatente.
La cantidad que corresponde a un afo de edgégsgs.t 210 euros.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedueaw®iado es el siguiente:

x+y—3=22)y x+y—2z=3
x+y+z=45} x+y+z=45}=>x=z+2=>

(Z+2)+y—22=3}
x=z+2 X—zZ=2

(z+2)+y+z=45

y—z=1 } —y+z=-1

y+2z=43 y+2z=43}=>3z=42? z=14; x=16; y=z+1=15.

Pablo tiene 16 afios; Alejandro tiene 15 afios y Alicia tiene 14 aios.

Pablo:16 - 210 = 3.360.
Alejandro: 15 - 210 = 3.150.
Alicia: 14 - 210 = 2.940.

Reciben: Pablo, 3.360 euros; Alejandro, 3.150 euros y Alicia, 2.940 euros.
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6°) Sea la funciofi(x) =

2+1

a) Compruebe sf(x) verifica las hipétesis del teorema de Bolzano leintervalo
[—1,1].

b) Calcule y clasifique los extremos relativosfde) en R.

c) Determine el area comprendida entre la grafida éiencionf (x) y el eje OX en el
intervalo[—1, 1].

a)
El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €n, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosdrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

quef(c) =0".

La funciénf (x) es continua en R por sef + 1 # 0,Vx € R, por lo cual le es
aplicable el teorema de Bolzano a cualquier interfraito que se considere.
-1

f(=1) = =—§<o.

(- 1)2+1 1+1

fy=-=L=Is0

12+1 1+1 2

Queda comprobado que f(x) satisface el teorema de Bolzano en [—1, 1].

b)
La condicion necesaria para que una funcién temge&ximo o un minimo
relativo es que se anule su primera derivada.

f ( ) 1-(x241)-x-2x _ x?+1-2x? _ 1-x?
T (x2+1)2 0 (x2+1)2 (x241)2°
1-x2=0>x;,=—-1,x, = 1.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ila segunda derivada:
si es negativa para los valores que anulan araepai derivada se trata de un maximo
Yy, Si es positiva, de un minimo.

/" =20 (x2+1)2-(1-x2)-[2-(x2+1)-2x] _ —2x-(x2+1)—4x-(1-x%)
[ = (x2+1)* o (x2+1)* -

_ —2x3-2x—4x+4x®  2x3-6x £'(x) = 2x-(x%2-3)
N (x2+1)* T (x2+1)4 T (2+1)4

r 21D [(=12-3] _ —2:(=2) 1 . : _
f'"(—1) = TR —— =7 > 0= Min. relativo para x = —1.




-1 -1 1 A S |
f(—1)=(_1)2+1=?:—E=>M1nlm0.A( 1, 2).

1-(12— (=
(1) = 2 11211 -2 (z 2 — _2 < 0= Max. relativo parax = 1.
1 1 (o 1
f@) = ST Maximo: B (1, 2).

c) Determine el area comprendida entre la grafida fiencionf (x) y el eje OX en el
intervalo[—1, 1].

Teniendo en cuenta qyf€—x) = —f(x), la funcion es simétrica con respecto
al origen; que contiene al origen de coordenaaipnﬂaﬁ(g) > 0, la superficie a calcular
es la siguiente:

2 _
1 1 x“+1=t
S=2-f0f(x)-dx=2'f0x;il-dxz{x_dledt
2

x=1-t=2
x=0—>t:1}:

>S§=2-f - —dt=['z-dt=[Lt]} =12-L1=12—-0=>5=L2u>.

~ | =
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x=14+A1
7°) Sea el planor=x+y+z=1, la rectar, =jy=1—-1, A€R y el punto

z=-1
P(0,1,0).

a) Verifique que la recta, esta contenida en el planoy que el punto P pertenece al
mismo plano.

b) Halle una ecuacién de la resct@ontenida en el plano que pase por P y sea per-
pendicular a; .

c¢) Calcule una ecuacion de la rectajue pase por P y sea paralela a la ngctdalle
el area de un cuadrado que tenga dos de sus lloieslas rectag y r,.

a)
Una recta esta contenida en un plano cuandoda ésfts de sus puntos.
x=14+21
Dos puntos de, =iy =1 — A son:A(1,1,—-1) y B(2,0,—1).
z=-1

La rectar; esta contenida en el planai lo estan sus puntos Ay B:

T=x+y+z=1 _ .
A(LL_D}:1+1—1_1=>51=>AEn.
T=x+y+z=1

B(2,0,—1)}=>2+0_1:1:)Sl=>3Eﬂ'

T=x+y+z=1

P(O,LO)}:>0+1—0=125l=>PET[.

Queda verificado que r; y P estan contenidos en el plano .

b)
Un punto genérico dg esQ(1+ 1,1 — 4, —1).

Los puntos P y Q determinan el vector:

PQ=00—-0P=[1+11-21-1)—(0,1,0]=(1+21,-1—1).
Un vector director de, esv; = (1,—1,0).

Si los vectoresP_Q) y v; son perpendiculares, entonces, el ve%res lineal-
mente dependiente del vector director de la repidida.



Dos vectores son perpendiculares cuando su peschalar es cero:

PQ-7,=0=>(1+4-4-1-(1,-1,00=0; 1+1+1—0=0;
20=-1; A1=—-.

Paral = —>= PQ = (1-3,2,-1) ~ (5,3,-1) = % = (1,1,-2).

La expresion de dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continsids &i-
guiente:

c)
La rectar,, por ser paralelag, tienen vectores directores linealmente depen-
dientes, por lo cuali; = v, = (1,—1,0).

El lado del cuadradf es la distancia del punB(1,1,—1) € r; a la recta,.

La distancia de un punto a una recta puede detarsarneniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectaresmoddulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto de la
base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso sét
hace un esquema de la situacion.

Un punto y un vector director deg son
P(0,1,0)yv, = (1,—1,0).

o 'EA”B'}: 7 APB| = (53] - £ = £ = d(B,r) = 227
S=|v,|-*? 721

PE=0B—0P =[(1,1,—-1) — (0,1,0)] = (1,0, —1).

i k
— — 1 -1 0
e =d(Br,) =8l N o —all il _ lisjeel _ ERERE V3
T 1721 m V1+1 V2 NG Vz
N V6 . ;
=——=>f=Tu S=f=.>5=-u'=15u’
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8°) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negrege uno al azar. Si el sombrero
es blanco, se toma, al azar, un pafiuelo de un ga@mrontiene 2 blancos, 2 negros y
5 con cuadros blancos y negros. Si el sombreregonse elige, al azar, un pafiuelo
de otro cajon que contiene 2 pafiuelos blancosg#osey 4 con cuadros blancos y
negros. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que en el pafiueloeguar algun color que no sea el del
sombrero.

b) Calcular la probabilidad de que en al menos unlosleomplementos (sombrero o
pafiuelo) aparezca el color negro.

c¢) Calcular la probabilidad de que el sombrero haga segro, sabiendo que el pa-
Auelo ha sido de cuadros.

Sea A la cesta que contiene 6 sombreros blan&segros, B el cajon que
contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros bsannegros y C el cajon que contiene
2 blancos, 2 negros y 4 con cuadros blancos y segro

12

a)
P:P(Sbnpn)"'P(Sbnpc)_l'P(Snnpb)_l'P(snnpc):

= P(Sb) : P(pn/sb) + P(Sb) : P(pc/sb) + P(Sn) : P(pb/sn) + P(Sn) : P(pc/sn) =

12 30 6 12 42 18 14 1 70+27
=St S=Cf—=—4-=
81 81 90 90 81 90 27 5 5-27

4
10

b)
La probabilidad pedida es equivalente a la unidados la probabilidad de que
el sombrero y el pafiuelo sean blancos:



6 2 12 4
P=1—P(sbnpb)=1—[P(sb)-P(Z—§)]=1—;-;=1—§=1—;=
=22 5 p=2-9038519.
27 27

c)

p=P __ P(spnpe) - P(sp)P(pc/sn) P(sp)-P(pc/sn) _
- (Sn/pc)'_ P( - - -
Pe) P(spNpc)+P(spNpc) P(sp)-P(pc/sp)+P(sn)-P(Pc/Sn)
12 2= 2= 12-81 4-9 36 9
910 90 90 ) )
= = = =5 =T = = =—=P=—=0,2647.
65,34 7 30,127 309041281 ™ 343.90412.81  10-10+4:9 136 34 ’
99 910 81 90 81-90
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