Integracion por partes.

Ejercicios resueltos

Ejemplo 1 : Integre /x3 Inz dz

Solucién : Hacemos

1
u=Inzx Al derivar du = — dzx
e — T
) z*
dv = 23 dx Al integrar v= i
e

La integral se transforma en
4 4 4 4 4
1 1
/m?’lnmdx:x— lnm—/w— 7dm:m— Inz — - /xs dm:x— lnx—w——i—C.
4 4 x 4

Por lo tanto,

4 4
/J:?’lnxd:c:x— 1na:—m—+C.
4 1

Ejemplo 2 : Integre /;U2 cosz dz

Solucién : Hacemos

u = z? Al derivar du =2z dz
dv = cosz dz Al integrar v =senx

La integral se transforma en

/x2cosx dz:xzsenx—/stena: da}:x2senx—2/zsenx dx

Resolvemos la nueva integral / rsenx dzr, integramos otra vez por partes. Hacemos

u=x Al derivar du = dzx
dv =senzx dx Al integrar V= —cCosT
e T

y obtenemos

/xsenz dr = —xcosx — /—cosx dw:—mcosx—l—/cosm dx = —xcosx +senx + Cq,

entonces,

/x2 cosz de = 2% senx — 2(—xcosx +senz + C1) = z?senz + 2z cosx — 2senx + C,

asi, la familia de primitivas es

/:p2 cosz dz = z°senz + 2z cosz — 2senx + C.

Ejemplo 3 : Integre / sen? z dx

Solucién : Observemos que
/senzx dr = /senxsenz dx.

Integramos por partes, hacemos

u = senzx Al derivar du = cosz dx
__«alderivar |

dv =senx dx Al integrar V= —CosT
e



La integral se transforma en

/sean dz:fsenxcosxf/fcoszcosx d:p:fsenmcostr/coszx dx
:—sena:cosx—i—/ (1—sen2$) dx:—senxcosx+/dx—/sen2a: dz
como /dx:;v+01, tenemos que

/sen2:r d:v:fsenxcos:er:Ef/senzm de +C, — /senzx dx+/sen2$ dx = —senxcosx + x + Cq,

de aqui,
1
2/sen2r dr = —senzcosx + x + Cq — /sean dr = 5(—senzcosz+z+01).

Por lo tanto,

" 1 1
/sean dr = Esenxcosx+51+c

Ejemplo 4 : Integre /eﬁ dx
Solucién : Hacemos el cambio de variable

1
=/z; dp=—— — 2pdp=dzx
p=Vz P=57 p dp

/eﬁd:v:/2pe”dp:2/pepdp

y la integral nos queda

integramos por partes, hacemos

u=p Al derivar du = dp
dv = eP dp Al integrar v =eP,
—_—

la integral se transforma,
/pep dp:pepf/ep dp = peP — e? + Cy,

como p=+/z, se tiene
/eﬁ da:zZ(ﬁeﬁ—eﬁ—i—C’l) :26\/5(\/5—1) + C,

es decir,

/eﬁdr:2e\/§(\/§—1)+0.

Ejemplo 5 : Integre / escd z dx

Solucién : Escribimos la integral como

/csc3 T dr = /csc2 rcscx dx.

Integramos por partes, hacemos

U = CcsCx Al derivar du = —cscxzcot x dx
dv = csc? z dx Al integrar v = —cotuz,
e
La integral se transforma en
/ esc®  dz = cscx (—cotz) — / (—cotz)(—cscaxcotx) dr = —cscxcotx — / cscx cot? z de,

es conocido que
2

cot’xz =csc’x — 1,



asi,

/csc3:vdac:—csczcota:—/cscxcot2x dx = —cscx cotac—/csc:v(cch;t—l) dx

= —cscxcotx — /csc3m d:rJr/cscx dr = —cscxcotx — /Csc3:v dx 4 In |cscz — cot z| + C,

es decir,
/csch dr = —cscx cotx —/csc3x dz + In |cscx — cot x| + C,
de aqui,
2/csc3:0 dr = —cscxcotz + In|cscz — cot z| + C,
con lo que,

" 1 1
/ escx do = -3 cscx cotx + §1n|cscz —cotz|+ C.

*
Ejemplo 6 : Demuestre que
" dx n—1 5 n—2 2
— = l1—2?2+(n-1) |z V1—2a?dz
V1— 22
Demostracién : Escribimos la integral como
z™ dx I T e
V1—ax2 V1—z?
Integramos por partes, hacemos
u=g"" 1 Al derivar du=(n—1)z" 2 dzx
x
dv = —= dx Al integrar v=—+1— a2,
A /1 — $2 —g,
La integral se transforma en
_ztdr =1 (7\/17:]32) — / (,\/1,$2) (n—1)z" 2 dz=—z"! \/17124»(7171)/1"_2 V1-22 dx
J V1—2x? . .
entonces,
z" dx ne1l /T3 2 /T 5
- =2 V1—z2+ n—l/a}" V1 — 22 dz.
T ( )
*
Ejercicios

1. Calcular las siguientes integrales

1. /xex dz 2. /:I; dx 3. /x 277 dx 4. /xsenaz dz 5. /tcost dt
e
72

6. /a:e% dz 7. /esw dz 8. /x2 3% dx 9. /x2 sen xdx 10. /t3 sent dt

11. /lnx dx 12. /arctanac dx 13. /arcsenac dx 14. /4:U In2x dx

15. /\/Elnx dx 16. /:):arctanx dx 17. /xarcsenx dx 18. /.%'36962 dx

19. /C082 x dr 20. /QCOS 360 do 21. /a:5 cos (x?’) dx 22. / (t2 + 5t + 6) cos 2t dt
23. /sec3 0 db 24. /e“ senx dx 25. /sen 3z cos bx dx 26. /a:sen:ccos:c dx

3



—

1
22Inz dz 28. % dzx 29, / 5% cos 22 dx 30. /cos (g) cos (%) dz

22e%% dz 32. /th_t/z dt 33. /eat cos bt dt 34. /(332 — 2z + 5) e Tdx

d 1-
/ ° 23: /:L'ln( x) dx 37. /:U2 arctan 3x dx 38. /5” sen bz dx
sen 1+zx

I’z dz 40. / VT g 41. /ea‘r sen bx dz 42, /ln (a:\/ 1+ :z:2> dx

sen(lnz) dx 44. /y3ey2 dy 45. /"TCOSCIj dz 46. /33” coszx dr

sen? z

1 In (1
:E5€m dx 48. /nt dt 49. / n (In z) dzx 50. /(332—233+3) Inz dx
x

/t3€t dt 52. /\/ x2+1dx 53. /;Etan2 2z dx 54. /m(arctanm)2 dx

1 2
/ 22 da arcsen vl 5 / ) / cos z cos? (3x) da
\/f er

/xcchx dx 60. /mtan_lm dx 61. /COS2 (Inzx)dx 62. /costln (sent)dt

/(lna:)2 dx 64. /sen\/E dx 65. /x2 cos 3z dx 66. /;vcos2msenx dx

d xT
/sec50 do 68. /$3 372 69. /xe 5 dx 70. /(arcsenx)2 dx
cos? (22) (z+1)

/1‘3 Inz dx 72. /tsen4t dt 73. /1‘2 sen2x dx 74. /sec5 (ax +b) dx

/x5m dx 76. /95ec20 de 78. /8603 (ax +b) dx

/zcos 2z dz 0. /a:sean dx 81. /6_9 cos 36 do 82. /wafv dx

Inz dx
84. arccos z dz 85. sen 2t sen 4t dt 86. sen 2¢ In (cos7 t) dt
= / /
2z
ze ' dx T arcsen T T arcsen T
_— 8. / 3 arctan 2t dt 89. —— dx 90. /
Nz V1—a? \/7

1 d 1/2
% 92. /sen2xln (sen4a:cos5 :c) dx 93. /sen2a:ln <§§r811/3f: dx

/sen (2az) In (tan az) dx 95. /sen2m In (sen5 z) dx 96. /sen:rln (cot g) dx

/cos 2zIn (senx + cosz) dx 98. /cosacln (sen_2a:(:053 a:) dx

5 arcsen® ¢ In (arcsen3 t)

/senxln (sen4:ncos :L') dzr 100. / N dt




101. cos bz In (sen” bz cos™ bx) dx 102. / sen bz In (sen” bx cos™ bx) dx

1

103. /;Its.enh2 ) dx 104. / cosh? z dx 105. /senhﬁ dx
-1

106. 3t senh 3t dt 107. /eat cosh bt dt 108. /x5 cosh (xg) dzx
23 dx x° dx 7 dx
109. csc® z dx 110. —_— 111. —_— 112. —_—
/ V1—=22 V1—22 V1-—22

. Demostrar la férmula de reduccion

1 _ n—1 _
/cos”:n dr = = cos" Yzsenz + cos" % x dx
n n

. Demostrar la férmula de reduccion

/(lnx)" dr =z (Inx)" — n/(lna:)”1 dx

. Demostrar la férmula de reduccién / z"e® dr = e —n / 2" e dr

. Demostrar la férmula de reduccion

2 2\ 2
/(:n2+a2)n dr = 2 (o +a) + 2na /(m2+a2)n_1 dzx,

2n +1 2n +1

1
conn;«é—a

. Demostrar la férmula de reduccion

tanzsec” 2z n—2 _
/sec” T dx = + sec" 2 x du,

conn # 1. n—1 n—1

Respuestas: Ejercicios

1.1. (xz—1)e® +C; 1.2. —(z+1)e %+ C; 13. —(14+2in2) 5

; 1.4. senxz —xzcosz + C;

) 2
1.5. cost+tsent + C; 1.6. (2$71)e -+ L7 — (£ + 22+ 1a?) e 32 4 C; 1.8. 31( TR 13§3+£f3>+0;
1.9. 2cosz + 2xsenx — z2 cosx + C; 1.10. 6tcost — 6sent — t3 cost + 3t2sent + C; 1.11. z(Inz—1)+ C;

1.12. xarctanxféln(mQJrl)JrC; 1.13. zarcsenz + V1 —x2 + C; 1.14. (2lnz+2In2—1)22 + C;

1.15. % (Inz —1) x3/2 + C; 1.16. %arctan:r — %:E + %a:2 arctanx + C; 1.17. %12 arcsen xr — iarcsenm + imm—k C;
1.18. %612 (xz—l) + C 1.19. %cosxsenx-ﬁ-%x—ﬁ—c; 1.20. %cosSG—i—%OsenSG—}—C;

1.21. %COS( ) + m sen (x3) + C; 1.22. %cosZtJr sen 2t + = slcos2t + 5tsen2t+ t2 sen 2t 4+ C;

1.23. %sec@tan@—s— %1n|sec€+tan9| + C; 1.24. % (senx — cosz) + C; 1.25. 15—Gsen3msen5x+ —cos3mcos5x+C

1.26. %xsenzx—f— %Cosxsenx— %x—i—C; 1.27. %J13 (Inz — l) + C; 1.28. 2/ (lnxz —2) 4+ C;

1.29.

6;91 (5cos 2z + sen2zx) + C; 1.30. —Qcos(%) sen( ) +Esen(%) cos(%) + C; 1.31. %632 (%—%z—l—zQ) + C;

132, —2eY/2(8+4t+1%) +C; 133 £ (acosbt +bsenbt) + C; 134 —e~® (2% +5) +C;

1.35. —xcotz + In|senzx| + C; 1.36. %xQ ln(ﬁ) —z+tanh~ 'z + C; 1.37. %13 arctan 3z — 1—181;2+ 1%}.2 In (:t + ) + C;

1.38. ﬁ((ln5)sen5m—5cos5x)+c’; 1.39. z (In’z —2Inz +2) + C; 1.40. 2eV® (Vz —1) +C;



1.41.

1.44.

1.47.

1.50.

1.53.

1.56.

1.58.

1.61.

1.64.

1.67.

1.69.

1.72.

1.74.

1.75.

1.78.

1.80.

1.83.

1.85.

1.88.

1.91.

1.93.

1.95.

1.97.

1.99.

1.101.

1.102.

1.105.

1.108.

1.111.

% (asenbx — bceosbz) + C; 1.42. arctanz — 2z + zln (:v\/a:2 + 1) +C; 1.43. %x (sen (Inz) — cos (Inz)) + C;

_leg—v? (1+y2) + C; 1.45. —zcscx + In|escz — cot z| + C 1.46.

5 (senz + (In3) cosz) + C;

3@
In2 3+1
(1—x2+%x4)em2+c; 1.48. —%(2+21nt+1n2t)+0; 1.49. (In(Inz) —1)Inz+ C;

%xQ—Bx— éx3+(3x—x2+%x3) Inz + C; 1.51. (6t—6—3t2+t3) et + C; 1.52. %x\/x2+1+%senh71x+0;

%tan2x7iln|sec2x\f§+0; 1.54. 12; arctan? T —zarctanz + 5 Lin (:1: +1) + C; 1.55. 7(%+1nz) $+C;

20 — 2+/T — G arcsen V0 + C; 1.57. e~ * (E cos 2x — %senZ:t: — 7) + C

2
%senxqt —cos:rsen6zf 7—Osenxc086£+c’ 1.59. —zcotz + In|senz|+ C; 1.60. %arctanzf 5 + % arctanz + C;

o+ %zcos(ﬂnm)+éxsen(21na;)+0; 1.62. (In(sent) — 1)sent + C; 1.63. z(In’z —2lnz +2) + C;

2sen /T — 2y/x cos\/x + C; 1.65. %:r:cosi%x— %seni%x—i—%szean—i-C; 1.66. %senx—éseng’x— %cosg’x—i—C;

itan@sec3 0+ % secftan + % In |sec @ + tan 0| 4+ C; 1.68. i sec (22) tan (22) + i In }sec (z?) + tan (:EQ)‘ +C;

z

- +C; 1.70. zarcsen? x — 2z + 2v/1 — 22 arcsen = + C; 1.71. (4lnz—1) 5 YoR

x+1
%sen4t 11Ecos4tJrC; 1.73. icos2x+%wsen2zf %$26082(E+C;

ﬁ tan (az + b) sec® (ax 4 b) + % sec (ax + b) tan (az + b) + % In [sec (az + b) 4 tan (az + b)| + C;
5% (ﬁ 1n2 ) +C; 1.76. Otan6 — In|secO| + C; 1.77.

i sec (ax + b) tan (az + b) + % In |sec (az + b) + tan (ax + b)| + C; 1.79. % cos2z + %z sen2z + C}

Lg2 _ écostf Lysen2z + C; 1.81.

—e
L : € — (3sen30 — cos 30) + C; 1.82. a” (L 1n2a) +C;

10 Ina

—2yT—z(lnz) —4tanh ' VI -z +4V1 -z + C; 1.84. zarccosz — V1 — 22 + C;

1—e22—1

— %sen2tcos4t+%cosZtsen4t+C; 1.86. 76052t(%71n|cost\)+0; 1.87. (17m)m+%ln Ve + C;
ét — it:)’ — @ arctan 2t + t4 arctan 2t + C; 1.89. —+/1—zZarcsenz + = + C; 1.90. % tanh™" z + C;
(1-Inz)v1—22+1In ﬂ + C; 1.92. 2sen2:c(21n|senx|—1)+5cos2x(% —In|cosz|) + C;
%0052 x (7 —In|cosz|) + 1 sen2 x (7 —In[senx|) 4+ C; 1.94. % sen? (ax) In [tan (az)| + % In |cos (az)| + C;
SSen2x(ln|senx|—%)+C; 1.96. —2In|cos ( 2) | + 2sen? (%)ln{cot 2) | + C;
% (senz + cosz)? (In(senz + cosz) — %) + C; 1.98. senz (ln % - 1) —3In|secx — tanz| + C;
41n|cscx — cot x| +9cosx — 5coszIn (sen4 x cos® x) + C; 1.100. % arcsen® (ln |arcsenm - %D + C;

- mT+n sen bz + % In (sen”™ bz cos™ bx) senbx — ln’% + C;

m+" cosbr — + ln (sen™ bx cos™ bx) cos bx + 7 In ’ 1;?:;” + C; 1.103. %senh (23:2) — % + C; 1.104. % +1;

(bsenh bt — a cosh bt) + C;

2+/z cosh \/x — 2senh \/z + C; 1.106. m (3 cosh 3t — (In 3) senh 3t) + C; 1.107. %

é senh (%) — %cosh (23) + C; 1.109. — %cscmcotx +3 Lln|cscx — cot x| + C; 1.110. — %\/1 — 22 (24 22%) + C;

— V1 — 22 (422 4 32 + 8) + C; 1112, — /1 — a2 (822 + 62* + 526 + 16) + C;





