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8. Funciones

Kepler-1638b es el planeta extrasolar mas lejano
descubierto hasta la fecha. Se cree que es similar a
nuestra Tierra y orbita, dentro de la zona habitable,
en torno a una estrella como el Sol, situada a unos
2500 anos-luz de nosotros, en la constelacion del
Cisne. La luz que recibimos de dicha estrella es de-
masiado débil para poderla ver a simple vista. A pe-
sar de ello, al observar su tenue brillo y estudiar en
funcion del tiempo la variacion de la intensidad de su
luz, ha sido posible detectar el planeta que la acom-
pana. ¢Qué forma crees que tendra la grafica de esta
funcion? ¢Sera una funcion periodica? ¢Como crece-
ra y decrecera la intensidad de la luz? ¢En qué mo-
mentos presentara maximos y minimos? Responder
a estas preguntas nos abrira las puertas a otros
mundos...

En esta unidad aprenderas:

1. Concepto de funcion 9. Funciones racionales

2. Dominio y recorrido 10. La funcion exponencial

3. Puntos de corte con los ejes 11. La funcion logaritmica

4. Simetria 12. Funciones trigonométricas
5. Crecimiento, acotacion y curvatura 13. Funciones definidas a trozos
6. Periodicidad 14. Operaciones con funciones
7. Funciones polindmicas 15. Transformacion de funciones
8. Funciones con radicales 16. La funcion inversa



En mudltiples ambitos cientificos, tecnoldgicos y socioeconémicos, como la fisica, la progra-
~ macion o la economia, aparecen un sinfin de magnitudes relacionadas unas con otras. Asi,

. por ejemplo, la presion dentro del mar varia segun la profundidad de inmersion, el tiempo de
- computacion empleado en la resolucion de un problema depende de la dificultad de este, o el
coste unitario de produccion viene dado por el nimero de unidades fabricadas.

Todas esas magnitudes pueden adoptar distintos valores dentro de ciertos rangos, por lo que
reciben, en general, el nombre de variables. Y las posibles relaciones entre las distintas va-
riables se traducen al lenguaje matematico mediante el concepto de funcién. Estas son las
distintas formas en que suele expresarse una funcion:

variables. Por ejemplo: «el nimero de posibles contrasenas crece de manera exponencj
con la longitud de las mismas, es decir, con el nimero de caracteres que la formany,

e Una tabla asocia a ciertos valores de una de las variables los correspondientes vcr?.s de
la otra. Por ejemplo, la siguiente tabla de demanda pone de manifiesto que ntidad
de producto demandada se va reduciendo a medida que se incrementa su

Precio de venta al publico

0,5 1,0 1,5

°

(en euros por cada barra de pan) { 0
i x D
Cantidad semanal demandada 300 150 Q?S 50

(en miles de barras de pan)

Tabla 8.1. Demanda semanal de barras de pan en@&én de su p%{
Una grafica representa de forma clara y visuaé cién que te entre las variables.
Observa la siguiente representacion grafica: .\

&nversmn en las de temperaturas
ahrenheit

En el eje de abscisas se re- 2 200+
presentan los grados ,Ce %
sius, mientras que en el’gj % T
de ordenadas, su eqli 4 =
S 100+
©

cia en grados F%w@ 5

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Grados Celsius (°C)

e Una formula o expresion analitica condensa, cuando ello es posible, la dependencia exac-
ta que se da entre las variables; es decir, como a través de ciertas operaciones realizadas
sobre una de ellas podemos obtener la otra. Asi, por ejemplo, para una eficacia en la fre-
nada del 80 %, la distancia recorrida, d (en metros), por un vehiculo desde que se accionan
sus frenos hasta que este se detiene por completo depende de la velocidad a la que cir-
cula, v (en km/h), segun:

d = 0,005 v?

Todos estos ejemplos tienen una caracteristica en comun: hacen corresponder cada valor de
una de las variables con un unico valor de la otra. Este hecho es el que define las funciones:

Una funcion f es una aplicacion entre dos conjuntos tal que a cada elemento pertene-
ciente a un conjunto inicial se le asocia un unico elemento dentro de un conjunto final.

<(>i> Piensa

Explica la dependencia exponencial
entre el nimero de contrasenas y la
longitud de las mismas.

. . 5 . . ®
e Un enunciado o regla nos informa con palabras de qué forma se relacionan entre si las ‘b\

NG

Punto de interés

Hasta hace un par de siglos, los
matematicos consideraban que una
funcion «respetable» era, mas bien,
todo aquello que pudiera expresarse
mediante cierto tipo de férmula, como
X2 +1 0 cos2x. Es decir, una especie
de «maquina» capaz de realizar de
manera explicita determinadas opera-
ciones sobre nimeros y de «escupir»
después los resultados.

Funcién

- y=1x

Hoy, sin embargo, las funciones se
entienden en un sentido mas amplio,
como aplicaciones mediante las cua-
les un conjunto de ndmeros u otras
entidades se pone en correspondencia
con otra coleccion de elementos. Asi,
no es imprescindible que exista una
férmula para definir la accion explici-
ta de la funcion. Lo esencial de esta
aplicacion es, en cambio, que a cada
elemento del conjunto inicial le corres-
ponda un solo elemento del conjunto
final. Es decir, que todos los elemen-
tos del conjunto inicial deben tener un
elemento asociado del conjunto final.

[[]

Conjunto Conjunto
inicial final
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X Y

a y= ﬂx) b= f(a)

[ ) [ ]
Dominio Recorrido
X = D(f) Y= R(f)

YA
y=1fx)
b="fla)
Recorrido
Y=R(f)
a [
Dominio X
X=D(f)

Y Sies una funcién Y No es una funcion

y=1x)

tvmcipales ti

N
V\Q

(2) Pi
(2) Piensa

En cada uno de los ejemplos de fun-
ciones presentados hasta ahora, iden-
tifica la variable dependiente e inde-
pendiente, asi como sus respectivos
dominios de definicion y recorridos.

2 Dominio y recorrido

Si se toman como referencia los datos recogidos en la Tabla 8.1, se tiene que el conjunto
inicial esta formado por los valores de la variable «precio unitario de venta», que es donde la
funcion ha sido «definida»; por su parte, el conjunto final viene dado por los valores de la va-
riable «cantidad semanal demandada» correspondientes a cada uno de dichos precios, para
los cuales son sus respectivas «imagenes».

( 0
El conjunto inicial X es el dominio de definicion de la funcion, D(f), y sus elementos
reciben el nombre de variable independiente, x

El conjunto final Y es el recorrido o imagen de la funcion, N@ sus elementos reciben
el nombre de variable dependiente, y, pues su valor depe el valor que tome x:

xeX—f>y=f(x)eQ

\ (] J

Varios valores diferentes de la variable indepe&e podrian tener la misma imagen en el
recorrido, es decir, podrian compartir un valogi ico de la variable dependiente, pero no al
revés.

Las funciones estudiadas hasta el @nto compar&% emas, otra caracteristica: sus
elementos son nimeros reales; , son funclo ales de variable real que hacen
corresponder, dentro de su domin ada ndmero E n un unico ndmero real del recorrido:

*‘}XCR

(x)eYcR

En estas funciones, %mmo yelre
no han de coincidi sariamente, con

btenido este ultimo como imagen del dominio,
conjunto de los nimeros reales. El dominio pue-

de verse restri un subco e R en un determinado contexto, ya sea por la pro-
pia naturale problema surge la funcién o por limitacion expresa de quien la
propone.

Por o 0, en ocasio %o es posible realizar determinadas operaciones sobre cualquier

imere’real, lo cual

ca que algunas funciones reales, debido a su propia expresion
itica, tengan [ ini

* Poli rr& as expresiones polindmicas se encuentran definidas para todos los ndmeros
real

fix)=x-4x-5

e Raices. Dentro de los nimeros reales, las raices de indice par no estan definidas cuando
el radicando es negativo; las de indice impar, sin embargo, si lo estan.
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* Exponenciales y logaritmos. La exponencial esta definida para cualquier nimero real; el
logaritmo, en cambio, solo se define para argumentos estrictamente positivos.

Y| R(f) = (O, =) YIROH =R fx=log, x
fix) = 2% -
10+ 2T
. D(f = R , D(f) = (0, =)
5 5 X -5 5 X
-10+ -2

* Fracciones. Una expresion racional o, en general, que contenga la variable independiente
en un denominador no se encuentra definida para aquellos valores que lo anulen.

¢ Expresiones trigonométricas. El seno y el coseno se encuentran definidos para todo
mero real, pero el resto de razones trigonométricas no estan definidas alli dond.e
rrespondiente denominador se anule.

Y

\ [
_vn i

) = sen x

AP

encillas:

Ejemplo 1. Determina el dominio de estas funcio

a) f(x)=vx+2 b) f(x)=log(1- x@@& W\ d) f(x)=cotgx

a) La raiz cuadrada solo esta definida para candos nul itivos:

L= -2 (1) =[2%)
tamente posj é
‘b' (==1)
los valores que anulan el denominador:
3 = D(f)=R-{+3}

X+22>

b) El logaritmo exige argument@%
>

¢) En esta funcién ramgn élwmos del d
x*-9=0

d) Como cotgx@x;senx quedan

0= x< =

a del dominio los valores que anulan el seno:
=R-{0,+m +2m,..}

o

@ www Actia

Comprueba por tu cuenta el dominio y
el recorrido de algunas funciones con
esta animacioén interactiva.

\ 4
R(

~h

=

I
x|k

= 2 AN=R-(0) X

11 0po

Al estudiar el dominio, recuerda que no
siempre es posible realizar cualquier
operacion matematica. Esto provoca
que, a veces, la «maquinaria» de una
funcion se «atasque»: dividir entre
cero, hallar raices reales pares de
nimeros negativos u obtener el loga-
ritmo de un argumento nulo o negati-
Vo son tres operaciones que no estan
permitidas.

7 Actividades

1. Observa las siguientes gréficas y determina el dominio y el
recorrido de las funciones correspondientes:

a) f(x)=x"-5x>+3

2. Halla el dominio de las siguientes funciones:
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3 Puntos de corte con los ejes

Cuando se representa graficamente una funcion, esta puede cruzarse con los ejes de coorde-
nadas. Estos puntos de corte o interseccion pueden aportar informacion muy valiosa. Por
ejemplo, en la grafica del margen aparecen representados datos sobre el paleomagnetismo
terrestre. En ella se observa que, durante algunos periodos de tiempo, los valores del mo-
mento magnético son positivos y en otros, negativos. Cuando la funcién corta el eje de abs-
cisas, esto indica que el momento magnético se anula, lo que implica una inversion de los
polos del campo magnético terrestre. El tinico punto de corte con el eje vertical o de ordena-

Variacion del campo magnético terrestre
n los dltimos 4 millones, de an

[N
o

|
[HN
o

Tiempo transcurrido desde el

presente (millones de afios) das nos informa acerca de la intensidad del momento magnético de la Tierra en la actualidad.

Momento dipolar del campo
geomagnético (10?2 Am?)
o

Los puntos de corte de una funcién con los ejes de coordenadas son:

Y Y

El punto de corte de la funcién y = f(x) con el eje de ordenadas OY: si existe, es unico \ y = f(x)
e indica el valor de la variable dependiente u ordenada, y, en el origen; es decir, es de la ‘k

forma (O,f(O)), luego se halla calculando el valor de la funcion en x = O.

Los puntos de corte de la funcion y = f(x) con el eje de abscisas OX se caracterizan por
que en ellos el valor de la variable dependiente u ordenada, y, es nulo. Es decir, estos %y O)‘
puntos son de la forma (x,0), y para hallarlos basta con resolver la ecuacién f(x) = O

Q .
En los puntos de corte con el eje de %gmsas, la funcié cambia de signo (de positiva a
negativa, o viceversa), siempre q a pueda dibuj e un solo trazo, no alcance en ellos

un valor méximo o minimo g,ﬁtur ente, no se@ de la funcion f(x) = 0.

Ejemplo 2. Localiza tos de cor s ejes de estas funciones:
a) f -x>+2x2 b) f(x)=log,(8-x)
e Para hallar | gﬂos de cortéeon el’eje OX, resolvemos la ecuacion f(x) = 0.
. nto de co t&g | eje OY, evaluamos la funcion en x = 0.
a) b) 1%
X: = =1, x,=3 i
fix) = log, (8 = x) 510, 3,
t — Slo
NGB0, o0 =3— | 1.9
5 X -10 10 X
b T ox 0 7
. = = X =
's CJ fx) = ¢ H2)¢ + Bx— 6 1 i
J Actividades Y, Y
3. Localiza los puntos de corte con los ejes de las siguientes Teniendo esto en cuenta, resuelve de manera aproxima-
funciones: da la ecuacion x = cosx. Para ello, parte de la funcion
a) f(x)=5x+3 b) f(x)=x4—5x2+4 c) f(x)=x2+2 f(x):x—cosx en el intervalo [0,1] y obtén su raiz con un
error de aproximacion de una centésima.
d)f(x)=vx*-1 e f(x)=¢" f) f(x)=logx
9) f(x)=X2—_4 h) f(x) =cosx i) f(x)=secx
x+5 YA

y=1fx

4. A veces no es posible resolver de manera exacta cierta
ecuacion f(x) = 0. Pero si la funcion f(x) puede dibujarse
de forma continua en un intervalo [a,b] donde su valor cam-
bia de signo, esta claro que en algun punto x, de su interior
esta debe cruzar el eje OX y anularse. Asi pues, con hacer
tal intervalo lo suficientemente pequeno sin mas que divi-
dirlo una y otra vez por la mitad, podemos hallar la raiz de
la ecuacion con la precision que deseemos. Es el llamado
método de la biseccion.
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4 Simetria

Las funciones pueden ser simétricas respecto del eje de ordenadas y respecto del origen:

Una funcion es simétrica respecto del origen O cuando se Una funcién es simétrica respecto del eje de ordenadas,
verifica que: } OY, cuando se verifica que:
f(—x)=f(x) paratodo xeD(f) } f(—x)=—f(x) paratodo x e D(f)
En tal caso, se la denomina funcion par: ' En tal caso, se la denomina funcién impar:
YA %) ! ) YA

e L)
- %) ° Q [ \

Funcién par: fix) = fi—x) c Funcion impar: fix) = —f(—x)

& ﬁ@%

La transformacion A consiste en plegar la gréfica de la funcigmb ia transfor n B consiste en plegar la gréfica de la funcion

<y
il /

f(x) a lo largo del eje OY, cambiando x por —x. Si al realiza f(x) del eje OX, cambiando y por —y. Si la mitad iz-
unico pliegue la mitad izquierda de la gréfica se obtiene @ ‘ a gréafica se obtiene a partir de la mitad derecha tras
de la mitad derecha, se trata de una funcion par. e r)de forma sucesiva ambos pliegues, A y B, esta es impar.

@ www Actia

Ejemplo 3. Comprueba si estas funciones&g alguna sj

N N 2 3 — 2
a) f(x)—x 3x b) f(x X —5x (x) X+l Disfruta de las simetrias presentes en
d) f x ;é e) f( la naturaleza.
Para ello, basta con |nspec0|on alor de (- pararlo con el de f(x):
a) f(-x) * x =f(x par
b) f(-x)=2(-x)*-5 —% —2x% +5x =(— 5x x) = funcién impar
c) =1 funcién par
d) X = —f(x) = funcién impar

X -4

e) f(—x)=(=x)"+(=x)" =—x*+x% que no coincide con f(x) = x*+ x> ni con
—f(x)=—-x%-x?, luego esta funcion no es ni par ni impar.

Z Actividades
5. En las graficas de la derecha aparece representado el v v
potencial eléctrico que dos cargas generan a su alrede- S 1t f 1t
dor. Explica el tipo de simetria presente en cada uno de los S S
casos. 3 8
6. Estudia la simetria de las siguientes funciones: % 5 5 X % = T X
a)f(x)=3x*+2 b f(x)=5x>-4x ¢ f(x)=vx'-1 ks 8
c [
xX*+1 2 5 -1 2 -1
d) f(x)= e) f(x)=x*~3x e Distancia (m) o Distancia (m)
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@ www Actia

Experimenta con el crecimiento y la
curvatura de las funciones mediante
esta animacion interactiva.

Y y = fix) YA \y=1ix
@ % b-----
S Q
c & = ©
£ \ & E \ xﬁf
59 (22
8 | G‘/ 3 6’71‘@
> i > i~
—_— — v
X X
X aumenta X aumenta
v YA\ y=1X)
o/, _
.0\5 Y= fx) o
° ¢>q&/
N \\O @/7[‘6
X X
YA
[ ]
y=k

Q

Cota inferior

5 Crecimiento, acotacion y curvatura

Otro aspecto importante de las funciones radica en como estas crecen o decrecen, a qué
ritmo lo hacen, y donde alcanzan sus valores maximos y minimos. A continuacion se toma
como referencia la grafica obtenida al estudiar en el laboratorio un cultivo de cierto tipo de
paramecios para analizar el crecimiento, la acotacion, los extremos y la curvatura de una
funcion.

Evolucion del nimero de individuos en un cultivo de paramecios
150

100

501

Densidad de la poblacion
(ndmero de células por cm?)

&po transcurrido
Crecimiento *o & @
X

En ciertos tramos de la grafica an rse apreC| la densidad de la poblacion crece a

medida que transcurren @&BC y CD), que en otros decrece (AB, DE y EF).

Una funcion y = f(
minuya, respect
el valor de | i

reciente o ente en cierto intervalo seguin aumente o dis-
nte, el va| de |a’variable dependiente, y, a medida que aumenta

le indepe

Observagémo en todo punt nde la funcion es creciente, la gréfica esta, de izquierda a
dere clinada hacia r(ba es decir, su pendiente es positiva; en los puntos donde es
cregiente, sin emb , fa gréfica esta inclinada hacia abajo y posee pendiente negativa.

Qv Acota@‘

Enla gré ic@mbién se puede observar que la densidad de la poblacion no aumenta sin limi-
no sobrepasa el valor de 150, ni tampoco disminuye por debajo de O, como es
da la naturaleza del problema. Este tipo de funciones se denominan acotadas.

Una funcién y = f(x) esta acotada cuando existen dos valores, k y K, tales que k’ < f(x) <k;
a dichos valores se les llama, respectivamente, cota superior y cota inferior.

La gréfica de una funcion acotada se halla encerrada, por tanto, entre las rectas horizontales
y =k e y =K. En caso contrario, la funcién no es acotada, aunque pudiera estarlo superior o
inferiormente, quedando su grafica por debajo de y =k o por encima de y =K', respectivamente.

De las siguientes funciones, ¢cual de ellas esta acotada?

Y, Y, Y Vi
U=k“ ,,,,,,,,,,,, y=k A A y=1f%
Y= flx)
y=1fx /\
- x : .
_/ X — X
y=kK y=1fx) y=kK

f(x) acotada f(x) acotada f(x) acotada f(x) no acotada
superiormente inferiormente
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Extremos

En la gréfica para la densidad de la poblacion de paramecios se comprueba asimismo que
algunos de sus puntos representan valores extremos de la funcion, pues en ellos esta alcan-
za un maximo (A y D) o un minimo (B y F).

Maximo
Un maximo o un minimo de una funcion, denominados extremos, son, respectivamente, " absoluto
el valor mas grande o mas pequeno que esta toma, ya sea en cierto intervalo (extremo Maximo
local o relativo), o bien en todo su dominio de definicion (extremo global o absoluto). o relativo /‘
ke
s / \ y= 19
Curvatura efld
Minimo
Por la inclinacion o pendiente de la gréfica en cada uno de sus puntos apreciamos algunos \0 relativo \ / )
tramos en los que el crecimiento o decrecimiento es cada vez mas rapido (como ocurre, res- ‘b a'\g's’gmfo

pectivamente, en BC y DE), y otros donde, en cambio, se ralentiza (como sucede en CD y
respectivamente). De todo ello nos informa la curvatura de la funcién:

=<y

Dominio

Una funcion es abierta hacia arriba (concava) o abierta hacia abajo (convexa
intervalo segun aumente o disminuya, respectivamente, el valor de su p
largo del mismo.

11 oo

uando una funcién es abierta hacia
arriba y tiene forma de valle suele
decirse que es cdncava, y cuando
es abierta hacia abajo, con forma de
montana, convexa. Pero, jcuidado!, en
ocasiones estos términos se emplean
al revés.

Punto de
inflexion

Abierta (() 3) Piensa

hacia arriba

¢Qué podemos decir acerca del creci-
miento y la curvatura en los extremos
By D? Y en los puntos de inflexion
CyE?

<

Para gzlrlo, debemos determinar los intervalos del dominio en los que esta funcion cre-
rece, asi como aquellos en los que es abierta hacia arriba o hacia abajo; también
s de localizar las coordenadas de sus extremos y los puntos de inflexion.

Actividad resuelta 12 ‘b

Analiza el crecimiento) urva-
tura de la grafica blacion ¢
de paramecios

sta funcion es creciente en el intervalo (1,9) y decreciente en los intervalos [0,1) y
(9,14]. Sus extremos estan localizados en los puntos de coordenadas (0, 30) (méximo
relativo), (1, 25) (minimo relativo), (9, 150) (maximo absoluto) y (19, 0) (minimo absoluto).

La funcion es abierta hacia arriba en los intervalos (0, 3) y (15, 19), y abierta hacia abajo
en el intervalo (3, 15). Posee, ademas, dos puntos de inflexion, situados en las coordena-
das (3, 50) y (15, 50).

Z/ Actividades

7. La siguiente gréafica repre-
senta la variacion de tem-
peratura corporal experi-
mentada por un paciente

Temperatura corporal a lo largo del dia
40,5

40
39,5

Crecimiento de la poblacion mundial

8. Observa la gréafica y res-
(1800-2100)

ponde: ¢en qué década
comenz6 a ralentizarse el
crecimiento de la pobla-

Temperatura
corporal (°C) Poblacién (millones

80001 de habitantes)

39 6000
a lo largo de un dia. Anali- 385 cion mundial? ¢Cuando se 4000
za su crecimiento y localiza 38 espera que esta alcance 2000

sus extremos.

su valor maximo?

5 10 15 20
Tiempo (horas)

1800

1900

2000 2100
Tiempo (anos)
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6 Periodicidad

Las mareas, la actividad del corazén o la propagacion de las ondas acusticas son fendmenos
que se repiten en el tiempo de acuerdo con un ciclo bien definido. Todos ellos son periddicos,
luego pueden tratarse por medio de funciones periddicas, cuya grafica se reproduce a si
misma una y otra vez cada cierto intervalo de la variable independiente.

. Nivel del mar durante la marea 20 Actividad eléctrica en el ciclo cardiaco Onda acdstica producida por un violin
£ < T =
© g =
S 11 - Of S 01
2 g
[

© § 201 5
s © 2 g O
s N N
& 171 S -60 &-0,1
= 2 =
= - - - - - < -80 - { = _—

10 20 30 40 50 0,8 1,6 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (horas) Tiempo (sgundos) Py Tiempo (ms)
Una funcion es periodica, con periodo T > O, i} grafica se repite al recorrer una longi-

tud T a lo largo del eje de abscisas OX:

f(x)=f(x+T)= Q =f( x@neZ
vA

) ‘b’ : Q,L*

I

fix + | |

N\

§/ T T
anto conocida ma que posee la funcién en cualquier intervalo de longitud T,

le constr w%ﬁ o de la misma sin mas que desplazar su gréafica, hacia la derecha g
acia la izquier ndmero entero de veces su periodo T a lo largo de todo su dominio.

omprueba que la grafica del margen corresponde a una funcion periédica

2
/\ /\ /\Q /\ i rvamos el valor que toma la funcién en un punto cualquiera, comprobamos que, en
\ ' ; X efecto, la grafica se repite en intervalos de tres unidades; por ejemplo:
-5 5
\/ \/ \/ \/ \/ f(-4)=f(-1)=f(2)=(5)=1

Se trata, asi pues, de una funcion periddica cuyo periodo es T = 3.
Z Actividades

9. Comprueba la periodicidad de la funcion que aparece en la 10. La Luna pasa por sus cuatro fases en 28 dias, durante los
grafica del margen y determina su periodo. cuales solo vemos desde la Tierra una porcién de su cara
iluminada por el Sol. Construye una tabla con .

la fraccién de superficie lunar visible a lo
largo de 56 dias, tomando como puntos
de referencia los momentos en que se
alcanza cada una de las cuatro fases, y
representa graficamente los datos. ¢Es
periédica esta funcion? ¢ Qué forma crees - , ?j

que tendra?
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7 Funciones polinomicas

Una funcion polinémica de grado n es aquella cuya férmula o expresion analitica viene dada
por un polinomio de dicho grado; asi, por ejemplo, f(x) =5 es una funcién polinémica de grado
0 o funcién constante, g(x)=3x—-2 lo es de grado 1, h(x)=5x+2x -1, de grado 2, etc.

Las principales caracteristicas de las funciones polindmicas son:
e Su dominio es R; en el caso de tener grado impar, su recorrido también es R.

e Todas ellas poseen un punto de corte con el eje OY y, a lo sumo, n puntos de corte con el
eje OX.

e Dado que las funciones de grado impar tienen como recorrido toda la recta real, estas han
de cortar al eje OX en, al menos, un punto.

e Las de grado par, en cambio, estén acotadas inferior o superiormente, ya que poseen un
minimo o un maximo absolutos, respectivamente; ademas, en este caso podrian no exi

puntos de corte con el eje OX. o 0
Funciones polindmicas de primer grado C}
Si cierta magnitud varia en funcion de otra, puede ocurrir que variaciones igu n la varia-
ble independiente provoquen la misma variacion en la variable dependien e comporta-
miento se observa en multitud de fendmenos: por ejemplo, la deforma astica quegpr

voca una fuerza deformadora en un material, o los modelos masﬁ illos de of
demanda, obedecen a este tipo de dependencia, que se expresa funcion poIr&
de primer grado, cuya gréfica es una linea recta. 2 c

ones lineale:

Las funciones polinémicas de primer grado se llama
el origen de coordenadas, o afines si no lo hacen,
m # 0, y su grafica es una recta con pendiente

san por
X + N, CON

ori

[ ]
La pendiente de |a recta viene dada por la ex@m: m= % }Ay YA x son, respectiva-

mente, las variaciones o |ncremento anable dependignt€ e independiente, proporcio-
nales entre si. Segun el valor de m, aI rrer la grafic de la izquierda hacia la derecha
segun el sentido positivo del eje se tiene que
e Sim> 0, la funcion es y su graf recta inclinada hacia arriba.
e Sim<0, lafuncién es; ciente y su es una recta inclinada hacia abajo.
Cuando m=0, se t a realldad ncion polinémica de grado O, es decir, de la
funcion constante f cuga graf na recta horizontal de altura n.
Y / YA
m
...... = — A
Fy = mx = (0, n) J
Yy ' \( /| Ax
- X
(0, 0)/] x X \ m=AY
Ax
Funcién lineal Funcién afin

Representa graficamente estas funciones polinémicas de primer grado:
a) f(x)=4x b) f(x)=-2x-1 c) f(x):%x+2

Para representar una recta, en primer lugar tenemos que fijarnos en el valor de la pendiente
y en si esta es positiva —como en las funciones (a) y (¢c)—, o negativa —como en la funcién
(b)—, con el fin de conocer su inclinacion. Después tomamos dos puntos cualesquiera; por
ejemplo, los puntos de corte con los ejes. Si la recta pasa por el origen —como ocurre con
(a)— entonces sera necesario coger algin otro punto.

\.
l} grado 4 grado 5

grado O grado 1
Y| Y

<y
>

grado 2 grado 3
Y YA

[
E
(

Deformacion elastica de un material

5 10 15 20 25 30 35
Deformacion (mm)

En este material, por cada 5 milimetros

de deformacion se requiere un aumen-

to de 20 newtons en la fuerza deforma-

dora.

Model para oferta y
demanda de cierto producto

=l

@©

2 400

c

=)

S 300

o

]

5 200 Demanda —

3

S 100 Oferta

3

g O + t + v }
5 10 15 20 25

Cantidad (miles de unidades al ano)

En este sencillo modelo de oferta-de-
manda, cada aumento de 5000 unida-
des en la demanda esta asociado a
una disminuciéon de 200 euros en el
precio unitario.

(1, 4)
0.2 o) fx) = =x+2
(-4, 0) (0,0) I
-5 10 (0,-1) 5 X
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Funciones polindmicas de segundo grado

En ocasiones, la variable dependiente varia con el cuadrado de la variable independiente. A
modo de ejemplo, la gréfica del margen muestra que la potencia consumida por un circuito

Potencia de un circuito eléctrico eléctrico aumenta con el cuadrado de la intensidad de la corriente que circula por él. En casos

como este, la grafica de la funcion es una parabola.
< 1001
=
§ 801 Las funciones polindomicas de segundo grado o cuadraticas son de la forma
© 60t f(x)=ax®+bx+c, con a0, y su representacion grafica es una parabola.
c
8 40+
3 20 Las caracteristicas principales de las funciones polindmicas de segundo grado son:
2 5of
Q
o < " - - . . - - -
a 0 1 2 3 i 5 La parébola es abierta hacia arriba si a > O, Tiene un ey%&cal de simetria que pasa
Intensidad de la corriente (A) y abierta hacia abajo si a < 0. dos ramas laterales.
. . R YA
La potencia consumida por un circuito Maximo a=o

eléctrico aumenta con el cuadrado de
la intensidad de la corriente.

Si b =0, el eje de sime-
tria de la paréabola coinci-
de con el eje OY.

\

NI [
% %

|ce es el minimo absoluto (sia > 0) o
Poseen, como mucho, dos puntos corte

. . ) |mo absoluto (si a < 0) de la funcién, y
con el eje de abscisas OX:

a situado en un punto de abscisas:

2 2 _
- —b+\/b —4ac \ b-b* —4ac )
2a
senta graf e estas funciones polindmicas de segundo grado:
2x* —10 b) f(x)=—x*>+x+2 c) f(x)=x*+4x+5

(3 q ) tlvo ara determin curvatura. Después hallamos el vértice y los puntos de corte con
' S eJes En caso d la parabola no corte al eje 0X(c), o bien lo haga en el vértice, toma

s puntos s% s de manera estratégica.

de una parabg servamos antes si el coeficiente a es positivo (a y ¢) o nega-

Actividad resuelta 2

Obtén la expresion algel |@é a) punto de corte de esta recta = b) Los puntos de corte de esta parabola
» P comet eje OY es (0,-1), tenemos que con el eje OX son (—4,0) y (3,0), asi
a) La funcion polinom e gra- N
f(x)=mx-1. que la funcién puede expresarse como
do 1 cuyos puntos de corte con f(x)=a(x+4)(x-3)
los ejes de coordenadas son Si, ademas, corta al eje OX en el punto B )
(0,-1) y (2,0). (2,0), se verifica que 0 = 2m — 1, de Por otro lado, corta al eje OY en el punto
A e s o o B donde m=1/2. (0,8), por lo que 8 =-12a = a=-2/3.
do 2 cuyos puntos de corte con Asi pues, se trata de Por tanto, la parabo-
los ejes de coordenadas son la recta cuya funcion Y la tiene por funcion: Y
(0,8), (-4,0) y (3,0). es: 2
. f(x)=—=(x+4)(x-3)=
1 3
f(X) = EX -1 X 1
= —Z(x2 +x—12)
3
Actividades
11. Representa estas funciones polinémicas de primer grado: 12. Representa estas funciones polinémicas de segundo grado:

a) f(x)=-3x b) f(x)=2x+3 ¢ f(x)=2-4x a)f(x)=x*+5x+4 b)f(x)=-x>-2x ¢ f(x)=-x>+2x-3
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'8 Funciones con radicales

Con cierta frecuencia, una variable puede depender de otra a través de una raiz, ya sea esta
cuadrada, cubica, o de algun otro indice. Por ejemplo, el tiempo transcurrido desde la admi-
nistracion de un determinado farmaco y la cantidad de este que se libera en el organismo se
hallan relacionados a través de una raiz cubica. Otro caso lo encontramos en el estudio del
aumento de la velocidad de una ola en aguas poco profundas, que depende de la raiz cuadra-
da de la profundidad.

Liberacién de un farmaco en el organismo
100t oo
a0t ~
80T ’/
7071
sot
50“ /
401
30t £
20t ¢
10
0 , W
0,5 V 25

6 12
Tiempo desde su administracion (h) Profundldad

Las funciones con radicales son aquellas cuya expresion algebralca @;\ varlatge

independiente en el interior de una raiz de indice n: f( Q
, ent

Velocidad de las olas en aguas poco profundas

Porcentaje liberado
Velocidad (m/s)

o B N W b o1
(]

Una vez determinado el dominio D (g) del radicando g (x

e Sin es par, f(x) esta definida para aquellos valores d $h|n|o deg x cen el ra-
dicando positivo o nulo: D(f) = {x eD(g ‘g e caso, ad s quedamos
con el valor positivo de la raiz para garantlzar Ia ad de Ias

 Sinesimpar, f(x) esta definida donde lo e x): D(f)

Ejemplo 8. Realiza la representacion gra nes con raices:

flx)

217

Yi

bl

a) f(x)=+2x+6 b) f(x)=% c) f(#é d) f(x)=vx*+1
Para representar estas funcio localizamos Ios‘{$ s de corte y evaluamos algunos
otros puntos de sus respectivas inios: ‘
a) 2x+620=x2-3= £[-3,) b) D(f)=R Y
u -3 -5/ % 32 5 u -6, 0 | 1| 2| 3]10 o =vx-2
u 0 '&} J6 | 3 | a4 u 2 -2 10 1|2 £ /
EY ¥
[1 X =
c) X*-420=x*24=x<2= Y d) x*+120Vx=D(f)=R Y
= D(f) = (-e=,-2]U[2,) i =v¥-4 R vt
2 | 3 | +4 | 15 | 16 n 0 1 | +2 | +4 | 45
0 B Vi2 o1 V3@ 1 RN AN
1 X 1 X

Z Actividades

13. Representa las siguientes funciones con radicales:

o) f(x)=va-x* d) f(x)=+x*+3

14. En unos mismos ejes, representa estas funciones con radi-
2) £(x) = VA 2x b) £(x)=-¥x 75 cales dentro del intervalo [0,2]:

A f(x)=vx bf(x)=3x o f(x)=Fx drf(x)=9x
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9 Funciones racionales

Si se toman dos polinomios cualesquiera, como, por ejemplo, P(x)=x-2y Q(x)=x*-1, es
posible construir la funcién que resulta de su cociente o razén:
P(x -
f(x) =) = 22
Q(x) x*-1
Esta funcion esta bien definida en toda la recta real salvo en x = 1, ya que estos valores
anulan el denominador: D(f) =R —{+1}.

Una funcién racional se define a partir del cociente entre dos polinomios, P(x) y Q(x),

donde el grado de Q(x) es mayor que cero: f(x \.
El dominio de una funcion racional esta formado por to S numeros reales que no anulen
el denominador: D(f) = {X‘Q(X) # 0}. ’x
u Funcion de proporcionalidad |®rsa
La funcion racional mas sencilla es f(x) donde k es u ero cualquiera distinto de
cero. Dicha funcién establece una rela versamente |onal entre las variables x e
k>0 y="f(x), de forma que su producto s g ene constantefx = k. Asi, al duplicar, por ejemplo,
el valor de la variable independienQ e reduce a la el de la variable dependiente y.
X > : ‘k : D o k
La funcion de proporc@ d inversa e§,| cion racional f(x)=—, con k = 0.
X
Su gréfica es una hi ola equila’t S ejes son los ejes de coordenadas.
Las caracteristj una funC| naI son:
e Sudomi toda la re enos el valor x = 0: D(f)=R-{0}.
v e P se imetria respecto rigen de coordenadas, o sea, es una funcion impatr.
)
J |on es decre@é si k> 0, y sus ramas se sittian en el primer y tercer cuadrante.
&a funcion es cre@w si k <0, y sus ramas se sitdan en el segundo y cuarto cuadrante.
k<0 ‘v Carece de r& e corte con los ejes, aunque su gréafica se aproxima a estos tanto como
queramos\al longarla indefinidamente: al eje OX cuando tiende hacia x = oo, y al eje
OYc ar@ s acercamos a x = 0, tanto por la izquierda como por la derecha.
i 5
Representa la funcion f(x) =— " .
X = o —
Como’k = -5 < 0, la funcion es creciente y sus ramas estan en ) X
el segundo y cuarto cuadrante. Representamos la funciéon con 1 %
ayuda de una tabla de valores. 1
1 | 2 | £3 | 4 | 45
» | ¥5/2 | ¥5/3|¥5/4 #1
Z/ Actividades
15. Representa estas funciones racionales y comprueba en cada Potencial gravitatorio en torno a la Tierra Frecuencia y longitud de onda
una de ellas que el producto x -y se mantiene constante: _| R Distancia al centro de la Tiera, r (10° m)
2l =
1 N T v
a) f(x)= b) f(x)=— N z o
4x = ®© B ) 5
5 o v = velocidad de propagacion
3 5 [ de la onda
o f(x)==— d) f(x)=-—— £ g
5x g i
. ) . % G = constante gravitatoria
16. Explica el comportamiento de las dos graficas de la derecha gl M = masa de la Tierra
. . A . . 2 R = radio de la Tierra Longitud de onda, A (m)
como ejemplos de funcion de proporcionalidad inversa. e
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10 La funcion exponencial

Multitud de contextos fisicos, quimicos, bioldgicos, econémicos o demograficos en los que
aparece de manera natural un proceso de crecimiento o decrecimiento traen consigo la funcion  Epidemia de enfermedad por el virus del Ebola
exponencial. Asi, por ejemplo, al representar los datos sobre la epidemia del virus del ébola se T
observa que, al transcurrir cierto intervalo de tiempo el nimero de infectados por el virus
se duplica. Asi pues, tras n periodos de tiempo, el nimero de personas infectadas sera de
nveces
—
1.2.2.....2=2",
y la epidemia evoluciona segun una funcion exponencial creciente.

Personas
infectadas
por el virus

Personas
no
infectadas

umero de casos (en miles)

junio julio agosto septiem. octub.
Tiempo transcurrido (dias)

[Una funcién exponencial es de la forma f(x)=b* conb>0y b#1.

—_
2.
oé <

Las caracteristicas de las funciones exponenciales son:
vi

» Su dominio es toda la recta real: D(f) =R; su recorrido solo es positivo: R(f) = fx) = b*
e Si b > 1, es una funcién exponencial creciente, cuyo crecimiento es tanto eJ apido
cuanto mayor sea b; ademas, es el tipo de funcion con crecimiento mas ra é b=1
e SiO<b<1,esuna funcidn exponencial decreciente.
0, 1)
e Su punto de corte con el eje OY es el (O 1) pues b° = 1; todas ell @ n, ademasp (0 — >
el punto (1,b), ya que b* = b. i 6 X
e Carece de puntos de corte con el eje OX, pero su gréfica se %xma a él ta vi
queramos al prolongarla indefinidamente hacia x = —eo, si[?un expone C|ente fix) = b"
(b>1), 0 hacia x =+, si es una exponencial decreci <b<1). 6
e La funcion exponencial varia en cada uno de sus a un ritm , ya que su O<b=<t
pendiente cambia; sin embargo, la variacion relati erimentada p uncion en inter-
valos iguales se mantiene constante. (0, 1)
Ejemplo 10. Representa la funcion f(x) . Y X
Dado que b > 1, se trata de una funcio onencial creC|en- 10
te. Representamos su grafica a parti unto de cort -
el eje OY y de algunos otros purtos u dominio. L[4 piensa

o1

“ -1 1/2 E ‘ o Justifica esta Ultima propiedad de la

funcion exponencial.
n 1/100 1 V10

Ejemplo 11._4Rep Senta la funcio =(1/10) . y

Dado que O < b < 1, se trata una funcion exponencial decre-
ciente. Representamos su grafica a partir del punto de corte
con el eje OY y de algunos otros puntos de su dominio.

5 1\
" EIETEEaE ~{i)

n 10 |J10 | 1 L/1/10 1/10 ] 1 X
;7 Actividad Desintegracion radiactiva del is6topo C—14
ctividades 100% Is6topos de
17. Representa las siguientes funciones exponenciales: S 80% €714 sin
I & desintegrar
a) f(X) = (3/2)x b) f(x) = (2/3)x z D 60% Is6topos producto
: ° £ de la
c) f(x) =27 d) f(x) = (1/2) * -% 'g 40% desintegracion
£ o
18. La grafica que aparece representada a la derecha ¢se co- < 20%
rresponde con una funcion exponencial? Interpreta los datos & 0% JE
y justifica tu respuesta. 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tiempo transcurrido (n.° de vidas medias)
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11 La funcion logaritmica

Algunas variables 0 magnitudes varian en un rango muy amplio de valores y, en ocasiones,

11 ojo lo hacen, ademads, de forma muy réapida. Esto dificulta su representacion gréfica y el estudio
A de las funciones asociadas a dichas variables. Una manera de «domesticar» su comporta-
No olvides el concepto de logaritmo: miento y de convertir su andlisis en algo mas manejable consiste en tomar logaritmos. Por

ejemplo, al estudiar la acidez de las disoluciones en quimica, es mas cémodo tratar con el
pH, que conlleva emplear nimeros sencillos, como 3 0 12, en lugar de trabajar con concen-
traciones de 1072 0 102 moles de iones H* por cada litro de disolucién. Para ello es necesa-

log,a=co b°=a
Ademas, si no se especifica la base,
b, del logaritmo, es que se trata del

logaritmo neperiano o natural, cuya rio pasar de una variable (la concentracion de iones H) a la otra (su equivalencia en la escala
base es el nimero e =2,718281... de pH), para lo cual se define la siguiente funcion:
logx=y=e'=x
g Y Escala pH pH |og10 \
pH = —log10[H] [H*]
Concentracion [ +] 0—3 pH=3
de iones H*
(moles/litro) 10-12 pH =12
Un «truco» parecido a este también se e or ejemplo, emacustica al definir el nivel de
intensidad sonora, en decibelios; en sis a, para expr r medio de la escala de Ri-
chter la energia liberada en un terrem en astrono a cuantificar la cantidad de luz
que se recibe de un astro a través magnitud ap
[Una funcion Iogaritmit@a forma f@ ,conb>0yb=1. j
Las caracterl‘sticas funcion Ioga a son:
\ e Solo esté dgfi para arg stnctamente positivos: D(f) = (0,e); su recorrido, en
4 b>1 Y cambio, a la recta
70 = log, x e Si @ es una funcion logaritmica creciente, y su crecimiento es tanto mas lento cuanto
’ \(0, 1) . sea b; de he se trata del tipo de funcién con crecimiento mas lento.

i0O<b<1,e Abfunmon logaritmica decreciente.

e Su puntode’corte con el eje OX es el (1,0), pues log, 1 = O; todas ellas pasan, ademas,

~ por p@o b,1), ya que log, b = 1.

0 ; o de puntos de corte con el eje OY, aunque su grafica se aproxima a €l tanto como
queramos al prolongarla indefinidamente cuando nos acercamos a x = O, bien hacia —e
—si es creciente (b > 1)—, o bien hacia + —si es decreciente (0 < b < 1)—

Y
Ejemplo 12. Realiza la representacion grafica de la funcion logaritmica f(x) = logg , X.
fx = logs , x Como b > 1, es una funcion logaritmica creciente. Trazamos su grafica a partir del punto de
corte con el eje OX y de algunos otros puntos de su dominio.
5 10 X

BN

n4/25 2/5 | 1 | 5/2 | 25/4
n 2 | 1] 0 1 2

-2

7 Actividades

19. Representa las siguientes funciones logaritmicas: 20. Busca informacion acerca de situaciones en las que resul-
a) f(x)=log,, x b) f(x) =logs, te conveniente emplear escalas- !ogarltmjca§. Definelas, en
cada caso, mediante una funcion logaritmica adecuada y

c) f(x)=log, (-x) d) f(x) =log, (1/x) represéntalas.
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42 Funciones trigonométricas

Las funciones seno y coseno aparecen de forma natural en muchos fenémenos en los que se
observa la oscilacion periddica de alguna magnitud: los movimientos circulares o armoénicos,
la vibracion de los materiales, las senales de los circuitos electrénicos y la propagacion de
ondas acusticas o electromagnéticas son solo algunos ejemplos de ello.

Elongacion en el movimiento Oscilacion del voltaje, V, Vibracion del campo eléctrico, E, y magnético, B,
armonico de un péndulo en un circuito electrénico en la propagacion de una onda electromagnética

PAPEL CONTINUO

Funciones seno y coseno

En todos estos casos, las magnitudes oscilan de forma periédic
YUmax € Ymi» @ través de las funciones seno o coseno de ciert

Amplitud y periodo de una funcién tipo seno o coseno

itud A, y peti . Az Yno~Ymo Y f(x) = f(x + T)
2

. . e——L
Como se observa en la grafica del margen, caracterlst as funciones s /\ /\
amplitud y el periodo de oscilacion se hallan segun: % /\
? f(x+ Tl / \/

A - yméx — ymin \ \/ \
2 Yo
Si observamos como varian el seno y el cose edida quegel \Io recorre toda la circun- X
ferencia, obtenemos las gréaficas de e tawnmones
5 &
Y
14 fix) = sen / g(x) = cos x
31/2 X /2 372 CJ 32 = R x 32 X
14+

e Las dos son funciones periddicas, de periodo T = 2r radianes.

e Su dominio es R, pero su recorrido esta restringido al intervalo cerrado [-1,+1]; son,
pues, funciones acotadas de amplitud A = 1.

e La funcion seno es impar y la funcién coseno, par.

Ejemplo 13. Determina la amplitud y el periodo de la funcion f(x) =1+ 5cos(§).

Dado que la funcion oscila entre los extremos Y4 = 6 € Ymn = —4, SU amplitud es:

A= yméx_ymin - 6_(_4> = E - 5
2 2 2
Como el periodo de una funcion coseno es 2w, tenemos que:

x+T

1 1 1
SCos(Ex) - 5COS(§X + ZnJ = 5cos §(x+4n) =T=4n
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@ www Actia

Con estas animaciones interactivas
podrés experimentar por tu cuenta
cémo varia cada una de las razones
trigonométricas en funcion del angulo.
Pero jten cuidado!, en ocasiones da un
poco de vértigo.

11 0po

El argumento de las funciones trigo-
nométricas representa un angulo que
expresamos siempre en radianes.

Funciones tangente y cotangente

Al estudiar tales fenémenos oscilatorios, ademas de las funciones seno y coseno pueden
aparecer las funciones correspondientes al resto de razones trigonométricas, como la tangen-
te y la cotangente, definidas a partir de las funciones seno y coseno segun los cocientes:

senx COS X
f(x)=tgx = X)=cotgx =
( ) g COS X g( ) g senx
o
fix) =tg x |
.1 g(x) = cdétg
-34/2 fn  -n/2 /2 /n 37/2 n a3 X
1__
c>

¢ Ambas son funciones periddicas, de p T 7 radian

e Las funciones tangente y cotang&( estan defmk%0 nde se anulan, respectivamen-

te, las funciones coseno y sen ecorrido, en es toda la recta real.
e Las dos son funciones |m

Funciones S%&G y CO? e
Las funciones se&g coseca &d inen, respectivamente, como las razones inversas
del coseno w o: ‘K

g g(x)=cosecx = 1
S senx

- y
b sec X 1
> A
g(x) = cosecix
-3 /2 o2 o 3w X 3n/2 v -m/2 /2 & 3m2 X
H —1 1 _1 1 }
-2+ -

e Ambas son funciones periddicas, de periodo T = 2r radianes.

e Las funciones secante y cosecante no estan definidas donde se anulan el coseno y el
seno, respectivamente; el recorrido de ambas es (—eo,—1]U[+1, o).

¢ La funcidn secante es par y la funcion cosecante, impar.

Z Actividades

plitud y periodo:

a) f(x)= —25en(%)+5 b) f(x)=3-4cos(2x)

21. Representa estas funciones trigonométricas y halla suam-  22. Representa las siguientes funciones trigonométricas y com-

péaralas con las graficas de las funciones senx y cosx. ¢A
qué conclusion llegas?

a) f(x):sen(x+g) b) f(x):cos(x—g)
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13 Funciones definidas a trozos

A veces, las funciones tienen un aspecto algo peculiar, muy distinto del que presentan las
estudiadas hasta este momento. He aqui algunos ejemplos:

105, Calentamiento del agua

" - . V. F
Posologia pediatrica de un medicamento 1004 e
Masa corporal Dosis diaria total ;6 751 \C/:r’;%rlgarf:;?a ';ufmirae:u,for;g
Menos de 4,5 kg 40 mg/kg ; 50 se convierte en H,0(g)
De 4,5a 7 kg 200 mg %
O 251
De 7 a 11,5 kg 400 mg 8 Fusion, la temperatura no
0+ cambia hasta que todo el
De 11,5 a23 kg 800 mg QE) HEO(S) se convierte en HZO(/)
=-25 + y y y
De 23 a 45 kg 19 0 1000 2000 3000 4000
Mas de 45 kg 1,69 Energia suministrada (J)

La administracion de farmacos en pedia-
tria suele ser diferente en funcion del inter-
valo de masa corporal en que se encuentre

La temperatura aumenta con la energia sumi-
nistrada mientras no se produce un cambio de

fase; en cambio, cuando este tiene Iugar@

el nino. temperatura permanece constante.
Este tipo de funciones se denominan funciones definidas a trozos; es decir, as en las
que el valor de la funcion se obtiene de distinta manera segun el intervalo ariable inde-

pendiente que se esté considerando.

?:gebralcadv.
9,

Una funcion definida a trozos posee diferentes formulas o expr
distintos intervalos de la variable independiente.

Para obtener la gréfica de una funcion definida a trozo n represe
mos de acuerdo con la funcion presente en cada u ellos; asimi ay que prestar
especial atencion al valor que adopta la funcion e xtremos d a i ervalo

Representa esta funcion d(@a trozos:
—3 si x<-2

si - ss o0
—-4x si @
El primer trozo, definido para 7esla func ante y = —3, es decir, una recta hori-
zontal de altura -3. 5
El segundo trozo, d ara -2 <X O C nS|ste en la recta y = 2x + 2, de pendiente
m =2, cuyos pun orte con lo on (0,2) y (-1,0).
El tercer trozo, 0 para x 2 O, esidna parabola abierta hacia arriba, con (0,0) y (4,0)
como puntos de corte con los ejes y vértice situado en (2,—4).

Funcion valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real, |a|, coincide con dicho nimero si este es positivo o nulo,
o bien con su opuesto, —a, si es negativo; asi pues, consiste en realizar la operacion:

-a si

|l = .

a si

Por tanto, tomar el valor absoluto de un ndmero real cualquiera x puede considerarse como

una funcion definida a trozos, ya que dicha operacion exige cambiar el signo de su argumen-
to solo cuando este es negativo:

f(x)-Ix={ % 3

x<0
x>0

x<0

X si x>0

Su gréfica consiste en un par de rectas que pasan por el origen de coordenadas: una de pen-
diente negativa, y = —x, antes de x = 0, y otra de pendiente positiva, y = x, después.

Pog
p

Efecto fotoeléctrico

;;;f?

2N
H ?’é(
E =0 ©
sif<f,

Frecuencia de la radiacion
incidente, f (Hz)

Energia cinética de los
P electrones arrancados, E_(eV)
P

Jjo de una frecuencia umbral, f,, la luz

cide en un metal no arranca sus electro-
or encima, estos salen con una energia

inética, E,, proporcional a la frecuencia, f, de
la radiacion incidente.

(x)?) Piensa

Observa la gréfica para la administra-
cién pediatrica de un farmaco, escribe
la expresion de la dosis diaria de me-
dicamento, D (en gramos), en funcion
de la masa corporal del nifo, m (en
kilogramos) y realiza su representa-
cion grafica.
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Funcion parte entera

La parte entera de un nimero real, E(a), es el mayor niimero entero menor o igual que
aquel; por ejemplo, E(4,8) =4, E(2) =2 y E(-3,6) = —4. Asi pues, podemos definir una

Y =
=EX ¢ 5 funcién definida a trozos que asigne a cada nlimero real x su parte entera:
5+ *—o
*—0
\ B -2 si 2<x<-1
JBE 1 si -1<x< 0 e f(x)=E(x)=n
: : f(X)ZE(X)Z 0 si O0<x< 1 sixe[n,n+1),
5 — 5 X 1 si 1<x< 2 conne’
7 2 si 2<x< 3 \
*—o ®
*—O
*—o -5+ Q‘b
*—0
— Funcion parte decimal @
Cualquier nimero real puede ser expresado co suma de una parte entera, dada por el
entero inmediatamente menor a él, y una p ccionaria; por ejemplo, 2,25=2+ 0,25y
-2,75=-3+0,25.
Y Definimos asi la funcion parte deci antlsa & 0 aquella que asocia cada nu-
fx) = M) mero real con su correspondiente fraccionaria, la expresion:
////1 /// D> )=M(X>=G§(X)

M 1 x  Dado que la hemos con a partir de la n parte entera, la funcion parte decimal es,
como aquella, una fu @1 deflnlda a demas, como se puede comprobar en su grafi-
ca, se trata de un %ién periodiga co riodo T =1, pues la parte decimal se repite para
cada unidad enteé K

Actividad resuelta 3
Representa las funciones: a) f&(— 1| puede@sﬂd rarse la siguiente funcién a

a) f(x)=|x~1] 10U +1osox<
b) g(x)=|x+1] (bb f(t‘} |_{)<X:I_:L i xzi

SI

cuya gra std compuesta por la recta y = —x + 1,

()
Q\y cuanglo 1, y por larecta y =x — 1, cuando x = 1.
-x—=1 si <-1
0 b) De aanaloga, g(x)=|x+1|= X L
x+1 si x=2-1

cuya grafica consiste en la recta y = —x — 1, cuando

x < -1,y por larectay=x+1, cuando x = —1. ] 1 X
Z/ Actividades
23. Representa las siguientes funciones definidas a trozos: 24. Representa la funcion f(x)=
que esta es, en realidad, la funcién definida a trozos:
-x? g —(2x-6)=-2x+6 si x<3
9-x s! x<0 f(x)=|2x—6|= ( )
a) f(x)=4-1 si 0<x<2 2x—6 si x=3

5-x s x22 25. El estacionamiento regulado de vehiculos dentro del casco

histérico de cierta poblacion tiene una tarifa de 50 céntimos
2—-x si x<-1 por la primera media hora méas 25 céntimos por cada media
b) f(x): “x243x—2 si —1<x<3 hgra ext.ra' o fraccion de la misma. Expre.sa como una fu‘n-
cion definida a trozos el coste del estacionamiento segun

tiempo transcurrido y realiza su representacion grafica.

x—3 si x>3
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14 Operaciones con funciones

Con las funciones también es posible realizar determinadas operaciones y obtener asi nuevas
funciones con las que describir otros muchos fendmenos.

Suma, diferencia, producto y cociente

A partir de las funciones f(x) y g (x), con dominios D (f) y D(g), podemos definir las funciones:

* Suma o diferencia: (f +g)(x)=f(x)£g(x) con xeD(f)nD(g)
* Producto: (f-g)(x)=f(x) g(x con x € D(f)nD(g)
* Cociente: (f/g)(x)=f(x)/g(x) con x € D(f)n D(g)-{x|g(x)=0}

D(f)=[-2,) y D(g) =R, define las funciones suma, diferencia, producto y cocieatc
1 (f+g)(x)=f(x)+g(x)=Vx+2+x*-1 2. (f-g)(x)= f(x)-g(x):ﬁ@&i
3. (f-g)(x)=F(x)-g(x)=Vx+2-x?+1 4. @("):;((i)):@

Las tres primeras tienen como dominio D(f)ND(g)=[-2,00)"R = , ; para la fune
cociente, excluimos los valores que anulan su denominador, Iue§ dominio resul

[-2 ) - {1}. tb:
. . > Q,c"
Composicion de funciones \* b

Cuando hablamos de la composicion de funciones ferimos a intgodlcir una funcion
como variable «independiente» de otra funcion; o I es |gual u una funcion f ac-
tde primero sobre una variable x, para dar co ado f(x pués otra funcion g
opere sobre dicho valor a través de g[f & ié
La funcién f compuesta congesa funcién g transforma x en g[f ], Ses
gun la expresion (g f)( , donde x € D ( )eD(g).
Con las fu s del Ejem ) reallza las composiciones gof y fog:

(gof)(x)=g[f(x & -1=x Qfo )=f[g(x)]= Jx— +2=x*+1

El dominio de esta formado por los,valores del dominio de f(x) que hacen que el valor
de f(x) caiga dentro del dominio de g(x):

D(f)=[-2,%0) y R(f) =[0,); como D(g) =R = D(gof)=[-2,)

El dominio de fo g esta formado por los valores del dominio de g (x) que hacen que el valor
de g(x) caiga dentro del dominio de f(x):

D(g)=RyR(g)=[-1,);como D(f) =[-2,c) = D(fog) =R

11 0po

El dominio de las funciones suma, di-
ferencia y producto, f+ gy f-g, estd
formado por el conjunto de valores que
pertenecen a la interseccion de los
dominios de fy g.

Para el dominio de la funcién cocien-
te, f/g, de la interseccion de los do-
minios de fy g quedan excluidos los
valores que anulan el denominador.

\z d Funcion

A partir de las funciones f(x)=+/x +2 y g(x) = x* -1, cuyos dominios s@

(g N0

Fun0|on

ENTRADA
Salida
Funcion SALPA —fg(x)

fix)

(g~ N¥)
A B c
X f w g | 9

1T o

La composicién de funciones no es, en
general, una operacion conmutativa:
gof#fog
Asi que ten mucho cuidado con el or-

den en que la realizas...

Z Actividades
26. Con las funciones f(x)=x* -4y g(x)= J1=x realizalas si-  27-¢COmo y con qué operaciones expresarias estas funciones?
guientes operaciones y halla los dominios de las funciones a) El beneficio, B, a partir del coste, C, y los ingresos, /, en
que obtengas como resultado: la fabricacion y venta de x unidades de un producto.
a)f+g b)f-g c)f-g d) f b) La velocidad de conexion a una red, v, en funcion del
tiempo, t, a partir de la velocidad en funcion del nume-
e) g f) g? g) fog h) gof io de equipos conectados, n, y de este en funcion del
iempo.
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15 Transformacion de funciones

A partir de las funciones elementales que se han visto hasta ahora, podemos construir mu-
chas otras sin mas que someterlas a sencillas transformaciones, como trasladar, reflejar o
deformar la gréfica de la funcion. Estas transformaciones permiten obtener otra funcion rela-
cionada con la primera que puede ayudar a resolver problemas similares.

Traslaciones

La traslacion vertical de f(x) en y, unidades hacia arriba (si y, > 0) 0 hacia abajo (si y, < 0)
consiste en anadir la cantidad y, al valor de la funcion para que este aumente o disminuya,
respectivamente, en dicha cantidad, obteniéndose asf la nueva funcion f(x) + yo.

~ x,
@calmente Yo Unidades: j

La grafica de la funcion f(x) + y, es la de f(x) trasladada

(&
Y Y
Hacia arriba, si y, ajo, si Yy,
es positivo: ativo:
f(x) + yof / f(x) / %
> S AT
/\ .@ % \/
f(x) & fX) = Yo
‘ Traslada Ia e la funclo f = x? cuatro unidades hacia arriba o
hacia abajo. %
fix)+4=x+4 N .
+4 Transformamos dlchaé nen f 4 0 f = x° —4, respectivamente.
fix) = x2
NI | La traslacion hori de f n| des hacia la derecha (si x, > 0) 0 hacia la izquierda
1 X Si X, < 0) equi es azar a e|n ependiente x la misma cantidad, pero en sentido
' (si 0) equi pl I dependiente x | tidad, p tid
-4 contrario; e a traslada nidades. Construimos asf la nueva funcién f(x — xo).
fiX)—4=x-4
4 de la funcié ;f(ﬁ( Xo) €s la de f(x) trasladada horizontalmente x, unidades: j
LY Y . . 1%
acla la derecha acla la 1izquierda,
lad - x) H I d
b {"si X, es positivo / Si X, €s negativo:
K mzﬁ%
v [/ L
= 22 Traslada la grafica de la funcion f(x) = x* cuatro unidades hacia la derecha
i o hacia la izquierda.
e Hacemos, respectivamente:
-4 +4 X

Actividad resuelta 4

Obtén la grafica correspondiente
al desplazar cinco unidades ha-
cia la derecha y tres hacia arriba
la hipérbola equilatera de la fun-
cion de proporcionalidad inversa:

f(x)=1/x.

f(x—4)=(x-4)"=x>-8x+16 o  f(x+4)=(x+4)"=x>+8x+16

Obtenemos la grafica de la funcion: fx— 5)I3 = }5 +3
f(x-5)+3=—+_43=3%"14
x-5 x-5 I
Comprobamos que se trata de otra hipérbola equilatera 3 Q (5. 3)
con sus ejes centrados en el punto (5,3). T \ .
1
==\ *5
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Simetrias Respecto del eje OX
Reflejar la grafica de la funcion f(x) con respecto al eje OX consiste en voltearla verticalmen-

te cambiando el signo de la variable dependiente; asi, cuando y pasa a ser —y, transforma- s s
mos la funcién f(x) en —f(x). X
) —fx)

Y=y

( La grafica de la funcién —f(x) es la gréfica simétrica de f(x) respecto del eje OX.

Respecto del eje OY
Yi

Reflejar la grafica de la funcién f(x) con respecto al eje OY consiste en voltearla horizontal-
mente cambiando el signo de la variable independiente; asi, cuando x pasa a ser —x, transfor-
mamos la funcién f(x) en f(—x).

( La grafica de la funcion f(—x) es la grafica simétrica de f(x) respecto del eje OY. ) \. \/
Determina la grafica simétrica de f (x) =log x con respecto ‘b
al eje OX y la grafica simétrica de f(x) = e” con respecto al eje OY.
La grafica simétrica de f(x)=1logx con respecto al eje OX es —f(x) = —logx.
x)=e™

—fix) =-In x

La grafica simétrica de f(x)= € con respecto al eje OY es f(-

Dilataciones y contracciones Verticales

Multiplicar una funcién f(x) por un factor a > 1 incrementa en un fa (Q su valor, IoQ@ Yy
equivale a dilatar o estirar su grafica verticalmente en dicho factor. | contrario, di -
entre ese mismo numero reduce su valor entre a, es decir, la cont erticalmente

g:.b’ J 1)
a
 La gréfica de a-f(x) se obtiene al dilatar en un fact&&n direccion »@a grafi-

afix)

X
ca de f(x).
f g r)
e La grafica de ( ) se obtiene al contraer en u ra en dire tical la grafica as1
de f(x). a °
Multiplicar la variable independiente por un n@_b >1es scala del eje OX en dicho
factor; como resultado, la grafica de | L@}én f(x) queda epcagida con respecto al eje hori- X Horizontales
zontal. En cambio, si dividimos la varia entre ese nu@ la escala del eje OX se contrae, f 7 f(bx) Y )
y ahora la gréfica de la funcion q a estirada co é o al eje horizontal. /
 La gréfica de f(bx) swe al contr factor b en direccion horizontal |a \ /
gréfica de f(x). I—7 x

e La gréafica de )?e obtiene en un factor b en direccién horizontal la gra-
fica de f(x): b>1

Dilata o contrae verticalmente en un factor 2 la grafica de la funcién
f(x) = cos x y horizontalmente en un factor 2 la grafica de la funcion f(x) = senx.

Dilatar o contraer verticalmente en un factor 2 la grafica de la funcién f (x) = cos x nos
1
= ?COS X

lCY
Py , 1 2
da como resultado las graficas de las funciones 2f(x)=2cosx y —f( = —cosx &

2f{x) = 2cos x

f(x)cos%

vtu}Wx\y??ﬂnz 3mi/2
-2 == 1%t fi2X) = cos 2x

Contraer o dilatar horizontalmente en un factor 2 la grafica de la funcion f =senx

nos da como resultado las graficas de las funciones f(2x) =sen2x y f(Ej =sen 5

Z/ Actividades

28. Realiza estas traslaciones y representa las graficas:

b) f(x)=e* media unidad hacia abajo y una a la izquierda.
c) f(x) =logx una unidad hacia abajo y dos a la derecha.

a) f(x) =2x -5 dos unidades hacia arriba y tres a la derecha.

29. Realiza estas transformaciones y representa las graficas:
a) La simétrica de f(x) = /x+1 con respecto al eje OX.
b) La simétrica de f(x)= x> + x — 2 con respecto al eje OY.
¢) f(x) = 3x + 5 dilatada horizontalmente en un factor dos.
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Documento
encriptado

Documento
original

Documento
original

Quedamos &*B2}a$!Q Quedamos
a las diez <f\7?2x%'nD a las diez

Encriptacioin Q)é’ ‘kﬂﬁi Desencriptacion

Funcion

(f e N

Funcién
o) y)
@ = U = fix) = @@
Funcion SALIDA @‘

fix)

Entrada

X—

Salida

S
v

Las graficas de dos funciones inversas
son simétricas respecto de la recta

y=x

11 0p

Sb'

No confundas la funcién inversa de
una funcién, que expresamos como:

(x)

con el valor inverso de una funcioén,
que denotamos por:

(] =05

Con la notacién f* siempre nos referi-
mos a la funcion inversa, nunca a su
valor inverso.

16 La funcion inversa

Al mandar un correo electrénico, su contenido queda cifrado, por seguridad, mediante un al-
goritmo de encriptacion; cuando la informacion llega a su destinatario, otro algoritmo decodi-
fica el mensaje para devolverlo a su estado legible inicial. Este segundo algoritmo efectua el
proceso inverso del realizado por el primero, deshaciendo lo que aquel hizo, de forma que la
actuacion consecutiva de ambos deja invariable el documento original.

Eso es, precisamente, lo que hace la funcion inversa f* de una funcién f: operar sobre los
valores y = f(x) de su imagen para regresar a los valores originales del dominio de f median-
te x = (y). El dominio de la funcién inversa es, por tanto, el recorrido de la funcion original;
por consiguiente, para poder definir la funcion inversa, a cadagalor del recorrido de f le ha de
corresponder un uUnico valor en su dominio. ax‘

. )
La funcion inversa, f*, de una funcion f es aquella p@ cual se cumple que: si y =f(x)
para cada valor x de su dominio, entonces x = f %

Esto implica que la accion conjunta de amba iones sobre la variable x deja inaltera-
do el valor de esta; es decir, su composici la funcion identidad, I(x

L (F*of)(x)=F*[F(x ]G |enff.) )

En la funcion inversa 2, las varlz% x ey han T@nblado sus papeles, lo cual equivale

a voltear la gréfica de fco la bisecttri primer cuadrante. Asi pues, las graficas
de una funcion y de su | son simétri

ecto de la recta y = x.
Para obtener la funcij

variable x, expresa en funciondde la Variable y seguin x = f*(y); después, renombramos
las variables p ribirlo de Ia habitual, y = f*(x).
Halla anali graflcamente las inversas de algunas funciones sencillas,

as que mediante la composicion, en cualquier orden, de una
ulta siempre la funcion identidad:

x*(x20) ¢) f(x)=x> d) f(x)=

do, en cad
fun con su inver
b =2x+ 1,& f(x

1

1.° Despejamos x: y=2x+1:>x:y% B Xx—1
gt P x)= 222
a) ( @’L 2.° Renombramos x<>y: y_& (X) 5
(F¥ef)(x)

- (2x+1)-1 _
(fof1)(x)=f|:f1(x)]=2(X;1)+1=x

’

=f*[f(x) >

1.° Despejamos x: y=x>=x=[y

b) f((iiz X=>0))(2 2.° Renombramos x<>y: y=vx r (X) - \/;
(Fof)(x) = F[F(x)] =) = x, (For ) (x) = [ 7 x)]=(&)2=x
o f(x)=x° 1.° Despejamos x: y=x3=x=3y £ (x) = Ix

2.° Renombramos x<«>y: y=3x
(Fof)(x) = F[F(x)]=3(x)" =

1.° Despejamos x: y=e*=x=logy
2.° Renombramos x<>y: y=logx

F[f(x)]=log(e")=x, (fof™)(x)=f[f"

D)= [ (x)]=(¥x) =x
fX)

f71 (X) — |OgX ) _/

d) f(x)=e"

(Frof)(x)=

x)]= e = x
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Funciones trigonométricas inversas

En las funciones trigonométricas vistas hasta este momento se introdujo como variable inde-
pendiente x un angulo o arco cualquiera, en radianes, y se obtuvo como resultado el valor de
una razon trigonométrica. Por ejemplo, si x = /6 radianes, la funcion seno nos da como re-
sultado f(x = m/6) = sen(n/6) = 1/2; es decir, «el seno de 1/6 radianes es 1/2».

Suponiendo ahora que el valor 1/2 corresponde al seno de cierto angulo desconocido, ¢cémo
es posible saber de qué arco se trata? La inversa de la funcién seno, llamada arco seno, nos
dard la respuesta: f*(x = 1/2) = arcsen (1/2) = m/6; o sea, «el angulo o arco cuyo seno es
1/2 tiene un valor de /6 radianes».

Solo hay un problema: el seno de 1/2 no se corresponde con un solo angulo, sino, en reali-
dad, con infinitos (n/6, 5rn/6, 13n/6...). Por tanto, para definir con propiedad la funcién arco
seno es preciso restringir el dominio del seno a un tramo cualquiera en el que cada valor de
la imagen se corresponda con un unico valor del dominio; suele tomarse, en este caso
tramo comprendido entre —/2 y 1t/2, que es donde el seno admite la funcién inverga. 0

C>

Procediendo de manera semejante, podemos definir otras funciones arco:

~

arco seno arco coseno ngente
f(x) = arcsenx g(x)=arccos x Qﬁ) arctgx 0
D(f) =[-1.1] D(f)=[-11] ‘b’

=|-n/2,w/ =10,
§ R(f)=[-n/2,m/2] R(f)=[0,n] ‘
@‘b

Y f(x) =arc sen x
/21 7"

’@ = arc cos x 1 X
PN &
$ _Ij- !
Obtén hsbrsas de estas@ones trigonométricas sencillas:
X
c) f(x)=tg| -
) f(x) 9(2)

0 _y — y
Despejamos x: y= 2senx:senx—§:>x—arcsen[§] » %
f(x)=arcsen

a) f nx = cos(2x)

a) f(x)=2senx
2.° Renombramos x<—>y:y=arcsen(%]

1.° Despejamos x: y=Cos(2x)=2x=arccos y:x:%arccos y

2.° Renombramos x<>y: yzlarccosx

b) f(x)=cos(2x)

f(x) = % arccos x

X 1.° Despejamos x: y= tg2

c) f(x)=tg§

-arctg y=x=2arctgy
“(x)=2arctgx

2.° Renombramos x<«»y: y=2arctgx

11 0po

En la circunferencia unidad, la longitud
del arco subtendido por un dngulo es
igual a este, por lo que angulo y arco
son términos equivalentes:
=1
arco = angulo x radio = angulo

‘} f’1£x) = arc sen x

Las funciones trigonométricas inversas, o funciones arco, toman el val na razon ’
trigonométrica y proporcionan el angulo o arco al que corresponde d| e

f(x) = arc COS&'X’/ )

fx) = cos x

' ﬂ XE0, 7]

f(x) =,:'érc tg x

@ www Actia

Manipula funciones a tu gusto con
este interactivo: transférmalas como
quieras, opera con ellas, haz su com-
posicion e inviértelas.

Z/ Actividades

30. Para cada una de estas funciones, halla su inversa y com-
prueba que (f of ) (x)=(f"o f)(x) =

a)f(x)=5-3x  b)f(x)=v2x+1 0 f(x)=%

e) f(x)=cos(2x-6)

d) f(x)=e"" e) f(x)=sen(1-x) f) f(x)arctg5x

31. Obtén la inversa de las siguientes funciones:
a) f(x)=x*-1(x20)

b) f(x)=3x+2

d) f(x) =log(3x +4)

f) f(x)= tg(lej
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La funcion y sus caracteristicas

Concepto de funcion, dominio y recorrido Puntos de corte con los ejes Extremos, crecimiento y curvatura
i " ' sbsolto
u= 1 OY:0) =4y —A(0, y,)
y=1fx fa)
o A
x 0)‘ 1) (x,, 0)

Dominio Recorrido = 73 OX: ()

X=D(f) Y= R(f) X=0i
5 Simetria
; Respecto del eje OY Respecto del origen Periodicidad

Y,

YA YA
f(x) fx) -
X / \ X X
N—"f-x) NN/

Funcién par: fix) = fi-x) Funcién impar: f(x) = —fi—x)

LA
U]

=Y
~
0
>
/

Funciones elementales

Polinémicas de primer grado: rectas ptlo grado: parabolas Con radicales

W/

Minimo
a<0

Trigonométricas

Y
a fix) = sen x g(x) = cos x
o /
S -% W 2/i n/2 / 73 2 —/2 ¢ n)\szé/z X

Dilataciones
Operaciones algebraicas Composicion de funciones Traslaciones Simetrias y contracciones

(fig)(X)= f(X)ig(X) (g DX ( Respecto del eje OX ) (
T
A B c

(79)09=1(x) (1) N AL A
(

Operaciones y transformaciones

Funcion inversa s A e
. - = 7 ) f(l;-) fibx) X)
L ey i sxf//a) Y) / \\ / \ H#
5 R Do 4 [ ]] /
y =0 | 1 [ x= 1Y) d oo
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ACTIVIDADES RESUELTAS

Estudia el dominio, los puntos de
corte con los ejes y la simetria
de estas funciones:

x> -1

a) f(x):m
b) f(x)=(x3—2x)e‘

2

Analiza el crecimiento y la curva-
tura de una funcion f(x) a partir
de la informacién contenida en s

grafica y de los puntos en ella H

calizados. ¢Se trata de un
cion acotada? ®

&

Halla la expresion analitica de
cada una de estas funciones poli-
némicas de primer y segundo gra-
do y realiza su representacion gra-
fica:

a) La recta que pasa por los pun-
tos (1,-2) y (3,4).

b) La parabola que pasa por los
puntos (-1,5), (0,7) y (1,11).

a) La raiz cuadrada solo esté definida para radicandos nulos o positivos:
4-x*20=xe[-22]
Por otro lado, como estan excluidos los valores que anulan el denominador, es decir,
X = £2, tenemos que: D(f) =(-2,2).
Sus puntos de corte con los ejes de coordenadas son:
OX:f(x)=0=x*-1=0=x=+1=(-1,0)y(+1,0)

oY:f(0)= ——=> O, i&

Para ver si posee alguna simetria, inspeccionamos, or de f —x y lo comparamos
con el de f(x):

\/4 5 ~ @%Q x) = funcién par

b) Como producto y composicién de funei que no presentan problemas de dominio,
esta funcion esta definida para cua valor de x, asi D(f)=R. Sus puntos de cor-
te con los ejes de coordenadas

OX:f(x)=0= *2 =O=>i¥9=0,puesex2¢OVx
*‘3 = x, =0, X@Q\E = (0,0),(i\/io)

En cuanto a Iaz%trla compr
—X = ®_2 —

La funci X) posee
’xi@re ativoenx=-1

0 relativo en x = =4, un
minimo absoluto en x = 6.

E$, Uma funcion degregiente en (—eo,—4)uU(-1,6) y cre- -1, 3)
ciente en (—4,-1 ,00). (-2, 2)

f(x)
lexion se encuentran en x =-2 y x = 3. 4 1) 1\ /
1

(3.-2)

abierta hacia arriba en (—e,—2)U(3,0) y
abie ia abajo en el intervalo (-2,3).

otada inferiormente por el valor k = -5, pero no (6, -5)
superiormente, luego no es una funcion acotada.

a) Resolvemos el sistema que resulta al sustituir los puntos Y
por los que pasa la recta en la ecuacion y = mx +n: (3, 4)
(L-2)=-2=-m+n 1
=>m=3,n=-5 X
(3,4)=>4:3m+n (1, -2)
Asi pues, la expresion analitica de esta funciéon es
f(x)=3x-5.

b) Resolvemos el sistema obtenido al sustituir los puntos por y
los que pasa la parabola en la ecuacion y = ax® + bx +c:

(-1,5)=5=a-b+c
(07)=>7=c —a=1,b=3c=7 e a
(L11)=>11=a+b+c

(, 11)

Por tanto, se trata de la funcion f(x) = x>+ 3x+7. 1 *
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ACTIVIDADES RESUELTAS

Esboza la grafica de esta funcion:

Con las funciones f(x)=+v1-x?,
g(x)=e"* y h(x)=senx, realiza
las siguientes operaciones y halla
los dominios de las funciones re-
sultantes:

il

a) g-h b) g/f c) g

Una funcion homografica es una
funcién racional de la forma:

ax+b
f(x)= cx+d

Demuestra que esta funcion se
obtiene al desplazar una funclon
de proporcionalidad inversa
tipo k/x.

o
Teniendo esto en cuenta; re-

senta la funcion: Q
+
g(x)= g

X+3

Determina mediante qué funcio-

nes Yy por medio de qué transfor-

maciones se obtiene esta funcion:
abi s 3

f(x)= 2x —X—E

Hallamos los puntos de corte con los ejes y evaluamos algunos puntos dentro de su do-

minio:
D(f)=R-{0} Y
OX:f(x)# 0V x = No corta al eje OX
oY: A£(0)= No corta al eje OY

3 =2 -1 -1/2 172 1 2 3 1+

19 14 1 4 4 1 | 1/4 | 1/9 1 X

Inspeccionamos primero los dominios de las funcione ales
D(f)=[-11]. D(g §

a) (g-h)(x)=e""-senx, D(g-h)=D(g)nD (@&—{0}
o) (/7)) =4 o<g/f>=o<g

/x 1.%y= =t :— Iogy:x—loé
¢) g(x)=e » g
2% Iogx
‘1 D(logx) - @ oo; {1}

os la funcid porC|onaI|dad inversa x, unidades en direccion
es en dlre cion Veftical, tenemos que:

~{#1) = @ {0}
\,

En efecto, si des
horizontal e y

Y]
J& K+ Y —\_ o x+(K=xoo) _ ax-+b
o X=X, Cox+d
) S J
ues, la graficdsde’ la funcién g(x) sera una hipérbola )
wlatera con es centrados en un punto distinto del I "1:
origen. E I mos al dividir el numerador entre el deno-
mlnador
2x+5 -1
~ x+3  x+3

Luego la gréfica de g(x) es la de la hipérbola equildtera y =—1/x desplazada horizontalmen-
te tres unidades hacia la izquierda y verticalmente dos unidades hacia arriba; es decir, con
sus ejes centrados en el punto (-3, 2).

compresién
vertical en
un factor 2

. B 1 1
Extrayendo, en primer lugar, el factor comun: f(x) = Exz —x—g - 5
mos que esta funcion resulta de una compresion vertical de la parabola y = x> —2x -3 en

un factor 2. Si en esta expresion completamos ahora el cuadrado del binomio, tenemos:

~(x2 —2x—3), ve

completamos traslacion al

el cuadrado punto (1,-4)
2 2 2 3 — 2
X —2x—3=(x -2x +1)—1 -3 =(x—1)>-4, por lo que la parabola y=x"—-2x-3 es el
resultado de trasladar la pardbola y = x* hacia el punto (1,—4). Asi pues, la funcion dada se
obtiene de y = x*> mediante las siguientes transformaciones:

2 traslacion al punto (1,-4 2 compresion vertical en un factor 2
X punto (14) 5 %2 _2x—3
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EgMAUuste

Considerar la funcién de variable real x siguiente: f(x) = x(Inx)’.

a) Determinar el dominio de la funcion f(x). Ten en cuenta que se trata del

. . L L. — producto de dos funciones.
b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de esa funcion.

c) Determinar, si existen, los maximos y minimos relativos y, en ese caso,

calcule el valor de la funcion f(x) en cada uno de ellos. ‘b\.

Arag6n, junio de 20?
Dada la funcion f(x)= 1 . \.
X>+x-6 o Ojo antes de resolverla, observa
a) Estudiar su dominio de definicion y calcula sus asintotas. 0 que se ltrata de una funcion
racional.

b) Estudiar sus maximos, minimos y puntos de inflexion. %

c) Calcular una primitiva de la funcion f(x). °

Asturias, @de 2018 ;s
Segin las funciones f(x)=x*-1y g(x)=3 é J

esentacion grafica de las funciones y = f(x)

& £ g(x) son dos parabolas. Para dibujarlas ten
cuenta que primero debes calcular su vértice,

entre b después los cortes con los ejes y después dar

a) Hacer un esbozo de las graficas de las par
y =f(x) e y=g(x) en un mismo sistema de
ejes cartesianos y encontrar los punto:
cortan los vértices y los puntos en

e puntos teniendo en cuenta lo que ya hemos
las dos graficas.
) - x calculado. Los puntos en los que se cortan, o
b) Calcular el area de la region d iplano y puntos en comun, pueden encontrarse
comprendida entre las af ef(x)y 9( gréficamente o analiticamente, la resolucién
Cataluna juli 2018 gréfica es mas visual y la analitica mas «exacta».

Se quiere construir dro de volu 0 © metros clibicos

y area minima. Q a) Debes basarte en los datos finales y

a) Expresar 13 , h, del ci |nb funcion del radio, r, de la despejar h del volumen del cilindro.
b) Utiliza la informacion del apartado a)

< - y expresa el area solo en funcién de
expresa el area del cilindro en

base.
b) Ca@ funcion A(r
funcion del radio de la base.

la variable r.
c) Calcular el valor del radio y la altura que hacen al area minima. Datos: volumen del cilindro: V = r2h
Cantabria jUﬂiO 2018 f\rea del cilindro: A= 27nr2 + 2nrh
Consideramos la funcion f(x) = ax® + bx? + cx cos (nx) que depende
de los parametros a, b y c. Obtener, razonadamente, escribiendo Para resolver el apartado a
todos los pasos del razonamiento utilizados: de la actividad solo debes

hallar el valor de f(1) e

a) La relacion entre los coeficientes a, b y ¢ sabiendo que f(x) igualarlo a 22.

toma el valor 22 cuando x = 1.

b) La relacién que deben verificar los coeficientes a, b y c para que
sea horizontal la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P

de dicha curva, sabiendo que la abscisa del punto P es x = 1.
1

c) '[x cos (x ) dx

0 Valencia, julio de 2018 /
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UNIDAD 8. FUNCIONES

SOLUCION: a) Efectivamente se trata del producto de

dos funciones. La primera, x, es una funcién polinémi-
ca que esta definida en todo R. Y, la segunda, (Inx)’, es la
funcién logaritmo neperiano que solo estd definida cuando
x > 0. Por tanto, el dominio de f(x) es la interseccion de los
dos dominios anteriores, es decir:

2 SOLUCION: a) La funcién f(x) = es racional y

1
x> +x-6
esta definida en todos los nimeros reales, exceptua-
dos los que anulan el denominador, puesto que no existe la

division por O.

Resolvemos la ecuacion x? +x—6=0.

b2 1+ J1°-4-1-(-6
XA x—6=0m x= 2EN0 —4ac ( ):
2a 21
_1+J1+24 145 ,Xx=-3
2 2 Ny=9

>

Por tanto, habré que excluir de R esos dos valores. Asi: @%

N

D(f)= R—{-3,2} = (~o=-3) u(—3,2)u(2®

@kﬁ de r util

2>

SOLUCION: a) Para expresar
mos el volumen V del cilindro.

"’%

V=nr’h= 250@ 250
b) El area total del cili Qlene expr funC|on de
dos variables, h
A=2nr? +2mrh
Como h= @, entonces:
r
A(r)= 20 _omy? 4 2007

&

SOLUCION: a) f(x)=x*-1y g(x)=3-x> son funcio-
nes polinémicas de segundo grado y sus representa-
ciones gréaficas son parabolas.

o f(x)=x"-1
-b

2a
El vértice es el punto (0,f(0))=(0,-1

Puntos de corte con el eje OX: X’ -1=0=x’=1=x=
= +1. Por tanto, son los punt ,0)y (-1,0).

(0)=-1. Luego, el punto

La abscisa del vértice es: X, = =0

0
2
)

Punto de corte con el ej

s (0,-1) . 0
© 9= C}
La abscisa tice es: X, = % = 5
El vért@&punto (Q f®§(o 3)

P decortecon 0X:3-x*=0=x*=3=x=
=%43. Por lo tan& Ios puntos: (f 0) ( fo)
I punto d on el eje OY: f O) = 3. Por lo tanto, el

punto e
Con es Iementos podemos hacer un esbozo de sus

Observa que las funciones se cortan en dos puntos, pero no
es posible averiguar con precision sus coordenadas. Por tan-
to, vamos a obtenerlas resolviendo la ecuacion: f(x) = g(x).

Asi: x2—1=3-xX2=22x2=4=x>=2=x=12
Los puntos de corte son: («/5 1) y (—«/5, 1).

SOLUCION: a) Para obtener la relacién entre los coefi-
cientes a, b y ¢ basta tener en cuenta que f(1)=22.
Por tanto,

f(1)=a-1°+b-1*+c-1-cos(n)=f(1)=a+b-+c-(-1)
=a+b-c

Luego, la relacion que deben cumplir a, b y c es:
at+b-c=22

y

/-



La funcion y sus caracteristicas

32. Justifica cuéles de estas graficas pertenecen a una funcion:

o
o

. Escribe una expresion analitica para estas funciones:

a) Y b)

a) El volumen ocupado por un gas es directamente propor-
cional a su temperatura.

b) La resistencia aerodinamica total que sufre un avion en
vuelo aumenta con el cuadrado de su velocidad.

¢) La cantidad demandada de un producto es inversamente
proporcional al precio del mismo.

d) La sensacion provocada por la percepcion de un esti
fisico depende de la raiz cubica de su |nten5|dad

. ¢Qué dominio y qué recorrido tienen estas funci

| —%&%&z

. Obtén el dominio de las siguientes funciones:

2_
X 1 b) f(x)=X 1
x+2 x-1 xX+1

X+5
9 f(x)=x2—5x+6

f) f(x)=4/(2-3x)(4x-5)
h) f(x)=%2x-5

x> -1

a) f(x)=

J) f(x)=

5

(x-3)(2—x)

xX+1
) f(x)= V—x2+5x—6

) f(x)=

‘

@) f(x)=—x>-2x"+x+2

/

36. Halla el dominio de estas funciones:

b) f(x)= Jxes

X 2x+6
1 d) f(X)—|Ogﬁ

1 T
oo (3x+4) f) f(x)—tg(x+5)
X

X

a) f(x)=
¢ f(x)=

e) f(x)=

g) f(x) = cosec(2x)

37. Determina el dominio@as siguientes funciones:

iR

six=>0

b) f(x)=4x+1
Jx-1six>0

six<O0

six<-1

g el

8. HaIIa Ic% S de corte con los ejes de cada una de estas
uncjon

L3 4X b) f(x)=x*+4x+3
°

3x=2
5-x

f) f(x)=+4x*-3

d) f(x) =

e f(x)=ﬁ+1

2x-1

—_ 1 _ 22« —
g) f(x)=1-3 h) f(x)=log, 8

) f(X)=3sen(x—g) J) f(X)=—2cos(x+g)

39. Observa las siguientes graficas y determina si las funciones
que representan poseen o no alguna simetria:

AN VAT R AT
/"~ x

Y

s

Y

Ia

40. Determina la simetria de estas funciones.

o f(x)=e




44. Comprueba si estas funciones poseen alguna simetria:

b) f(x)=3x-2x°

a) f(x)=x"-3x*+6

o) f(x)=—x"+7x-3 d) f(x)= x3_—x5x

0 (=22 0 1=t

g) f(x)=v1-x* h) f(x):%‘/x_2

i) f(x)=xe‘x2 ) f(x):log(x2+1)

k) f(x)=e" senx I) f(x)=senx+cosx
42. Analiza el crecimiento, la curvatura y la %

acotacion de la funcion f(x) a partirde su 52, |22

representacion grafica. ¢Aprecias en ella

alguna simetria?
(5/2, 1)

43. ;Son periddicas las siguientes funciones? En caso afirmati-
Vo, ¢cudl es su periodo?

a) Y b)

1

44. Representa la grafica de la funcion f

simetria y periodicidad. Compar, Ia cIuS|ones q
tengas con la simetria y periodi d de la funC|o y
justifica la diferencia que ha tre amb es a

este respecto.

Funciones elementale
45.0btén la expres@lltlca de estas fupciones polinémicas

de primer y segundo grado:

a) La recta que pasa por los puntos (2,-3) y (-4,1).

b) La recta de pendiente m = —4 que pasa por el punto
(-1,5).

¢) La parabola cuyos puntos de corte con los ejes son
(-2,0), (3,0) y (0,6).

d) La parabola que corta al eje OY en (O,—2) y con Vértice en

el punto (1,-1).

46. Considerando los puntos de corte con los ejes y sus propie-
dades generales, esboza la grafica de estas cuatro funcio-
nes polinémicas:

a) f(x)=x>-x b) f(x)=-x>+2x*+3x

¢ f(x)=—x"+5x"-4

d) f(x)=x*-13x*+36

417. Esboza la gréfica de las siguientes funciones hallando sus
puntos de corte con los ejes y evaluando algunos otros pun-
tos de sus correspondientes dominios. ¢Poseen alguna si-

metria?

1 1
af()=mF7 OiK=ZF7 o ()=
o f(x)=% o) f(x)=ﬁ f £(x)=logx’

48. Representa las funciones exponenciales de cada apartado
sobre unos mismos ejes ogrdenadas. ¢Cémo se compor-
tan segun el valor de la

* h(x)=8"

a) f(x)=2" g

o 1(9=(3] 0\9) (2] w=(2)

49. Represent
bre un

funciones logaritmicas de cada apartado so-
Ismos ejes de ordenadas. ¢Como se compor-
el valor de I

=log, x Iog4 h(x)=logg x
f(x) =l0g, X & =log; x h(x) =log, x
8

0. ¢Cual 92 e@todo de estas funC|ones trigonométricas?

a) b) f(x)= cos(%)

) d) f(x) = cotg2x

él Halla la ordenada en el origen, la amplitud y el periodo de
’xy estudla las siguientes funciones trigonométricas:

a) f(x)=—-2sen(3x—m)

X n
b) f(x)=4cos| ———
) £(x)=4cos( %7
5x+3m T 2x
¢) f(x)=6sen -7 df 3-2cos| ———
) #()=6sen( 22T )7 o) f(x)=3- 2005 F- 2]
52. Representa estas funciones definidas a trozos:

2 six<-1
b) f(x)=4x+1si-1<x<1

a)f() 1-x six<1
2x—-1six>1

-2 six=>21
1 . o —x—-1six<-1
= six<
¢ f(x)= d)f(x)=41-x* si—1<x<1
Jx six=0 x-1 six>1
2 4six<0 e six<O
X - X
e) f(x)= f) f(x)=40 six=0
logx six>0 . o
—€* six>

53. Expresa estas funciones como funciones definidas a trozos
y representa su gréfica:

a) f(x)=[2x+1]|-[2x-1]  b) f(x)=|x*+x—6|
d) f(x)=

f) f(x)=log|x + 3|

c) f(x)=4|x|-
e) f(x)=e""

|x+2]




54.

55.

56.

57.

58.

5q.

60.

61.

Operaciones y transformaciones &

La funcién signo, f(x) = 0 signo (x), hace corresponder cada
ndmero real x con su signo: positivo (+1), negativo (—1) 0
nulo (0), en el caso del nimero cero.

a) ¢Cual es el dominio y el recorrido de la funcion signo?

b) Escribe esta funcion como una funcion definida a trozos y
dibuja su gréfica. ¢Posee alguna simetria?

¢) Busca una forma de expresar la funcion signo a partir de
la funcion valor absoluto.

Las funciones parte entera asignan a cada nimero real x el
ndmero entero mas proximo, lo cual puede realizarse de va-
rias formas:

e La funcion techo, f(x)=|x, lo hace por exceso, tomando
el menor ndmero entero mayor o igual que x.

« La funcién suelo, f(x)=| x|, lo hace por defecto, tomando
el mayor ndmero entero menor o igual que x.

» La funci6n parte entera por truncamiento, f(x)=[x], elimi-
na del nimero x su parte decimal.

« La funcién redondeo, f(x)=redond(x), asigna al nimero x
el entero mas proximo que se obtiene por redondeo.

a) ¢Qué dominio y qué recorrido tienen todas estas
ciones?

b) Escribelas como funciones definidas a trozos y @sen-
ta sus gréficas. ¢Cuél de estas funciones cojnGide con la
definida en el epigrafe 13 de la unidad?

c¢) Observa las graficas obtenidas para la
suelo: ¢podrias expresar la funcio
ellas? Razona tu respuesta.

unciones techo y

=[x] a partge’
Considera las funcmnes. e

Realiza las operaﬁs que se piden a§$ontmua0|on y halla

los dominios de las funciones que resultan de ellas:
a)f+g bjg-f ¢ f-g dfig eg/f f)fog g)gof

Dadas las funciones f(x)=x+1 y g(x)=x*-1, define las
funciones f/g y g/f. Obtén sus respectivos dominios y repre-
séntalas graficamente.

Dadas las funciones f(x)=3-2xy g(x) = v5-x, comprue-
ba que fog#gof. ¢Cual es el dominio de las funciones obte-
nidas?

Con las funciones f(x)=vx+1 y g(x) = e

gof. 4Qué dominio poseen las funciones resultantes?

definefogy

A partir de las funciones f(x)=2x"-3x+1 y g(x) =5, halla
fogygeof.

Dadas las funciones f(x)=4x+5, g(x)=v2x y h(x)=e
realiza la operacion hogof = h[g[f(x)]}

62.

63.

64.

@‘b’

f(x)=2x° d) f(x)=v1-2x+3
e) f(x) f) f(x)=$
&%2 +4 h) f(x)=%|og(5—2x)
X _ - ) )= Loos[ -
= 3sen( 5 ) b f(x)_4cos(2 3X)

65.

66.

67.

Expresa las siguientes funciones como composicion de otras
mas sencillas:

_ a2 _ 1
a) f(x)=(3x-4) b) f(x)_x2+3
¢) f(x)=v2x-1 d) f(x)=e""
e f(x)=e2x—ex+1 f) f(x)=log(3x* +2x - 5)
9 f(x)=|x*-4| h) f(x)=sen(4x+3)
(x)

i) f(x)=tgvx+1

A partlr de las funciones: \

1
T e

construye las funciones:

a) (2h—f)-g éb)f (g%/h) ¢) g*+f-h

d) f/g e) h-(fog) f) (f/h)eg

Halla

,@o sea posible@inversas de estas funciones y
co aquefof.‘lel f=x:
=2t 0 b) f(x)=-3x*+4

K F(x)= 1+2tg(5x4jj D F(x)=|x-2]

Representa graficamente las siguientes funciones raciona-
les a partir de la funcion de proporcionalidad inversa de la
cual pueden obtenerse por desplazamientos:

-2 3x+4
a) f(x)=——=-4 b) f(x)=
) F(x) == ) £(x)= 2
3 2x+1
c) f(x)=5+—-— d)f
) ( ) xX+2 ) ( ) +3
Mediante transformaciones, representa las funciones:

2

a) f(x)=-x*>+1 a partir de g(x) = x
b) f(x) =v2x—4 a partir de g(x) = Vx
o f(x)=e g
(x

d) f(x)= —Iog(x—1) a partir de g(x)=logx

-1 apartirde g(x)=e

e) f(x)= 2cos(x+n) a partir de g(x) = cos x
Determina las funciones a partir de las cuales pueden obte-
nerse estas otras, asi como las transformaciones necesa-

rias para ello en cada caso:
b) f(x)=6J4-2x-7

a) f(x)=-4x*-16x-28
d) f(x)=-5log(3x-2)

e6—2x
f =1
o f(x)=1+ I

e) f(x)=3cos[—X;n)+4 f) f(x)=2%

+1
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. ¢Cual de las siguientes funciones tiene su grafica simé-

. La funcién f corresponde a la gréfica,

Un paso mas

. Un modelo de mercado determina que la cantidad, en miles

de unidades, ofertada, O, y demandada, D, de cierto produc-
to dependen del precio de venta, p, en euros, segun:

O(p)=3p+100  D(p)=200-2p
a) Representa estas funciones y halla el punto de equilibrio

entre la oferta y la demanda; es decir, el precio de venta
para el cual ambas cantidades se igualan.

b) Estudia si habra escasez o exceso de producto para un
precio de venta de 15€. ¢Y para 25€7?

. El beneficio, B, en euros, obtenido por cierta empresa a tra-

vés de la venta de uno de sus productos es:
B(q)=-20q” +10000q — 50 000

donde q es la cantidad vendida, en miles de unidades.

a) Representa B(q) para una demanda comprendida entre
0 y 500000 unidades. ¢En qué intervalo de ventas la em-
presa acusa pérdidas?

b) Halla la cantidad para la que se obtiene el maximo benefi-
cio y a cuanto asciende este; determina asimismo sus in-
tervalos de crecimiento y decrecimiento.

. Para la recuperacion de una especie en peligro de extm@ 6. En

se introducen en una reserva natural cinco parejas de |
ma. Estudios previos indican que su poblacion, P, evol
ré con el tiempo, t, medido en anos, segun Ia fu
400t?
P(t)= 5z, o5+ 10

a) Representa graficamente la evolu% la pobIaC|o

rante los primeros veinte ano
b) ¢Cuanto tiempo sera neces bwa que la efp@can

ce, al menos, 100 eje
COHCUI‘SOS@IadaS l@natlcas
u

trica respecto del eje de ordenadas?
a)y=x>+x b) b)y=x?senx ) y=xcosx

d) y=xsenx e y=x°

. Sif(x)=ax+b y f(x)=bx+a, scudl es

el valor de a+b?

compuesta por tres trozos rectilineos.
JCuantas soluciones tiene la ecuacion

flf(f(x)]=0?

> +
t“+100

4. En las primeras fases de la aparicion de cierto virus informa-

tico, el nimero de ordenadores afectados, que ascendia ini-
cialmente a una docena, se duplica cada milisegundo.

a) Expresa el numero de equipos infectados, N, en funcion
del tiempo transcurrido, t, medido en segundos, mediante
una ley exponencial creciente.

b) ¢Cuanto tardara en infectar a un millén de equipos?

. El ser humano necesita mantener su temperatura corporal a

37°C. Expuesto a una temperatura de —20°C y sin el equipo
adecuado, el cuerpo puede¥er gémo su temperatura descien-
de hasta un grado en tan cuatro minutos. Supongamos
que la temperatura, G{eq,grados Celsius, cae con el tiempo
transcurrido, t, en niiAutos, segun la ley del enfriamiento:

T(t)=T,(T,-T,)e™

donde T, es[ajtemperatura inicial del cuerpo, T, es la tempe-
ratura ambiente y k, una csstante positiva.

a) Detewmina la constant
b). St

e esta funcion exponencial.

temperatu Q)rporal desciende hasta 32 °C, el cuer-
po sufre una &rmla severa, con el consiguiente ries-
go de mue eP&r congelacion. ¢Qué tiempo transcurre
a ese momento?

casiones veras en los medios de comunicacion
ciones graficas que pueden inducirnos a una inter-
reta ion errénea por estar mal elaboradas o por haber sido
ipuladas de manera tendenciosa. Pero incluso cuando es-
n bien realizadas, la forma de representar la gréfica de una
funcion puede provocar entre la poblacion lecturas muy distin-
tas a partir de unos mismos datos. Busca en la red ejemplos
reales acerca de los errores mas frecuentes cometidos en las
representaciones gréficas de funciones, asi como los «trucos»
que suelen emplearse para presentar una grafica favorecien-
do una determinada interpretacion de los datos.

4. Si f es una funcion periédica de periodo T=5 y en el intervalo [3,8)
verifica que f(x) = x* —10x + 25, ¢cudl es el valor de f(2017)?

5. Sia < b, ¢cudl de las siguientes graficas podria ser la de la funcion

(a— x)(b = x)2?

e)

¥



Resuelve €l enigma

En busca de otros mundos

Desde que el primer planeta extrasolar o exoplaneta fue descu-
bierto, hace ya tres décadas, hasta hoy, ha sido confirmada la
existencia de casi cuatro mil planetas orbitando alrededor de
otras estrellas. De hecho, la mayoria de estas estrellas tienen
no uno, sino varios planetas como compainia, algunos de los
cuales, por mostrar unas caracteristicas similares a las de nues-
tra Tierra, parecen potencialmente habitables.

DIODDIDIDDDDDDDDDDDDDD>2>3>3>>>>

El principal medio para la deteccion de exoplanetas es el llam
método del transito, con el cual se estudia, en funcion del ti ,

la variacion experimentada por la intensidad de la luz qu lle-
ga de una estrella cuando orbita a su alrededor un pla este
pasa con respecto a nuestra V|sual por delante ( prlmano

D ° &
luz de la estri %
luz reflejada | eta
. (cara o

Intensidad
de la luz

zreflejada por el planeta

(cara nocturna)
luz de la estrella

eclipsada por el planeta

Gran parte de estos exo-
planetas se han hallado
en los Ultimos anos gra-
cias a los datos recaba-
dos por el telescopio es-
pacial Kepler. Pero ¢como
es posible detectarlos? _
Naturalmente, la observa- L
cion directa de planetas

extrasolares es, en la in-
mensa mayoria de los ca—\
sos, imposible, pue é}
encuentran demasmd%
jos como para €

manera individ d|m|—
nuta fraccié&luz que
reflejan estrella. Y

es aq@e las funcio—Q
nes@r en escena. Q

)))}8 ))))))))))))))

Se obtiene Q que se denomina curva de luz de la estrella,
que pu servar en la grafica de abajo. En esta peculiar
vari r|od|ca del brillo en funcién del tiempo se rednen la
uz p de la estrella, la luz reflejada por el planeta, y el efecto
oducen los eclipses que tienen lugar entre ambos cuer-
Como puedes comprobar, en la gréfica de esta funcion pe-
od|ca se aprecian intervalos de crecimiento y decrecimiento del
brillo, ademas de ciertos maximos y minimos, tanto relativos
como absolutos.

Del estudio de la funcion que modela este fendmeno se obtiene
informacion muy valiosa: el periodo orbital del planeta, su tama-
no (mayor cuanto mas acusada es la profundidad del transito,
pues blogquea mas luz de la estrella al pasar por delante de ella),
el tamano de la estrella (mas grande cuanto mayor sea la dura-
cion del transito, ya que el planeta tarda mas tiempo en pasar
por delante o detras de ella), y otras muchas caracteristicas de
ambos cuerpos. Apasionante, ¢verdad? Y todo ello gracias a las
funciones...

Curva de luz de una estrella con un planeta orbitando en torno a ella

‘ periodo orbital del planeta ‘

luz de la estrella + ‘
luz reflejada por el planeta

luz de la estrella

Intensidad de la luz

duracion del transito

| luz de la estrella +
eclipsada por el planeta

profunidad
del transito

Tiempo





