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EJercicio 1

Dada la funcién f (X) =x*+3x*+ax—6, acR, se pide:

a) Determinar el valor del parametro a € R para que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f (X) en su
punto de inflexion sea —3. (1,25 puntos)

b) Para el valor del parametro encontrado, calcular los extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento
de f (X) . (1,25 puntos)

Solucion

a) Derivemos f dos veces. f'(X):3X2 +6x+a, f"(X):6X+6. lgualemos la segunda derivada a cero. Las
soluciones seran posibles puntos de inflexion. f "(X) =0 6x+6=0<6x=-6< x=-1. La derivada de

orden treses f "'(X) =6, que es distinta de cero sea quien sea X . Entonces, el punto de inflexién es X =—1.

La pendiente de la recta tangente a la grafica de f (X) en su punto de inflexién es la derivada de la funcion en
X=-1, esdecir, f '(—1) = 3(—1)2 +6(—1)+ a=3-6+a=a—3.Entonces a—3=-3, conloque a=0.

b) Para a=0 es f (X) =3x?+6X. Entonces f (X) =0 3x° +6X=O<:>{ 5 Estudiemos el signo de la
X=-

primera derivada en los intervalos (—0,—2), (=2,0) y (0,+):

(-0, —2) (-2,0) (0,+00)
signode f' + _ +
monotonia ™ W ™

Portanto f es estrictamente creciente en (—oo, —2) u(O, +oo) y estrictamente decreciente en (—2, 0) .
Enel punto X=—2 f alcanza un méaximo relativo, concretamente en el punto de coordenadas (—2,—2).

Enelpunto X=0 f alcanza un minimo relativo, concretamente en el punto de coordenadas (0,—6) .

EJERCICIO 2

Calcula la integral definida

dx (2,5 puntos)

2
J‘n4 cos~/x

0 2

Nota: Puede ayudarte hacer el cambio de variable t = \/; y a continuacién aplicar integracidn por partes.

Solucion:

Tal y como se sugiere, primero aplicaremos el cambio de variable y luego integraremos por partes.

Icosﬁdx:ljcos\/}dx: \/§=t:>idx:dt:>dx=2tdt =EJ.2tcostdt=J‘tcostdt=
2 2 24x 2

u=t du=dt
= :tsent—jsentdt:tsent+cost+C.

dv=costdt v=sent

Deshaciendo el cambio:
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dx = +/x sen/x +cos+/x +C .

Icos&
2
Entonces:

Ll [ 2 2 2
J“‘ Coszﬁdxz[\&sen x+cos\&l)4 - \/%sen\/éJrcos\/% —(x@senx@+cos\@)=

0

(EsenEJrcosEj—cosO = E—1.
2 2

EJERcCICIO 3

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a e R .
X—=y+mz=0
4x-3y+2Z=m (1,5 puntos)

-mx+y-z=1-m
b) Calcula la solucion cuando el sistema sea compatible indeterminado. (1 punto)

Solucion:

a) La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada son, respectivamente:

1 -1 m 1 -1 m 0
A=l 4 -3 2 |;Alb={4 -3 2 m
-m 1 -1 -m 1 -1 1-m
El rango de A es al menos dos porque contiene un menor de orden dos distinto de cero: _3‘ =-3+4=1=+0.
1 -1 m
Ademas, |[A=| 4 =3 2|=(3+2m+4m)—(3m’+4+2)=-3m"+6m-3=-3(m-1)".
-m 1 —

Entonces |/—\| =0 —3(m —1)2 =0 m=1.
De lo anterior deducimos que:

e Sim=1,

A| #0, conlo que rango A=rango A|b=3=n (N indica el nimero de incégnitas), y el sistema es

compatible determinado (solucién unica).

1 -1 1 0
e Si m=1, el rango de la matriz de los coeficientes es dos. La matriz ampliadaes Alb=| 4 -3 2 1|,
-1 1 -10

cuyo rango también es dos pues la tercera fila es proporcional a la primera. En este caso tenemos por tanto que
rango A=rango A|b=2<3=n, con lo que el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Resolveremos el sistema en los dos casos: cuando sea compatible determinado y cuando sea compatible
indeterminado.

Supongamos que M =1 (compatible determinado) y apliquemos la regla de Cramer.
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0 -1 m
m -3 2
L_fp-m 1 -1 (-2+2m+m?)—(=3m+3m’+m)  _om2idm-2 -2(m-1) 2
A —3(m-1)’ -3(m-1)°  -3(m-1)° 3’
1 0
4 m 2
y_om 1-m -1 (-m+4m—am®)—(-m°+2-2m) m* _4m?45m—2 (m-2)(m-1)° 2-m
A —3(m-1)’ —3(m-1)° —3(m-1)’ 3
1 -1 0
4 -3 m
Cfemo11-m| (-B+3mem’)—(-4+dmem) mz_omi1  (m-1) 1

"~ A ) ~3(m-1)’ - 3(m-1)°  -3(m-1° 3

Supongamos que M=1 (compatible indeterminado). En este caso el sistema es el siguiente:

X—y+z=0
4x-3y+2z=1
-X+y-2z=0

Podemos eliminar la Ultima ecuacién (es proporcional a la primera), llamar Z=A (el grado de libertad es uno) y
escribir el sistema, equivalentemente, asi:

X—y=—A
4x-3y=1-21

Volvemos a aplicar la regla de Cramer.

‘ -\ —1‘ ‘1 A ‘

1-2% -3 A—(-1+2) 4 1-22 1-20—(-4

X= (2 _ ) o1
1 -1 1 1 -1 1
4 -3 4 -3

Por tanto las soluciones, en el caso de que el sistema sea compatible indeterminado, las podemos escribir asi:
(X, y,z) 2(7» +1,2A +1,7») :(1,1,0)+7»(1, 2,1)
Soluciones infinitas que forman, evidentemente, una recta en el espacio afin.
EJErRcICIO 4
Sea I' la recta determinada por el punto P(l,O,l) y el vector V = (1, —1,0) .
a) Calcula el punto de I' mds cercano al punto Q(O, 0,1). (1,5 puntos)

b) Calcula el punto simétrico de Q respecto a I. (1 puntos)

Solucion

a) Lo haremos de dos formas distintas:

Primera forma.

PAEG - junio 2016 - Propuesta A Pagina 3


https://matematicastro.es/

matematicastro.es — Pedro Castro Ortega
materiales de matematicas

PAEG - junio 2016 — Opcién A Matemaéticas Il — 2° Bachillerato
X=1+A
Las ecuaciones paramétricas de larecta I son: =< Y =—A . Entonces, un punto cualquiera de r es de la forma
z=1

M (1+ k,—?»,l) .Elpunto M er més cercano debe cumplir que Q—M 1V, esdecir (1+ K,—k,O) L (1,—1,0), con

loque 1+ A+ A=0=2A=-1=A :—%. Por tanto, el punto de r mas cercano a Q(0,0,l) es M (%,%,1).
Segunda forma.

Vamos a calcular el plano T perpendicularalarecta I que pasa por el punto Q(O, 0,1). Podemos tomar el vector

o R

directorde larecta r, V= (l, —1,0) , como vector perpendicular del plano, con lo que la ecuacion del plano sera

delaforma t=X—y+D=0.Como Q e, entonces 0—0+ D=0= D=0, con lo que la ecuacién del plano
es t=X—-Yy=0.

Larecta I y el plano T se han de cortar en un punto M . Vamos a hallarlo. Cualquier punto de r es de la forma

(1+ k,—k,l) y el que buscamos estd en el plano, por lo que 1+7»—(—7») =0=1+2AL=0=2A=-1=A= —%

De aqui obtenemos que M (%,%,1) .

b) El punto simétrico de Q(O, 0,1) respecto de I, que lo vamos a llamar R(a,b,c) , tiene claramente como punto
] 11 . .
medio al punto M E'E'l (ver figura anterior).

— 1 — 11 1
Por tanto QM :EQR , es decir, (E,E,szz(a,b,c—l), de donde, igualando coordenadas, tenemos que

a=1,b=1, c=1.Asi, el punto simétrico de Q respectoa I' es R(l,l,l) )
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EJercicio 1

a) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle. (1 punto)

b) Razona que la ecuacion 2e* +x° =0 tiene al menos una solucién real. (0,75 puntos)

c) Razona que, de hecho, dicha solucidn es Unica. (0,75 puntos)

Solucion

a) Teorema de Bolzano
Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y supongamos que el signo de f (a) es distinto que el

sighode f (b) . Entonces existe C € (a,b) tal que f (C) =0.

Teorema de Rolle
Sea f :[a,b] —> R una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) verificando que f (a) =f (b) Entonces

existe un punto C del intervalo (a,b) tal que f (C) =0.

b) La funcidn definida por f (X) =2e* +X° esta definida y es continua en todo R, en particular en el intervalo
2

cerrado [—l, 0] .Ademas f (—1) =2+ (—1)5 =—-1<0y f (O) =2e%+0° =2 > 0. Entonces existe al menos
€

un numero real C (—1,0) tal que f (C) =0, es decir, tal que 2e°+c¢®> =0, con lo que la ecuacién 2e*+ x> =0

tiene al menos una solucion real.

c) Supongamos que la ecuacién 2e* + x> =0 tuviera dos soluciones: C, y C,.0 lo que es lo mismo, considerando la
funcién del aparatado b), que f (Cl) =f (Cz) =0.Lafuncién f esclaramente continua en [Cl, C2] y derivable en
(Cl, Cz) conlo que, por el teorema de Rolle, existiria C € (Cl, C2) talque f (C) = 0. Pero esto es una contradiccién
porque f (X) =2e"+x*>0 para todo X € R. Esto quiere decir que no puede haber dos 0 més soluciones de la

ecuacion 2e* +x° =0y, por tanto, la solucién del apartado b) es tnica.

EJERCICIO 2

a) Calcula el drea de la regidn acotada por las graficas de las parabolas f (X) =x*-4x+3y g (X) =—x?+2x+11.
(1,5 puntos)

b) Calcula C € R para que las rectas tangentes a las gréficas de f (X) vy g (X) en el punto de abscisa X =C tengan
la misma pendiente. (1 punto)

Solucion

a) Hallemos los puntos en los que se cortan ambas parabolas.
2 2 2 x=-1
X —4x+3=-X"+2x+11<2X* -6x-8=0& A
X =
La parabola @ (X) =—X?+2x+11 se abre “hacia abajo” y, por tanto, entre los puntos de abscisa X=—-1y x=4

, estara “por encima” de la parabola f (X) = x? —4x+3.Entonces, el 4rea A dela regidn acotada por las graficas
4

de ambas parabolas viene dada por A=I (g (X)— f (x))dx . Hagamos los calculos.
-1

4 3

4
(—2x2+6x+8)dx=_ X +3x2+8x} =
1

A=J.4l(g(x)— f (x))dx=j

-1
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_ _128+48+32 B 3+3—8 :ﬂ+85:%udsz
3 3 3 3

b) Las rectas tangentes a las graficas de f (X) y g(X) en el punto de abscisa X =C tienen pendiente f (C) y

g '(C) . Por tanto, si estas pendiente son iguales, tenemos:

f'(c)=g'(c)<:>2c—4:—2c+2<:>4c:6<:>c:g:g
EJErcICIO 3
Sabiendo que
2 2 3
X y z|=10
a 2b 3c
donde X,Y,z,a,b,c eR, calcula los determinantes
0 3x vy z
14 14 21
0 3a 2b 3c
X+4 y+4 z+6 y
0 6 2 3
a 2—b 3—C 5 0 0 O
5 5 5
indicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu respuesta (1,25 puntos por determinante)
Solucion
1414217223722322372237
X+4 y+4 z+6:gx+4 y+4 z+6/=—=||x y z|+4 4 6 :EX y z|=--10=14.
a 2b 3 a 2b 3c a 2b 3cl |a 2b 3c a 2b 3c
5 5 5

Para la primera igualdad hemos utilizado que si en un determinante los elementos de una fila 0 una columna estan
multiplicados por un nimero el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

Para la segunda igualdad se ha utilizado que, si una fila o una columna es una suma, el determinante puede
descomponerse en una suma de determinantes.

Finalmente, en la tercera igualdad hemos utilizado que, si dos filas o0 dos columnas son proporcionales, el determinante
es cero (en este paso, en el segundo determinante, la segunda fila es la primera multiplicada por dos).

0 3x y z
X y z X y z 2 2 3

0 3a 2b 3c

0§ 2 3=—53a 2b 3c|=-5-3j]a 2b 3c|=-15|x y z|=-15-10=-150.
6 2 3 2 2 3 a 2b 3c

5 0 0 O

Para la primera igualdad se ha desarrollado el determinante de orden cuatro por los elementos de la primera columna.

Para la segunda igualdad se ha utilizado que si en un determinante los elementos de una fila o una columna estan
multiplicados por un nimero el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero (todos los elementos de
la primera columna estan multiplicados por tres).
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Y para la tercera igualdad hemos utilizado que, si se intercambia dos filas o dos columnas entre si, el determinante
cambia de signo. En este caso hemos realizado dos intercambios, con lo que el signo del determinante no varia: en
primer lugar, primera fila por tercera fila y, en segundo lugar, segunda fila por tercera fila.

EJERCICIO 4

Dados los planos
m=ax+y+22=2,n,=X+y+z=0y ny;=Xx+ay+z=a,
donde a€ R, se pide:
a) Estudiar la posicién relativa de los planos anteriores en funcién del parametro a € R . (1,5 puntos)

b) Paraelvalor a =1, calcular la distancia entre 7, y ;. (1 punto)

Solucion

a) Estudiaremos el caracter, segun los valores del pardmetro a € R, del siguiente sistema de ecuaciones:
axXx+y+2z=2
X+y+z=0
X+ay+z=a

La matriz A de los coeficientes y la matrizampliada A|b asociadas a este sistema son, respectivamente:

a 1l 2 a l 2 2
A=|1 1 1|;Alb=|1 1 1 0
1 a1l 1 a 1 a
Por un lado |A|:(a+1+2a)—(2+1+a2):—a2+3a—2.cho —a2+3a—2=0<:>{ i , podemos hacer

la siguiente discusion:

eSiazlya=2,
hay un menor de orden tres distinto de cero. Entonces el sistema es compatible determinado (solucién Unica) y
los planos m;, T, y T, se cortan en un punto.

A|#0, conlo que rango A=rango A|b=3=n (n indica el nimero de incégnitas), pues

eSia=loa=2,
1 2
1 1

A| =0. En ambos casos rango A= 2 pues contiene un menor de orden dos distinto de cero:

=1-2=-1+0.

Analicemos por separado lo que le ocurre a la matriz ampliada para comparar con el rango de la matriz de los
coeficientes, decidir el caracter del sistema vy, por tanto, la posicidn relativa de los tres planos.

112 2
v sia=1, Alb={1 1 1 0/, cuyo rango es tres porque contiene un menor de orden tres distinto de
1111
12 2
cero: [ 1 0/=(1+0+2)—(2+2+0)=3-4=-1=0. Portanto rango A=2=3=rangoA|b yel
11 1

sistema es incompatible (no tiene solucion). Esto quiere decir que los tres planos no tienen ningin punto
en comun. Pero es que ademas los planos son:
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T =X+Y+22=2,1,=X+y+2=0yny=Xx+y+z=1
Claramente 1, y 1, son paralelos (los coeficientes de X, Yy, Z son los mismos) y ambos secantes a 7, ,
con lo que la posicidn serd la de la figura siguiente:

/<\
NS
N

2 1 2 2
v Sia=2, Alb={1 1 1 0], cuyo rango vuelve a ser tres pues contiene un menor de orden tres
1 21 2
1 2 2
distinto de cero: |1 1 O =(2+2)—(4+4) =—4+#0. Por tanto, al igual que nos ocurria
2 1 2

anteriormente, rango A=2=3=rangoA|b y el sistema es incompatible (no tiene solucién). Esto
quiere decir, de nuevo, que los tres planos no tienen ninglin punto en comun. Esta vez los planos son:

T =2X+Y+22=2, 1, =X+Yy+2=0y ny=X+2y+z2=2
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Es muy facil darse cuenta, comparando coeficientes, de que son secantes dos a dos, con lo que la posicién
viene dada por una figura como la siguiente:

b) Paraa=1, m,=X+y+2=0, ny;=X+Yy+2-1=0. Por ser paralelos, la distancia entre ambos planos sera la

distancia de un punto de uno de ellos al otro. Un punto de m, es P (1, -1, O). Por tanto, la distancia entre los dos

planos vendra dada por:
11+(-1)-1+0-1+(-1)| 1 3
d , =d(P,m,)= =—=—uds
(mz.75)=d (P.7;) 12 412 +1° J3 3
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