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BAREMO DEL EXAMEN:

El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos.

Cada problema se puntuard hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni

almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan

estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

2 a+l 1 X -1
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales |1  a 2 y|=| 1 |, donde a esun
1 1 a+2)\z 2
parametro real:
a) Discutir el sistema en funcion del parametro a. (6 puntos)
b) Obtener las soluciones del sistema cuando este sea compatible indeterminado. (4 puntos)
0 -1 -2 100
Problema 2. Dadas las matrices A=|-1 0 -2|el=|0 1 O/, obtener:
1 1 3 0 01
a) Lamatriz M =(A-«l )2, donde a es un parametro real. (6 puntos)
b) El valor de a, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. (4 puntos)
Problema 3. Dados los puntos A=(2,-1,0),B=(1,2,3) y €=(-1,0,0):
a) Hallar la ecuacion implicita de la recta  que contiene a los puntos Ay B. (3 puntos)
b) Hallar la ecuacién del plano z que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al punto
C. (4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A al plano . (3 puntos)

Problema 4. Dada la recta r:(x,y,z)=(11,0)+4(-1-1,2) yel plano 7 :5x+my+z=2:

a) Obtener la posicion relativa de r y  en funcion de m. (6 puntos)
b) Para m = 1, calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a . (4 puntos)
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2
Problema 5. Consideramos la funcion f (x) = —2X 4 x+1
2% +5%x+2
a) Comprobar que x = —% es una discontinuidad evitable. (2 puntos)
b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (4 puntos)
c) Obtener I f(x)dx. (4 puntos)

Problema 6. Una ventana rectangular estad coronada por un semicirculo tal y como se indica en la

siguiente figura.

Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20 metros:

a) Calcular el area de la ventana en funcion de su anchura x. (3 puntos)

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada de luz.
(5 puntos)

c) Calcular el valor de dicha area maxima. (2 puntos)

Problema 7. Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.
a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez
mas, esta operacion. ;Cual es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el

mismo? ;Y la probabilidad de que sean distintos? (5 puntos)
b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. (Cuél es la probabilidad de que las tres sean de distinto
color? (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Problema 8. Una empresa tiene dos plantas de produccion de teléfonos mdviles. La primera planta

produce moviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al

comprar un movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera planta es de 0,7. Compramos
un movil. Se pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso. (4 puntos)

b) Sabiendo que el movil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la

primera planta de produccion. (6 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
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Soluciones:
2 a+l 1 X -1
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales | 1 a 2 y|=| 1 |, donde a esun
1 1 a+2)\z 2
parametro real:
a) Discutir el sistema en funcion del parametro a. (6 puntos)
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado. (4 puntos)

a) Estudiamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

2 a+l 1
Al=]1 a 2 |=2a(a+2)+2a+2+1-a—(a+l)(a+2)-4=
1 1 a+2

=2a%+4a+ 24 + R +1-a-a’—2d ~a—- R -4=a’+2a-3

—2+4
—2+.[22-4(1)(-3) _ =1=a
Al=0=a’+2a-3=0=>a= (1)(-3) _—2+4 | 2
2 2 —2-4
T, T=a

Analizamos tres casos distintos.

CASO 1. a=lya=-3.

En este caso el determinante de A es distinto de cero y el rango de la matriz A es 3, al igual
que el rango de la matriz ampliada A/B e igual que el nimero de incognitas (3). El sistema es
compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. a=1.
En este caso el determinante de A es nulo. Estudiamos su rango y el de la matriz ampliada.

Fila1® — 2 - Fila 22
2 2 1 -1
12 2 4 -2
0 0 -3 -3 NuevaFila2?

-1
A/B=

)

2 1
1 21
1 3 2

Fila 12 — 2 - Fila 32

> o 1 1 2 2 1 -1
2 9 _§ -4 =0 0 -3 3|=>
0 0 -5 -5

0 O -5 -5 NuevaFila3?
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3-Fila3* — 5 - Fila 22 —
0 0 -15 -15 22 1
:>0015 15 =0 0 -3 -3
00 0 0 NuevaFilaze| |29 OO

A

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero es menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO 3. a=-3.
En este caso el determinante de A es nulo. Estudiamos su rango y el de la matriz ampliada.

Fila1® — 2 - Fila 22

/ 2 21 2 2 1 -
AB:1—321:>_26_4_2
1 1 -1 2

0 4 -3 -3 NuevaFila?22

Fila1® — 2 - Fila 3?

5 2 1 1 2 -2 1 1
2 9 9 4 =|0 4 -3 3|=
0 4 3 -5

0 -4 3 -5 NuevaFila3?

Fila 3% +Fila 22 M
0 4 3 -5 e 2 1A
= 0 4 -3 -3 =0 4 -3 -3
0 0 0 —8NuevaFilage| |20 O 8

a

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz ampliada A/B es 3. Como tienen rangos
distintos el sistema es incompatible (no tiene solucion).

Resumiendo: Si a=1y a = -3 el sistema es compatible determinado, si a=-3 el sistema es
incompatible y si a=1 el sistema es compatible indeterminado.

b) El sistema es compatible indeterminado para a = 1.
Lo resolvemos a partir del sistema triangular obtenido en el apartado anterior.

2 21 -1 2 2 1 -1 2X+2y+z2=-1
2X+2y+z2=-1
A/IB={1 1 2 1|0 0 -3 3|= = -3 =
-3z=-3 z=—=1
11 3 2 0 0 0 O -3
X=4
= 2X+2y+1=-1=2X+2y="2=x+y=-1=>y=-1-Xx=|Jy=-1-4, 1R
z=1
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0o -1 -2 1 00
Problema 2. Dadas las matrices A=| -1 0 -2|el=|0 1 0/, obtener:
1 1 3 0 01
a) Lamatriz M =(A-«al )2, donde a es un parametro real. (6 puntos)
b) El valor de a, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. (4 puntos)
a)
0o -1 -2 1 00 - -1 =2
A-agl=|-1 0 -2|-«/0 1 O0|=|-1 —-a -2
1 1 3 0 01 1 1 3-«
- -1 -2 \-a -1 =2
M=(A-al)=|-1 -« -2 ||-1 —-a -2 |=
1 1 3-a/l 1 1 3-«
a’+1-2 a+o—2 20+2—-6+2¢
= a+oa—2 1+a? -2 2+2a—-6+2a |=
—a-1+3-a -l1-a+3-a —2—2+(3—0{)2
a’-1 200—2 4o -4 a’-1 2002 do -4
=| 2002 a’-1 do -4 =| 202 a’-1 Ao -4
20+2 2a+2 -4+9+a’-6a 20+2 2a+2 a’-6a+5
b)
a?-1=0-a’=1>a=1=
2 1 2g-2  4g-4 l=a
a — o — o —
Mol 20-2  o?-1 Ao —4 20-2=0—>a-1=0->[a =1]
2642 2a+2 a’-6a+5 4a-4=0->a-1=0-a=1|
00 0 20+2=0>a-1=0-[a=1]
=
0=/0 0 0 6i«/—62—20 +
a’-6a+5=0—>a= (-6) _6x4
0 0O 2 2
6+4 _o_,
M=0 _) 2
E=l=0{
2
La matriz M es nula solo cuando o =1.
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Problema 3. Dados los puntos A=(2,—-1,0),B=(1,2,3) y €=(-1,0,0):

a) Hallar la ecuacién implicita de la recta  que contiene a los puntos Ay B. (3 puntos)

b) Hallar la ecuacion del plano = que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al punto C.
(4 puntos)

c) Calcular la distancia del punto A al plano . (3 puntos)

a) Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos 4y B.

=

[A(2-10)er  [v,=AB=(12,3)-(2,-1,0)=(-133)
'{5(1,2,3)er {B(l,Z,B)eI’

X—_lzy—_2—>3x—3:—y+2 {

3X+y-5=0
y—-z+1=0

et I = |
- Y2 _ 7% Ly 9-7-3
3 3

=T

b) El plano = que es perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la
recta.

ﬁ=\7=(—1,3,3)} 7:~Xx+3y+3z2+D=0
C(-

' = =1+0+0+D=0=>D=-1=
(-1,0,0)ex C(-10,0)ex

= |7 :—x+3y+37-1=0)

c¢) Utilizamos la férmula de la distancia de un punto a un plano.

—X+3y+3z-1=0 —2— -
=X+ 3y +37 —d(Ax)= [2-3+0-1 |- _1 3765 unidades
A(2,-1,0)

JE 3z (V9
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Problema 4. Dada la recta r:(x,y,z)=(11,0)+4(-1-1,2) yel plano 7 :5x+my+z=2:

a) Obtener la posicion relativa de r y w en funcion de m. (6 puntos)
b) Para m =1, calcular el plano =’ que contiene a r y es perpendicular a . (4 puntos)

a) Elvector director de la recta es v, =(~1,-1,2) y el vector normal del plano es n =(5,m,1).

Para que la recta y el plano sean paralelos o la recta esté contenida en el plano deben ser
perpendiculares el vector director de la recta y el normal del plano.

i ~(-1-12)

n=(5m,1) =(-1,-1,2)(5m1)=0=-5-m+2=0=[-3=m|

V. In—>v -n=0

r r

Nos planteamos dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

Si m= -3 el producto escalar no es nulo y por tanto recta y plano no son paralelos, por lo que
seran secantes y se cortaran en un punto.

Si m=-3 el producto escalar es nulo y por tanto recta y plano son paralelos o la recta esta
contenida en el plano.
Vemos si el punto A(1,1,0) perteneciente a la recta esta en el plano.

7:5X-3y+z7=2
=¢51-31+0=2?=:5-3=27
¢A(L10)ex?

Se cumple la igualdad. El punto A de la recta y todos los puntos de dicha recta pertenecen al
plano. Es decir, la recta estd contenida en el plano.

Resumiendo: Si m=—3 recta y plano coinciden en un punto. Si m=-3 la recta esta contenida
en el plano.

b) El plano ©’ que contiene a r y es perpendicular a it tiene como uno de sus vectores directores el
vector normal del plano .
Otro vector director del plano =’ es el vector director de la recta r.

Param =1 el plano es 7:5x+y+z =2 y su vector normal es n =(5,1,1).

El vector director de larectares v, = (-1-12).

6262(5’1’1) x-1 y-1 z
v=v, =(-1-12)t=~7:| 5 1 1=0=
A(l,l,O)e;r -1 -1 2

= 2X-2-y+1-52+7-10y+10+x-1=0=|7":3x-11y-4z+8=0
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“2x% +x+1

Problema 5. Consideramos la funcién f (x) Zﬁ .
X" +oX+

a) Comprobar que x = —% es una discontinuidad evitable.

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Obtener [ f(x)dx.

(2 puntos)

(4 puntos)
(4 puntos)

a) El dominio de la funcién son todos los niameros reales menos los que anulan el denominador.

—2x% +x+1
f(x)= X EXE2
(x) 2X% +5x+2

Dominio f (x) = R—{—%,—Z}

= 2x*+5x+2=0=>

-5+3 1
=——=X
4 2
S35y
4

En x = -5 la funcion presenta una discontinuidad. Comprobamos si es evitable viendo si el

limite de la funcion cuando x tiende a —1/2 tiene un valor finito.

J— 2 f—
lim f(x)= lim MzgzIndeterminacién(L’HépitaI): lim ax+l_
x—-1/2 x>-1U2 292X +5x+2 0 x>-12 4x+5
—4[—;j+1 3
— 1y g=;|_
4(—)+5
2
2
2]
2 1YV 5 0 = x=—1 es una discontinuidad evitable.
2l ——| ——=+2 2
2 2
XETJZ f (X)=1

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Vemos si la funcion se puede simplificar descomponiendo el numerador y el denominador.
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5+3 1
_54_“/52_4 2)(2) -5+ T o
2x* +5x+2=0=x= (2)( )= 5£3_] 4 2N
4 4 5-3
—~ C_-_2=x
4
2 1
= 2X* +5x+2=2 x+§ (x+2)
-1+3 1
1+ 1P -4(-2)(1) -1+ 2 2
22X’ +X+1=0=>x= (2)() _ 123 4 2
-4 —4 -1-3
—:1:
—4
, 1
= -2X°+X+1=-2 x+§ (x-1)
Si simplificamos la funcion se evitaria la discontinuidad en x = —%
x—1
f(x)= —2x% +x+1 [//l/j( ) _—(x-1) _1-x
2X2 +5X+2 X+2 X+2
-2 x (x+2
b) Calculamos la derivada.
F(x)= 2% +x+1 _ 1-x f,(x)_—l-(X+2)—(l)(1—X)_—x—2—l+x_ -3
2X2 +5X+2  X+2 (x+2)2 (x+2)2 (x+2)2
Esta derivada no cambia de signo y siempre es negativa.
La funcion es decreciente en todo su dominio R—{—%,—Z}.
c) Usamos la simplificacidn de la funcion vista en el apartado anterior.
_9y2 — —2— 3— 2
If(x)dxsz _ [1=x _JM =JL+)dx=
2X°+5x+2 X+2 X+2 X+2
= —d —JXLZd _3J dx— J.dx_3ln|x+2|—x+K
X+2 X+2 X+ 2
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Problema 6. Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y como se indica en la

siguiente figura.

Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20 metros:

a) Calcular el area de la ventana en funcion de su anchura x. (3 puntos)
b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la méaxima entrada de luz.

(5 puntos)
c) Calcular el valor de dicha area méaxima. (2 puntos)

a) Completamos el dibujo de la ventana afiadiéndole las longitudes de cada lado.

x/2

X

El perimetro de la ventana es la suma de los tres lados rectos y la longitud de la
semicircunferencia.

27z5 X
Perimetro:x+2y+72: x+2y+7 — X+2y+”_X:20:>

Perimetro =20

= 2X+4y+ax=40=4y=40-2X— 71X = yzwzlo—g—%x

Buscamos la expresidn de la superficie de la ventana. Es la suma del area del rectangulo mas
el &rea del semicirculo.
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2
X
7[(2) X 2
A(x,y)=xy+T=xy+? = A(X)=x 10- 2 Ty |+ 2o
2 4 8
X &
=10-———X

y 2 4

2 2 2
:>A(x):10x—x——£x2 X _qox- X e X

2 4 8 2 8 8

2
= A(X):lOX—X?—%XZ :10x—(%+%)x2

b) Buscamos el maximo de la funcion area usando la derivada.

A(x)=10x— l+Z x2:>A’(x):lO— l+z 2x=10— 4+ 2x:10—4+—ﬂx
2 8 2 8 8 4

A (x)=10- 22 47 47 40
4 :>10—Tx:0:>10:Tx:>40:(4+7r)x:> X=—-—=56

A'(x)=0 d+z

Comprobamos si el punto critico x =

1 es un maximo usando la derivada segunda.
+7

4

A’(x):lo—“Tﬂx:A”(x) 4+”:>A”(440 ):—4Z”<0—>x:440 es maximo
+7 +7
40

b+’

Como la segunda derivada es negativa la funcion area tiene un maximo para x =

Las dimensiones de la ventana con superficie maxima son x = =5.6 metros en la base,

4+

en la parte recta vertical vale y :10—1 40 _z 40 :10_£_10_7r = 2.8 metrosy el

2417 Adirx 4+ 4d+r

. . . x 20
semicirculo superior de radio —=——=2.8 metros.
2 4+rx

C) Para x= el area tiene un valor de

4+
A( 40 j 40 _(1 ﬂ}( 40 )2_ 400 4+x 1600 400 200 200

2 8

= > = — = =28.005
4+ 4+ 4+ 4+ 8 (4+7z) 4+ 4+rn 4d+rx

metros cuadrados.
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Problema 7. Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.
a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez mas,
esta operacion. ¢Cudl es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el mismo? ;Y

la probabilidad de que sean distintos? (5 puntos)
b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¢Cudl es la probabilidad de que las tres sean de distinto color?
(5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Llamamos V1, V- a sacar bola verde en primera o segunda extraccion. Analogamente con las bolas de
color rojo o amarillo 2 Ry, Ro, Ag, Ao

Las probabilidades en la segunda extraccion son las mismas que en la primera extraccion ya que las
extracciones son con reemplazamiento. Ademas el resultado de la segunda extraccion es independiente
de lo que haya ocurrido en la primera.

Hacemos un diagrama de arbol.

Verde
P(V,) =3/12

Verde Roja
P(V,) =3/12 P(R,) =4/12

Amarilla
P(A,) =5/12

Verde
P(V,) =3/12

Dos bolas con | Roja Roja

reemplazamiento P(R,) = 4/12 P(R,) = 4/12

Amarilla
P(A,) =5/12

Verde
P(V,) =3/12

Amarilla Roja
P(A,) =5/12 P(R,) =4/12

Amarilla
P(A,) =5/12

a) Nos piden calcular P[(V, "V,)U(R AR,)U(ANA,)].
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P[(V,nV,)U(RNR,)U(ANA)]|=P(V,nV,)+P(R.NR,)+P(ANA))=

33 4 4 5 5 |25

=PM)P(V2)+P(RIP(R)+P(A)P(A) = ot ot 1 1g |72 = 23472

Que las dos bolas sean de distinto color es el suceso contrario del que sean del mismo color.

P (Distinto color) =1- P(Mismo color) :1—% = % =0.6528

b) En este nuevo experimento se puede considerar que se extraen tres bolas sucesivas, pero sin
reemplazamiento.
Para que las tres bolas sean de distinto color debe ser una verde, otra roja y otra amarilla.
Existen distintas formas de que esto ocurra
Calculamos la probabilidad de este suceso teniendo en cuenta que en la segunda extraccion
quedan 11 bolas y en la tercera solo quedan 10 bolas.

P (Tres bolas de distinto color) = P(V, "R, " A,)+P(R NV, " A))+P(V,n A, NR, )+
+P(ANR,NV,)+P(ANV,NR)+P(R.NANV;)=

345 435 354 543 534 453

+— +— ———t— +———=
12 1110 12 1110 12 1110 12 1110 12 1110 12 1110

:6.(i.i. 5 j: 320_2727
11

13de 14 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2023 Extraordinaria Matemadticas Il en Valencia Juan Antonio Martinez Garcia

Problema 8. Una empresa tiene dos plantas de produccion de teléfonos méviles. La primera planta
produce moviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al
comprar un movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera planta es de 0,7. Compramos
un movil. Se pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccién y sea defectuoso. (4 puntos)

b) Sabiendo que el moévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera
planta de produccion. (6 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Realizamos un diagrama de arbol.

Defectuoso

Primera planta P(D/A) = 0.02

P(A)=0.7 No defectuoso

C -
Movil y sus P(D/A) = 0.98

defectos
Defectuoso

Segunda planta P(D/B) = 0.06

P(B) =0.3 No defectuoso

P(D/B) = 0.94
a) Nos piden calcular P(BND).
P(BAD)=P(B)P(D/B)=0.3-0.06 =[0.018

b) Nos piden calcular P(A/ D). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.
B P(AmD)_ P(A)P(D/A) B
P(A/D)= P(D) - P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B) -
0.7-0.02 7

= =|—=0.4375
0.7-0.02+0.3-:0.06 |16
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