Problemas resueltos de los teoremas de Rolle, valor medio y
Cauchy

1 ¢Es aplicable el teorema de Rolle a la funcion f(x) = [x — 1| en el intervalo [0, 2]?

2 Estudiar si la funcién f(x) = x— x ® satisface las condiciones del teorema de Rolle en los intervalos
[-1,0] y [0, 1]. en caso afirmativo determinar los valores de c.

3 ¢ Satisface la funcion f(x) = 1 — x las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [—1, 1]?
4 Probar que la ecuacion 1 + 2x + 3x? + 4x® = 0 tiene una Unica solucion.

5 . Cuantas raices tiene la ecuacion x® + 6x? + 15x — 25 = 0?

6 Demostrar que la ecuacion 2x* — 6x + 1 = 0 una unica solucion real en el intervalo (0, 1).

7 ¢ Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = 4x* — 5x + 1 en [0, 2]?

8 ¢Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = 1/ x* en [0, 2]?

9 En el segmento de la parabola comprendido entre los puntos A = (1, 1) y B = (3, 0) hallar un punto
cuya tangente sea paralela la cuerda.

10 Calcular un punto del intervalo [1, 3] en el que la tangente a la curva y = x* — x? + 2 sea paralela a
la recta determinada por los puntos A(1, 2) y B(3, 20). ;Qué teorema garantiza la existencia de dicho
punto?

11 Determinar a 'y b para que la funcién
f(x)z{axz— 3 S{' x <4
-x“+10x-b Sixz4
cumpla las hipdtesis del teorema de Lagrange en el intervalo [2, 6].
12 Aplicar el teorema de Cauchy a las funciones f(x) = sen X y g(x) = cos x en el intervalo [0, 7/2].
13 Analizar si el teorema de Cauchy es aplicable en el intervalo [1, 4] a las funciones:
f(x) = x* —2x + 3 y g(x) = x> — 7x* + 120x — 5.

En caso afirmativo, aplicarlo.



Solucion

¢Es aplicable el teorema de Rolle a la funcion f(x) = [x — 1] en el intervalo [0, 2]?

fx)= -x+1 Sixe[0,1)
YT x-1 Sixe[1,2]

La funcion es continua en [0, 2].

No es aplicable el teorema de Rolle porque la solucion no es derivable en el punto x = 1.

. Si x (0,1)
71 Six e[1,2)
fi(1)=-1 Fe1t) =1

Estudiar si la funcién f(x) = x- x 2 satisface las condiciones del teorema de Rolle en los intervalos
[-1, 0] y [0, 1]. en caso afirmativo determinar los valores de c.

f(x) es una funcién continua en los intervalos-1, 0] y [0, 1] y derivable en los intervalos abiertos
(=1, 0) y (0, 1) por ser una funcion polinomica.

Ademas se cumple que:
f(—1)=f(0)=1f(1)=0

Por tanto es aplicable el teorema de Rolle.

f(c)=0 1-3¢°=0
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¢ Satisface la funcion f(x) = 1 — x las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 1]?
La funcion es continua en el intervalo [-1, 1] y derivable en (-1, 1) por ser una funcién polindmica.

No cumple teorema de Rolle porque f(—1) # f(1).

Probar que la ecuacion 1 + 2x + 3x® + 4x® = 0 tiene una Unica solucién.
Vamos a demostrarlo por reduccion al absurdo.
Si la funcidn tuviera dos raices distintas X; y X», siendo X< X, , tendriamos que:

f(x1) =f(x2) =0



Y como la funcion es continua y derivable por ser una funcion polinébmica, podemos aplicar el
teorema del Rolle, que diria que existe unc (X1, X) tal que f' (c) = 0.

' (X) = 2 + 6x + 12%° f' (x) = 2 (1+ 3x + 6x°).
Pero f' () # 0, no admite soluciones reales porque el discriminante es negativo:
A=9-24<0.

Como la derivada no se anula en ningun valor estd en contradiccion con el teorema de Rolle, por lo
que la hipdtesis de que existen dos raices es falsa.

¢Cudntas raices tiene la ecuacion x> + 6x? + 15x — 25 = 0?

La funcién f(x) = x® + 6x* + 15x — 25 es continua y derivable en R.
Teorema de Bolzano.

£(0) = —25

f(2) = 37

Por tanto la ecuacion tiene al menos una solucién en el intervalo (0, 2).
Teorema de Rolle.

' (x) = 3x* + 12x +15

Dado que la derivada no se anula, ya que su discriminante es negativo, la funcion es estrictamente
creciente y posee una Unica raiz.

Demostrar que la ecuacion 2x* — 6x + 1 = 0 una tnica solucion real en el intervalo (0, 1).
La funcién f(x) = 2x> — 6x + 1 es continua y derivable en .

Teorema de Bolzano.

f(0)=1

f(1) =-3

Por tanto la ecuacion tiene al menos una solucién en el intervalo (0, 1).

Teorema de Rolle.

f(X)=6x°-66x°-6=06(x—1)(x+1)=0

La derivada se anulaen x =1y x =—1, por tanto no puede haber dos raices en el intervalo (0, 1).

¢Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = 4x*> — 5x + 1 en [0, 2]?

f(x) es continua en [0, 2] y derivable enl( 2) por tanto se puede aplicar el ~ teorema del valor
medio:
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S8c-5=3 c=1

¢Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = 1/ x? en [0, 2]?

La funcion no es continua en [—1, 2] ya que no definida en x = 0.

En el segmento de la parabola comprendido entre los puntos A = (1, 1) y B = (3, 0) hallar un punto
cuya tangente sea paralela la cuerda.

Los puntos A = (1, 1) y B = (3, 0) pertenecen a la parabola de ecuacién y = x* + bx + c.

l=1+b+c b——g C_Q

0=9+3b+c 2 2
}f—;«c’z—gx+E
2z 2z

Por ser la funcién polindmica se puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [1, 3].

10

Calcular un punto del intervalo [1, 3] en el que la tangente a la curva y = x* — x* + 2 sea paralela a la
recta determinada por los puntos A(1, 2) y B(3, 20). ;{Qué teorema garantiza la existencia de dicho punto?

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos.

x-1 y-2
3-1 20-2

Ox -9=y -2 y=9x-7F

Por ser y = x> — x? + 2 continua en [1, 3] y derivable en (1, 3) se puede aplicar el teorema del valor
medio:

3¢ -2¢=9 3¢ -2¢-9=0
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Determinar a y b para que la funcién

ax-3 Six <4
f(x)=4 .
-x“+10x - b Sixz4d

cumpla las hipdtesis del teorema de Lagrange en el intervalo [2, 6].

En primer lugar se debe cumplir que la funcion sea continua en [2, 6].

fim fi{x)= HT+ fi'x)

=g

da-3=-16+40-b a+bh =27

En segundo lugar se debe cumplir que la funcién sea derivable en (2, 6).
frla)=7(4)
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Aplicar el teorema de Cauchy a las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x en el intervalo [0, ©/2].
Las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x son continuas y derivables en toda la recta real.
Y en particular son continuas en el intervalo [0, n/2] y derivables en (0, 7/2).

g(m/2) # g(0)

Por lo tanto podemos aplicar el teorema de Cauchy:

Kl
senl| — |-sen(
[2] COSC

T - —senc
cos -cos0
[2]
1_
—:—t C t C:].
0-1 q a

g (c) #0 —sen(n/4 ) £ 0.

Analizar si el teorema de Cauchy es aplicable en el intervalo [1, 4] a las funciones:

f(x) = x> —2x + 3 y g(x) = x> — 7x° + 120x — 5.



En caso afirmativo, aplicarlo.
Las funciones f(x) y g(x) son continuas en [1, 4] y derivables en (1, 4) por ser polindbmicas, ademas se

cumple que g(1) # g(4).
Por lo tanto se verifica el teorema de Cauchy:

fl4)-f(1) B f'{c) 11-2 2c -2
gl4)-g(1) g'lc) 27 -9 3c¢?-14c+20

3¢ —14c+20=4c-4c*-6c+8=0

c=2¢e(1,4) c=4¢(1,4)

g'(c)=0 3.2 -14-2+20=0
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