ECUACIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

1. ECUACIONES LOGARITMICAS

| Ecuaciones logaritmicas son aquellas en las que la incognita figura en un logaritmo.

Para resolver una ecuacion logaritmica se aplican las propiedades de los logaritmos:
M
log,(M-N)=log, M +log, N logaF=logaM—logaN log, M" =n-log, M

y la relacién log, M =log, N & M =N (si los logaritmos de dos niimeros en la misma base son iguales, entonces
los nimeros han de ser también iguales).

De esta forma, la ecuacion dada se debe expresar en la forma log, M =log, N , pues de esta ecuacién se pasa a la
ecuacion algebraica M = N, que se resuelve como ya sabemos.

Resolvamos las siguientes ecuaciones logaritmicas.

o logx+log20=3
Logaritmo de un producto: log20x=3
Como log 1.000 = 3, escribimos la ecuacion asi:  log 20x = log 1.000
Por la igualdad de logaritmos: 20x = 1.000
Resolvemos esta ecuacion algebraica: x=1.000120 = x=50
Observa que, también, la ecuacién log 20x = 3 se puede resolver directamente aplicando la definicion de logaritmo:

log20x=3 & 20x=10" & 20x=1.000 < x=1.000/20 < x =50

e 2logx=1log(4x+12)

Logaritmo de una potencia: log x* = log (4x + 12)
Por la igualdad de logaritmos: X =4x+12
Resolvemos esta ecuacién de 2° grado: ¥ —4x-12=0 = x=6,x=-2

Atencién: Al resolver una ecuacion logaritmica pueden aparecer soluciones no validas como sucede en el ejem-
plo anterior. La raiz x = -2 no es valida ya que log (-2) no existe (recuerda que en la definicién de lo-
garitmo de un niimero N se exigia N > 0). Por lo tanto, la unica solucién vélida es x = 6.

o logx’=log6+2logx

Logaritmo de una potencia: 3logx=1log6+2logx
Pasamos la incognita al primer miembro: 3logx—2logx=1log6
Operamos: log x =1log 6

Por la igualdad de logaritmos: x=06
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e 2logx—log(x—16)=2

Logaritmo de una potencia: log x* — log (x — 16) =2

Como log 100 = 2, escribimos la ecuacion asi: log x* — log (x — 16) = log 100

Logaritmo de un cociente: log xxz c =1log 100

Por la igualdad de logaritmos: xle6 =100

Operamos: x> =100(x — 16) = x*=100x — 1.600 = x* - 100x + 1.600 =0
Se resuelve esta ecuacion algebraica: x=20,x=80

Nuevamente, esta ecuacién también se podria haber resuelto aplicando la definicién de logaritmo:

2 x2

logx*—log (x—16)=2 & log——=2 & ——=10% =100
x—16 x—16
EJERCICIOS
1. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a)log;x=4 b) log, x=-1 ¢)3logx=3 d) logx* =10
e)logsx+logs30=3 Hlogx=1+log (22 —x) g) logx*—logx=3 h) log x + log 30 =4
2. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log (2x* +3) = log (x* + 5x — 3) b) 2 log x = log (5x — 6) ¢) log (x* + 5) =log (7x — 1)
.2
d)4logx=2logx+logd+2 e)2logx*=log 8 + 3 log x f)M6—x—)=2
log 3x—4)
3. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
4) Togio = 7~ Zlopx b) 10g§=1+10g(21—x)
X
37
¢) log(10—x)—1=log 2x——5— d) log 2x—3)+log (3x—2) =2 —log 25

2. SISTEMAS DE ECUACIONES LOGARITMICAS

Un sistema de ecuaciones logaritmicas es un sistema de ecuaciones en el que una al menos de las ecua-
ciones es logaritmica.

Para resolver un sistema de ecuaciones logaritmicas se aplican los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales y las ecuaciones logaritmicas.

e Primer método: aplicar los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

. . o log x+log y=3
Resolvamos el sistema de ecuaciones logaritmicas
2log x—2log y=-2
o - . log x+log y=3
a) Dividimos la 2* ecuacion por 2, obteniendo:
log x—log y=-1
Se suman las dos ecuaciones: 2logx=2

Dividimos por 2 y se resuelve: logx=1 = x= 10'=10




Sustituimos x = 10 (6 log x = 1) en cualquiera de las dos ecuaciones y hallamos el valor de la otra incdgnita; por
ejemplo, en la 1* ecuacion:

1+logy=3
Resolvemos: logy=2 = y=10*=100

b) Algunas veces es comodo considerar log x, log y, ... como incognitas, haciendo la sustitucién o cambio de varia-
blea=logx,b=1logy, ...

+b=3
Con dicho cambio obtenemos el sistema lineal: “
2a-2b=-2
Resolviendo se obtiene: a=1, b=2
Se deshace el cambio: a=logx=1,dedondex=10

b=logy=2,dedondey=100

e Segundo método: resolvamos, de maneras distintas, el siguiente sistema formado por una ecuacion algebraica y
otra logaritmica.

x—y=21
log x+log y=2

a) Aplicando las propiedades de los logaritmos para transformar el sistema en otro algebraico.

Aplicamos el logaritmo de un producto en la 2* ecuacion: logxy=2
Como log 100 = 2, escribimos la ecuacion asi: log xy = log 100, de donde xy = 100
Pasamos asi al sistema algebraico siguiente: {x —y=21
xy =100
Para resolverlo, despejamos y en la 1* ecuacion: y=x-21 [1]
Y sustituimos en la segunda: x(x—21)=100
Resolvemos la ecuacion algebraica correspondiente: #=2lx=100 = x=-4, x=25
Laraiz x = —4 no es vélida. Obtenemos y de [1]: y=x-21=25-21=4
La solucién del sistema es: x=25 y=4

b) Aplicando los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales para resolver una ecuacion logaritmica.

Despejamos la variable y en la primera ecuacion: y=x-21

Sustituimos en la segunda ecuacion: logx+log (x—21)=2

Resolvemos dicha ecuacion logaritmica: log [x(x —21)] =2

Mediante la definicion de logaritmo: x(x—21)=10°=100 = x=-4, x=25
Al igual que anteriormente: x=25 y=4

log x+3log y=5

Ejemplo. Resuelve el sistema o X -1
y

log x+3log y=5
El sistema es equivalente a: { B &y

log x—log y=1
Restando las dos ecuaciones: 4logy=4

Dividimos por 4 y resolvemos: logy=1= y=10
Sustituyendo en la segunda: logx—1=1 = logx=2 = x=100

La solucién del sistema es: x=100, y=10



EJERCICIOS

4. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.
. {3x+2y=64 b {log x+log y=log 200 . {x—y=8
log x—log y =1 2log x+log y=3 log, x+log, y="17
5. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.
2log x—3log y=7 log x+log y=3 log x+3log y=5
{log x+log y=1 {2log x—2log y=-1 . {log x—logy=3

6. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.

log x+5log y=7 I log y° =
) SR TSR 2log x+log y=5 ) ng: 08y =3
a % ¢
log —=1 log xy=4 1ng_:3
Y y

3. FCUACIONES EXPONENCIALES

I Ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incognita se encuentra en el exponente.

Para resolver una ecuacion exponencial se aplican las propiedades de las potencias:
a-a"=d™ d:d"=a"" a' - b"=(a- b a':b'=(a:b) @)"=da"

y la relacién & = a" < m = n (si dos potencias que tienen la misma base son iguales, entonces sus exponentes han de
ser también iguales).

Asi, la ecuacion dada se intenta expresar en la forma o = &", y de esta ecuacion pasamos, por la unicidad de las po-
tencias, a la ecuacion algebraica m = n, que se resuelve.

Resolvamos las siguientes ecuaciones exponenciales.

o 2¢ .22 _256=0
Producto de potencias de la misma base: P BE_g56i

Pasamos 256 al segundo miembro y se factoriza: PEIE _ p5g o 9¥F 2 g

Por la igualdad de potencias: X +2x=8

Resolvemos la ecuacion de segundo grado: ¥ +2x-8=0 = x=2 y x=—4, que son ambas vélidas.
o 471_3g

Factorizamos 4 y 8: ey =2

Potencia de una potencia: 222 = 9B

Por la igualdad de potencias: 2x+2=3

Resolvemos la ecuacion correspondiente: x=1/2



Algunas ecuaciones exponenciales son dificiles de resolver al no poder expresar facilmente un ntimero como poten-
cia de otro. Esta situacion se solventa tomando logaritmos en ambos miembros.

En la ecuacién 2* = 127 no es posible expresar 127 como potencia de 2. La resolvemos asi:

Tomamos logaritmos en ambos miembros:
Logaritmo de una potencia:

Resolvemos:

log 2" = log 127
x log 2 =log 127
‘e log 127 _ 2'103803

= =6'988684
log2 0301029

En otros casos puede resultar comodo considerar 2%, 3%, ... como incdgnitas, haciendo la sustitucién o cambio de va-
riable a=2%, b=3%, ...

2 4471 -320=0

Se descomponen las potencias:

Se divide por 4:

Se sustituye 4° por (2%)%

Cambio de variable a = 2%

Resolvemos esta ecuacion de segundo grado:

Deshacemos el cambio:

252 +4°-4-320=0 © 8-2"+4-4"-320=0
2.2°4+4°-80=0

2.2 +(29*-80=0

2a+a*-80=0 & > +2a-80=0

a=38, a=-10

a=2"=8 = 2°=2" = x=3

a=2"=-10 = 2" =-10, ecuacién que no tiene solucion, ya
que 2" es positivo

10.

11.

12

EJERCICIOS
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 7" =49 b) 3* =27 ¢) 11"=1.331 d) 12" =20.736
e) 2" =64 f) 31 = 81 2) 5% =625 h) 772 =2.401
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 257 =2 b) 4% = 64 o) 7% =49 d) 377 =381 o) 72 5 = %
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 5°=10 b)2°=25 ¢) 31 =80 d)5*¥-16=0 )5 2=173

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 2" 427 42" =7

€) 27+ 2% 4 272 1 2" = 480
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 5% -30-5"+125=0
€) 32 -28.3+3=0
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 5% +5x+1 +5x+2 :ﬂ
25

C) 3x+3 + 9x+2 =4

b) 3 +3"+ 3% =117
d) 27+ 2724+ 277+ 274 = 960

b) 8% -3-8+2=0
)4 -5-2+4=0

b) 4 +2%"'-24=0
d)4¥ -5 - 4+6=0



4. SISTEMAS DE ECUACIONES EXPONENCIALES

Un sistema de ecuaciones exponenciales es un sistema de ecuaciones en el que una al menos de las ecua-
ciones es exponencial.

Para resolver un sistema de ecuaciones exponenciales se aplican los métodos de resolucion de sistemas de ecuacio-
nes lineales y las ecuaciones exponenciales.

e Primer método: aplicar los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

. 2*4+3Y =5 . .
Resolvamos el sistema . de ecuaciones exponenciales.
25 -3V =3
a) Sumamos las dos ecuaciones: 2.-2°=8
Dividimos por 2 y se resuelve: 2"=4
Resolvemos: x=2

Sustituimos x = 2 (6 2° = 4) en cualquiera de las dos ecuaciones y hallamos el valor de la otra incégnita; por
ejemplo, en la 1* ecuacion:
4+3=5

Resolvemos: F=1=y=0

b) Podemos también resolverlo mediante la sustitucion o cambio de variable a = 2%, b = 3",

. ; . . a+b=5
Con dicho cambio obtenemos el sistema lineal: b3
a—b=
Resolviendo se obtiene: a=4, b=1

Deshacemos el cambio: a=2"=4,de dondex=2

b=3"=1,dedondey=0

e Segundo método: aplicar las propiedades de las potencias para transformar el sistema en otro algebraico.
27 =16

Por ejemplo, resolvamos el sistema
23x—3 Vo 8

2x+2y - 24

Descomponemos en factores los segundos miembros: - 5
270 =9

x+2y=4
3x-3y=3
:2’ y:]

Por la igualdad de potencias, resulta:

= N A

Resolvemos este sistema lineal:

3.5 +2.6”""1 =807

Ejemplo. Resuelve el sistema
15-5°1 -6 =339

. . 3-5°+2-6”-6=807 3.5 +12-6” =807
Se factorizan las potencias: =

15-5%.571—6” =339 3.5% 6% =339
Hacemos un cambio de variable: a=5, b=6
. 3a+12b =807
El sistema resultante es:
3a—b=339

Resolvemos: a=125, b=36



Deshacemos el cambio: a=5=125 = 5=5" = x=3

b=6=36 > &=6> = y=2

Ejemplo. Resuelve el sistema {;x_ y2=y2 6 en el que aparece una sola ecuacion exponencial.
Despejamos x en la 1* ecuacion: x=2+y [1]
Sustituimos [1] en la 2* ecuacion: W _P=6
Se factorizan las potencias: .Y -V=64.2-2=6
Resolvemos la anterior ecuacion: 3.27=6 o 2=2¢c y=1
Sustituyendo en [1] obtenemos x: x=2+y =>x=3
La solucion del sistema es: x=3,y=1

) x—y=2 » .
Ejemplo. Resuelve el sistema { * , en el que nuevamente aparece una sola ecuacion exponencial.
2% =

De la 2% ecuacion obtenemos: =2 & x+y=3

P o i x-y=2
Pasamos asi al sistema algebraico siguiente:

x+y=3

Resolvemos y obtenemos la solucion: x=572, y=1/2

FJERCICIOS
13. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones exponenciales.
3% =3 2% +2Y =5
a) b)
37 =27 2%-3.2Y=-3
572 =1 25457 =9
c) d)
52x—3y =5 2x+2 +5y+1 =141
14. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.
x+y=5 ’ TR =17
2" -2 =14 7743y = 1/7

ex.ey:ell

; {log (x+y)+log (x—y)=log 33
c

3.2% 120229 w—g=3
d e




Soluciones a los ejercicios propuestos

. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a)log;x=4 b) log, x=-1
e)logsx+logs30=3 Hlogx=1+log (22 -x)
a)x=81 b) x=1/2

e) x =25/6 ) x=20

. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log (2x* +3) = log (x* + 5x — 3)

d)4logx=2logx+log4+2

a)x=2,x=3
d) x =20 (x =-20 no es valida)

b)x=2, x=3
e)x=2

. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

2-2logx

a) log—l—(2
X

¢) log(10-x)-1= log(2x—%j

a)x=10 b) x =20 ox=4 d)x=2

. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.

3x+2y=64 log x+1log y =log 200
a

log x—log y=1 2log x+log y=3
a)x=20, y=2 b)x=35, y=40

. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.
2log x—3log y=7 log x+log y=3

a
log x+log y=1 2log x—2log y=-1

a) x=100, y=1/10

. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.

log x+5log y=7
a)

X

b 2log x+log y=5
log —
y

=1 log xy=4

) x=100, y=10 b) x= 10, y=1.000

. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.

a) 7 =49 b) 3" =27 ¢) 11"=1.331
e) 2 =64 ) 3! = 81 g) 5 =625
a)x=2 b)yx=3 cx=3
e)x=7 )x=3 g)x=2
. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
HFFE=y b) 47 = 64 ) 7% =49
a)x=3 b) x=15/4 ox=1,x=-1
. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a)5'=10 b) 2" =25 ) 3" =80
a) x=—— =14307 b) x=19825 _ 6439
log S log 2

b) 2 log x =log (5x —

e)2logx’ =log 8 +3 logx

b) x=10%10, y=10%1.000

c)3logx=3 d) log x* =-10
g)logx* —logx=3 h) logx +1log30=4
c)x=10 d) x=1/100.000
g) x=1.000 h) x = 1.000/3
6) c)log (> +5)=log (7x— 1)
42
) log (16 —x~) —9
log 3x—4)
cx=1, x=6

f) x=12/5 (x =0 no es valida)

b) log§=l+log(21—x)

d) log (2x—3)+log(3x—2)=2—-log25

. x-y=38
log, x+log, y=7
c)x=16, y=8

log x+3log y=5
©)
log x—log y=3

) x=1.000y10, y=+10

log x+1log y3 =5

x2

log —=3
¥

<)

¢)x=100, y=10

d) 12°=20.736

h) 72 =2.401

d)yx=4

h)x=6

d) 3x2—3x :81 e) 72x2—5x =L
49

d)x=4, x=-1 e)x=2, x=1/2

d)5*-16=0 e) 5> =73

o) x=10880 59887
log 3




10.

11.

12.

13:

14.

log 75

+2
d) x=2182 _ o614 o x=J285  _jsss3
log § 3
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 27 2" 42 =7 b) 3+ 37+ 3% =117
) 25427 + 272+ 277 = 480 d) 27+ 2774277 + 254 =960
a)x=1 b)x=3 ¢)x=5 d)x=10
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 5% -30-5+125=0 b) 8 -3-8+2=0
&) 3™ 298 e 3=0 d)4°-5-2"+4=0
a)x=1, x=2 b)x=1/3, x=0 ox=1, x=-2 d)x=2, x=0
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 5% st g.5%t2 =;—; b) 4 +2%1 —24=0
€) 3™+ 9 =4 d)4¥-5-4+6=0
a)x=-2 b)x=2 ¢)x=-2 d)yx=1log,3, x=12

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones exponenciales.

3 =8 2¥+27 =5 552 =1 2" +5% =9
a) b) c d
32x~3y:27 zx_3‘2y=_3 52x—3y=5 2x+2+5y+1:41
a)x=3, y=1 by 6=283 5 1 @x=3,p=1 dx=2, p=1
log 2
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.
x+y=5 723543y =177 log (x+y)+log (x—y)=log 33
c
25 -2V =14 7Ry =177 e*-e¥ =¢!
327122y ¥=y=3
©) Yax 4y _ 7
4.2%1_3.27 =3 22 my

a)x=4, y=1 b)x=4, y=-3 )x=7,y=4 dyx=2,y=3 e)x=1, y=-2






