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Capitulo 0

Ano 2000

0.1. Modelo 2000 - Opcién A

Problema 0.1.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal

xTr— Y = a
T+ a’z= 2a+1
xr— y+ ala—1)z=  2a
a) Discutase el sistema segun los distintos valores del parametro real a.

b) Resuélvase dicho sistema para a = 3.

Solucion:

a)
1 -1 0 a
A= 1 0 a® 2a+1
1 -1 ala—1) 2a

i |Al=ala-1)=0= a=0, a=1

Sia#0ya#1= [A] #0=Rango(A) =3 =Rango(A) =n® de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado (Solucién Unica).

Sia=0:

1 -1 010
A= 1 0 0|1
1 1 0]0

1 -1
y por esta ultima razén Rango(A4) = 2. En conclusién, Rango(A4) =Rango(A) = 2 <n? de
incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

Primera y tercera fila son iguales, por lo que el Rango(A) = 2, ya que

Sia=1:

—_

A- _(1)‘17&0;/ 140

— =

=

S = O
—

_ o =

o = O

N W
I
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Por el primer menor tenemos Rango(4) = 2 y por el segundo Rango(A) = 3. Luego

Rango(A4) #Rango(A) = Sistema Incompatible. (No tiene solucién)

b) Para a = 3 nos queda:

x— Y = 3 x="5/2
x— y+ 6z= 6 z=1/2

Problema 0.1.2 (3 puntos)

a) Calcilense p y ¢ de modo que la curva y = 22 + px + ¢ contenga al punto (—2,1) y presente
un minimo en r = —3.

b) Hallese el 4rea del recinto acotado delimitado por la curva y = x2 + 42 4 5 y la recta y = 5.
Solucién:
a) f(z)=a®+pr+qy f(z)=22+p

{f(—2):1:>4—2p+q:1 {q:9
F(=3)=0= —6+p=0 p="6

La funcién es f(z) = 2* 4 62 + 9
b) Calculamos las abscisas de los puntos de corte de la curvas:
P +4r+5=5=2=0, z=—4

Luego el area sera:

0
s=|/ (@) = g()ds| = F(0) = F(~4)
F(z) = /(av2 +4z)dr = %3 + 222
S = |F(0) — F(—4)| = ‘—332 - %uz

Problema 0.1.3 (2 puntos) Se sabe que el peso en kilogramos de los alumnos de bachillerato de
Madrid, es una variable aleatoria X que sigue una distribucién normal de desviacién tipica igual
a b kg.

a) En caso de considerar muestras de 25 alumnos, jqué distribucién tiene la variable aleatoria
media muestral X7

b) Si se desea que la media de la muestra no difiera en més de 1 kg de la media de la poblacién,
con probabilidad 0,95; jcuantos alumnos se deberian tomar en la muestra?

Solucion:

a) Tenemos N(u,5) distribucién de la poblacién, luego la variable aleatoria media muestral X

sigue una distribucién
o

vn

12
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b) Tenemos E=1,0 =5y 24/2 = 1,96

5
E =2y = 1=196—= = n = 96,04

vn Vn

Luego el tamano minimo de la muestra debe ser de n = 97 alumnos.

Problema 0.1.4 (2 puntos) Si se escoge un numero al azar en la guia telefénica de cierta ciudad
espanola, la probabilidad de que sea nombre de un hombre es 0,7 y de que figure una mujer es 0,3.
En dicha ciudad, la probabilidad de que un hombre trabaje es 0,8 y de que lo haga una mujer es
0,7. Se elige un nimero de teléfono al azar.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que corresponda a una persona que trabaja?

b) {Cudl es la probabilidad de que corresponda a un hombre, sabiendo que pertenece a una
persona que trabaja?

Solucion:

I
nr & X
6.2 T
0.7 r
0_3 /
Af

i3

y

NT

a) P(T)=0,7-0,8+0,3-0,7=0,77

b)
T|H)-P(H) 0,8-0,7

= =0, 7272
P(T) 077 T

P = 2

0.2. Modelo 2000 - Opcién B

Problema 0.2.1 (3 puntos) Un artesano fabrica collares y pulseras. Hacer un collar le lleva dos
horas y hacer una pulsera una hora. El material de que dispone no le permite hacer mas de 50
piezas. Como mucho, el artesano puede dedicar al trabajo 80 horas. Por cada collar gana 5 euros y
por cada pulsera 4 euros. El artesano desea determinar el niimero de collares y pulseras que debe
fabricar para optimizar sus beneficios.

a) Exprésese la funcién objetivo y las restricciones del problema.

13



b) Represéntese graficamente el recinto definido.
¢) Obténgase el niimero de collares y pulseras correspondientes al méximo beneficio.
Solucién:

a) Llamamos z al n® de collares e y al n® de pulseras. Las restricciones son:

x+y <50
2¢ +y < 80
z>0,y>0

La funcién objetivo es: z(x,y) = 5z + 4y.

b) El recinto serd el siguiente:

¢) Los vértices son: (0,50), (30,20) y (40,0)

2(0,50) = 200
2(30,20) = 230
2(40,0) = 200

El artesano tiene que fabricar 30 collares y 20 pulseras para obtener el maximo beneficio, que
asciende a 230 euros.

Problema 0.2.2 (3 puntos) El niimero de individuos, en millones, de una poblacién, viene dado
por la funcién:

15 + 2
Plt) = ——
®) (t+1)2
donde t se mide en anos transcurridos desde ¢ = 0.

Calclese:
a) La poblacién inicial.
b) El ano en que se alcanzard la minima poblacién. ;Cudl serd el tamano de ésta?

¢) ;Cudl serd el tamano de la poblacién a largo plazo?

14



Solucion:

a)
b)

Sit=0= P(0) = 15 millones de individuos.

2(t — 15)
Pt)="— =
0 (t+1)3
(700371) (71a15) (15700)

P't) + = +
P(t) | Creciente | Decreciente | Creciente

0= t=15

En el punto ¢ = —1 no hay ni médximo ni minimo por dos razones, en ese punto se anula
el denominador (posible asintota vertical), y ademds en ese punto no se anula la primera
derivada. El tnico extremo estd en el punto de abscisa ¢ = 15, donde la funcién pasa de
decrecer a crecer y, por tanto, se trata de un minimo. Podemos asegurar que el minimo de
poblacién se alcanza transcurridos 15 anos. Esa cantidad minima de individuos seréd

f(15) = 0,9375 = 937500 individuos

Esta claro que, lo que nos piden analizar es si existe alguna asintota horizontal:

i 15 4 t2 1 .
1m —_— = =
00 (£ 4 1)2 >

A largo plazo la cantidad de poblacién se estabilizara en torno a millén de individuos. Veamos
una grafica de la funcién:

()

x=—1

] Minimo(15,937500) +

Problema 0.2.3 (2 puntos) Un examen consiste en elegir al azar dos temas de entre los diez del
programa y desarrollar uno.

2)
b)

;, Qué probabilidad tiene un alumno, que sabe seis temas, de aprobar el examen?

;,Qué probabilidad tiene el mismo alumno de saberse uno de los dos temas elegidos y el otro
no?

Solucion:

S: Sabe el tema y N.S: No se sabe el tema

15



4 3 13
a) P( sabe alguno) (no sabe ninguno) 09" 15
b) P( sabe uno elotrono)—P(SJ\fS’)—i-P(J\/'SS)_*6 %"‘*4 b
y - 10 09 10 90 15

Problema 0.2.4 (2 puntos) Se sabe por experiencia que el tiempo obtenido por los participantes
olimpicos de la prueba de 100 metros, en la modalidad de Decathléon, es una variable aleatoria
que sigue una distribucién normal con media 12 segundos y desviaciéon tipica 1,5 segundos. Para
contrastar, con un nivel de significacién de 5%, si no ha variado el tiempo medio en la tltima
Olimpiada, se extrajo una muestra aleatoria de 10 participantes y se anoté el tiempo obtenido por

cada uno, con los resultados siguientes, en segundos:
13 12 11 10 11 11 9 10 12 11
a) ¢Cuadles son la hipétesis nula y la alternativa del contraste?
b) Determinese la regién critica.
¢) Realicese el contraste.

Solucion:

Tenemos N(u,0) = N(12;1,5), X =11, n =10y 242 = 1,96

a)
Hy:p=11
Hy:p#11

El intervalo de aceptacion de la hipétesis nula es

o
/’Liza/Qﬁ

=12 40,0207 = (11,0703; 12,9297)

b) La regién critica serfa el intervalo (—oo;11,0703) U (12,9297; 00)

c¢) No se acepta la hipétesis ya que la media muestral pertenece a la regién critica.

0.3. Junio 2000 - Opcién A

Problema 0.3.1 (3 puntos) Siendo a un niimero real cualquiera, se define el sistema

z+ 2y— az=1
- y+ 2z=0
axr+ zZ=a
a) Discutase dicho sistema en funcién del valor de a

b) Encuéntrese todas las soluciones para a = 1

Solucion:
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/12 —a1
A= 0 -1 1|0 |; |Al=-0a*+2a-1=0=a=1
1l]a

a 0
Sia# 1= |A| # 0 =Rango(4) =3 =Rango(A) =n? de incégnitas = Sistema Compa-
tible Determinado (Solucién Unica).

Sia=1:
B 1 2 —-1]1
A= 0 -1 110
1 0 11
. . — 1 2
Primera y cuarta columna son iguales, por lo que el Rango(A) = 2, ya que 0 —11% —1#

0, y por esta dltima razén Rango(A) = 2. En conclusién, Rango(A4) =Rango(A) = 2 <n® de
incognitas = Sistema Compatible Indeterminado.

b) Para a = 1, despreciamos la dltima ecuacién y nos queda

r=1-1
{ T+ 2y— z=1
y+ ==0 z=t
Problema 0.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién
2
T si x <2
z—1
fz) =
32 — 22 .
—— si x>2
T +2

a) Estudiese si f(z) es continua en z = 2.
b) Calciilese la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto x = 3.

c¢) Calculense sus asintotas oblicuas.

Solucion:
a)
2
lfm f(z)= lfm “°_y
T—s 2~ z—2- 1 — 1
3z? — 2z

i = I — =2

A T = I T

Luego la funcién es discontinua no evitable en x = 2 (hay un salto).

b)
. 3z2 — 2x 21
reoN 322 + 121 — 4 riay _ 99
La recta tangente sera:
BRI PR
YT 5 T o5
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¢) Cuando z > 2: La ecuacién es y = ma +n

2
i T8 g 32 g

z—oo & x— oo 22 4 2x

m =

n= lim (f(z)—2)= lim S =-8

Luego en esta rama la recta y = 3x — 8 es una asintota oblicua.

Cuando z < 2:
, T+ 2
lim =1

t——cox —1

luego tiene una asintota horizontal en y = 1 y, por tanto, no hay oblicuas.

Problema 0.3.3 (2 puntos) De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar,
sucesivamente y sin reemplazamiento, dos bolas.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que las bolas extraidas sean blancas?

b) Sila segunda bola ha sido negra, jcudl es la probabilidad de que la primera también lo haya

sido?
Solucion:
B
5
2/5 I
455 B
AP
15
N
2 2
a) P(BB):7~§ -
3 5 5
b) 11
P(2N|LN)P(1N) 1.1 1
P(IN|2N) = BN ST S
(2N) 5'5tg 5 O

Problema 0.3.4 (2 puntos) En una comunidad auténoma se estudia el nimero medio de hijos a
partir de los datos disponibles en cada municipio. Se supone que este ntimero sigue una distribucién
normal con desviacién tipica igual a 0,08. El valor medio de estos datos para 36 municipios resulta
ser igual a 1,17 hijos por mujer. Se desea contratar, con un nivel de significacién de 0,01, si el
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ntimero medio de hijos por mujer en la comunidad es de 1,25.

Solucion:

Tenemos X = 1,25, 0 = 0,08, n =36y 24/2 = 2,575 =

c = (Y = zm%,f + Za/z\;%) = (1,216;1,284)

Como la media a contrastar 1,17 estd fuera del intervalo, rechazamos que la media pueda valer
1,25.

0.4. Junio 2000 - Opcién B

Problema 0.4.1 (3 puntos) Una empresa especializada en la fabricacién de mobiliario para casa
de munecas, produce cierto tipo de mesas y sillas que vende a 20 euros y 30 euros, respectivamen-
te. Desea saber cuantas unidades de cada articulo debe de fabricar diariamente un operario para
maximizar los ingresos, teniéndose las siguientes restricciones:

El ntimero total de unidades de los dos tipos no podra exceder de 4 por dia y operario.

Cada mesa requiere dos horas para su fabricacion; cada silla, 3 horas. La jornada laboral maxima
es de 10 horas.

El material utilizado en cada mesa cuesta 4 euros. El utilizado en cada silla cuesta 2 euros. Cada
operario dispone de 12 euros diarios de material.

a) Expresa la funcién objetivo y las restricciones del problema.
b) Representa gréaficamente la regién factible y calcula los vértices de la misma.

¢) Razona si con estas restricciones un operario puede fabricar diariamente una mesa y una
silla, y si esto le conviene a la empresa.

d) Resuelve el problema
Solucién:
a) Llamamos z al n® de mesas e y al n® de sillas. Las restricciones son:
r+y<4
2z + 3y < 10
20 +y <6
x>0,y >0
La funcién objetivo es: z(z,y) = 20x + 30y — 4z — 2y.
Los vértices son: (0,10/3), (2,2) y (3,0):

b) El dibujo es el siguiente:
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c¢) El punto (1,1) estd dentro de la regién factible, por lo que si es posible que un operario
fabrique una silla y una mesa en un dia, pero no es en este punto en el que se obtendria un
maéximo beneficio y, por tanto, no serd del interés de la empresa.

d)
2(0,10/3) = 100
2(2,2) = 100
2(3,0) = 60

Como el nimero de sillas y mesas producidas tiene que ser un niimero entero la solucién seria
dos sillas y dos mesas.

Problema 0.4.2 (3 puntos) Sea la funcién dependiente de los pardmetros a y b.

—2r—a si <0
flz) = r—1 si 0<ax<2
br—5 si T > 2

a) Halla los valores de a y b para que la funcién sea continua en el conjunto R de los niimeros

reales.
b) Representa gréficamente para los valores a =0y b = 3.

¢) Para los valores a = 0 y b = 3, halla el drea de la regién plana acotada limitada por la grifica
de la funcién, el eje de abscisas y las rectas x =1y x = 3.

Solucion:

a) = Enz=0:
{ lim f(z)= lim (-2z—a)=—a
z—> 0~ 0

» Enoz=2:
{ lim f(z)= lim (x—1) =
T—s 27 —2

b) La representacién serfa:
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(0,0) (1,0 (20 (3.0

-1,0)
Paraa=0y b=3:
—2x si <0
f(z) = r—1 si 0<ax<2
3x —5 si x>0

2 3 2 2 2 3
1 2 2 1 2 9

Problema 0.4.3 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos aleatorios tal que: P(A) = 0,6; P(B) = 0,2
y P(AUB)=0,T7.

a) Calcula P(A N B) y razona si los sucesos A y B son independientes.
b) Calcula P(AU B).

Solucion:

P(ANB)=1-P(AUB)=1-0,7=0,3

Este resultado no es bueno, ya que siempre se tiene que cumplir que la probabilidad P(B) >
P(AN B). (Problema de diseno)

Para que sean independientes P(A N B) = P(A) - P(B) y con los datos que tenemos es
imposible hacerlo.

b) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) no se puede hacer con los datos que tenemos.
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Problema 0.4.4 (2 puntos) Una variable aleatoria X tiene distribucién normal, siendo su des-
viacion tipica igual a 3.

a) Si se consideran muestras de tamafo 16, jqué distribucién sigue la variable aleatoria media
muestral?

b) Si se desea que la media de la muestra no difiera en méds de 1 unidad de la media de la
poblacién, con probabilidad de 0,99, ;jcuantos elementos, como minimo, se deberfan tomar
en la muestra?

Solucion:

a) Tenemos

N (n \‘/’ﬁ) - N (M\/31»6> = N (0,75)

Zay2 = 2,575

E=zy5—— = 1=2,575.

3
— =— n =159,68
NG N

Luego n = 60

0.5. Septiembre 2000 - Opcién A

Problema 0.5.1 (3 puntos) Una empresa desea disponer de dinero en efectivo en euros, ddlares
y libras esterlinas. El valor total entre las tres monedas ha de ser igual a 264000 euros. Se quiere
que el valor del dinero disponible en euros sea el doble del valor del dinero en délares, y que el
valor del dinero en libras esterlinas sea la décima parte del dinero en euros.

Si se supone que una libra esterlina es igual a 1,5 euros y un ddélar es igual a 1,1 euros, se pi-
de determinar la cantidad de euros, délares y libras esterlinas que la empresa ha de tener disponible.

Solucién:
Llamamos x a la cantidad de euros, y a la cantidad de délares y z a la cantidad de libras esterlinas.
Tenemos:

x4+ 1,1y + 1,5z = 264000 10+ 1ly+ 15z = 2640000
=22y == 10— 22y = 0 ==
1,5z = /10 x— 15z = 0

x = 165000 euros
y = 75000 dolares
z = 11000 libras

Problema 0.5.2 (& puntos) Dada la funcién definida en los nimeros reales salvo en z = 0

f@)=3-2-">

X

Calcular
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a) Las coordenadas de sus maximos y minimos relativos.
b) El drea de la regién plana acotada limitada por la grifica de f(x) y el semieje OX.
Solucidn:

a)
f’(x)=—1+%=0:,» x=+V2

(=00, —V2) [ (=vV2,V2) | (V2,)
f'(x) - + 7

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

Luego en (—v/2,3 4 2v/2) hay un minimo y en (—v/2,3 — 2\/5) hay un méximo.

b) La funcién corta con el eje de abscisas en los puntos:
2
3—r——=0=2=1, =2
x

Los limites de integracién serdn los extremos del intervalo (1,2).

2

2 2
S:/ (S—x—g>dx:{3x—x——2ln|x| :§—21n2
1 T 2 1 2

¥

Minimo(-1,41,5,83)

Maximo(1,41,0,17) X

(1,0) (2,0)

Problema 0.5.3 (2 puntos) La probabilidad de que un mes dado un cliente de una gran superficie
compre un producto A es 0,6; la probabilidad de que compre un producto B es 0,5. Se sabe también
que la probabilidad de que un cliente compre un producto B no habiendo comprado el producto
Aes04.

a) ¢{Cudl es la probabilidad de que un cliente haya comprado sélo el producto B?
b) ;Cual es la probabilidad de que un cliente no haya comprado ninguno de los dos productos?

Solucion:

P(A)=0,6, P(B)=0,5 P(B[A)=0,4

P(A)=0,4, P(B)=0,5
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a) Hay que calcular P(B N A)
— P(BNA — — —
P(B[A) = (P(Z)) — P(BNA) = P(B[A)- P(A) = 0,4-0,4 = 0, 16

b) Hay que calcular P(ANB) = P(AUB) =1—- P(AUB)
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = P(A)+ P(BNA)=0,6+0,16 = 0,76
P(ANB)=1-0,76=0,24

Problema 0.5.4 (2 puntos) El nimero de reclamaciones presentadas durante la campafia de Na-
vidad en 9 tiendas de una empresa ha sido:

25 31 28 30 32 20 22 34 30

Se acepta que estos nimeros de reclamaciones sigue una distribucién normal con desviacién tipica
igual a 5. Se desea contrastar si el niimero de reclamaciones es 26, con un nivel de significacién de
0,05.

a) Plantéese cudles son la hipétesis nula y la alternativa de contraste.
b) Determinese la regién critica de contraste.
¢) Es posible aceptar la hipdtesis con el nivel de significacién indicado?

Solucion:

a) Las hipétesis serfan:
Hy:p=28
H1 Y # 28

b) Tenemos T = 28, 0 = 5, n = 9y 242 = 1,96El intervalo de confianza para la media
poblacional p = 26 seria

(u n za/Q%, o+ za/Q\;ﬁ) = (22,733,29,267)

La regién critica serfa el intervalo (—o0,22,733) U (29,267, 00)

¢) Como la media muestral T = 28 no esta dentro de la regién critica, aceptamos que la media
pueda valer 26.

0.6. Septiembre 2000 - Opcién B

Problema 0.6.1 (3 puntos).Una empresa que sirve comidas preparadas tiene que disefiar un mend
utilizando dos ingredientes. El ingrediente A contiene 35 g de grasas y 150 Kilocalorias por cada
100 g de ingrediente, mientras que el B contiene 15 g de grasas y 100 Kilocalorias por cada 100 g. El
coste es de 1,5 euros por cada 100 g. del ingrediente A y de 1 euros por cada 100 g del ingrediente B.

El menu a disenar deberia contener no més de 30 g de grasas y al menos 110 Kilocalorias por

cada 100 g de alimento. Se pide determinar las proporciones de cada ingrediente a emplear en el
menu de manera que su coste sea lo mas reducido posible.
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a) Indiquese la expresién de las restricciones y la funcién objetivo.

b) Represéntese graficamente la regién delimitada por las restricciones.

c¢) Calcilese el porcentaje 6ptimo de cada ingrediente a incluir en el menu.
Solucién:

a) Llamamos x a la cantidad de A e y a la cantidad de B. Hacemos la siguiente tabla

Kcal t
) Gr;;as 5 CloS; 352 + 15y < 30 Tz +3y <6
. - 150z + 100y > 110 = 15z + 10y > 11
B| 15 100 2 S 1o+ 10y =
<30 | >110 =Wy = >0,y >

La funcién objetivo es: z(z,y) = 1,5z + y.

b) El dibujo es el siguiente:

Los vértices son: (0,2), (6/7,0),(0,11/10) y (11/15,0):

¢)
2(0,2) =
2(6/7 0) =1,28
2(0,11/10) = 1,1
2(11/15,0) = 1,1
El valor minimo es cualquier punto de la recta 15z 4+ 10y = 11. Para obtener el porcentaje
hacemos el sistema
{15z+10y:11 {x:O,Q :>{:c:20%
z+y=1 y=0,8 y=80%

La proporcién buscada serfa el 20% de A y el 80% de B.
Problema 0.6.2 (3 puntos) Dada la funcién

340 + 330t — 10¢2
t+2

s(t) =

definida en los reales, salvo en t = —2
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a) El valor positivo de ¢ en el que se hace cero la funcién
b) El valor positivo de ¢ en el que s(t) se hace méximo.
¢) Las asintotas de s(t).

Solucion:

a)
340 + 330t — 10¢2

t+2
El valor pedido es t = 34.
b)
10(¢% 4 4t — 32
s’(t):—y:O:> t=-8, t=4
(t+2)?
El valor positivo seria t=4, pero hay que comprobar si es maximo:
(—OO, _8) (_874) (4700)
s'(z) — + -
s(z) | decrece crece | decrece
En el punto ¢t = 4 la funcién pasa de crecer a decrecer y, por tanto, estamos ante un maximo.
¢) = Verticales en t = —2:

340 + 330t — 10¢2 [7360 B

lim = = 400
t— —2— t+ 2 0~
, 340 + 330t — 10¢2 {7360}
lim = = —00
t—s —2+ t + 2 0+
= Horizontales no hay
i 340 + 330t — 10¢2
lim =00
T— 00 t+2
= Oblicuas y = mt +n
340 + 330t — 10t2
m = lim =—-10
t— o0 tz —|— 2t
340 + 330t — 10¢2
n= lim < + + 10t) =350
t— 00 t+2

y = —10t + 350

Problema 0.6.3 (2 puntos) Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos
legales. La probabilidad de que un caso se deba remitir al bufete A es 0,3; de que se remita al
bufete B es 0,5 y de que se remita al bufete C es 0,2. La probabilidad de que un caso remitido al
bufete A sea ganado en los tribunales es 0,6; para el bufete B esta probabilidad es 0,8 y para el
bufete C es 0,7.

a) Calcilese la probabilidad de que la empresa gane un caso.

b) Sabiendo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado el
bufete A.
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Solucion:

a) P(G)=0,3-0,6+0,5-0,840,2-0,7=0,72

b)
P(G|A) - P(A)0,3-0,6

P(G) 0,72

Problema 0.6.4 (2 puntos) Se supone que los gastos corrientes de los empleados de los distintos
departamentos de una empresa siguen una distribucién normal con desviacion tipica de 300 euros.

De los datos disponibles para 16 departamentos se ha obtenido un gasto medio por empleado
de 2750 euros. Determinese un intervalo de confianza al 99 % para el gasto corriente medio por

empleado en la empresa.

Solucion: B
X =2750, 0 =300, n=16, z4/2=2,575

IC = (Y - za/zﬁ,f - za/gjﬁ> — (2556,875; 2943,125)
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Capitulo 1

Ano 2001

1.1. Modelo 2001 - Opcién A

Problema 1.1.1 (3 puntos) Sean las matrices A = ( g ; ) y B= ( _2 -1 )

a) Compruébese que B es la inversa de A.
b) Calciilese la matriz (A — 21)2.
c¢) Calculese la matriz X tal que AX = B.

Solucion:

a)

AX=B=— X=A B—B_(_12 -

Problema 1.1.2 (3 puntos) El ntimero total de bacterias (en miles) presentes en un cultivo des-
pués de t horas viene dado por N(t) = 2t(t — 10)? + 50.

a) Calcilense la funcién derivada N'(t).
b) Durante las 10 primeras horas, jen qué instantes se alcanzan la poblacién méxima y minima?
c) Esbdcese la gréifica de N () en el intervalo [0, 10].

Solucién:

a) N'(t) = 2(3t* — 40t + 100)
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b) N'(t) = 2(3t> — 40t +100) = 0 = t = 10 y ¢ = 10/3:

(0,10/3) | (10/3,10) | (10, o)
N'(t) + — +
N(t) | Crece Decrece | Crece

Luego la funcién tiene un mdximo en el punto (3,33,346,296) y un minimo en el punto
(10, 50).

c¢) La representacion gréfica es

Maximo(3,633,346,296)

3

(0,50) Minimo(10,50)

Problema 1.1.3 (2 puntos) En una ciudad, la probabilidad de que uno de sus habitantes censados
vote al partido A es 0,4; la probabilidad de vote al partido B es 0,35 y la probabilidad de que vote
al partido C es 0,25. Por otro lado, las probabilidades de que un votante de cada partido lea
diariamente algin periédico son, respectivamente, 0,4; 0,4 y 0,6. Se elige una persona de la ciudad
al azar:

a) Calcilese la probabilidad de que lea algin periédico.

b) La persona elegida lee algin periédico, jcudl es la probabilidad de que sea votante del partido
B?

Solucién:
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a) P(L)=0,4-0,440,35-0,4+0,0,25-0,6 = 0,45

b)
P(L|B)-P(B) 0,4-0,35
P(L) 0,45

P(B|L) = =0,3111

Problema 1.1.4 (2 puntos) Un investigador afirma que las horas de vuelo de cierto tipo de aviones
comerciales se distribuye normalmente, con una media de 200000 horas y una desviacién tipica de
20000 horas. Para comprobar la veracidad de sus hipdtesis, obtuvo una muestra aleatoria de 4
aviones de distintas companias aéreas, fuera ya de servicio, y anoté el ntimero de horas de vuelo
de cada uno, resultando los siguientes datos (en miles de horas):

150 320 270 140
a) Plantéese cudles son la hipétesis nula y la alternativa de contraste.
b) Realicese el contraste con un nivel de significacién del 5 %.

Solucion:
Tenemos N (p, o) = N(200000,20000), X = 220000, n =4y z4/2 = 1,96

a)

Hy : 0 = 220000
Hy o # 220000

El intervalo de aceptacion de la hipétesis nula es

o
+ z,/0—— = 200000 £ 19600 = (180400, 219600
H Tz /2\/ﬁ ( )

b) La regién critica seria el intervalo (—oo, 180400) U (219600, co). No se acepta la hipdtesis ya
que la media muestral pertenece a la regién critica.
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1.2. Modelo 2001 - Opcién B

Problema 1.2.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal:

mx +my =6
r+(m—-1y=3
a) Discutase el sistema segin los distintos valores del pardmetro real m.
b) Resuélvase dicho sistema para m = 2:
Solucién:
a)
i < m m |6

1 m—1 3), [Al=m(m—-2)=0= m=0, m=2

& Sim#0ym#2= |A # 0= rango(A4) = 2 =Rango(4) = n° de incégnitas =
Sistema Compatible Determinado. (Solucién tnica)

—~ (0 o0]6
A:<1 13>, A =0,

@& Sim=0:

0 6
1 3 ‘—G#Oz

Rango(A) = 1 y Rango(A) = 2 = Rango(A) #Rango(A) = 2 = Sistema Incompati-
ble. (No tiene solucién)

— 216

a-(1115)

La segunda fila es igual a la primera multiplicada por dos, luego Rango(A) = 1 =Rango(4) <
n? de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

& Sim=2:

r=3-—-\

b) Para m = 2 tenemos la ecuacién z +y =3 = { y= 2\

Problema 1.2.2 (3 puntos) La gréfica de la funcién f(x) = az® + bz + ¢ satisface las siguientes
propiedades:

@ Pasa por (0,0)

@ Tiene minimo local en (1,—1)

a) Obténgase el valor de los coeficientes a, by c.

b) Hallese el drea de la regién plana acotada limitada por la grafica de g(z) = 2° — 4z, el eje de
abscisas y las rectas x =3 y = 4.

Solucién:
a) Tenemos f(z) = az® +bx+cy f'(x) = 3az® + b

@ Pasa por (0,0) = f(0)=0= ¢=0

@ Tiene minimo local en (1, —1):
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e Pasapor (1,-1) = f(l)=—1= a+b+c=-1
e Tiene minimo localen z =1 = (1) =0= 3a+b=0

Luego
c=0 c=0 1 3
a+b+c=-1 = a=1/2 :>f(x):§x3—§x
3a+b=0 b=—3/2

b) Primero encontramos los puntos de corte de g en el intervalo [3,4]: g(z) = 2® — 42 = 0 =

=0, © =12 = No hay ninguno. Luego

4
S = / (2% — 4x)da
3

4 4
=z —2x2}
4 3

_|1o_ 119,
Tl 4| 4

gix),

x=3 x=4

Problema 1.2.3 (2 puntos) Una urna contiene 7 bolas blancas, 3 bolas rojas y 2 bolas negras. Se
considera el experimento aleatorio consistente en extraer tres bolas de la urna, de forma sucesiva
y sin reemplazamiento. Sean los sucesos B; = { La primera bola es blanca }, By = { La segunda
bola es blanca } y B3 = { La tercera bola es blanca }.

a) Exprésese con ellos el suceso { Las bolas extraidas en primer y tercer lugar son blancas, y la
extraida en segundo lugar no }.

b) Calctlese la probabilidad del suceso { Las tres bolas son del mismo color }.

Solucién:
a) B, ﬂFQﬂ Bs.
. 7 6 5
b) P(tres bolas son del mismo color) = P(By N B N B3) + P(R1 N Ry N R3) = 511 10 +
3 2 1 9
12 11 10 55

Problema 1.2.4 (2 puntos) El tiempo de vida de una clase de depuradoras de agua utilizadas en
una planta industrial se distribuye normalmente, con una desviacion tipica de 2000 horas. En un
ensayo realizado con una muestra aleatoria de 9 depuradoras, se obtuvieron los siguientes tiempos
de vida en miles de horas

9,5 10 7,5 10,5 16,5 10 12 32 18
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a) Héllese un intervalo de confianza al 99 % para la vida media de las depuradoras.

b) Calctilese el tamafio minimo que deberia tener la muestra, en el caso de admitir un error
méximo de 500 horas, con un grado de confianza del 95 %:

Solucion:

a) Tenemos N(u,2000), X = 14000, n =9y Za/2 = 2,575. El intervalo de confianza es

(Y + za/z\jﬁ) = (12283,33; 15716,667)

b) Tenemos N (u,2000), E =500 y z4/5 = 1,96:

E = za/Q% — n = 61,4656

Luego, el tamano minimo que debe de tener la muestra es de n = 62.

1.3. Junio 2001 - Opcion A

Problema 1.3.1 (3 puntos) Considérese el sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real

a:
ax+ y+ z= 1

r+ ay+ z= a

T+ y+ az = a?

a) Discitase el sistema segin los valores de a

b) Resuélvase el sistema para a = —1
Solucién:
a)
B a 1 1] 1
A= 1 a 1| a |; |[Al=d*-3a+2=0=a=1, a= -2
1 1 ala

Sia#1ya# 2= |A] #0=Rango(4) =3 =Rango(A) =n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado (Solucién Unica).

Sia=1:

Z:

— =

1
1
1

e
— =

Las tres filas son iguales, por lo que el Rango(A) = 1 =Rango(A4) <n? de incégnitas =
Sistema Compatible Indeterminado.(La solucién depende de dos pardmetros)

Sia=-2:



Tenemos que |A| = 0 pero 7? _; ’ =3 # 0 = Rango(4) = 2.
Por otro lado el menor
1 1 1
2 1 —2|=9#0
1 -2 4

Luego Rango(A) = 3 #Rango(A) = Sistema Incompatible. (No tiene solucién)

b) Para a = —1, como hemos visto, es compatible determinado
—r+ y+ z= 1 z=0
T— y+ z2= -1 =< y=1
4+ y— z= 1 z=0

Problema 1.3.2 (3 puntos) Una empresa fabrica cajas de latén sin tapa de volumen 500 em?,
para almacenar un liquido colorante. Las cajas tienen base cuadrada. Hallense la altura y el lado
de la base de cada caja para que la cantidad de latén empleada en fabricarlas sea la minima posible.

Solucion:

500
V =22y = 500 = y=—
x
2000
S(x,y) =2 +day = S(x) =2 + —
2000
S'(z) =2z — = =0= z=10

Comprobamos que es un minimo por la segunda derivada

4000

§"(r) =2~ —5 = 5"(10)=6>0

Luego se trata de un minimo en = = 10. Las cajas tendran de dimensiones: z = 10c¢m e y = 5 cm.

Problema 1.3.3 (2 puntos) Una fébrica produce tres modelos de coche: A, By C. Cada uno de
los modelos puede tener motor de gasolina o diésel. Sabemos que el 60 % de los modelos son del
tipo A y el 30 % del tipo B. El 30 % de los coches fabricados tienen motor diésel, el 30 % de los
coches de modelo A son de tipo diésel y el 20 % de los coches del modelo B tienen motor diésel.
Se elige un coche al azar. Se piden las probabilidades de los siguientes sucesos:

a) El coche es del modelo C.
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b) El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diésel.
c¢) El coche tiene motor diésel, sabiendo que es del modelo C.
Solucién:

Hacemos la siguiente tabla

A B C | Total

Gasolina | 0,42 | 0,24 | 0,04 | 0,70
Diesel | 0,18 | 0,06 | 0,06 | 0,30
Total | 0,60 | 0,30 | 0,10 1

a) P(C)=0,1

b) P(A|Diesel) = 0.18 _ 0,6
0,3

¢) P(Diesel|C) = 00’ 016 =0,6

Problema 1.3.4 (2 puntos) Un establecimiento vende paquetes de carbén para barbacoa de peso
tedrico 10 kg. Se supone que el peso de los paquetes sigue una distribucién normal con desviacién
tipica 1 kg. Para contrastar la citada hipdtesis, frente a que el peso teérico sea distinto de 10 kg,
se escogen al azar 4 paquetes que pesan en kilogramos, respectivamente:
8 10 9 8

Se desea que la probabilidad de aceptar la hipdtesis nula, cuando esta es cierta, sea 0,95. Se pide:

a) La regién critica de contraste.

b) {Se debe rechazar la hipGtesis nula?
Solucién:

a) La media de la muestra vale T = 8,75, la media de la poblacién p = 10, 0 = 1, n =4y

Zq/2 = 1,96. Calculamos un intervalo de aceptacién para la media p y comprobamos si la
media muestral estd dentro de él.

g g
(u ~ a2 b + za/g\/ﬁ> = (9,02;10,98)

Las hipotesis serian:
Hy:p=10
Hy:p#10

b) Como la media T = 8,75 ¢ (9,02,10,98) = no podemos aceptar la hipdtesis de que el peso
medio de los paquetes sea de 10 kg.
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1.4. Junio 2001 - Opcién B

Problema 1.4.1 (3 puntos) En un depdsito se almacenan bidones de petréleo y de gasolina. Para
poder atender la demanda se han de tener almacenados un minimo de 10 bidones de petréleo y
20 de gasolina. Siempre debe haber méas bidones de gasolina que de petrdleo, siendo la capacidad
del depdsito de 200 bidones. Por razones comerciales, deben mantenerse en inventario al menos 50
bidones. El gasto de almacenaje de un bidén de petréleo es de 20 céntimos y el de uno de gasolina
es de 30 céntimos. Se desea saber cuantos bidones de cada clase han de almacenarse para que el
gasto de almacenaje sea minimo.

a) Exprésense la funcién objetivo y las restricciones del problema.
b) Represéntese graficamente la regién factible y calcilense los vértices de la misma.
¢) Resuélvase el problema

Solucién:

a) Llamamos z al n® de bidones de petréleo e y al n® de bidones de gasolina. Las restricciones

son:
x> 10

y > 20
y>x
50 < x4y <200

La funcién objetivo es: z(z,y) = 20z + 30y.

Los vértices son: (10, 190), (100, 100), (25,25) y (10, 40):

b) Representacién de la regién factible

(100, 100)

(10,50)

x+y=50

(10, 190) = 5900
(100, 100) = 5000
2(25,25) = 1250
2(10,40) = 1400
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El minimo estd en el punto (25, 25), pero no es vélida, ya que tiene que haber més bidones de
gasolina que de petréleo. Buscamos una solucién préxima a este punto en el punto (25, 26)
en el que z(25,26) = 1280 céntimos que sigue siendo una solucién minima y que corresponde
a 25 bidones de petréleo y 26 bidones de gasolina.

Problema 1.4.2 (3 puntos) Dada la funcién

a) Determinense sus méximos y minimos relativos.
b) Calctilense sus puntos de inflexién.
c) Esbdcese su gréfica.

Solucion:

a)

fllzy=a’+2-2=0=a=1, =2

: 1
(1) =3 >0 == Minimo (1, _6)
f'z)y=22+1=

13
/" (-2) = -3 < 0 = = Méximo (—2, §>

1
ffz)=224+41=0= T=—3
111 " 1
@y =2= " (~2) =240
S . A 25
Luego la funcién tiene un punto de inflexién en el punto 513

c¢) la grafica es

Maximo(-2,13/3)

Punto de Inflefion(-1/2,25/12)

Minimo(1,-1/6)
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Problema 1.4.3 (2 puntos) Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos. En una hora, la maquina
A fabrica 600 tornillos, la B 300 y la C' 100. Las probabilidades de que las méquinas produzcan
tornillos defectuosos son, respectivamente, de 0,01 para A, de 0,02 para B y de 0,03 para C. Al
finalizar una hora se juntan todos los tornillos producidos y se elige uno al azar.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que no sea defectuoso?

b) {Cuél es la probabilidad de que lo haya fabricado la méquina A, sabiendo que no es defec-
tuoso?

Solucion:

ND

3 3 1
a) P(ND) =099+ 5+ 0,98+ 750,97 = 0,985

b)

30,99
_ P(NDIA)P(A) 5 %77
P(AIND) = PND) = oems %008

Problema 1.4.4 (2 puntos) Se supone que el peso de las sandias de cierta variedad sigue una
distribucién normal con desviacién tipica de 1 kg. Se toma una muestra aleatoria de 100 sandias y
se observa que el peso medio es de 6 kg.

a) Calctilese un intervalo de confianza al 95 % para el peso medio de esa variedad de sandfa.

b) ;Puede aceptarse la hipétesis de que el verdadero peso medio de las sandias es de 5 kg, frente
a que sea diferente, con un nivel de significacién de 0,057

Solucion:
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a) Tenemos X =6,0=1,n=100y Za/2 = 1,96

IC = <Y— ZQ/Q%;Y+ Za/2\;ﬁ> = (5,804;6,196)

Zay2 = 1,96

Las hipétesis serian:
Hy:p=5
Hl v 74— 5

El intervalo de aceptacion seria:

1
5+£1,96- — = (4,804,5,196
) 100 (7 Y ) )

Se rechaza la hipdtesis, ya que 6 ¢ (4,804,5,196). No podemos asegurar que el peso medio de
las sandias sea 5 kg.

1.5. Septiembre 2001 - Opcién A

Problema 1.5.1 (3 puntos) Sean las matrices

4 -3 -3 3 2 -1
A= 5 —4 -4 B = 1 1 1
-1 1 0 1 0 -3

a) Determinese si A y B son invertibles y, en su caso, cacilese la matriz inversa.
b) Resuélvase la ecuacién matricial XA — B = 21, siendo I la matriz identidad de orden tres.
¢) Calciilese A%

Solucién:

a) |A] =1 = la matriz es invertible.

4 -3 0
Al=( 4 -3 1
1 -1 -1
|B| = 0 = la matriz no es invertible.
b) XA-B=2]= X = (2] + B)A™!
5 2 —1 4 -3 0 27 —20 3
X=(13 1] 4 -3 1 |=[ 17 —-13 2
1 0 -1 1 -1 -1 3 -2 1
c)
4 -3 3 4 =3 0
Al = 5 —4 —4 |, A’=[ 4 -3 1 |=A4""
-1 1 0 1 -1 -1



A3 =A%A=1 A*=A> A=T - A=A
A86 — A2 — A71
86 = 21 x 4 + 2 donde 2 es el resto de dividir 86 entre 4.
Problema 1.5.2 (3 puntos) Sean las funciones f(z) = 2 + ax + b, g(z) = —2* +c.

a) Determinese a, b y ¢, sabiendo que las graficas de ambas funciones se cortan en los puntos
(_27 _3) y (1?0)

b) Hallese la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de g(z) en el punto (—2, —3).
c¢) Calcilese el drea de la regién limitada por las gréficas de f(z) y g(z).
Solucién:

a) f(-2) = -3 = 4—-2a+b=-3, f(1) =0 = 1+a+b =0, de estas dos ecuaciones
obtenemos que a =2y b = —3.

g1)=0= -14+c=0= c=1

Las funciones son
flx)=2*+22-3, g(x)=—-2*+1

b) ¢'(z) = =2z = m = ¢'(—2) = 4, g(—2) = —3. Luego:

y+ 3 = 4(z + 2) Recta Tangente

¢) Los puntos de corte estan en las abscisas © = —2 y # = 1, que seran los limites de integracién:

(1,0)

1
(m2+2x—3—|—x2—1)d17:/ (227 + 22 — 4) dw =




S=|-9=9u?

El motivo por el que sale negativa la integral es porque la grafica de la funcién g esta por

encima de la de f.

Problema 1.5.3 (2 puntos) El peso de los perros adultos de cierta raza es una variable aleatoria
que se distribuye normalmente con desviacién tipica 0,6 kg. Una muestra aleatoria de 30 animales

ha dado un peso medio de 7,4 kg.

a) Calcilese un intervalo de confianza al 99 % para el peso medio de los perros adultos de esta

raza.

b) ;Qué tamano minimo debe tener la muestra para tener una confianza del 95% de que la

media muestral no se diferencie en més de 0,3 kg de la media de la poblacién?

Solucion:

a) La media de la muestra vale X =74, 0 =0,6,n =30y 2a/2 = 2,575.

(2

(Y — Zajp—=, X + za/gin) = (7,118;7,682)

v vn

o
E:za/zﬁ

donde £ =10,3, 0 =0,6y 24/2 = 1,96.

= n=1537

Luego el tamano de la muestra tiene que ser como minimo de n = 16.

Problema 1.5.4 (2 puntos) En un videoclub quedan 8 copias de la pelicula A, 9 de la By 5 de
la C. Entran tres clientes consecutivos. Calctlese la probabilidad de que:

a) Los tres escojan la misma pelicula.
b) Dos escojan la pelicula A y el otro la C.
Solucién:

a)
8 7 6

P(AAA) + P(BBB) + P(CCC) = — - — - — +

22 21 20

8 7 5 1
b) P(dosA py_3. 8.7 5_1
) P(dosAyumo B) =3- o5 - o0 o5 = 37

42
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1.6.

Problema 1.6.1 (% puntos). Un hipermercado inicia una campana de ofertas. En la primera de
ellas descuenta un 4 % en un cierto producto A, un 6 % en el producto B y un 5% en el producto
C'. A las dos semanas pone en marcha la segunda oferta descontando un 8 % sobre el precio inicial
de A, un 10 % sobre el precio inicial de B y un 6 % sobre el precio inicial de C.

Se sabe que si un cliente compra durante la primera oferta un producto A, dos B y tres C, se
ahorra 16 euros respecto del precio inicial. Si compra tres productos A, uno B y cinco C en la
segunda oferta, el ahorro es de 29 euros. Si compra un producto A, uno B y uno C, sin ningin

tipo de descuento, debe abonar 135 euros.

Septiembre 2001 - Opcién B

Calculese el precio de cada producto antes de las ofertas.

Solucion:

Nos queda el sistema

A B C

Sin Oferta T Y z
1 Oferta | 0,96z | 0,94y | 0,95z
2 Oferta | 0,92z | 0,90y | 0,94z

rz+y+z=135

4z + 12y 4+ 15z = 1600
12z 4+ 5y + 15z = 1450 =
T+y+2z=135

Problema 1.6.2 (3 puntos) Sea la funcién

Calculese

f(z) = 222

1
3

a) Los intervalos donde es creciente y decreciente.

b) Las coordenadas de sus mdximos y minimos relativos.

c¢) El valor de z para el que es mdxima la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(z).

Solucion:

a)

b) Tiene un Minimo en el punto (0,0) y un Méximo en el punto (4,32/3).

0,96z + 1,88y + 2,85z =z + 2y + 32z — 16
2,76x + 0,90y + 4,702 =3z +y+ 52— 29 —

r =25
y =50
z =60

f/(gj’):4x7x2:O:> I’:O7 r=4

(—O0,0) (Oa4) (4,00)
f(z) + - +
f(z) | Decreciente | Creciente | Decreciente
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c¢) La representacion gréfica seria

B3

y-32/3=4(x-2)

Maximo(4,32/3) #

(2,16/3)

Minimo(0,0

Llamamos funcién pendiente a m(z) =4z —2° = m/(z) =4-2r=0= x =2
m'(z)=-2= m"(2)=-2<0

Luego en = = 2 la funcién pendiente es méxima, que corresponde al punto (2,16/3).

Problema 1.6.3 (2 puntos) En un laboratorio se obtuvieron seis determinaciones del PH de una
solucion, con los resultados siguientes:

7,91 7,94 7,90 7,93 7,89 7,91

Se supone que la poblacién de todas las determinaciones de PH de la solucién tiene una distribucién
normal de media desconocida con una desviacion tipica igual a 0,02.

a) Determinese un intervalo de confianza al 98 % para la media de todas las determinaciones
del PH de la misma solucién obtenidas con el mismo método.

b) Con el mismo nivel de confianza anterior, ;cudl debe ser el tamafio minimo de la muestra
para que la amplitud del intervalo de confianza sea a lo sumo 0,027

Solucién:
a) Tenemos X =7913, 0 = 0,02, n =6y 2,2 = 2,325

— g — (2
= (X ~za/2 7 X + 2, /QW) = (7,894349787; 7,932316878)
b) zas2 = 2,325
o 0,02

E:ZQ/QE: 0,1:2,325 \/ﬁ

Luego el menor tamano de la muestra debe ser n = 22.

= n = 21,6225

Problema 1.6.4 (2 puntos) Con el objetivo de recaudar fondos para un viaje, los alumnos de un
instituto realizan una rifa con 500 nuimeros. Un alumno compra dos nimeros.
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a) Si sélo hay un premio, ;qué probabilidad tiene el alumno de que le toque a é1?

b) Si hay dos premios, jqué probabilidad tiene el alumno de que le toque al menos uno de ellos?
Solucién:

2
a) P(ganar) = P(GP)+ P(PG) = 500 = 0,004

498 497

b) P(ganar) = P(GG) + P(GP) + P(PG) =1~ P(PP) =1 — o ~o5 = 0,00799
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Capitulo 2

Ano 2002

2.1. Modelo 2002 - Opcién A

Problema 2.1.1 (3 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

20— 4dy— az= -2
y—  z= 0
axr+ 2z = 2

a) Discutir el sistema en funcién de los valores de a.
b) Resolver el sistema para el valor a = 2.
Solucién:
a)
- 2 4 —a|-2
A= 0 1 -1 0 |, [Al=@+2?*=0= a= -2
a 0 2 2
Sia # -2 = |A] # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sia=-2:

2 —4
0 1

Podemos observar que la cuarta columna es igual a la primera multiplicada por —1, por

lo que Rango(4) = 2 =Rango(A) < n® de incdgnitas, es decir, el sistema es compatible
indeterminado, admite infinitas soluciones.

=2 # 0 = Rango(A4) =2

b) Cuando a = 2, resolvemos por Cramer:

2 —4 -2
0 1 -1
2 0 O 1
xTr = = —
16 2
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2 —2 2

0 0 —1

2 2 0| 1
vy= 16 ~ 3

2 4 -2

0 1 0

2 0 2| 1
T 16 2

Problema 2.1.2 (3 puntos) Un fabricante de productos quimicos vende fertilizantes, A y B, a
razén de 40 y 20 euros el kilogramo, respectivamente. Su producciéon maxima es de una tonelada de
cada fertilizante y su minimo operativo es de 100 kilogramos de cada fertilizante. Si su produccién
total es de 1700 kilogramos, ;cual es la producciéon que maximiza sus ingresos? Calcular dichos
ingresos maximos.

Solucién:
Llamamos x a los kg de fertilizante de A e y a los kg de fertilizante de B. Se trata de resolver el
problema de programacion lineal:

Méximo z(z,y) = 40z + 20y
Sujeto a:

100 < 2 < 1000

100 <y <1000

x4y =1700

La regién factible serfa la siguiente:

x+y=1700
x=100 Z
x=1000

(700,1000)

(1000, 700)

[(1000,100)

x

Tendriamos:
{ z(700,1000) = 48000

(1000, 700) = 54000

Los otros puntos no cumplen x + y = 1700.
El maximo beneficio se daria con una produccién de 1 tonelada de fertilizante A y 700 kg de
fertilizante B. El beneficio maximo que se produciria con estas cantidades seria de 54000 euros.

Problema 2.1.3 (2 puntos) Un proveedor suministra lotes de materia prima y el 5% de ellos
resulta defectuoso. Seleccionando al azar 3 lotes
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a) (Cudl es la probabilidad de que al menos 2 sean defectuosos?

b) (Cual es la probabilidad de que el méximo de lotes defectuosos sea 27

Solucion:
D
D -
s D
\ /5/ D
0,05 D -
o3 —— D
/ D
0,0
0,9 T)
\ D
0,95\ D
a) _ _ D
P(2D) = P(DDD) + P(DDD) 4+ P(DDD) = 30,052 - 0,95 = 0,007125
P(3D) = 0,05* = 0,000125
P(al menos dos) = P(2D) + P(3D) = 0,00725
b)

P(Méximo dos) =1— P(3D) =1 —0,000125 = 0,999875
Problema 2.1.4 (2 puntos) El peso de individuos de cierta especie se distribuye como una variable
aleatoria normal con media 50 euros y desviacion tipica 4.

a) Calcular la probabilidad de que la media muestral obtenida con los valores de 16 individuos
seleccionados aleatoriamente, esté entre 48 y 50.

b) Se seleccionan aleatoriamente 4 individuos, jcuél es la probabilidad de que la media de la
muestra supere el valor 547

Solucién:
4
a) La distribucién sera N (50, —) = N(50,1
) ) = NG00
Y 48 — _
P(48§X§50):P< 815O§Z§ 50150) P(-2<Z<0)=
P(Z<0)—P(Z<-2)=P(Z<0)—-(1-P(Z2<2))=
P(Z<0)+P(Z<2)—1=0,5+0,9772—-1=0,4772
4
b) La distribucién sera N (50, — | = N (50,2
) 7 (50,2)
P(Y254):P(Zz 54;50) =

P(—2<Z)=1-P(2<2Z)=1-0,9772 = 0,0228
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2.2. Modelo 2002 - Opcién B

Problema 2.2.1 (3 puntos)

a) Dibujar el recinto limitado por las graficas de las siguientes curvas:

flz)=22+2

g(x) =z +2

siendo 0 <z <2
b) Calcular el drea de dicho reciento anterior.

Solucion:

a) El recinto es el siguiente:

b) El 4rea estd encerrada en el intervalo [0, 1]:

Problema 2.2.2 (3 puntos) Considerar el siguiente problema de programacion lineal:
Minimizar z = —3x — 2y
Sujeto a

—2x4+y<L2

r—2y<2

z>0y=>0

a) Mediante la resolucién grafica del problema, discutir si existen soluciones factibles y si existe
solucién éptima.

b) Si se afiade la restriccidn:
x+y=>10

discutir si existe solucién 6ptima y en caso afirmativo calcularla.

Solucion:
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a) Minimizar z = —3z — 2y equivale a Maximizar z(z,y) = 3z + 2y sujeto a

—2z4+y<2
x—2y <2 =—> el maximo es imposible obtenerlo, basta observar el recinto de estas
z>0y>0
inecuaciones:
-4 -3 -2 =] (g, 0) i 2(2 a) 3  ?

(-2,-2)

b) Cuando se introduce la restriccién z 4y > 10 la situacién no mejora, nos encontramos como
antes sin solucién factible:

(0,0) (2,0)

(-2,-2)

La situacién cambia considerablemente sin tomamos x+y < 10. En este caso si que se obtiene
solucién en los vértices del poligono determinado por las inecuaciones:

24y <2 Z(g’ 0) =

r+y <10 2(0,2) =

2505>0 2(8/3, 20/3) =64/3
=YY= 2(22/3,8/3) = 82/3

o1



(8/3,20/3)

(0,2)

(-2,-2)

Luego los valores buscados que hacen méaxima la funcién con las restricciones escritas son
x=22/3ey=28/3

Problema 2.2.3 (2 puntos) Una investigacién sobre el servicio post-venta para clientes que ad-
quirieron cierta marca de automoviles, presenta los siguientes datos sobre una muestra de 608
clientes: 371 estan muy satisfechos frente a los 45 que se declaran muy insatisfechos.

a) A nivel de significacién del 5%, jse puede concluir que la proporcién de clientes muy satis-
fechos es superior al 60 %?

b) Explicar el error de Tipo I de este contraste. ;Con qué probabilidad se comete el error?

Solucion:

371

a) Calculamos el intervalo de confianza para esta proporcién donde p = 608

1,96
IO( P—2a/2- \/ ap+za/2 V )

(0,5714304009; 0,6489643359)

= 0,6]. y Za/2 =

Como 0,60 < 0,6489643359 esta dentro del intervalo podemos aceptar la hipétesis planteada.

b) El error tipo I es la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula siendo cierta, es decir, es el
nivel de significacién = 0, 05.
Nivel de significacion:
Es la probabilidad de cometer un error TIPO I, y se denota por «.

= P(Rechazar Hy|Hy Cierta)

Problema 2.2.4 (2 puntos) Una prueba para determinar cierta contaminacién del agua presen-
ta los siguientes resultados en probabilidad: 0,05 de falsos positivos, esto es, casos en los que el
agua libre de contaminacion, el test dice que el agua se encuentra contaminada. Si el agua esta
contaminada, el test lo detecta con probabilidad 0,99. El agua esta libre de contaminacién con pro-
babilidad 0,99. Si se realizara una nueva prueba y el test indica que hay contaminacién, calcular
la probabilidad de que el agua esté libre de contaminacion.
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Solucion:

cT
0,99
&
CT
0,05
0,99 ™ NC -
0,95 NCT

P(CT|NC)-P(NC) _ 0,05-0,99
P(CT) 0,059

Donde P(CT) = 0,01-0,99 4+ 0,99 - 0,05 = 0, 0594.

P(NC|CT) = = 10,8333

Se trata de un malisimo test.

2.3. Junio 2002 - Opcién A

Problema 2.3.1 (3 puntos) Dadas las matrices

3 T 4
A:(2,1,—1),B:<—2>,X:<y>,C:<—2>
1 z 0

a) Calcular las matrices M = AB y N = BA.
b) Calcular P!, siendo P = (N — I), donde I representa la matriz identidad.
¢) Resolver el sistema PX = C.

Solucién:

a)



3 6 3 -3

N=BA=| -2 |@21,-1)= -4 -2 2
1 2 1 -1
b)
6 3 -3 1 00 5 3 -3
P=(N-I)=| -4 -2 2 |-l 010 |=( -4 -3 2
2 1 -1 0 0 1 2 1 =2
2 3/2 -3/2
pl=( —2 -2 1
1 1/2 —3/2
c)
2 3/2 —-3/2 4 5
PX=C=— X=P'C=| -2 =2 1 -2 = -4
1 1/2 —3/2 0 3

Problema 2.3.2 (3 puntos)
a) Hallar las coordenadas del minimo de la curva y = 22 — 4z — 5.

b) Calcular el 4rea del tridngulo limitado por el eje OX y las tangentes a la curva dada en los
puntos de interseccién de dicha curva con el eje OX.

Solucién:
(-1,0) (5,0) ®
3 7
X 2
\\\\\ . - /,"/

\\ Ty ;
\\\‘ ’/'/
A{zﬁzs)

a) fl(zr)=2x—4=0= z =2, como f’(z) =2= f"(2) =2 > 0 luego en z = 2 hay un
minimo.

b) Los puntos de corte de la curva con el eje OX son:

2’ —4r-5=0= 2=—-1, x=5= (—1,0), (5,0)
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Calculamos las rectas tangentes a la curva en esos puntos:
En el punto (—1,0):
m=f(-1)=-6= y=—6(x+1)
m=f'(5)=6= y=06(x—5)

Estas dos rectas se cortan en el punto

{ v g(i(f“g)l) — (2,-18)

La base del triangulo mide 6 y la altura 18, luego su area sera
. 6-18
Areq = —— =54 u?
2
Problema 2.3.3 (2 puntos) Se tienen tres cajas iguales. La primera contiene 3 bolas blancas y 4

negras; la segunda contiene 5 bolas negras y, la tercera, 4 blancas y 3 negras.

a) Se elige una caja al azar, y luego se extrae una bola, jcudl es la probabilidad de que la bola
extraida sea negra?

b) Si se extrae una bola negra de una de las cajas, jcudl es la probabilidad de que proceda de
la segunda caja?

Solucion:

fr ]
47 b
e
[k}
XH
a)
14 1 13 2
Pn)=-.—4+-.1+-.2_%2
(=3 7+31+37=3
b)
P(n|U2)P(U2) 1 1

P(n) S 2/3 2
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Problema 2.3.4 (2 puntos) Se quiere comprobar si una méquina destinada al llenado de envases
de agua mineral ha sufrido desajuste. Una muestra aleatoria de diez envases de esta maquina ha
proporcionado los siguientes resultados:

0,49, 0,52, 0,51, 0,48, 0,53, 0,55, 0,49, 0,50, 0,52, 0,49

Suponiendo que la cantidad de agua mineral que este tipo de maquinas deposita en cada envase
sigue una distribucién normal de media 0,5 litros y una desviacion tipica de 0,02 litros, se desea
contrastar si el contenido medio de los envases de esta méaquina es de 0,5 litros, con un nivel de
significacién del 5 %.

a) Plantear la hipdtesis nula y la alternativa de contraste.
b) Determinar la regién critica del contraste.

¢) Realizar el contraste.
Solucién: La media muestral vale X = 0, 508.

a) Se trata de un contraste bilateral
Hy:p=
Hy:p#
b) Son aquellos valores para los que | X — u| > zq4 /2%
Zaj2 = 1,96, X = 0,508, u =0,0,5, 0 = 0,02y n = 10.
0,05
V10

La regién critica serd el intervalo (p — 0,012, 1 + 0,012) = (0,488,0,512).

S xf

IX — p| > 1,96

= 0,012

¢) Como | X —pu| = 0,508—0,5 = 0,008 estd dentro del intervalo, no se puede rechazar la hipStesis
nula y, por tanto, la maquina no ha tenido desajustes.

2.4. Junio 2002 - Opcién B

Problema 2.4.1 (3 puntos) Un proyecto de asfaltado puede llevarse a cabo por dos grupos di-
ferentes de una misma empresa: G1 y G2. Se trata de asfaltar tres zonas: A, B y C. En una
semana, el grupo G1 es capaz de asfaltar 3 unidades en la zona A, 2 en la zona B y 2 en la
zona C'. El grupo G2 es capaz de asfaltar semanalmente 2 unidades en la zona A, 3 en la zona
B y 2 en la zona C. El coste semanal se estima en 33000 euros para G1 y en 35000 euros para
G2. Se necesita asfaltar un minimo de 6 unidades en la zona A, 12 en la zona B y 10 en la zo-
na C. ;jCuantas semanas deberd trabajar cada grupo para finalizar el proyecto con el minimo coste?

Solucién:
Sea x el numero de semanas que trabaja el grupo G1.

Sea y el numero de semanas que trabaja el grupo G2.

A| B | C | coste
Gl1|3]| 2| 2 |33000
G2| 2| 3| 2 |35000

6 1210
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z(z,y) = 33000z 4+ 35000y sujeto a :

3x+2y>6
2z + 3y > 12
r+y=>9
z,y >0

2x43y=12

Ix+2y=6 xty=5

2(0,5) = 175000
2(6,0) = 198000
2(3,2) = 99000 + 70000 = 169000

El coste minimo viene dado cuando el grupo G1 trabaja 3 semanas y el grupo G2 2 semanas, con
un coste de 169000 euros.

Problema 2.4.2 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién
Y= z° — dx

a) Hallar las coordenadas de sus puntos de interseccién con los ejes coordenados y de sus méxi-
mos y minimos relativos, si existen.

b) Representar graficamente la curva.
¢) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la curva y el eje OX.
Solucién:

a) Puntos de corte con el eje OX, hacemos f(z) =0= =0 z = +2.
Puntos de corte con el eje OY, hacemos z =0 = y = 0.

Los puntos de corte son: (0,0), (-2,0) y (2,0).
23

fl(x) =322 —4=0= T=te
2v/3 2v3 2v/3 2v/3
AR 3 >
f'(=) + - +
flx) crece decrece crece
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2v/3 163

En (—, > la funcién pasa de crecer a decrecer, luego es un maximo.

3 3
2v3  16V3 iy .
En 5 T3 la funcién pasa de decrecer a crecer, luego es un minimo.

b) Representacién grafica:

¥
Maximo(—1.1547,3.07920)

Minimo(1,1547,3.07920)

¢) Como la curva es simétrica

/02 (23 — 4x) dx

Problema 2.4.3 (2 puntos) Se lanzan dos dados equilibrados de seis caras tres veces consecutivas.

Area =2 =2

xt 4x2r
4 2 1,

=2| — 4] =8u?

a) Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga el seis doble.

b) Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga un doble distinto del seis doble.

Solucion:

a)
P(3 veces =6D) = (316>3

P(3 veces #6D) = (356>3

Problema 2.4.4 (2 puntos) La duracién de las llamadas de teléfono, en una oficina comercial,
sigue una distribuciéon normal con desviacién tipica 10 segundos. Se hace una encuesta entre 50
llamadas y la media de duraciéon obtenida en esa muestra es de 35 segundos. Calcular un intervalo
de confianza al 95 % para la duracién media de las llamadas.

Solucion:

N(1,10) n =50 X =35 2,5 = 1,96

10 = (Y . ZQ/Q%,XJF za/Q\;'ﬁ> — (32,2281;37,7718)
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2.5. Septiembre 2002 - Opcién A

Problema 2.5.1 (3 puntos) Encontrar todas las matrices X tal que AX = X A, siendo

a=(4)

Solucion:

( a b )_(a+4b 2b>:>
da+2c 4b+2d ) \ c+4d 2d

a=a+4b a=a
. b=2b . b=0 :>X:< a 0)
da+2c=c+4d c=4d — 4a 4d —4a d
4b + 2d = 2d d=d

Problema 2.5.2 (3 puntos) Para cada valor de a se considera la funcién

3x2 — ax
o)==

a) Calcular el valor de a para que f(x) tenga un minimo relativo en = = 2.

b) Hallar las asintotas de la curva y = f(x) para a =3

Solucién:
3z + 122 — 2
a) f'(z) = W, como f'(2) =0= a =18 = f"(2) = 96/64 > 0 = hay un
minimo.

b) Con a = 3 tenemos

322 — 32
Mo ==
Verticales: En x = —2
T 3z2 — 3z { 18}
m —=|—|=-
r——2" T+ 2 07
322 — 32z { 18} n
1m —_— = | — | =+
z—s—2+ x+2 0t
Horizontales: No hay
, 3z2 — 3x
Iim —— =00

r—c0 I+ 2
Oblicuas: y = mx +n
322 — 3z

m = 1m 72 —
z—oc0 X2 + 21

2 _
n= lim (M—Bm):—Q

y=3x—9
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Problema 2.5.3 (2 puntos) Una persona desea jugar en una atraccién de feria, donde regalan
un peluche, si al tirar un dardo se acierta en el blanco. Si sélo se permite tirar tres dardos y la
probabilidad de acertar en cada tirada es 0,3.

a) ;Cuél es la probabilidad de llevarse el peluche?

b) {Cudl es la probabilidad de llevarse el peluche exactamente en el tercer intento?, ;y de
llevarselo exactamente en el segundo?

Solucién: Sea A = {Acertar} = P(A) =0,3;y P(A) =0,T:
a)
P(acertar en 3 intentos) = 1 — P(no acertar en 3 intentos) =
=1-1(0,7)%=0,657

P(acertar en el 3 intento) = P(A)P(A)P(A) = 0,147
P(acertar en el 2 intento) = P(A)P(A) = 0,21

Problema 2.5.4 (2 puntos) Los depdsitos mensuales, en euros, de una entidad bancaria, siguen
una distribucién normal de media p y desviacién tipica ¢ = 5,1. Con el fin de contrastar si la
media de los depdsitos mensuales es 20 euros, se toma una muestra de tamano 16, resultando ser
la media muestral de 22,4 euros. {Se puede aceptar la hipétesis de que la media es 20 a un nivel
de significacién del 5 %?.

Solucion:

Se trata de un contraste bilateral
Hy:p=224
Hy:p#224
Rechazaremos Hy para aquellos valores que cumplan | X — 20| > z,, /Qi

NG
ZQ/QZI,QG,YZQZ,ZL 0:5’1yn:16_

- 5,1

X — pu| > 1,96 — = 2,499

[ X —ul 6
Como |X — 20| = 2,4 < 2,499, esta fuera de la regién critica, no se puede rechazar la hipétesis
nula y, por tanto, la media de los depésitos mensuales puede decirse que, vale 20 euros.

2.6. Septiembre 2002 - Opcién B

Problema 2.6.1 (3 puntos) Determinar los valores méximo y minimo de la funcién z = 3z + 4y
sujeta a las restricciones:

3xr+y>3

T+y<d

x> —2

y <10

y=>0

Solucion:
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y=10

(-1,6)

xty=5

(5,0) %

(z,0)

Ixty=3

El valor minimo corresponde al punto (1,3) y es 3.

Problema 2.6.2 (% puntos) Calcular el valor de a > 0 en los siguientes casos:

!

a)/ dx =a
0 .’I,'—i—l
¢ 1

b)/O x+1dx—3

o
c) dr =5
0o T+a

Solucion:

3

1

a)/ dr=a= a=2In2
o =+1

@1
b)/ dt =3= In(a+1)=3= a=¢*—1
o z+1

3
1
c)/ dx:5:>1n<L):5:>a: 53
0o T+a a e’ —1

Problema 2.6.3 (2 puntos) Un dia determinado, en una tienda de ropa joven, se han realizado
400 ventas pagadas con la tarjeta de crédito V' y 350 ventas pagadas con la tarjeta M C. Las ventas
restantes del dia han sido abonadas en metéalico. Se comprueba que 150 de las ventas pagadas con
la tarjeta de crédito V' superan los 150 euros, mientras que 300 de las ventas pagadas con MC
superan esa cantidad. Se extrae al azar un comprobante de las ventas del dia pagadas con tarjeta
de crédito.

a) ¢{Cudl es la probabilidad de que corresponda a una compra superior a 150 euros?
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b) Sila compra es inferior a 150 euros, jcudl es la probabilidad de que haya sido pagada con la
tarjeta M C?

Solucion:
by
vV
200750 mm\_
hy
350,75 300,350
AIC &
504350 _
by
a)
(5) = 160 400 300 350 _3
400 750 350 750 5
b)

- P(S|MC)P(MC) _ 50/350 -350/750 1
P(MOIS) = P(S) T 1-3/5 6

Problema 2.6.4 (2 puntos) De una poblacién con distribucién normal de media 50 y desviacién
tipica 6, se extrae una muestra aleatoria de tamano n y se calcula su media muestral.

a) ¢{Qué valor debe de tener n para que se cumpla la desigualdad | X —u| < 2, con un probabilidad
de 0,957

b) Resolver el apartado anterior con un probabilidad de 0,90. Comparar ambos resultados.

Solucion:
a)
N(50,6) 242 = 1,96
6 1,96 - 62
E:za/zi:2=1,96—:n:( ’ ) — 34,5744
NG vn 2
n =235
b)

1-a=09=a=0,1= «/2=0,05
P(Z < 2472) =1—0a/2=10,95 = 245 = 1,645
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6 1,645 - 6\?
E= za/g% — 2= 1,645 — n = <7> — 94354225 —> n = 25 Al disminuir
n

N 2

el nivel de confianza necesitamos una muestra menor.
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Capitulo 3

Ano 2003

3.1. Junio 2003 - Opcién A

Problema 3.1.1 (3 puntos) Estudiar y resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

x+ 2y +z= 0
—y — = -1
Solucion:
B 1 2 1] 0 L
A={ -1 -1 0 1}, [4=0, ‘21750:>Rango(A):2
-1 -1
0 -1 —1|-1
1 2 0
|Ai|=|A]=0, |4A]=| -1 -1 1|=0
0 -1 -1
r 1 0 2 1 0
[As|=| -1 0 1 |=0, |Af=|-1 0 1[=0
0 -1 -1 -1 -1 -1

Luego Rango(A4) = 2 =Rango(A) <n? de incégnitas, es decir, el sistema es compatible indetermi-
nado.

. _ T=-2+41
{ z+ 2y +z= 0 { T+ 2y = -z y—1—t
—-r— Yy = 1 —r— Yy = 1 Lt

Problema 3.1.2 (3 puntos) Sean las funciones f(z) = 2®> — 9y g(z) = 2% —x — 6.

Calcular:

wm 1)
a) gch—n>13 g(l‘)

b) Los extremos relativos de g(z), si existen.
c¢) El drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(z), el eje OX y las rectas = 3,

r =06.
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Solucion:
2 - —

z—3122—1x—6 mﬂ3(x—3)(x+2)_xin3x+2_5

g"(x) = 2 luego ¢"(1/2) =2 > 0 = en (1/2,-25/4) la

|~

b) ¢(z) =22 -1=0= x =

funcion tiene un minimo.

¢) El drea serfa

(£3 6
— —94 = 36 u?
3 3

6
Area = / (% —9)dx =
3

Problema 3.1.3 (2 puntos) El 45% del censo de cierta ciudad vota al candidato A, el 35% al
candidato By el resto se abstiene. Se elige al azar tres personas del censo. Calcular la probabilidad
de los siguientes sucesos:

a) Las tres personas votan al candidato A.
b) Dos personas votan al candidato A y la otra al candidato B.

¢) Al menos una de las tres personas se abstiene.
Solucién:
a) P(ANANA) = (0,45)% = 0,091125.
b) P(dos votan A y uno vota B) = 3P(AN AN B) = 3(0,45)%-0,35 = 0,2126.
¢) P(abstenerse) = 0,20, P(no abstenerse) = 0,80

P(alguno se abstiene) = 1 — P(ninguno se abstiene) = 1 — 0,80% = 0, 488

Problema 3.1.4 (2 puntos) Se estima que el tiempo de reaccién de un conductor ante un obstaculo
imprevisto tiene una distribuciéon normal con desviacién tipica 0,05 segundos. Si se quiere conseguir
que el error de estimacién de la media no supere 0,01 segundos con un nivel de confianza del 99 %,
;qué tamano minimo ha de tener la muestra de tiempos de reaccién?
Solucion:

N(1;0,05), 24/2 = 2,575, E=0,01

(Za/zo')"’ _ (M

g
E=zpp=mn={"F 0,01

NG

2
) = 165,77 = n = 166
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3.2. Junio 2003 - Opcién B

Problema 3.2.1 (3 puntos) Un vendedor quiere dar salida a 400 kg de garbanzos, 300 kg de
lentejas y 250 kg de judias. Para ello hace dos tipos de paquetes. Los de tipo A contienen 2 kg de
garbanzos, 2 kg de lentejas y 1 kg de judias y los de tipo B contienen 3 kg de garbanzos, 1 kg de
lentejas y 2 kg de judias. El precio de venta de cada paquete es de 25 euros para los del tipo A
y de 35 euros para los del tipo B. ;Cuédntos paquetes de cada tipo debe vender para obtener el
maximo beneficio y a cudnto asciende éste?

Solucién:

Sea x el nimero de lotes A.

Sea y el nimero de lotes B

garbanzos | lentejas | judias | precio
A 2 2 1 25
B 3 1 2 35
Totales 400 300 250

z(z,y) = 252 4 35y sujeto a:

2x 4 3y < 400
2z +y < 300
z 4+ 2y < 250
z,y >0

(0,125)

x4 3y=400

2(0,125) = 4375

2(50,100) = 4750

2(125,50) = 4875

2(150,0) = 3750
El beneficio méximo se obtiene con la venta de 125 lotes de A y 50 de B con un beneficio de 4875
euros.

X

Problema 3.2.2 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = =2
—x

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular sus asintotas.
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c¢) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en z = 0.
Solucién:
a) La funcién es creciente en todo el dominio de f, es decir, en R — {—1,1}.

b) Verticales:

Enzx=1:
| ]
im =|—| =00
z—1— 1 — l‘Q O+
lim = {—} = —00
r—1t 1 — 22 0—
En z = —1:
i = o]
1m = |—| =
z—s—1- 1 — a2 0-
i = )
m —s=|—|=-
v 1—22 Lo+ N
Horizontales: .
lIim ——=0=y=0

z—so0 1 — g2

Oblicuas: No hay
c) f0O)=0,m=f(0)=1=y—-0=1(z—-0) = y==

Problema 3.2.3 (2 puntos) De una baraja espanola de cuarenta cartas se extraen sucesivamente
tres cartas al azar. Determinar la probabilidad de obtener:

a) Tres reyes.
b) Una figura con la primera carta, un cinco con la segunda y un seis con la tercera.
¢) Un as, un tres y un seis, en cualquier orden.

Solucion:

a)
4 3 2 1
= — — f — = — = 4
P(PRRR) = 15+ 55 52 = 5226 = 0,000

12 4 4 4
P(F56) = —  —  — = —— = 0,0032
( ) 40 39 38 1235 ’

4 4 4

P(A36sin orden) = 3! <— = 0,0065

40'@'%)21235

Problema 3.2.4 (2 puntos) Se probaron 10 automdviles, escogidos aleatoriamente de una misma
marca y modelo, por conductores con la misma forma de conducir y en carreteras similares. Se
obtuvo que el consumo medio de gasolina, en litros, por cada 100 kilémetros fue de 6,5. Estudios
previos indican que el consumo de gasolina tiene una distribucién normal de desviacién tipica 2
litros. Determinar un intervalo de confianza al 95 % para la media del consumo de gasolina de estos
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automoviles.
Solucion:

N(p,2) 2za72 =196 n =10

_ o — o
IC = (X _Za/Q\/ﬁvX+Za/2\/ﬁ> =

2 2
6,5 —1,96——, 6,5 + 1,96—) = (5,260387157; 7,739612842
< V10 V10 ( )

3.3. Septiembre 2003 - Opcién A

Problema 3.3.1 (3 puntos) Calcular los valores de a para los cuales la inversa de la matriz

1 a 4
A:g(_4 a)

coincide con su transpuesta.
Solucién:

i<a2+16 0 )_(1 O>:>a2+16—1:>a—i3
25 0 a?+16 ) \0 1 25 o

Problema 3.3.2 (8 puntos) Se considera la funcién f(z) = ze®

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa z = 1.

b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f(x) para x > 0, el eje
OX y larecta z = 2.

Solucion:

b) El dibujo seria

69



=

138.18

110.55

82.91

55.273

27 637

e
0.4246 0. 84921 1.2738 1.6984 2123 2.5476 2.972:

-27.637

-55.273

/2 22 e‘”zr et —1
ze’ de = —| =
0 2 0 2

Problema 3.3.3 (2 puntos) El test para detectar una sustancia contaminante en agua, presenta
los siguientes resultados: si el agua no estd contaminada, suceso que ocurre con una probabilidad
igual a 0,99, el resultado del test es que el agua estd contaminada con una probabilidad igual a
0,05. Cuando el agua esta contaminada, el test lo detecta con una probabilidad igual a 0,99. Se ha
realizado una prueba y el test indica que hay contaminacién. Calcular la probabilidad de que el
agua no esté realmente contaminada. Interpretar el valor numérico obtenido.

Solucién:

C = contaminada, NC = no contaminada, CT = contaminada segun el test, NCT = no contami-
nada segun el test

CT
0,99
C
0,0 0,01\ NCT
CT
0,05
0,95 NCT

P(CT) =0,99-0,05+0,01-0,99 = 0,0594

P(CT|NC)-P(NC)  0,99-0,05
P(CT) ~0,0594

P(NC|CT) = = 10,8333

El test detecta que el agua esté contaminada, cuando en realidad no lo est4 el 83,33 % de las veces.
Se trata de un mal producto.
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Problema 3.3.4 (2 puntos) El tiempo de conexidn a Internet de los alumnos de cierta universidad,
sigue una distribucién normal con desviacion tipica 15 minutos. Para estimar la media del tiempo
de conexion, se quiere calcular un intervalo de confianza que tenga una amplitud menor o igual
que 6 minutos, con un nivel de confianza del 95 %. Determinar cudl es el tamafno minimo de la
muestra que es necesario observar.
Solucién:
N(p,15) 240 =1,96 E =3
E:za/2%2>3:1,96%:> n= (1’96715
n =97

2
) = 96,04

3.4. Septiembre 2003 - Opciéon B

Problema 3.4.1 (3 puntos) Determinar los valores maximos y minimos de la funcién z = 5z + 3y
sujeta a las restricciones

r+y>4
z+y<6
0<xr<5h
0<y<5

Solucion:

El méximo se obtiene en el punto (5,1) con un valor de 28.
El minimo se obtiene en el punto (4/3,0) con un valor de 20/3.

—z2+1

Problema 3.4.2 (% puntos) Sea la funcién f(z) = 227 9w 12
x xr—

Se pide:
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a) Especificar su dominio de definicién.

b) Estudiar su continuidad.

¢) Calcular sus asintotas si las hubiera.
Solucién:

a) Dom(f) =R —{-3,2}

b) En x = -3
” —z2+1 {—8}
m ———=|—|=-x
c—s—3- 222 + 20 — 12 0+
—224+1 {—8}
1, _— = | — | =
e sy P Rl el

Discontinua inevitable, hay un salto, es una asintota. En x = 2:

i —z%+1 {—3} .
m ———— = | —| =4
c—2- 222 + 20 — 12 0-

-3
lim —2® + 122 + 27 — 12 = [—} =—00
r—2t 0+

Discontinua inevitable, hay un salto, es una asintota. La funcién es continua en el todo el
dominio de f, es decir, en R — {—3,2}.

¢) Verticales: Por el apartado anterior, hay dos asintotas en x =2 y en x = —3.

Horizontales:
i —z2+1 1 1
m — = —— —
Yy or—12 2 YT 73

Oblicuas: No hay

Problema 3.4.3 (2 puntos) Se elige un nimero natural entre el 1 y el 20 de manera que todos
tengan la misma probabilidad de ser escogidos. ;Cuél es la probabilidad de que el niimero escogido
sea divisible por 2 o por 37 ;Cual es la probabilidad de que sea divisible por 3 y no por 67
Solucién:

A= divisible por dos

B= divisible por tres

10 1 6 3
P(A) = — ==, P(B)=— =—, P(ANB) = —
(4) 20 27 (B) 20 10’ (4N B) 20

P(AUB) = P(A) + P(B)— P(ANB) =+ 4+ 0 _ 3 _ 13

a “ 2720 20 20

.3
P(BUA) =

Problema 3.4.4 (2 puntos) Se ha extraido una muestra de 150 familias de residentes en un barrio
obteniéndose que la renta familiar media de la misma asciende a 20000 euros. Se supone que la
renta familiar de los residentes en el barrio sigue una distribucién normal de desviacién tipica 150
euros.
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a) A partir de estos datos, calcular un intervalo de confianza para la renta familiar media con
un nivel de confianza del 95 %.

b) ;Qué tamarnio muestral minimo es necesario para conseguir, con un nivel de confianza del
90 %, un error en la estimacién de la renta familiar media no superior a + 142 euros?

Solucion: o
N(u,150) X =20000 n =150

a)
22 = 1,96

. g — g
IC: (X _ZQ/Q\/H7X+ZQ/2\/H) e

150
7> = (19975,995; 20024,00499)

150
20000 — 1,96 ——, 20000 + 1,96
( V150

v 150

b)
ZQ/Q = 17645
150 1,645 - 150 2
E= zm% — 142 = 1,6457 = n= (T) = 3,019518076
n n

n=4
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Capitulo 4

Ano 2004

4.1. Modelo 2004 - Opcién A

Problema 4.1.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del parametro m:

20+ y— z = 2
T+ y+ 2z = )
—z+ (m+2)z= 3

a) Discutir el sistema para los distintos valores de m.
b) Resolver el sistema para m = 3.

Solucion:

a)

B 2 1 -1 |2
A= 11 2 5 ], A =m-1=0=m=1
-1 0 m+2]3

Sim # 1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n? de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sim=1:
B 2 1 -1]2
A= 1 1 215
-1 0 313
2 1
11 =1%# 0= Rango(4) =2

Podemos observar que la tercera fila es la resta de la segunda menos la primera, por lo que

Rango(A) = 2 =Rango(4) < n? de incdgnitas, es decir, el sistema es compatible indetermi-
nado, admite infinitas soluciones.

b) Cuando m = 3, resolvemos por Cramer:



2 2 -1
1 5 2
-1 3 3

y= 5 =38
2 1 2
115
-1 0 3

z=t— 1 =0

2

Problema 4.1.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por
1
fl@) ==+ e #0

a) Hallar las coordenadas de sus méximos y minimos relativos.
b) Determinar los intervalos de concavidad y convexidad.
c¢) Esbozar la gréfica de f(z).

Solucion:
a)
Dom(f) = R — {0}
2 +1 x?—1 _

flz) = . :>f’(x)=7—0:>x:—1,x:1

(=00, —1) (-1,1) (1,00)
f(x) + a +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

Luego la funcién crece en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
Luego la funcién decrece en el intervalo (—1,0) U (0, 1).

La funcién tiene un maximo en el punto (—1, —2) y tiene un minimo en el punto (1,2).
b)
11 2
f(x) = e} #0

Como f”(x) # 0 = no hay puntos de inflexién.

(—00,0) | (0,00)
f(x) - +

f(x) | convexa | céncava

¢) Para dibujar la gréfica vamos a calcular las asintotas:

@ Verticales: ¢ =0

2
1
lim vt =+00
r—0 x
, 2 +1 3 2 +1
lim = 400 lim = —00
z—0t x z—0— T
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@ Horizontales:

, 2 +1
lim =00
T—>00 €T
No hay asintotas horizontales.
@ Oblicuas: y = mz + n.
2
x 1
m = lim er =1

2
n= Hm <x +1—x>:O

r—>00

La ecuacién de la asintota es y = x

d) Representacion gréfica:

Minimo(l

Maximo(-1,-2)

x=0

Problema 4.1.3 (2 puntos) Un rosal no estd en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la
misma probabilidad de mantenerse que de secarse. La probabilidad de que se mantenga si no se
riega es de 0,25. La probabilidad de no regar el rosal es de 2/3. Si el rosal se ha secado, ;Cuél es
la probabilidad de no haberlo regado?.

Solucién:

12 .
12 g
14 M
R
34
Y



P(S|R)P(R) 3/4-2/3 e
P(S) 1/3-1/2+2/3-3/4 4

P(R|S) = = 0,75

Problema 4.1.4 (2 puntos) Se supone que los ingresos diarios en una empresa siguen una distri-
bucién normal con media 400 euros y desviacion tipica 250 euros.

a) {Como se distribuye la media muestral, para muestras de tamafio n?.

b) Se dispone de una muestra aleatoria de 25 observaciones. Calcular la probabilidad de que el
promedio de ingresos esté entre 350 y 450 euros.

Solucion:

250
a) La distribucién serd N <4007 \f>
n

250
b) La distribucién serd N (4007 —) = N (400, 50).

V25
350 — 400 350 — 400
—_— << —

P X <450)=P
(350 < X < 450) < 50 20

):P(—1<Z<1)

=P(Z<1)—P(-1< Z)=2P(z<1)—1=0,6826

4.2. Modelo 2004 - Opcién B

Problema 4.2.1 (8 puntos) Un centro dedicado a la ensefianza personalizada de idiomas tiene
dos cursos, uno béasico y otro avanzado, para los que dedica distintos recursos. Esta planificacién
hace que pueda atender entre 20 y 65 estudiantes del curso béasico y entre 20 y 40 estudiantes
del curso avanzado. El nimero méximo de estudiantes que en total puede atender es 100. Los
beneficios que obtiene por cada estudiante en el curso basico se estiman en 145 euros y en 150
euros por cada estudiante del curso avanzado. Hallar qué ntimero de estudiantes de cada curso
proporciona el maximo beneficio.

Solucién:

Sea x el nimero de alumnos en el curso bésico.

Sea y el nimero de alumnos en el curso avanzado.

+y=100

x=20

(20,40)

(20,20) y=20 (65,20)

(0,0)
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Méx z(z,y) = 145z + 150y sujeto a
2(20,20) = 5900
x+y <100 2(20,40) = 8900
20<z <65 = (¢ 2(60,40) = 14700 3 —> el méximo beneficio se produce cuando hay 60
20 <y <40 z(65,35) = 14675
2(65,20) = 12425
alumnos en el curso basico y 40 alumnos en el avanzado, y asciende a 14700 euros.

Problema 4.2.2 (3 puntos) Para cada valor de a se considera la funcién
f(z) =2x +ar® —4lnx

a) Calcular el valor del pardmetro real a sabiendo que la funcién tiene un extremo relativo en
el punto de abscisa x = 1. Clasificar el extremo.

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento para a = 3.
c) Hallar las asintotas.

Observacion: La notacién In representa logaritmo neperiano.

Solucion:

a)
4
f’(:z:):2—|—2ax—5, como f'(1)=0= 24+2a—-4=0= a=1

4
f’(m)=2+2x—;:O:> r=1 x=-2

Como x = —2 no pertenece al Dom(f) no es extremo. En = = 1:

Cuando a=1

Minimo(1,3)

0,1) (1,00)
f(x) - +
f(z) | decreciente | creciente

Luego la funcién crece en el intervalo (1,00)).
Luego la funcién decrece en el intervalo (0, 1).
La funcién tiene un minimo en el punto (1, 3).
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b) Sia=3= f(z)=22+32>—4Inz
4 2
flx)=2+4+6x——-—=0= z=—1, T=3
T

Como = = —1 no pertenece al Dom(f) no es extremo. En = = 2/3:

(0,2/3) | (2/3,0)
f'(=) - +

f(z) | decreciente | creciente

Luego la funcién crece en el intervalo (2/3, c0)).
Luego la funcién decrece en el intervalo (0,2/3).

¢) Asintotas:

@ Verticales: © =0
lim (22 + 322 — 4Inz) = oo
x—0

lim (22 4 32? —4Inz) = +o0 lim (22 + 32% — 4Inz) = No existe

z—0t r—0—
@ Horizontales:
lim (2z +32% —4lnzx) = 0o
r—>00

No hay asintotas horizontales.

@ Oblicuas: y = mz + n.

, 2¢ 4322 —4lnzx 00
m = lim = {—} =00
T —>00 X o0

No hay asintotas oblicuas.
Problema 4.2.3 (2 puntos) Sobre los sucesos A y B se conocen las siguientes probabilidades:
P(A)=0,7, P(B)=0,5 P(ANnB)=0,45
Calcular:
a) P(B|A)
b) P(A°N B°)

Nota: A° representa el suceso complementario de A.
Solucién:

g P(BNA) 0,45
P(A) 0,7

P(B|A) = = 0,6428571428

P(A°NBY) = P((AUB))=1-P(AUB)=1-10,75=0,25
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = 0,7+ 0,5 — 0,45 = 0,75
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Problema 4.2.4 (2 puntos) El salario de los trabajadores de una ciudad sigue una distribucién
normal con desviacion tipica 15 euros. Se quiere calcular un intervalo de confianza para el salario
medio, con un nivel de confianza del 95%. Determinar cuél es el tamano minimo de la muestra
que se necesitaria recoger para que el intervalo de confianza tenga una amplitud de 6 euros.
Solucién:

Tenemos N(u,15) y 24/2 = 1,96 =

15
E= za/Q% —=3=196—~

— n=96,04 = n =97

4.3. Junio 2004 - Opcién A

Problema 4.3.1 (3 puntos) Un producto se compone de la mezcla de otros dos A y B. Se tienen
500kg de A y 500kg de B. En la mezcla, el peso de B debe ser menor o igual que 1,5 veces el de A.
Para satisfacer la demanda, la produccién debe ser mayor o igual a 600kg. Sabiendo que cada kg
de A cuesta 5 euros y cada kg de B cuesta 4 euros, calcular los kg de A y B que deben emplearse
para hacer una mezcla de coste minimo, que cumpla los requisitos anteriores. Obtener dicho coste
minimo.

Solucién:

Se trata de un problema de optimizacién. Vamos a llamar z al n® de kg de A, y vamos a llamar y
al n2 de kg de B. El conjunto de restricciones ser4 el siguiente:

z < 500

y < 500
1,50 —y >0
x +y > 600
x>0
y=>0

(333,33,5000 p=500 500500

{240, 280

208 LE

268 468 608
u(240, 360) = 2640

B u(333,33;500) = 3666, 67
u(z,y) = 5z + dy = (500, 500) 4500
(500, 100) = 2900

El coste minimo seria de 2640 euros que corresponderia a 240kg de A y 360kg de B.
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Problema 4.3.2 (3 puntos) Calcular la integral definida

/1 (jo| + 7 + 1) da

-1

Nota.- La notacién |z| representa el valor absoluto de x.
Solucién:

/1 (|37|+33+1)d$=/0 (—Ji+x+1)da:+/01(x+x+1)dx:

—1 -1
0 1 .
/ d:lc—i—/ (2x+1)dm=x]21+m2+x]0:1+2:3
-1 0

Problema 4.3.3 (2 puntos) Dos expertos, Eq1 y FEs, realizan peritaciones para una cierta com-
pania de seguros. La probabilidad de que una peritaciéon haya sido realizada por E; es 0,55 y
por E5 es 0,45. Si una peritaciéon ha sido realizada por Fi, la probabilidad de que dé lugar a
indemnizacién es 0,98 y si ha sido realizada por Es, la probabilidad de que dé lugar al pago de
una indemnizacién es 0,90. Un siniestro ha supuesto a la compania el pago de una indemnizacién.
Hallar la probabilidad de que la peritacién haya sido realizada por Fs.

Solucién:

08
.-'f
BN
T
.f-l
Sy f
B4 0y~
-g, 22
\,__.
¥

P(I) = P(I|Ey)P(Ey) + P(I|E2)P(Ey) = 0,55 - 0,98 + 0,45 - 0,90 = 0, 944

P(I|E;)P(E;)  0,9-0,45
P(I) 0,944

P(BE,|I) = =0,429

Problema 4.3.4 (2 puntos) En un servicio de atencién al cliente, el tiempo de espera hasta
recibir atencién es una variable normal de media 10 minutos y desviacién tipica 2 minutos. Se
toman muestras aleatorias del tiempo de espera de los clientes que llegan en un dia concreto. Se
pide:

a) ;Cuél es la probabilidad de que el tiempo medio de espera de una muestra de 25 clientes no
supere los 9 minutos.

b) {Cudl es la distribucién de la media muestral, si se toman muestras aleatorias de 64 clientes?.
Especificar sus parametros.

Solucién:
N(10,2), normal de media p = 10 y desviacién tipica o = 2.
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2 2
n:25:>N(10,—) :N(m,f) = N(10;0,4
o E ( )

9—-10

P(Ygg):P(zg ):P(z§—2,5):1—P(z§2,5):

b

=1-0,9938 = 0, 0062

2 2
n:64:>N(10,—> :N(lo, 7) = N(100,25
V64 8 ( )

Se trata de una normal de media 10 y desviacién tipica 0,25.

4.4. Junio 2004 - Opcién B

Problema 4.4.1 (3 puntos) Hallar todas las matrices

X:<a O); a,b,ce R
b ¢

que satisfacen la ecuacién matricial
X?=2X

2 v v _ aO).<a 0)7( a? 0>
XﬁXX*(bc b ¢/ \ab+eb &

20 0
QX_( 2b 20)

Solucion:

Igualando las expresiones

a0 % 0 a® =2a a=0, a=2
( b+ cb 2):< 2b 2c>:> abtch=2b =4 ab+tch=2b
“ A’ =2 c=0, ¢c=2

Tendremos las siguientes posibles soluciones:
. 0 0
@& Sia=0,¢c=0=2b=0=b=0, luego X = 00

2
b

o O
N——

& Sia=2 ¢=0= b= b= puede ser cualquier valor, luego X = (

> O
N O
N———

@ Sig=0, c=2=b=>b= b puede ser cualquier valor, luego X = (

o

& Siag=2, 0:2:>2b+2b:2b:>b:0,luegoX:((2) 2)
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Problema 4.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

a) Determinar su dominio de definicién.
b) Obtener sus asintotas.
Solucién:

a) Por ser una raiz, tiene que ser

(_007_2) (_23_1) (_171) (1a2) (27+OO)
T +2 — + + + +
z+1 — — + + +
z—1 — — — + +
T —2 — - — — +
x? —4
o + - + - +

Luego Domf = (—o0, —2] U (=1,1) U [2,00)

b) Asintotas verticales:

1f v -4 =] o0 = 1
1m = — = —
vi- V221 0- o

. 2 —4 3] oo s )

im e = — | =40 r=—

r—s—1+ 2 —1 0—
Asintotas horizontales:
2 —4

Asintotas oblicuas: No hay, ya que hemos encontrado horizontales.

Problema 4.4.3 (2 puntos) En una empresa se producen dos tipos de bombillas: halégenas y de
bajo consumo, en una proporcién de 3 a 4, respectivamente. La probabilidad de que una bombilla
halégena sea defectuosa es 0,02 y de que una de bajo consumo sea defectuosa es 0,09. Se escoge al
azar una bombilla y resulta no defectuosa, ;cudl es la probabilidad de que sea halégena?.

Solucién:
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698 ™
0,09 D
% s
691 . 7
2l
P@D:H5Wﬁwﬂ+ﬂﬁmﬁﬂﬂ:%ﬂﬁ&hiam:mw

— D 0,983

P(HID) = pP(D) 0,94

Problema 4.4.4 (2 puntos) El precio de ciertos electrodomésticos puede considerarse como una
variable aleatoria con distribucién normal de desviacion tipica 100 euros. Los precios en euros
correspondientes a una muestra de 9 de estos electrodomésticos son

255 85 120 290 80 80 275 290 135
a) Construir un intervalo de confianza al 98 % para la media poblacional.

b) Hallar el tamano minimo que debe tener la muestra, para que con un nivel de confianza del
99 %, el error de estimacién del precio no supere los 50 euros

Solucion: o
N (u,100), normal de media u y desviacién tipica o = 100, X = 178,89.

a)
1—a:0ﬁ8=¢%:0ﬁ1=¢P@gzwg:0ﬁ9::z%:zs%
— o o)
1.C. = (X—Zgn,X‘i‘Zg\/ﬁ) =
100 100
<178,894—2,32447;178,89—#2,32447) = (101,47; 256, 31)
V9 V9
b)
1—a=0ﬁ9=¢%z&&%zﬁP@Szwﬂ:Oﬁ%::z%:25%
1 2.575 - 1
Fezel 5025500 o po 2570100 06 5
5 NG 50
Luego n = 27.
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4.5. Septiembre 2004 - Opciéon A

Problema 4.5.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del pardme-
tro real m:

mx+ y— 3z = 5
—x+ y+ z= —4
T+ my— mz= 1

a) Discitase el sistema segtn los diferentes valores del pardmetro m.
b) Resuélvase el sistema para m = 2.

Solucion:

a)
m 1 =3 5
A= -1 1 1| -4 :>|A|:—2m2+2m+4:0:{
1 m —-m 1

m=—1
m=2

® Sim# —1ym# 2= |A| # 0 = Rango(A4) =Rango(A4) =n° de incégnitas =
Sistema Compatible Determinado.

@& Sim=-1:
—1 1 - 5
A= —1 1 1] -4
1 -1 1 1
-1 -3
Tenemos |A| = 0 y que 1 1 ‘ = 2 # 0 = Rango(A4) = 2. Y tenemos que

1 -3 b)

1 1 —4| =6 # 0 = Rango(A) = 3. Luego en este caso Rango(A4) #
—1 1 1
Rango(A) = Sistema Incompatible.

& Sim=2:

21 -3| 5

A= -1 1 1|4

1 2 =2] 1
Observamos que la tercera fila es la suma de las dos primeras y por tanto Rango(A) = 2.
Como |A| = 0 y que _? 1 = 3 # 0 = Rango(A) = 2. Luego en este caso

Rango(A) = Rango(A4) <n? de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

b) Cuando m = 2 el sistema es Compatible Indeterminado, luego tendrd infinitas soluciones.
Para resolverlo eliminamos la tercera ecuacién, que es combinacion lineal de las dos primeras.

{Qx—i- y— 3z2= b :>{ 21+ y= 5+ 3z
-+ y+ z= —4 —r+ y= —4— =z
4
T=3+ st
31
y=—-1+=t
z=t



Problema 4.5.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

3

f(:v):%fa:n2+5x+10, a#0

a) Obtener los valores de a para los cuales la funcién f(z) tiene un maximo en z = 1.
b) Calcular los extremos relativos de f(z) para a = 3 y representar la funcién.

Solucion:

, 3a2 , 3 1
a) f(x):T—an+5:>f(1):E—2a+5:O=>a:3, a=-3

3
b) f(z) = %—6x+5:>f( 2)=12—6x+5=0=2=5, z=1
1 5 Z .
f (5):4>02(5,7) Minimo
f(x) =22 —-6= 337
f"Hy=-4<0= <1, §> Méximo

Problema 4.5.3 (2 puntos) Una cierta instalacién de seguridad tiene instalados dos indicadores.
Ante una emergencia los indicadores se activan de forma independiente. La probabilidad de que se
active el primer indicador es 0,95 y de que se active el segundo es 0, 90.

a) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active sélo uno de los indicadores.
b) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active al menos uno de los indicadores.

Solucién: B
Llamamos A = {se enciende el indicador1®}, P(A) =0,95, P(A)
Llamamos B = {se enciende el indicador2°}, P(B) = 0,90, P(B)=0,10

a) P(se enciende uno sélo) = P(ANB) + P(BNA)=0,95-0,10+0,05-0,90 = 0, 14

b) P(al menos uno) = 1 — P(ninguno) =1 — P(ANB) =1-10,05-0,10 = 0,995
Problema 4.5.4 (2 puntos) Una muestra aleatoria de 9 tarrinas de helado proporciona los si-
guientes pesos en gramos 88, 90, 90, 86, 87, 88, 91, 92, 89.

Hallar un intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacién, sabiendo que el peso de las
tarrinas tiene una distribucién normal con una desviacién tipica de 1,8 gramos.

Solucion:

B 1492
X:88+90+90+86—|—897+88+9 +9 —1—89:89, n=9 c=18

1—a=0,95:,»a=0,05=>%=0,025

P(z < 25)=1-0,025=0,975 = z2 = 1,96

1,8 1,8
+za ) (89—1,96’—; , )
*y/n V9 V9
I.C. = (87,824; 90,176)
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4.6. Septiembre 2004 - Opcion B

Problema 4.6.1 (8 puntos) Un establecimiento de prendas deportivas tiene almacenados 1600
banadores, 1000 gafas de bano y 800 gorros de bano. Se quiere incentivar la compra de estos
productos mediante la oferta de dos tipos de lotes: el lote A, que produce un beneficio de 8 euros,
formado por un banador, un gorro y unas gafas, y el lote B que produce un beneficio de 10 euros
y estd formado por dos banadores y unas gafas. Sabiendo que la publicidad de esta oferta tendra
un coste de 1500 euros a deducir de los beneficios, se pide calcular el nimero de lotes A y B que
hardn méaximo el beneficio y a cudnto asciende éste.

Solucién:
banadores | gorros | gafas | beneficio
A 1 1 1 8
B 2 0 1 10
1600 800 | 1000

Observando la tabla anterior, si llamamos z al nimero de lotes vendidos de A y llamamos y al
numero de lotes vendidos de B, obtenemos las siguientes restricciones:

x + 2y < 1600
x < 800

x +y < 1000
x>0, y>0

Y la funcién beneficio serd u(z,y) = 8z + 10y — 1500, en la que tendremos que encontrar el valor
maximo.

Los puntos de corte de la inecuaciones anteriores son los siguientes:
(0,800) (400,600) (800,200) (800,0)
Nos producen los siguientes beneficios:

(0, 800) = 6500
(400, 600) = 7700
(800, 200) = 6900
(800, 0) = 4900

Para obtener un beneficio maximo se deberan vender 400 lotes A y 600 lotes B.
Gréficamente seria:

x=84¢

xt+2p=1664

B66.264)

1000 x+p=160

Problema 4.6.2 (8 puntos) Sean las funciones
2

flx) =222 -8 g(:ﬂ):—%+x+4
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a) Calcular

f(x)

21 g(x)
b) Calcular el recinto acotado limitado por las curvas f(z) y g(x).
Solucidn:
a)
f(z) , 2?2 -22-8 . 2(z? — 22 —8)

lm —=lm ———=llm ———— = -2
a4 g(x) a4 —Z L g4 4 a—4 —2% +20+8

2
x2—2x—8:f%+x+4:>x2—2:c—8:0:>x:4, r=-2

4 2 4 2
9y —
/ {332—230—8—<—x—+a:+4>} dx:/ de:
2 2 2 2

x3 *
. (—fx2789:)} = —54
3 —2

S = | — 54| = 54u?

Problema 4.6.3 (2 puntos) En una poblacion, el 40 % son hombres y el 60 % mujeres. En esa
poblacién el 80 % de los hombres y el 20 % de las mujeres son aficionados al futbol.

a) Calcular la probabilidad de que una persona elegida al azar sea aficionada al futbol.

b) Elegida al azar una persona resulta ser aficionada al futbol, ;jcudl es la probabilidad de que
sea mujer?.

Solucién: B
Llamamos H = {hombre}, M = {mujer}, A = {aficionado}, A = {no aficionado}.

a)
P(A) = P(A|H)P(H) + P(A|M)P(M) = 0,80 - 0,40 + 0,20 - 0,60 = 0,44

b
) P(A|M)P(M)  0,20-0,60
P(A) 0,44

P(M|A) = =0,273
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Problema 4.6.4 (2 puntos) Calcular el tamano minimo que debe de tener una muestra aleatoria
para garantizar que, en la estimacion de la media de una poblaciéon normal con varianza igual a
60, al 90 % de confianza, el error de estimacién cometido no sea superior a 3 unidades.

Solucién:
1—a=0,9:>a:0,1:>%:0,05:>P(z§z%)=0,95=>z%=1,64

g :1764\/—67):3=>n:17,93
Jn

Jn

Luego el tamano minimo de la muestra tiene que ser n = 18.

E=za
2
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Capitulo 5

Ano 2005

5.1. Modelo 2005 - Opcién A

Problema 5.1.1 (2 puntos) Se dice que una matriz cuadrada es ortogonal si AAT =T

a) Estudiar si la matriz A es ortogonal

4/5 0 —3/5
A=| 3/5 0 4/5
0 1 0

b) Siendo A la matriz del apartado anterior, resolver el sistema

T 1
Al vy = 1
z -1

Nota: La notacién AT significa matriz traspuesta de A.
Solucién:

a)

4/5 0 -3/5 4/5 3/5 0 1 0 0
AAT = 3/5 0 4/5 0 01 )=010
0 1 0 -3/5 4/5 0 0 0 1
Luego es ortogonal A~ = AT
b)

x 1 x 7/5

A7tA| =A"! 1 = Y = -1

z -1 z 1/5

Problema 5.1.2 (3 puntos) Sea la funcién: f(z) = 2* — 3z
a) Calcular sus extremos y sus puntos de inflexién.

b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f(x), el eje OX y las

1
rectas verticales x = —1, x = 3
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Solucion:
a)
fl(x)=32>-3=0=2=-1, 2=1

" el
v f"(-=1) = -6 < 0 = Méximo en z = —1
f (ﬁ)_6x:>{f”(1):6>0:> Minimo en z = 1

["@)=6z=0= 2=0
Como f"'(x) =6 = f”(0) = 6 # 0 = hay un punto de inflexién en z = 0
b)
22 —3r=0= =0, xz—\/g, =13

0 4 270
T 3x 5
I = 3_3 d:———} = -
1 /_1(x x) dx 1 ) T

5 23 103
S:|Il‘+|12|:z+674:au

Problema 5.1.3 (2 puntos) Un ajedrecista gana una partida con probabilidad 0,6, la empata con
probabilidad 0,3 y la pierde con probabilidad 0,1. El jugador juega dos partidas.

a) Describir el espacio muestral y la probabilidad de cada uno de los resultados de este experi-
mento aleatorio.

b) Calcular la probabilidad de que gane al menos una partida.
Solucién:
a) @ ={GG,GP,GE, PG,PP,PE,EG,EP,EE}
P(GG) =0,36 P(GP)=0,18 P(GE)=0,06

P(PG)=0,18 P(PP)=0,09 P(PE)=0,03
P(EG)=0,06 P(EP)=0,03 P(EE)=0,01

P(ganar al menos una) = P(GG) + P(GP) + P(GE) + P(PG) + P(EG) =
0,36 4+0,18+0,06 4+ 0,18 + 0,06 = 0,84
Problema 5.1.4 (2 puntos) El nimero de dias de ausencia en el trabajo de los empleados de cierta

empresa para un periodo de seis meses, se puede aproximar mediante una distribucién normal de

desviacion tipica 1,5 dias. Una muestra aleatoria de diez empleados ha proporcionado los siguientes
datos

5 4 6 8 7 4 2 7 6 1

a) Determinar un intervalo de confianza al 90 % para el niimero medio de dias que los empleados
de esa empresa han faltado durante los seis ultimos meses.
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b) (Qué tamano debe tener la muestra para que el error méximo de la estimacién sea de 0,5
dias, con el mismo nivel de confianza?

Solucién:
- 50
a) Tenemos N(u,1,5), n =10, X = 0= 5y 2q/2 = 1,645 =
— o o
IC = (X = X + 2, /Qﬁ) = (4,219707987; 5,780292012)
b)

15
E = za/Q% — 0,5 = 1,645\/’5

= n =24,354225 = n =25

5.2. Modelo 2005 - Opcién B

Problema 5.2.1 (3 puntos) Una compania naviera dispone de dos barcos A y B para realizar un
determinado crucero. El barco A debe hacer tantos viajes o méas que el barco B, pero no puede
sobrepasar 12 viajes. Entre los dos barcos deben hacer no menos de 6 viajes y no mas de 20. La
naviera obtiene un beneficio de 18000 euros por cada viaje del barco A y 12000 euros por cada
viaje del B. Se desea que las ganancias sean méximas.

a) Expresar la funcién objetivo.

b) Describir mediante inecuaciones las restricciones del problema y representar gréficamente el
recinto definido.

¢) Hallar el ntimero de viajes que debe efectuar cada barco para obtener el maximo beneficio.
Calcular dicho beneficio maximo.

Solucién:
Sea z el n2 de viajes del barco A.
Sea y el n° de viajes del barco B.

a) La funcién objetivo: z(x,y) = 180002 + 12000y

b) las restricciones:

r+y=>6
z+y <20
z—y >0
r <12
z,y >0
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2(10,10) = 300000
2(12,8) = 312000
2(6,0) = 108000
2(3,3) = 90000
2(12,0) = 216000

Luego para obtener el méximo beneficio se deberdn hacer 12 cruceros A y 8 cruceros B, con
un beneficio de 312000 euros.

Problema 5.2.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

flz) = { 202 —~3r+1 si 2<1
B Inz si z>1
a) Estudiar la continuidad de f(z) en z = 1.

b) Esbozar su grafica.

c¢) Hallar la ecuacién de la recta tangente a dicha gréfica en z = 1.

Solucién:
a)
lim f(z) = I@1(2x2 ~3z+1)=0
xEIEJr f(z) = mlfgll Inz=0 = f es continua en x =1
f1)=0
b)

fl(z)=42-3=0= xz%

f"(z) =4 = f"(3/4) = 4> 0 = Minimo

. 3 1
Luego hay un minimo en el punto 778
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(0,1)

(1,0) /

Mip(3/4,-1/8)

Hay puntos de corte en:

Con el eje OX, hacemos f(z) =0 = (1,0)
Con el eje OX, hacemos z =0 = (0,1).

c) Enz=1= f(1)=0.

y (1/2,0).

fl(z)=4z—-3= m=f'(1)=-3

y=-3(z—-1)= 324+y—3=0

Problema 5.2.3 (2 puntos) En un centro de ensefianza hay 240 estudiantes matriculados en 2°
curso de Bachillerato. La siguiente tabla recoge su distribucién por sexo y por opcién que se cursa

Chicas | Chicos
Cientifico — Tecnoldgica 64 52
Humanidades y C. Sociales 74 50

Si se elige un estudiante al azar de entre los que cursan 2° de Bachillerato en ese centro, calcular

la probabilidad de que:

a) No curse la opcién Cientifico-Tecnoldgica.

b) Si es chico, curse la opcién de Humanidades y Ciencias Sociales.

Solucion:

Chicas | Chicos | Totales

Cientifico — Tecnologica

64 52

116

Humanidades y C. Sociales

74 50

124

138 102 240

— = 0,5166666666

H|HCS)- P(HCS) _ 50/124-124/240

22 20,49

Totales
— 116 31
PCIY=1-P(CTh=1—-— =
a) P(CT) (CT) 540 = 60
b)
P(
P(HCS|H) = PO
25
51
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Problema 5.2.4 (2 puntos) La temperatura corporal en una cierta especie animal es una variable
aleatoria que tiene una distribucién normal de media 36,7°C y desviacién tipica 3,82C. Se elige
aleatoriamente una muestra de 100 ejemplares de esa especie. Hallar la probabilidad de que la
temperatura corporal media de la muestra:

a) Sea menor o igual a 36,9°C.
b) Esté comprendida entre 36,5°C y 37,3°C.

Solucion:

3,8
Se trata de una distribucién N (3677; %> = N(36,7;0,38)
1/100
a)
— 36,9 — 36,7
P(X <369) =P (Z < W) = P(Z < 0,52) = 0,6985
b)

36,5 —36.7 , _ 37,3 36,7) _
0,38 = 0,38

P(—0,52< Z <158) = P(Z < 1,58) — P(Z < (—0,52) =

P(365<X <373)=P (

P(Z < 1,58) + P(Z < (0,52) — 1 = 0,695 + 0,9429 — 1 = 0,6379

5.3. Junio 2005 - Opcién A

Problema 5.3.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del parametro real k
20— 3y+ z2z=0
x— ky— 3z2=0
S+ 2y— 2=0

Se pide:

a) Discutir el sistema para los distintos valores de k.

b) Resolver el sistema en los casos en los que sea posible.
Solucién:

a) Se trata de un sistema homogéneo

2 -3 1
A= 1 <k -3 |, |A|l=7k+56=0= k=8
5 2 -1
Si k #—8 = |A| # 0 =Rango(A4) = 3 = sistema compatible determinado.
Sik=8:
2 -3
A_‘ > ‘__137&0

Luego el Rango(A) = 2 = el sistema serfa compatible indeterminado.
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b) Cuando k # 0 el sistema era compatible determinado, y como se trata de un sistema ho-
mogéneo, la tnica solucion seria x = y = z = 0, es decir, la solucién trivial.
Cuando k = —8 el sistema sera compatible indeterminado con un grado de libertad, es decir,
tendrd infinitas soluciones que dependeran de como varie un parametro.

Por el menor que escogimos en el apartado anterior para el estudio del rango, en este caso,
podemos despreciar la tercera ecuacién con lo que nos queda el siguiente sistema:

T 19
20— 3y+ 2z=0 {Qx— Jy= -z 7
{ z+ 8y— 3z2=0 = z+ 8y= 3z " y:Tgt

z2=1

Problema 5.3.2 (3 puntos) La funcién:

—22 4+ 9z — 16

B(x) = .

representa, en miles de euros, el beneficio neto de un proceso de venta, siendo z el nimero de
articulos vendidos. Calcular el nimero de articulos que deben venderse para obtener el beneficio
méximo y determinar dicho beneficio maximo.

Solucioén:
Calculamos la primera derivada para obtener los puntos extremos

N 16 — 22

B'(z) — =0=x=14

2
Calculamos la segunda derivada para decidir que valor es maximo o minimo

32
B"(4) = -5 <0= Miéximo
32 4
TP 32
B//(_4) — _

B//(x) —
7 > 0 = Minimo

(—4)
En x = 4 hay un méximo que nos determina un beneficio

47 4+9-4-16
= 0 =

B(4) 1

El méximo serian 4 articulos con un beneficio de 1.000 euros.

Problema 5.3.3 (2 puntos) Una caja con una docena de huevos contiene dos rotos. Se extraen
al azar sin reemplazamiento (sin devolverlos después y de manera consecutiva) cuatro huevos.

a) Calcular la probabilidad de extraer los cuatro huevos en buen estado.
b) Calcular la probabilidad de extraer de entre los cuatro huevos, exactamente uno roto.

Solucion:
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a) Llamamos A = {sale un huevo en buen estado}
Llamamos B = {sale un huevo roto}

14

33

10 9 8

T

o=
P(BAAA) + P(ABAA) + P(AABA) + P(AAAB) =
2 10 9 8 16

4-P(BAAA)=4. 2. 2.2 .22
12 11 10 9 33

Problema 5.3.4 (2 puntos) En una encuesta se pregunta a 10.000 personas cudntos libros lee al
afno, obteniéndose una media de 5 libros. Se sabe que la poblacién tiene una distribucién normal
con desviacién tipica 2.

a) Hallar un intervalo de confianza al 80 % para la media poblacional.

b) Para garantizar un error de estimacién de la media poblacional no superior a 0,25 con un
nivel de confianza del 95 %, ja cudntas personas como minimo serfa necesario entrevistar?.

Solucion:
a)
1—a=0,80:>%:0,1:>P(zgza/2):0,9:>z%:1,28
- o — o
IC:<X72% n,X+Z‘;\/ﬁ)
(5 C198—2 51 28L) = (4,9744;5,0256)
’77,/10,000° '77/10,000/ T
b)
1—a=0,95:%=0,025=>P(zgza/2):0,975=>z%:1,96
o 2 1,96 - 2
F=zo—=0,25=1,96—= = \/n = = — n = 245, 8624
2 /n ’ AV V= " ’
Luego n = 246.

5.4. Junio 2005 - Opcién B

Problema 5.4.1 (3 puntos) Un mayorista vende productos congelados que presenta en dos envases
de dos tamanos: pequeno y grande. La capacidad de sus congeladores no le permite almacenar mas
de 1000 envases en total. En funcién de la demanda sabe que debe mantener un stock minimo de
100 envases pequenos y 200 envases grandes. La demanda de envases grandes es igual o superior
a la de envases pequenos. El coste por almacenaje es de 10 céntimos de euro para cada envase
pequeno y de 20 céntimos de euro para cada envase grande. ;Qué cantidad de cada tipo de envases
proporciona el gasto minimo de almacenaje?. Obtener dicho minimo.

Solucién:
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y=x

*x+y=1000

X

-168.65 168.65 337.3 505.95 674.6 843.25 10]\

-192.38

Si llamamos x al nimero de envases de tamano pequeno, y llamamos y al ntimero de envases de
tamafio grande, la funcién objetivo serd: z(z,y) = 10z + 20y, que tendremos que minimizar con
las restricciones siguientes:

z +y <1000

x > 100

y > 200

Yy

La regién factible de encuentra representada en el grafico anterior.

z(100,200) = 10 - 100 + 20 - 200 = 5,000
2(200,200) = 10 - 200 + 20 - 200 = 6,000
z(500, 500) = 10 - 500 + 20 - 500 = 15,000
2(100,900) = 10 - 100 + 20 - 900 = 19,000

El minimo gasto de almacenaje corresponde a 100 envases pequenos y 200 grandes y seria de
5.000 céntimos = 50 euros.

Problema 5.4.2 (8 puntos)

a) Hallar la ecuacién de una recta tangente a la grafica de f(z) = e?

corta al eje de ordenadas.

~7 en el punto donde ésta
b) Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(z) = 2 — 4z, el eje OX y
las rectas x = —1, x = 4.
Solucién:
a) Primero calculamos el punto de corte con el eje OY (de ordenadas), y para eso hacemos

r=0= f(0) =e? = (0,¢?).
Ahora calculamos la pendiente de la recta

La recta serd

y—el=—elr=¢er+y—e>=0
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b) Primero tenemos que comprobar si la grafica de esta funcién corta al eje de abscisas en el
itervalo [—1,4], para ello hacemos f(z) =0 = 2% —42 =0 = 2 = 0, = = 4. Esto quiere
decir que, tenemos un punto de corte en ese intervalo en x = 0. Calculamos:

0 3 0
7
2 gp)de = = _ 9 2} = -
/_1(55 l“)f 3 v 1 3

23 r 32
x| = ——=
0

El area pedida sera:
32

S=|-+|-=|=13u?

Problema 5.4.3 (2 puntos) En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultdneamente
tres dados equilibrados de seis caras, se pide calcular la probabilidad de cada uno de los siguientes
sucesos: "Obtener tres unos”, ”Obtener al menos un dos”, ”Obtener tres ntimeros distintos” y
”Obtener una suma de cuatro”.

Solucién:
a) P11y = . L1 (1)3 =0,00463
B 6 \6/ 7
, o 555 5 5 5
b) P(algin 2) =1 — P(ningin 2) =1— P(222) =1 — <6 ra 6) =0,4213

¢) P(3 distintos) =1 — P(3 iguales) =1 —6P(111) = 0,972

1 11
d) P(suma =4) = P(211) + P(121) + P(112) = 3P(211) =3 - 666" 0,0139
Problema 5.4.4 (2 puntos) Para una poblacién N (u, o = 25), jqué tamano muestral minimo es
necesario para estimar p mediante un intervalo de confianza, con un error menor o igual que 5
unidades, y con una probabilidad mayor o igual que 0,957.

Solucién:
1—a=0,95— % — 0,025 = P(2 < 24)2) = 0,975 —> 22 = 1,96
25 1,96 - 25
E=za-l —5=1,962 — Vn= 22 — 1, = 96,04
2 /n NG 5
Luego n = 97.

5.5. Septiembre 2005 - Opcion A

Problema 5.5.1 (3 puntos) En una empresa de alimentacién se dispone de 24 kg de harina de
trigo y 15 kg de harina de maiz, que se utilizan para obtener dos tipos de preparados: Ay B. La
racién del preparado A contiene 200 gr de harina de trigo y 300 gr de harina de maiz, con 600
cal de valor energético. La racién del preparado B contiene 200 gr de harina de trigo y 100 gr de
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harina de maiz, con 400 cal de valor energético. ;Cudntas raciones de cada tipo hay que preparar
para obtener el maximo rendimiento energético total? Obtener el rendimiento méximo.

Solucién:
Trigo | Maiz | Energia

A 200 | 300 600
B | 200 | 100 400

Tenemos que preparar x raciones de A e y raciones de B. El problema serfa calcular el Maxz(z,y) =

600x + 400y sujeto a

200z + 200y < 24000 T +y <120
300z + 100y < 15000 = < 3z +y < 150
z>0, y>0

z>0, y>0

(15,105)

(0,120)

x+y=120

2(0,120) = 48000
2(15,105) = 51000
2(50,0) = 30000

Luego el méximo de esta funcién se encuentra para 15 preparados de A y 105 de B con un

rendimiento de 51000 cal.
3

Problema 5.5.2 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién y = PR Se pide:
x

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a dicha curva en el punto de abscisa z = 1.

b) Hallar las asintotas de la curva.
Solucién:

a)
, at + 322

y = (2 +1)2

=lz—1)=2x—-2y+1=0

DN =
NS
|

N —
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b) Verticales no tiene, el denominador no se anula nunca.

Horizontales tampoco

T —>00 xz —+ 1 *
Oblicuas: y = mz +n

3

X

m= lim &L —1
r—00 I
3
= 1 — =
e e 2+ 1 33> 0

La asintota es y = .

Problema 5.5.3 (2 puntos) En un colectivo de inversores bursdtiles, el 20 % realiza operaciones
via internet. De los inversores que realizan operaciones via internet, un 80 % consulta InfoBolsa-
Web. De los inversores bursatiles que no realizan inversiones via internet sélo un 20 % consulta
InfoBolsaWeb. Se pide:

a) Obtener la probabilidad de que un inversor elegido al azar en este colectivo consulte InfoBol-
saWeb.

b) Si se elige al azar un inversor bursitil de este colectivo y resulta que consulta InfoBolsaWeb,
jcudl es la probabilidad de que realice operaciones por internet?.

Solucion:
BN
y
[
¥
& IEW
0g — L IBW
(]

o8 IBW

a)
P(IBW)=0,2-0,8+0,8-0,2=0,32

b)

IBW|O)P(O) _ 0,8-0,2 .
p(IBW) 0,32 7

P(O|IBW) = il
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Problema 5.5.4 (2 puntos) La duracién de las baterfas de un determinado modelo de teléfono
movil tiene una distribucién normal de media 34.5 horas y una desviacién tipica de 6.9 horas. Se
toma una muestra aleatoria simple de 36 teléfonos méviles.

a) {Cudl es la probabilidad de que la duracién media de las baterfas de la muestra este com-
prendida entre 32 y 33.5 horas?.

b) (Y de que sea mayor de 38 horas?.

Solucion:
a)
o
N(34,5:6,9 =36, — =1,15
( b ] b )7 n ) \/ﬁ b)
— 32 —34,5 33,5 — 34,5)
P(32< X —plZZ 77 g T T )
(32 < X < 33,5) ( 115 <Z< 115

P(Z < 2,17) — P(Z < 0,86) = 0,9850 — 0,8051 = 0,1799

b)

_ — 38 — 34,5
P(X>38)=1—P(38<X):1—P(Z<T5’):1—1:0

5.6. Septiembre 2005 - Opcién B

Problema 5.6.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones que depende del
parametro real p

z+ y+ z= 0
—z+ 2y+ pz= -3
r— 2y— z= P

a) Discutir el sistema segin los distintos valores de p.
b) Resolver el sistema para p = 2.
Solucién:
a)
1 1 1 0

A= -1 2 p|-3
1 -2 —1| p

[Al=3p—-3=0=p=1

Sip# 1= |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n2 de incégnitas, luego el sistema es
compatible determinado.

Sip=1

—
—_
—
o



1 1 0

2 1 -3 |=2= Rango(4) =3 # Rango(A)
-2 -1 1
Luego en este caso el sistema es incompatible.
b)
T+  y+ 2= 0 Fi T+ y+  z= 0
-2+ 2y+ 2z= -3 = | F1+F; | = 3y+ 3z= -3
r— 2y— z= 2 Fs —F —3y— 2z= 2
Fy >+ y+ z= 0 z=1
= Fs = 3y+ 3z= -3 =< y=0
F3 — FQ z = 1 z=-—1

Problema 5.6.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

I2

z2 -9

f(x)

a) Hallar sus asintotas.
b) Calcular sus maximos y sus minimos relativos, si existen.
Solucién:

a) Verticales:

lim  — o
im = 400
z—3t 22— 9
— =3
2
lim = —00
z—3- 22— 9
22
lim 5 = —00
z——3+ 2% =9
—r=-3
2
lim = +00
z——3- 22— 9
Las asintotas verticales son x = 3, y x = —3.
Horizontales:
72
lim 5 =1
z—o0 2 — 9
La asintota horizontal es y = 1
Oblicuas: No hay por tener horizontales.
b)
—18x
!
r)=——>=0=—=2=0
£ = r—gp
(—00,0) (0, +00)
f'(@) + -
f(z) | creciente | decreciente

En el punto (0, f(0)) = (0,0) la funcién pasa de crecer a decrecer y, por tanto, es un maximo.
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Problema 5.6.3 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos, tal que P(A) =
Z. Calcular

a) P(BJA).

b) P(A|B).

Nota: A representa el suceso contrario del suceso A.
Solucién:

a)

P(AmB):l—P(ZUF)zl—%:
b)
P(B)=1- P(B) :g
P(ANB)=P(B)~ P(ANB) =2 - | =

— P(AnB) & 7
PAIB) = —pp =5 =1

Problema 5.6.4 (2 puntos) El tiempo de reaccién de una alarma electrénica ante un fallo del
sistema es una variable aleatoria normal con desviacién tipica 1 segundo. A partir de una muestra
de 100 alarmas se ha estimado la media poblacional del tiempo de reaccién, mediante un intervalo
de confianza, con un error maximo de estimacién igual a 0.2 segundos. ; Con qué nivel de confianza

se ha realizado la estimacion?.
Solucion:
N(u,1), n=100, E=0,2
E 7 —02 1
= Za/2 = e = Za /20—
2 n /2 /100
Za2 =2=1—-a=09772
El nivel de confianza es del 97.72 %.
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Capitulo 6

Ano 2006

6.1. Modelo 2006 - Opcién A

Problema 6.1.1 (3 puntos) Sea el sistema de ecuaciones lineales dependientes del pardmetro a

z+  y+ (a+1)z= 9
3x— 2y+ z= 20a
r+  y+ 2az = 9

a) Discutir el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.
b) Resolver el sistema en el caso de que tenga infinitas soluciones.

¢) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:
a)
B 1 1 a+1| 9
A= 3 -2 1 20a = |A|=-ba+5=0=a=1
1 1 2a 9

Sia# 1= |A| # 0 =-Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de incdgnitas, luego en este caso el
sistema serd compatible determinado.

Si a = 1 tenemos que el Rango(A) = 2, ya que :1)) _; ' = —5 # 0, y observamos que
en la matriz
- 1 1 2]9
A= 3 =2 1120
1 1 2]9

la primera y la tercera fila son iguales, luego Rango(A) = 2.

En este caso Rango(A) =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas, luego en este caso el sistema
serd compatible indeterminado.
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b) Hay que resolver el sistema para a = 1:

38
=— -
T
z+ y+ 2z2= 9 7
{ 3e— 2yt 2= 20 =z
z=A
¢) Hay que resolver el sistema para a = 2:
58
r=—
5
z+ y+ 3z= 9
3z— 2y+ 2= 40 = __ 13
z+  y+ 4dz= 9 5
z=0

Problema 6.1.2 (3 puntos) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la gréfica de la
funcién

f(x) =2 + 522 + 22— 8
y el eje OX.

Solucion:
f@)=2*+522+2r —-8=0=2=—4, 2=-2, 2=1

-2 1
S:‘/ f(z)dx +/ f(z)dx
—4 —2
zt  52?
/f(x)dx:/($3+5x2+2m—8)dx:Z—i—T—i—xQ—Sx—i—C
-2
16 16
\/4 o= 5| =3
[ sy |-
2 4| 4
. 16 63 253
Area=s+T=%

Problema 6.1.3 (2 puntos) Se dispone de la siguiente informacién relativa a los sucesos A y B:
P(A)=0,6 P(B)=0,2 P(ANB)=0,12
a) calcular las probabilidades de los sucesos
(AUuB) y (A[(AUB))

b) ¢Son incompatibles? ;Son independientes?
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Solucion:
a) P(LAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)=0,64+0,2—-0,12=10,68

_(An(AuB))  P(A) 0,6
PAIAVE) = =500 ~Plaun o6 0%

b) Como P(ANB) =0,12= P(A) - P(B) los sucesos son independientes. Como P(AN B) # 0
los sucesos no son incompatibles.

Problema 6.1.4 (2 puntos) El tiempo de conexién a Internet de los clientes de un cibercafé tiene
una distribucién normal de media p y desviacion tipica 1,2 horas. Una muestra de 40 clientes ha
dado como resultado una media de tiempo de conexién de 2,85 horas. Se pide:

a) Determinar un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) Calcular el tamano minimo que deberia tener la muestra para estimar la media de tiempo
diario de conexién a Internet de los clientes de ese cibercafé, con un error menor o igual que

0,25 horas y una probabilidad de 0,95.

Solucion:

a) Tenemos N(u;1,2), n =40, X =285y Za/2 = 1,96 =

0 — (Y - za/Q%,Y + za/Qjﬁ) = (2,478116147; 3,221883852)

o 1,2
E =z, =>025=196-2
2/2 \/ﬁ

e = n = 88,510464 = n = 89

6.2. Modelo 2006 - Opcion B

Problema 6.2.1 (3 puntos) Un taller dedicado a la confeccién de prendas de punto fabrica dos
tipos de prendas: A y B. Para la confeccién de la prenda de tipo A se necesitan 30 minutos de
trabajo manual y 45 minutos de maquina. Para la de tipo B, 60 minutos de trabajo manual y 20
minutos de maquina. El taller dispone al mes como méaximo de 85 horas para el trabajo manual y de
75 horas para el trabajo de maquina y debe de confeccionar al menos 100 prendas. Si los beneficios
son de 20 euros por cada prenda de tipo A y de 17 euros por cada prenda de tipo B, jcudntas pren-
das de cada tipo debe de fabricar al mes, para obtener el maximo beneficio y a cuanto asciende éste?

Solucién:
Sea z el n? de prendas del tipo A.

Sea y el n® de prendas del tipo B.

109



La funcién objetivo: z(z,y) = 20z + 17y

Manual | Maquina
A 30 45
B 60 20
Total | 5100 4500

Las restricciones seran:

302 4 60y < 5100 x4+ 2y <170
45x + 20y < 4500 . 9z + 4y < 900
x4y > 100 x4y > 100
z,y >0 z,y >0

X' guo=100 9% + 4y = 900

(30,70)

(80,45)
x + 2y =170
(100,0) x
2(30,70) = 1790
2(80,45) = 2365
2(100,0) = 2000

Luego para obtener el maximo beneficio se deberan fabricar 80 prendas tipo A y 45 prendas tipo
B, con un beneficio de 2365 euros.

Problema 6.2.2 (3 puntos) Calcular el valor de a > 0 para que el drea de la regién plana acotada
limitada por las gréficas de las curvas y = 2°, y = ax, sea igual a 4.
Solucién:

P =wr= 2=0, 2=—va, z=+a

’/ () da +

Va
/O (f(2) — g(x)) de

(f(z) —g(z)) dr = (x3_ax)da::£4_a7152+c
/ / -
‘/Oﬁ(f(z)g(z))dx - %2 %
/Oﬁ(f(x)—g(x))dx _ ‘_(12 _ Czl2




a2 a2 2

Areazz+zz%:4:> a?=8=a=+2V2

Como a > 0 la solucién vélida es a = 2v/2.

Problema 6.2.3 (2 puntos) Una urna contiene dos bolas. La urna se llené tirando una moneda
equilibrada al aire dos veces y poniendo una bola blanca por cada cara y una negra por cada cruz.
Se extrae una bola de la urna y resulta ser blanca. Hallar la probabilidad de que la otra bola de la
urna sea también blanca.

Solucion:

El espacio muestral serd Q = {(B, B), (B, N), (N, B),(N,N)} y la probabilidad de cada uno de
estos sucesos es 1/4.

Si una de las bolas ha salido blanca, sélo hay tres casos posibles de los que hay tnicamente
uno favorable, luego la probabilidad pedida es 1/3.

Problema 6.2.4 (2 puntos) Un fabricante de automéviles afirma que los coches de un cierto mo-
delo tienen un consumo por cada 100 kilémetros que se puede aproximar por una distribucién
normal con desviacién tipica 0,68 litros. Se observa una muestra aleatoria simple de 20 coches
del citado modelo y se obtiene una media de consumo de 6,8 litros. Determinar un intervalo de
confianza al 95 % para la media de consumo de ese modelo de vehiculos.

Solucion:

Se trata de una distribucién N (p;0,68), n =20, X = 6,8 y Za/2 = 1,96 =

IC = (Y — 2, /Q%,Y 1z, /Qjﬁ) = (6,501976859; 7,098023140)

6.3. Junio 2006 - Opcion A

Problema 6.3.1 (3 puntos) Una papeleria quiere liquidar hasta 78 kg de papel reciclado y hasta
138 kg de papel normal. Para ello hace dos tipos de lotes, A y B. Los lotes A estan formados por
1 kg de papel reciclado y 3 kg de papel normal, y los lotes B por 2 kg de papel de cada clase.
El precio de venta de cada lote A es de 0,9 euros y el de cada lote B es de 1 euro. ;Cudntos lo-
tes A y B debe vender para maximizar sus ingresos? ;A cudnto ascienden estos ingresos maximos?.

Solucion:

Reciclado | Normal | Precio
A 1 3 0,9
B 2 2 1

78 138

Hay que calcular Méx z(z,y) = 0,92 + y sujeto a las restricciones:

r+2y <78
3z + 2y <138
z>0,y>0
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Ix+2y=138

2(0,39) = 39
2(46,0) = 41,4
2(30,24) = 51

Para obtener el maximo beneficio debe de vender 30 lotes de A y 24 del B con un beneficio de 51

euros.

Problema 6.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
flz)=2° -9z
Se pide:
a) Calcular sus méximos y minimos relativos, si existen.

b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f y el eje OX.

Solucién:
a)
fl@)=32-9=0= 2=—-V3, 2=13
(—00,—v3) [ (=V3,V3) | (V3,0)
f(@) + - T
f(z) crece decrece crece

En el punto (—\/§, 6\/5) hay un Maximo.

En el punto (v/3, —6v/3) hay un Minimo.

b)
2 —9r=0=—= r=0,z=3, z=-3

0 4 270
T 9z 81
(a:3—9:r)dx=———} = —
/rg 1 2., 4
3
3_ _ 9
/0(33 9x) dx: 1 5

81 81 81 ,
— u

A =
rea 4+4 B
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Problema 6.3.3 (2 puntos) Una persona cuida de su jardin pero es bastante distraida y se olvida
de regarlo a veces. La probabilidad de que se olvide de regar el jardin es 2/3. El jardin no estd
en muy buenas condiciones, asi que si se le riega tiene la misma probabilidad de progresar que de
estropearse, pero la probabilidad de que progrese si no se le riega es de 0,25.

Si el jardin se ha estropeado, jcudl es la probabilidad de que la persona olvidara regarlo?

Solucion:

172 2
R
143 19
E
S 3/4 2
R
1/4
E
— . P(ER)-P(R) 3/4-2/3 3
P(RIE) = P(E) T 1/3-1/2+3/4-2/3 4

Problema 6.3.4 (2 puntos) En cierta poblacién humana, la media muestral X de una carac-
terfstica se distribuye mediante una distribucién normal. La probabilidad de que X sea menor o
igual a 75 es 0,58 v la de que X sea mayor que 80 es 0,04. Hallar la media y la desviacién tipica
de X. (Tamafio muestral n = 100).

Solucion:
P (Y < 75) =0,58, P (Y > 80) =004—=— P (Y < 80) = 0,96

P<Z§75—“> :0758:>757—1i:0’2
o/v100 { 1o = 74,355
—

o = 32,258

80 — 80 — i ’

Plz< P ) —096— 2" 175
< = o/\/100> /+/100

6.4. Junio 2006 - Opcién B

Problema 6.4.1 (3 puntos) Encontrar todas las matrices X cuadradas 2x2 que satisfacen la

igualdad
XA=AX

en cada uno de los casos siguientes:

ba-(32)
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0 1
a=(3 )
Solucion:
a)
(LD (DG )
0 3 c d) \c d 0 3
b=3b=b=0
( a b>_<a 3b>:> 3c=c=c=0
3c 3d /) \ ¢ 3d a = a = a cualquiera
3d = 3d = d cualquiera
a 0
A‘(O d>
b)
SR ETRICE
c d 30/ \3 0 c d
c=23b
(31) a)_(c d):> d=a
3d ¢ /) \3a 3b 3a=3d=a=d
3b=c

a b
A:<3b a)

Problema 6.4.2 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién cartesiana:
y=a’+ 8z

Se pide:
a) Calcular las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la
recta
Yy =2z

b) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por las grificas de la curva dada y de la
recta de ecuacion cartesiana

y=x+38
Solucién:
a)
f(r)=22+8= f'(a) =2a+8=2=a=-3, f(-3)=-15=
(—3,-15)
b)
P’ +8r=zr+8= r=1, z=-8
1 3 2 1
9 T Tz 243
Tr—8)de = — — — — 8 =——
/_8(33 +7x —8)dx 3 5 x B 5
, 24
Area = — u?
2



Problema 6.4.3 (2 puntos) Se considera el experimento consistente en lanzar una moneda equi-
librada y un dado. Se pide:

a) Describir el espacio muestral de este experimento.

b) Determinar la probabilidad del suceso: ”obtener una cara en la moneda y un nimero par en
el dado”.

Solucion:

a)

Q= {(07 1), (07 2)7 (07 3)7 (07 4)7 (Cv 5)7 (0,6), (X7 1)7 (X7 2)7 (X7 3)7 (Xa 4)7 (X75)7 (X7 6)}

Problema 6.4.4 (2 puntos) El tiempo de espera en minutos en una ventanilla se supone aproxi-
mado mediante una distribucién N(u, o) con o = 3 minutos. Se lleva a cabo un muestreo aleatorio
simple de 10 individuos y se obtiene que la media muestral del tiempo de espera es de 5 minutos.
Determinar un intervalo de confianza al 95 % para pu.

Solucién:

Zoy2 = 1,96
g

1.0. = <X—za/2\/ﬁ,X—|—za/2\;ﬁ> = (3,1406; 6,8594)

6.5. Septiembre 2006 - Opcién A

Problema 6.5.1 (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Una empresa fabrica laminas de aluminio de dos grosores, finas y gruesas, y dispone cada mes
de 400 kg de aluminio y 450 horas de trabajo para fabricarlas. Cada m? de ldmina fina necesita
5 kg de aluminio y 10 horas de trabajo, y deja una ganancia de 45 euros. Cada m? de ldmina
gruesa necesita 20 kg y 15 horas de trabajo, y deja una ganancia de 80 euros. ; Cudntos m? de cada
lamina debe fabricar la empresa al mes para que la ganancia sea méxima, y a cuanto asciende ésta?

Solucion:

Aluminio | Horas | Beneficio
F 5 10 45
G 20 15 80
400 450
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2x43y=90

Hay que calcular Méx z(x,y) = 45z 4+ 80y sujeto a las restricciones:

5z 4+ 20y < 400 x+ 4y <80
10z 4+ 15y < 450 = 2z + 3y <90
z>0,y>0 r>0,y>0

2(0,20) = 1600
2(45,0) = 2025
2(24,14) = 2200

Para obtener el maximo beneficio debe de fabricar 24 laminas finas y 14 ldminas gruesas con un
beneficio de 2200 euros.

Problema 6.5.2 (Puntuacién mdxima: 3 puntos)

Dada la funcién real de variable real definida por:

% — 16
flx) = 24
Se pide:
a) Encontrar las asintotas de la funcién.
b) Especificar el signo de la funcién en las distintas regiones en las que estd definida.

Solucion:

a) Verticales: t =2y x = —2

, z? — 16 —12 , z2 — 16 —12
Im —=|—| =400 Illm — = = —00

z—2— x2 —4 0- z—2+ 12 —4 0t
z? — 16 {—12} , z2 — 16 {—12} L
m ——— = |7 "|=— m —=|—)] =
r——2- T2 —4 0+ o r—s—2+ 22— 4 0— o
Horizontales:
, x2 — 16
Im ———=1=—= y=

z—o0 2 —4

Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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b) Signo de f(z)

(—o0,—4) | (=4,-2) | (-2,2) | (2,4) | (4,00)
f(z) + - + - +

La funcién es positiva en (—oo, —4) U (—=2,2) U (4, 00)

La funcién es negativa en (—4,—2) U (2,4)
Problema 6.5.3 (Puntuacién maxima: 2 puntos)
Los tigres de cierto pafs proceden de tres reservas: el 30% de la primera, el 25% de la segun-
da y el 45% de la tercera. La proporcién de tigres albinos de la primera reserva es 0,2 %, mientras
que dicha proporcién es 0,5 % en la segunda, y 0,1 % en la tercera. ;Cudl es la probabilidad de que

un tigre de ese pais sea albino?

Solucion:

0002~

0998 N4
03 A
3 0,005
725
T

. 0 T T

995 - NA

045 i

0.061 "
<=

6,999
NA

P(A) =0,002- 0,3+ 0,005 - 0,25+ 0,001 - 0,45 = 0,0023

Problema 6.5.4 (Puntuacién maxima: 2 puntos)

La duracién de la bateria de cierto teléfono mévil se puede aproximar por una distribucién normal
con una desviacién tipica de 5 meses. Se toma una muestra aleatoria simple de 10 baterias y se
obtienen las siguientes duraciones (en meses):

33 34 26 37 30 39 26 31 36 19

Hallar un intervalo de confianza al 95 % para la duracién media de este modelo de baterfas.

Solucion:
N(u,5) X =31,1 Za/2 = 1,96

1.0. = (Y ~ 2, /Q%, X + 2, /zjﬁ) = (28,00096789; 34,19903210)
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6.6. Septiembre 2006 - Opcion B

Problema 6.6.1 (Puntuacién mdxima: 3 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales, dependiente del parametro real a:

4+  y+ 2z2=2
—22+ 3y+ z2z=1
—z+ ay+ 3z=3

a) Discutir el sistema para los distintos valores de a.

b) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:
a)

B 1122
A= -2 3 1|1 |=|4=20-5a=0= a=14
-1 a 3|3

Sia# 4= |A| # 0= Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas= Sistema Compa-
tible Determinado

1 1

Sia=4=— |A|:Oy‘ 5 3

‘ =5 # 0 = Rango(4)=2.

Como las dos tltimas columnas de A son iguales, el Rango(A) = 2 =Rango(A) < n? de
incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

b) Sia=2:
T+  y+ 2z2=2 z=0
—2z+ 3y+ z=1 = y=0
—z+ 2y+ 3z=3 z=1

Problema 6.6.2 (Puntuacién mixima: 3 puntos)

Representar graficamente la regién acotada limitada por las graficas de las funciones
fl@)=9-2% g(@)=3+z
y obtener su area.

Solucion:
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(-3,0)

Los puntos de corte de las dos graficas son:

99—z’ =3+r=c=-3, =2

‘/_23(6—:102—x)dx

Problema 6.6.3 (Puntuacién maxima: 2 puntos)

Una urna contiene 10 bolas blancas y 5 negras. Se extraen dos bolas al azar sin reemplazamiento.
;,Cual es la probabilidad de que sean del mismo color?

Solucion: 10 9 54 1
P P =— — 4+ —.—=—=0,52 2
(bb) + P(nn) 5 14 + 5 14 21 0,5238095238

Problema 6.6.4 (Puntuacién mixima: 2 puntos)

El peso en kg de los estudiantes universitarios de una gran ciudad se supone aproximado por una
distribucién normal con media 60 kg y desviacién tipica 8 kg. Se toman 100 muestras aleatorias
simples de 64 estudiantes cada una. Se pide:

a) La media y la desviacién tipica de la distribucién de la media muestral

b) (En cudntas de las 100 muestras cabe esperar una media entre 59 y 61 kg?
Solucién:

a) N(60,1)

b) P59 < X < 61) = P(-1 < Z < 1) =2P(Z <1)—1 = 0,6826 Luego 100 - 0,6826 =
68,26 = en 68 muestras cabe esperar que la media esté entre 59 y 61 kg.
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Capitulo 7

Ano 2007

7.1. Modelo 2007 - Opcién A

El examen modelo coincide con el de Septiembre del 2006

7.2. Modelo 2007 - Opcién B

El examen modelo coincide con el de Septiembre del 2006

7.3. Junio 2007 - Opcién A

Problema 7.3.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del pardme-

tro real a:
z— 2y+ z= 0
3z+ 2y— 2z= 3
2z+ 2y+ az= 8

a) Discutir el sistema para los distintos valores de a.

b) Resolver el sistema para a = 4.

Solucion:
a)
B 1 -2 110 7
A= 3 2 —-213 = |A|=8a+14=0=0a=—-
4
2 2 al|8

7 _
Sia # 1= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de incégnitas, luego en este caso

el sistema serda compatible determinado.

. 7
Sia= ~1
1 -2 1 0
A= 3 2 -2 3
2 2 —7/4]8



tenemos que el Rango(A) = 2, ya que il)) 7; ’ =8 #£ 0, pero
1 -2 0 B
3 2 3|=46+# 0= Rango(A)=3
2 2 8

En este caso Rango(A) #Rango(A), luego el sistema serd incompatible.

b) Sia =4 el sistema es compatible determinado:

z— 29+ =z= 0 rz=1
3z+ 2y— 2z= 3 = y=1
20+ 2y+ 4z = 8 z=1

Problema 7.3.2 (3 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por
_ (z—3)?
fla) = ==

a) Determinar las asintotas de la funcién.

b) Calcular sus méximos y sus minimos y determinar sus intervalos de crecimiento.

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales: z = —3
i (x — 3)2 {36}
1 = _—— _— e —
x—l>n—13* @) z— -3 T+3 0~ >
3 (x —3)? {36}
1 = - — - —
o o3+ f(@) c— -3+ T+3 0+ o

@ Horizontales: No hay

@ QOblicuas: y = mz +n
_2)2
m= aim L8 g, @23
r— o0 I T —> 00 1’2 + 3x
- L (x — 3)2 )_ -9 +9
y=x—9
b)
2
, ¢+ 6x — 27
(—OO, _9) (—9,3) (3700)
e - -
f(z) | creciente | decreciente N | creciente
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La funcién crece en el intervalo: (—oo, —9) U (3, 00)
La funcién decrece en el intervalo: (—9, —3) U (=3, 3)

Presenta un maximo en el punto (—9, —24) y un minimo en (3,0)

Decdreciente

Crecients

Minimo(3,0)
y=x-9

laximo(-9, -24)

Crecisate
Deécreciente

Problema 7.3.3 (2 puntos) Segin un cierto estudio, el 40 % de los hogares europeos tienen con-
tratado acceso a internet, el 33 % tiene contratada televisién por cable, y el 20 % disponen de ambos
servicios. Se selecciona un hogar europeo al azar.

a) {Cudl es la probabilidad de que sélo tenga contratada la television por cable?
b) ;Cual es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servicios?

Solucion:

Lamamos A = {Tiene contratado internet} y B = {Tiene contratado TV por cable}

P(A)=0,4, P(B)=0,33, P(ANB)=0,2

P(ANB)=P(B)—P(ANB)=0,33-0,2=0,13

P(Ninguno) =1 — P(Alguno) =1— P(AUB) =
1 - [P(A) + P(B) — P(ANB)] = 1 — 0,53 = 0,47

Problema 7.3.4 (2 puntos) La edad a la que contraen matrimonio los hombres de la Isla de
Barataria es una variable aleatoria que se puede aproximar por una distribucién normal de media
35 anos y desviacién tipica de 5 anos. Se elige aleatoriamente una muestra de 100 hombres de dicha
isla. Sea X la media muestral de la edad de casamiento.

a) ¢{Cudles son la media y la varianza de X?

b) Cual es la probabilidad de que la edad media de casamiento de la muestra esté comprendida
entre 36 y 37 anos?
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Solucion:

a) Tenemos

o 5
N( ,—):N(SS, >:N 35,0,5
b /m 100 ( )
Media 35 varianza 0,5% = 0,25

b)
3635 _ , 3735
05 — 7= 05

P(Z <4)— P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

P(36§Y§37):P( >:P(2§Z§4):

7.4. Junio 2007 - Opcién B

Problema 7.4.1 (3 puntos) Una empresa de instalaciones dispone de 195 kg de cobre, 20 kg de
titanio y 14 kg de aluminio. Para fabricar 100 metros de cable de tipo A se necesitan 10 kg de
cobre, 2 de titanio y 1 de aluminio, mientras que para fabricar 100 metros de cable de tipo B se
necesitan 15 kg de cobre, 1 de titanio y 1 de aluminio. El beneficio que se obtiene por 100 metros

de tipo A es de 1500 euros, y por 100 metros de tipo B, 1000 euros.

Calcular los metros de cable de cada tipo que hay que fabricar para maximizar el beneficio de
la empresa. Obtener dicho beneficio.

Solucién:
Sea x cantidad de cable tipo A.

Sea y cantidad de cable tipo B.

2x43y=39

Cobre | Titénio | Aluminio | Beneficio
A 10 2 1 1500
B 15 1 1 1000
Total | 195 20 14
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La funcién objetivo: z(x,y) = 15002 4+ 1000y

Las restricciones seran:

10x + 15y < 195 2z 4+ 3y < 39
2z +y <20 . 22 +y <20
r+y <14 r+y <14

z,y >0 z,y=>0
2(0,13) = 13000
z(3,11) = 15500
z(6,8) = 17000
2(10,0) = 15000

Luego para obtener el méaximo beneficio se deberan fabricar 600 metros del tipo A y 800 metros
del tipo B, con un beneficio de 17000 euros.

Problema 7.4.2 (3 puntos) Representar graficamente la regién acotada limitada por las gréficas
de las funciones . . :
fl@)=32% (@) = 5(52+20), h(x) = 5(=5z +20)

y obtener su area.
Solucién:

Dibujamos las graficas de f que es una pardbola con vértice en el punto (0,0) y de las rectas
gy h:

Igualando funciones f(z) = g(z) y f(z) = h(x) obtenemos los limites de integracién. Por observa-
cién del recinto vemos que es simétrico, bastaria calcular el area encerrada entre z =0y z =2y
multiplicarla por 2:



Problema 7.4.3 (2 puntos) Los pianistas de la isla sordina se forman en tres conservatorios, C1,
C2 y C3, que forman al 40 %, 35% y 25 % de los pianistas, respectivamente. Los porcentajes de
pianistas virtuosos que producen estos conservatorios son del 5%, 3% y 4 %, respectivamente. Se
selecciona un pianista al azar.

a) Calcular la probabilidad de que sea virtuoso.

b) El pianista resulta ser virtuoso. Calcular la probabilidad de que se haya formado en el primer
conservatorio C1.

Solucion:

1
Ry
0.4
fin 4
2
04.97 A

25
r__ Ood
2 Vv

6.96

a) P(V)=0,4-0,05+0,35-0,03+ 0,25 0,04 = 0,0405

b)

V|C1)-P(C1)  0,05-0,4
P(V) ~ 00,0405

P(C1|V) = P = 10,4938

Problema 7.4.4 (2 puntos) La duracién de las rosas conservadas en agua en un jarrén es una
variable aleatoria que se puede aproximar por una distribuciéon normal con una desviacién tipica de
10 horas. Se toma una muestra aleatoria simple de 10 rosas y se obtienen las siguientes duraciones
(en horas):

57, 49, 70, 40, 45, 44, 49, 32, 55, 45

Hallar un intervalo de confianza al 95 % para la duracién media de las rosas.

Solucion:

Se trata de una distribucién N(u,10), n =10, X = 48,6y Zo2 = 1,96 =

IC:(X—ZQ/Q\;—’E7X+ZQ/2 N
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7.5. Septiembre 2007 - Opcién A

Problema 7.5.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del pardme-
tro real a:
z+ ay+ z= 1
2y+ az= 2
z+ y+ z= 1

a) Discutir el sistema para los distintos valores de a.
b) Resolver el sistema paraa =3y a = 1.
Solucién:

a)

- 1
A= 0
1

=N

1]1
al2 | =|Al=d*-a=0=14a=0, a=1
171

Sia#0ya#1=|A| #0=Rango(A) =Rango(A) = 3 =n? de incégnitas, luego en este
caso el sistema serd compatible determinado.

Sia=0
B 1 0 1|1 0 1 1 -
A= 0 2 0|2 |=|2 0 2 |=2#0=— Rango(4)=3
1 1 11 1 1 1
0 1 . .
Como 9 0= —2 # 0 = Rango(A) = 2. Luego el sistema es Incompatible.
Sia=1

1 1 111
A= 0 2 1|2
1 1 11

La primera fila y la tercera son iguales y como ! ' =2 # 0 = el Rango(A) =Rango(4) =

1
0 2
2 < n? de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado.

b) Si a = 3 el sistema es compatible determinado:

z+ 3y+ z= 1 x=1/3
204 3z2= 2 =< y=0
x+ y+ z= 1 z2=2/3

Sia =1 el sistema es compatible indeterminado:

z+ y+ z= 1 1
{ it = 2 y=1-3A
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Problema 7.5.2 (3 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por
2? —x
flz) = 2 _37+2
a) Especificar el dominio de definicién.
b) Estudiar su continuidad.
¢) Calcular sus asintotas si las hubiera.
Solucién:
a) 2 —3r+2=0= =2, v =1= Dom(f) = R— {1,2}

b) En z = 1:

, 2 —x , 2 —x
hm —_—_ = hm 7:—1

t—1- 22 —-3x+2 z—1+32—-3z+2

Pero f(1) no existe y por tanto se trata de una discontinuidad evitable. (La funcién tiene un

agujero)
En x = 2:
, 2 —x {2}
im ——————=|—| =-00
z—2- 12 -3+ 2 0-
, 22—z {2}
im ———=|—| =
z—2+ 12 — 31+ 2 0t

La discontinuidad en este caso es inevitable. (La funcién pega un salto)
c¢) Asintotas:

@& Verticales: x = 2 por lo visto anteriormente

@ Horizontales: En y =1
2 _
lm —5 —* 4
z— o0 72 — 31 + 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

r=1 x

x=Z
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Problema 7.5.3 (2 puntos) En el departamento de lacteos de un supermercado se encuentran
mezclados y a la venta 100 yogures de la marca A, 60 de la marca B y 40 de la marca C. La
probabilidad de que un yogur esté caducado es 0,01 para la marca A; 0,02 para la marca B y 0,03
para la marca C'. Un comprador elige un yogur al azar.

a) Calcular la probabilidad de que el yogur esté caducado.

b) Sabiendo que el yogur elegido estd caducado, ;Cudl es la probabilidad de que sea de la marca
B?

Solucion:

\NCa
1 3 1
P(A)==, P(B)=-—, P(C)=-
(4)=35, PB)=; PIO)=¢
a)
P(Ca) = = 0,01+ = .0,02+ 20,03 = 0,017
A R T R S
b)
P(Ca|B)P(B) 0,023
P(B|Ca) = - = 0,3529
(B|Ca) P(Ca) 0,017

Problema 7.5.4 (2 puntos) Se supone que la recaudacién diaria de los comercios de un barrio
determinado es una variable aleatoria que se puede aproximar por una distribuciéon normal de des-
viacién tipica 328 euros. Se ha extraido una muestra de 100 comercios de dicho barrio, obteniéndose
que la recaudacién diaria media asciende a 1248 euros. Calcular:

a) El intervalo de confianza para la recaudacién diaria media con un nivel de confianza del 99 %.

b) El tamafo muestral minimo necesario para conseguir, con un nivel de confianza del 95 %, un
error en la estimacién de la recaudacién diaria menor de 127 euros.

Solucion:

a) Tenemos B
N (1,328), n=100, X = 1248, 2,5 = 2,575

10— (y - za/Q%jJr zm\‘/’ﬁ) = (1163, 54; 1332, 46)
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E =127, 2,5 =1,96

328
E= zm% — 127 =1,96" =

El tamano minimo de la muestra debe de ser n=371

= n = 370,97

7.6. Septiembre 2007 - Opciéon B

Problema 7.6.1 (3 puntos) Una aerolinea quiere optimizar el nimero de filas de clase preferente
y de clase turista en un avion. La longitud 1til del avién para instalar las filas de asientos es de 104
m, necesitdndose 2 m para instalar una fila de clase preferente y 1,5 m para las de clase turista.
La aerolinea precisa instalar al menos 3 filas de clase preferente y que las filas de clase turista sean
como minimo el triple que las de preferente. Los beneficios por fila de clase turista son de 152 euros
y de 206 euros para la clase preferente.

. Cuantas filas de clase preferente y cuantas de clase turista se deben instalar para obtener el
beneficio méximo?

Solucién:

Sea x el numero de filas de clase preferente.
Sea y el numero de filas de clase turista.
La funcién objetivo: z(z,y) = 206z + 152y

Las restricciones seran:

2x 4+ 1,5y <104 20x + 15y < 1040
z >3 N 3r—y <0
y > 3x Tz >3
y=>0 y=0

,196/3)

(16,48)

x=3
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2(3,196/3) = 10548,6
%(3,9) = 1986
2(16,48) = 10592

Luego para obtener el maximo beneficio se deberan instalar 16 filas de clase preferente y 48 de
clase turista, con un beneficio de 10592 euros.

Problema 7.6.2 (3 puntos) La grafica de la funcién f(z) = az® + bx? + c satisface las siguientes
propiedades:

@ Pasa por el punto (0,0).

@ Tiene un maximo local en el punto (1,2).
Se pide:

a) Obtener el valor de los coeficientes a, by c.

b) Hallar el drea de la regién acotada del plano limitada por la gréfica de la funcién g(z) =
—23 4+ 3z, el eje OX y la recta z = 1.

Solucién:
a) Tenemos:
iz Pasa por el punto (0,0) = f(0) =c¢=0
= Tiene un maximo local en el punto (1,2) = f'(1) =0y f(1) =2:
f'(z) = 3az® +2br = 3a+20=0, y a+b+c=2

a+b+c=2 a=—4
3a+20=0 =< b=6 = f(z)=—42>+ 62>
c=0 c=0

b) El recinto seria:
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Calculamos los puntos de corte de la funcién g con el eje OX = —234+3x=0= 2 =0,
z = —V3y x = 3. Luego los limites de integracién serfan los intervalos [—\/g, 0] donde la
funcién es negativa y [0, 1] donde es positiva:

4 2
F(z) = /(—x3—|—3x)dm = —‘% +35
§ = F(O) - F(-V3) + [F0) - FO) = |5 | + |3 = 5 2

3 1 _ 1
P(A)=-, P(B)=-, P(ANnB)= —
Calcular: B
P(AUB), P(AnB), P(A|B), P(B|A)
Solucion:
R N — 1 19
e P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(ANnB)=1- 20 =

+ _ _

20
3.1 19 3
42 20 10

& P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = P(ANB) =

- PAIR P(ANB) P(B)-P(ANB) 1/2-3/10 2
P(AIB) = P(B) P(B) 12 5

P(BNA) _ P(A)—P(ANB) _3/4-3/10 _3

< PBIA) = —p = P(A) 3/4 5

Problema 7.6.4 (2 puntos) El tiempo invertido en cenar por cada cliente de una cadena de
restaurantes es una variable aleatoria que se puede aproximar por una distribuciéon normal con
desviacion tipica de 32 minutos. Se quiere estimar la media de dicho tiempo con un error no supe-
rior a 10 minutos, y con un nivel de confianza del 95 %.

Determinar el tamano minimo muestral necesario para poder llevar a cabo dicha estimacién.

Solucion:

E=10, 2y, =1,96

32
E= za/Q% = 10=1,96 "= — n =39, 337984

El tamano minimo de la muestra debe de ser n = 40.
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Capitulo 8

Ano 2008

8.1. Modelo 2008 - Opcién A

1 21
Problema 8.1.1 (3 puntos) Dadas las matrices A = 1 n 1), X =
0 1 1
1
0
0
a) Hallar los valores de n para los que la matriz A tiene inversa.
b) Resolver la ecuacién matricial A- X = B paran =3
Solucién:
a)
[Al=n—-2= n=2
Sin#2=— 347!
Sin=2= No existe A™!
b)) A-X=B= X=A"'B
1 21 2 -1 -1
A= 131 |=A"= -1 1 o0
011 1 -1 1
2 -1 -1 1 2
X = -1 1 0 0 = -1
1 -1 1 0 1

a) Calcular sus asintotas y esbozar su grafica.
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b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en = 0.
Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales: Las tinicas posibles son x = +2

Enx=2:
i 322 {12}
m ——=|—|=-
z—s2- T2 —4 0— >
i 312 12
m ——=|—|=
z—2t 12 —4 0t >
Enz=-2:

i 3z {12}
m —=|—|=
et 224 lo+) = °

, 3z {12}
Iim ——=|—|=-x

z—s —2+ 22 — 4 0—

@ Horizontales:

; 32
grog 0 Y=

@ Oblicuas: No hay por haber horizontalesa
Para representar la funcién calculamos:

@ Puntos de Corte: (0,0)

@ Monotonia:
24x
/ W 4=
f ({E) vy (sz _ 4)2

(—00,0) (0, 00)
f'(z) + -

f(z) | Creciente | Decreciente

Luego la funcién presenta un maximo en el punto (0, 0).

@ Curvatura:

_ 24(32? +4)

fl(z) = wroap # 0 = No hay puntos de Inflexién

(—00,—2) | (-2,2) | (0,00)
f(z) + - +
f(z) | Céncava | Convexa | Céncava

@ Representacién grafica:
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Decreciante

Crecisnts Decreciante

y=3

Convexa

Creciente IPecreciante

b) El punto de tangencia es el (0,0) donde la funcién presenta un méximo y, por tanto, la
tangente coincide con el eje de abscisas y = 0.

Problema 8.1.3 (2 puntos) Un instituto tiene dos grupos de 22 de Bachillerato. El grupo A esté
formado por 18 alumnas, de las cuales 5 juegan al baloncesto, y 12 alumnos, 7 de los cuales juegan
al mismo deporte. El grupo B esta formado por 12 alumnas, 4 de ellas jugadoras de baloncesto, y
13 alumnos, 7 de los cuales practican baloncesto.

a) Si se elige un alumno de 2° de bachillerato al azar, calcular la probabilidad de que sea mujer.
b) (En qué grupo es mds probable elegir al azar un estudiante que juegue al baloncesto?
Solucién:

a) Hay dos maneras de ver este problema:

Wi er
IR3
12/30 Homhre
122 ©MNuier

1372
Hombre

(Estdn todos los alumnos juntos y fuera de sus grupo?, en este caso P(Mujer) = =
0, 5454545454. Pero también podemos pensar que los alumnos se encuentran en sus grupos,
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en ese caso primero nos dirigimos hacia un grupo con una probabilidad de 1/2 y calculamos
las probabilidades condicionadas correspondientes:

1 18 1 12
P(Mujer) = = - — + = - — = 0,54
(Mujer) =5 - 35+ 3725 =09
b) Ahora tenemos:
Baloncesto
T3

/

12

1830 -
1325 Balon cesto
B
k
No Balon cesto
P(Baloncesto|A)P(A) 12/30-1/2
P(A|Bal to) = = =
(A]Baloncesto) P(Baloncesto) 12/30 - 1/2 + 12/25 - 1/2
5
— = 10,4545
11 ’
P(Baloncesto| B) P(B) 12/25-1/2
P(B|Baloncesto) — _ _
(B[Baloncesto) P (Baloncesto) 12/30 - 1/2 1 12/25 - 1/2
6
2 = 0,5454
= = 0,545

Es claro que, es mas probable encontrar un alumno que juegue al baloncesto en el grupo B.

Problema 8.1.4 (2 puntos) La edad de la poblacién que vive en residencias de mayores en Ma-
drid sigue una distribucion normal de desviacién tipica 7,3 anos. Se toma una muestra aleatoria
simple de tamano 50. ;Se puede asegurar que la edad media de la poblacién difiere en menos de 2
anos de la media de la media de la muestra con un nivel de confianza del 95 %?

Solucion:

a) Tenemos

N (,7,3), n=250, z4/2 =196

o 7,3
ap—— = 1,96—

o V50

Como IC' = (Y —2,023, X + 2,023) no podemos asegurar, que la edad media de la poblacién
difiere en menos de 2 anos.

E=

= 2,023
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8.2. Modelo 2008 - Opcion B
Problema 8.2.1 (3 puntos)
a) Representar la regién del plano definida por el siguiente sistema de inecuaciones:
—z+ y< 60

z+ y=> —40
11z+ 3y < 40

b) Maximizar la funcién f(z,y) = 10z — y en la regién obtenida.

¢) Minimizar la funcién g(z,y) = « — 10y.

Solucion:
—x+ y< 60 r— y> —60
z+ y> —40 = z+ y> —40
11+ 3y < 40 1llz+ 3y < 40
b)

£(~10,50) = —150
£(=50,10) = —510
£(20, —60) = 260

El méximo de f en este recinto se encuentra en el punto (20, —60) con un valor de 260.

c)
9(—10,50) = —510
9(—50,10) = —150
(20, —60) = 620

El minimo de g en este recinto se encuentra en el punto (—10,50) con un valor de —510.

Problema 8.2.2 (3 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por f(z) = 2% —62%+9z,
se pide determinar:

a) Los puntos en los que la gréfica de f corta a los ejes de coordenadas.
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b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

c¢) El érea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de la funcién y el eje OX.

Solucion:

Max(1,4) Creciente

Decreciente

Min(3,0)

Crpcieante

a) Puntos de Corte:

3

@ Con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 2° —62° + 92 =0= 2 =0y z =3 = los
puntos son (0,0) y (3,0).

@ Con el eje OY: hacemos x =0 = f(0) = 0 = el punto es el (0,0).
b) Monotonia:
flx) =322 -1204+9=0= =1, =3
(—OO, 1) (173) (3a OO)
f'(z) + - +
f(z) | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién tiene un méximo en (1,4) y un minimo en (3,0)

¢) El drea encerrada se encuentra entre los puntos de abscisa z =0y 2 = 3:

3 4 273
27
S:/($3—6w2+91:)dx:x——2x3+9m_ 22
0 4 2 0 4

Problema 8.2.3 (2 puntos) La orquesta musiquera estd formada por tres tipos de instrumentos,
30 de madera, 15 de viento y 5 de percusion. La vispera de un concierto se ponen enfermos dos
musicos. Calcular la probabilidad de que:

a) Ambos toquen instrumentos de viento.
b) Ambos toquen el mismo tipo de instrumento.

Solucion:

Llamamos M al instrumento de madera, V al de viento y P al de percusién. Los musicos en-
fermos son A y B.
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15 14 3
P(A = B = =—— ===
( Vy V) 50 19 — 35 0,086
P(ambos lo mismo) =
PA=MyB=M)+P(A=VyB=V)+PA=PyB=P)=

30 20 15 14 5 4 22
= =0,
50 29 750 19 50 19 a9

Problema 8.2.4 (2 puntos) Para conocer la produccién media de sus olivos, un olivarero escoge
al azar 10 de ellos, pesa su produccion de aceitunas, y obtiene los siguientes valores, expresados en
kg:

175, 180, 210, 215, 186, 213, 190, 213, 184, 195

Sabemos que la produccién sigue una distribucién normal con desviacion tipica igual a 15,3.

Se pide estimar la produccién media del olivar con un nivel de confianza del 95 %.
Solucién:

N(11;15,3) n =10, X =196,1, 2,5 = 1,96

10 = (X =20/ X b 20 ) = (186.617:205.553)

8.3. Junio 2008 - Opcion A

Problema 8.3.1 (3 puntos) Un agricultor tiene repartidas sus 10 hectareas de terreno de barbe-
cho, cultivo de trigo y cultivo de cebada. La superficie dedicada al trigo ocupa 2 hectéreas mas
que la dedicada a la cebada, mientras que en barbecho tiene 6 hectareas menos que la superficie
total dedicada al cultivo de trigo y cebada. ;Cuédntas hectareas tiene dedicadas a cada uno de los
cultivos y cudntas estdn en barbecho?

Solucién:
x: hectareas de barbecho

y: hectareas de trigo

z: hectareas de cebada

z+y+2z=10 r=2
y=z+2 = ¢ y=5
rT=y+2—-6 z=3
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Problema 8.3.2 (3 puntos) Calcilese el drea de la regién plana acotada limitada por las graficas
de las funciones reales de variable real

flx) =2 -z, g(z)=1-2°

Solucion:

-1

Buscamos los puntos de corte entre ambas gréficas

1
x2_x21_1'2:>21'2_1'—1:0:>x:_§, flf:]_
1 3 2 1
2 9
s:/ (222 — 2 — 1) de| = i_z_x} _ 9.
—1/2 3 2 _1/2

Problema 8.3.3 (2 puntos) En un juego consistente en lanzar dos monedas indistinguibles y
equilibradas y un dado de seis caras equilibrado, un jugador gana si obtiene dos caras y un ntimero
par en el dado, o bien exactamente una cara y un nimero mayor o igual a cinco en el dado.

a) Calculese la probabilidad de que un jugador gane.

b) Se sabe que una persona ha ganado. ;Cuél es la probabilidad de que obtuviera dos caras al
lanzar las monedas?

Solucion:

Q
Q
&
Q
Q
)

CX1),(CX2),(CX3),(CX4
XC1),(XC2),(XC3),(XC4
(XX1),(XX2),(XX3),(XX4

i

Q = {(CC1),(CC2),(CC3), (CC4
(
(

D — —
/-\Q/\/—\
Q
ot
~ =
/>-<\/\
Q
D
— =

P(Gane) = %
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6 3
P(CC|gana) = - = =
(CClgana) = £ = =
Problema 8.3.4 (2 puntos) El tiempo en minutos dedicado cada dia a escuchar musica por los
estudiantes de secundaria de una cierta ciudad se supone que es una variable aleatoria con distri-
bucién normal de desviacién tipica igual a 15 minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de
10 estudiantes y se obtienen los siguientes tiempos (en minutos):

91; 68; 39; 82; 55; 70; 72; 62; 54; 67

a) Determinese un intervalo de confianza al 90 % para el tiempo medio dedicado a escuchar
musica por un estudiante.

b) Calctlese el tamafio muestral minimo necesario para conseguir una estimaciéon de la media
del tiempo diario dedicado a escuchar musica con un error menor que 5 minutos, con un nivel
de confianza del 95 %.

Solucién:
a) Se trata de una distribucién N(u,15), n =10, X =66 y Zos2 = 1,645 =

10 = (Y — Z4 /Q%X + 24 /2\;7) — (58,19707987; 73,80292012)

Zay2 = 1,96

15
E=zyp—— = 5=196—

— n = 34,5744
NG Jn T

Luego n = 35

8.4. Junio 2008 - Opcién B

Problema 8.4.1 (3 puntos) Un distribuidor de aceite de oliva compra la materia prima a dos
almazaras, Ay B. Las almazaras A y B venden el aceite a 2000 y 3000 euros por tonelada, respec-
tivamente. Cada almazara le vende un minimo de 2 toneladas y un méximo de 7 y para atender a
su demanda, el distribuidor debe comprar en total un minimo de 6 toneladas. El distribuidor debe
comprar como méaximo a la almazara A el doble de aceite que a la almazara B. ;Qué cantidad de
aceite debe comprar el distribuidor a cada almazara para obtener el minimo coste? Determinese
dicho coste minimo.

Solucion:
Sea z cantidad de toneladas de A.

Sea y cantidad de toneladas de B.
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La funcién objetivo: z(x,y) = 2000z 4+ 3000y

Las restricciones seran:

2<z<T7 2<z <7
2<y<7 2<y<7
rT+y>6 rT+y>6
r < 2y rz—2y <0

(0,0)

2(4,2) = 14000
2(2,4) = 16000
2(2,7) = 25000
2(7,7) = 35000
2(7,7/2) = 24500

Luego para obtener el minimo coste se debera comprar cuatro toneladas a la almazara A y 2 a la
almazara B, con un gasto de 14000 euros.

Problema 8.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x)zw7 x40

x
a) Determinense las asintotas de f.

b) Calctlense sus mdximos y minimos relativos y determinense sus intervalos de crecimiento.

2
c¢) Calculese la integral definida / f(z)dx.
1

Solucion:

a) Asintotas:
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@ Verticales: x =0

2 2 2
lfm f(z) = lim T2 {—} —
T— 0~ T—s 0~ T 0-
2 +r+2 { 2 }
1/ == 1/ _— = | — | =
A f@) =t or ]~
@ Horizontales: No Hay
2
2
lim f(z) = lim iy e
Tr—> 00 Tr—> 00 €T
@ Oblicuas: y = mx +n
2
m= lim 1@ _ gy TEEF2_,
r—>ro0 I T—> 00 x
2 2 2
n= lim (f(z)—ma)= lim (wf:o = lim rhe_ 1
r—> 00 r—> 00 x T—> 00 x
y=x+1
b)
, 2% -2
fi(z) = — =0=z=-V2, 2=V2
x
(_007 _\/5) (_\/57 \/5) (\/5700)
f'(x) + - +
f(z) | creciente | decreciente \ | creciente

La funcién crece en el intervalo: (—oco, —v/2) U (v/2, c0)

La funcién decrece en el intervalo: (—v/2,0) U (0,v/2)

Presenta un méaximo en el punto (—\/i, 1 —2v/2) y un minimo en (V2,1 + 2\/5)

x=0
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2 2

2 2 2
2 5
/ f(a?)dx:/ wdmz?ln(m)—i—x—ﬁ—x =—-+2In2
1 1 T 2 1 2

Problema 8.4.3 (2 puntos) Se consideran dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, tal
que:
1

a) ¢Son Ay B sucesos independientes? Razoénese.
b) Calctilese P(A|B).

Nota: La notacién A representa al suceso complementario de A.
Solucién:

1Ry 1
=,+3-PANB)= PANB) =5

N

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =

P(ANB) = % = P(A)- P(B)

Los sucesos A y B son independientes.

b)
PAID) — P(ANB) P(AUB) _
(415) P(B)  P(B)
1/2 3
2/3 4

Problema 8.4.4 (2 puntos) El rendimiento por hectdrea de las plantaciones de trigo en cierta
region, se supone que es una variable aleatoria con una distribucién normal con una desviacién
tipica de 1 tonelada por hectarea. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 64 parcelas con
una superficie igual a una hectérea cada una, obteniéndose un rendimiento medio de 6 toneladas.

a) {Puede asegurarse que el error de estimacién del rendimiento medio por hectdrea es menor
de 0,5 toneladas, con un nivel de confianza del 98 %7 Razdnese.

b) {Qué tamario minimo muestral debe tomarse para que el error de estimacién sea menor que
0,5 toneladas con un nivel de confianza del 95 %

Solucion:

a)

Zaj2 = 2,325
o 1
NN
El error de estimacién es menor de 0.29 toneladas, luego podemos afirmar que, es menor de

0.5 toneladas.

E =z 2,325—— = 0,29
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Zays = 1,96
0,5=1,96 ! = 15,3664
= — n =
) ) \/ﬁ )
n = 16

8.5.

Problema 8.5.1 (3 puntos) Una empresa instala casas prefabricadas de tres tipos A, By C.
Cada casa de tipo A necesita 10 horas de albanileria, 2 de fontaneria y 2 de electricista. Cada casa
de tipo B necesita 15 horas de albanileria, 4 de fontaneria y 3 de electricista. Cada casa de tipo C
necesita 20 horas de albanileria, 6 de fontaneria y 5 de electricista. La empresa emplea exactamente
270 horas de trabajo al mes de albanileria, 68 de fontaneria y 58 de electricista. ;Cuantas casas de
cada tipo instala la empresa en un mes?

Septiembre 2008 - Opcién A

Solucién:
z: n° de casas tipo A
y: n2 de casas tipo B

z: n? de casas tipo C

albafileria | fontaneria | electricidad
A 10 2 2
B 15 4 3
C 20 6 5
totales 270 68 58
102 + 15y + 20z = 270 x =10
2z +4y + 6z = 68 — (¢ y=6
2z 4 3y + 5z = 58 z=4

Problema 8.5.2 (3 puntos) Se desea fabricar un acuario con base cuadrada y sin tapa, de capa-
cidad 500 dm?. La base y las paredes del acuario han de estar realizadas en cristal. ;Cudles deben

ser sus medidas para minimizar la superficie total del cristal empleado?

Solucion:
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500
V =2y =500 = y=—

2
2
S =a? + 4oy =2 + 020
x
2000 223 — 2000
S(@)=a’+ 5 — S@)= = = 0= z=10
x x
(—00,10) | (10,00)
S@) | = +
S(x) | decrece crece

Las dimensiones son z = 10 dm e y = 5 dm.

Problema 8.5.3 (2 puntos) Se consideran dos actividades de ocio: A = ver televisiéon y B =
visitar centros comerciales. En una ciudad, la probabilidad de que un adulto practique A es igual
a 0,46; la probabilidad de que practique B es igual a 0,33 y la probabilidad de que practique A y
B es igual a 0,15.

a) Se selecciona al azar un adulto de dicha ciudad. ;Cudl es la probabilidad de que no practique
ninguna de las dos actividades anteriores?

b) Se elige al azar un individuo de entre los que practican alguna de las dos actividades. ;Cuél
es la probabilidad de que practique las dos actividades?

Solucioén:
P(A)=0,46; P(B)=0,33; P(ANB)=0,15

a)

P(AUB)=1-P(AUB)=1-[P(A)+ P(B)—P(ANB)]|=0,36
b)

P(ANBN(AUB)) P(ANB)0,15
P(ANBJAUB) = = = 0,234
(ANBlAUE) P(AUB) PAUB) 0,61 »2347T

Problema 8.5.4 (2 puntos) Se supone que la calificacién en Matemadticas obtenida por los alum-
nos de una cierta clase es una variable aleatoria con distribucién normal de desviacién tipica 1,5
puntos. Se elige una muestra aleatoria simple de tamano 10 y se obtiene una suma de sus califica-
ciones igual a 59,5 puntos.

a) Determinese un intervalo de confianza al 95 % para la calificacién media de la clase.

b) {Qué tamaio ha de tener la muestra para que el error méximo de la estimacién sea de 0,5
puntos, con el nivel de confianza del 95 %.

Solucién:
a) Se trata de una distribuciéon N(u,1,5), n =10, X =595y Zay2 = 1,96 =

10 = ( X -2, /Q%,Y + 24 /QJH) — (5,020290367; 6,879709632)

Zay2 = 1,96

o 1,5

E=z49— = 05= 1,96\/5

— n = 34,5744
NG e

Luego n =35
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8.6. Septiembre 2008 - Opciéon B

Problema 8.6.1 (3 puntos) Se desea invertir una cantidad de dinero menor o igual que 125000
euros, distribuidos entre acciones del tipo A y del tipo B. Las acciones del tipo A garantizan una
ganancia del 10 % anual, siendo obligatorio invertir en ellas un minimo de 30000 euros y un méximo
de 81000 euros. Las del tipo B garantizan una ganancia del 5 % anual, siendo obligatorio invertir en
ellas un minimo de 25000 euros. La cantidad invertida en acciones del tipo B no puede superar el
triple de la cantidad invertida en acciones del tipo A. ;Cuédl debe ser la distribucién de la inversién
para maximizar la ganancia anual? Determinese dicha ganancia méxima.

Solucion:
Sea z cantidad invertida en A.

Sea y cantidad invertida en B.

La funcién objetivo: z(x,y) = 0, 1z + 0,05y

Las restricciones seran:
z +y < 125000
30000 < =z < 81000
y > 25000
y <3z

(30000,90000)

X+H=125000

(81000,44000)

(30000,25000)

y=25000 (81000,25000)

x=30000 x=81000

2(30000, 25000) 4250

#(81000,25000) = 9350

2(30000,90000) = 7500
( )
)

z(81000, 44000 10300
2(31250,93750) = 7812,5

Luego para obtener el maximo beneficio se deberd invertir 81000 euros en acciones tipo A y 44000
euros en acciones tipo B con un beneficio maximo esperado de 10300 euros.
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Problema 8.6.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

fay =2

a) Determinense las asintotas de f.

b) Calctlense sus maximos y minimos relativos y determinense sus intervalos de crecimiento.

5
¢) Calculese la integral definida / (z% — 4) f(x) da.
3

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales: z =2y z = -2
2 +2 { 6 }
Ii = i = | =] ==
S fe) = 1 i o] =
2 +2 { 6 }
1/ = 1/ —_— = _— =
i S =l g = ] =
. ) z2 +2 6
w—h>n—12_ f(:E) - w—h>H—12_ 1172 —4 - |:07+} teo
z2 42 { 6 }
1/ = —_— —_— —_ —
A, )= g = ] =
@ Horizontales: y =1
, , x2 42
@ Oblicuas: No hay por haber horizontalesa
b)
12z
f@) =~z =0 = 7= 0

(—00,0) (0, 00)
f(x) + -
f(z) | creciente | decreciente

La funcién crece en el intervalo: (—oo, 0)
La funcién decrece en el intervalo: (0, +00)
Presenta un méximo en el punto (0, —1/2)
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x=2

y=1

Mdx(0,-1/2)

5 2 5
/(x2—4)f(rc)d:v:/ ($2+2)dx:x—3+2x _ 110
3 1 3

3
Problema 8.6.3 (2 puntos) Se supone que las sefiales que emite un determinado telégrafo son

3
punto y raya y que el telégrafo envia un punto con probabilidad - y una raya con probabilidad
4
7 Los errores en la transmisién pueden hacer que cuando se envie un punto se reciba una raya

1 1
con probabilidad R4 que cuando se envie una raya se reciba un punto con probabilidad 3

1 1
P(rayalpunto) = 7 P(puntolraya) = 3

a) Si se recibe una raya, jcudl es la probabilidad de que se hubiera enviado realmente una raya?

b) Suponiendo que las sefiales se envian con independencia, jcudl es la probabilidad de que si
se recibe punto — punto se hubiera enviado raya — raya

Solucion:

Rpunto
/

o

&
3/7 Rrava

4/7
13 Rpunto

raya

\k
Rrava
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P(Rrayalraya) - P(raya) 2/3-4)7

P(raya|Rraya) =

P(Rraya) T 3/7T-1/A+4/7-2/3
32
= 7 =0, 780487804
11 0, 7804878048
b)
P(Rpunto|raya) - P(raya) 1/3-4/7
P Rpunto) = _ _
(raya| Rpunto) P(Rpunto) 3/7-3/4+4/7-1/3
1
= £ = 0,3720930232 = P(raya — raya|Rpunto — Rpunto) =

16 16 256

= e = Tara = 0,13845321

313 1sag 184S

Problema 8.6.4 (2 puntos) La duracién de la vida de una determinada especie de tortuga se
supone que es una variable aleatoria, con distribucién normal de desviacion tipica igual a 10 anos.
Se toma una muestra aleatoria simple de 10 tortugas y se obtienen las siguientes duraciones, en
anos:

46, 38, 59, 29, 34, 32, 38, 21, 44, 34
a) Determinese un intervalo de confianza al 95 % para la vida media de dicha especie de tortugas.

b) {Cudl debe ser el tamafio de la muestra observada para que el error de la estimacién de la
vida media no sea superior a 5 afos, con un nivel de confianza del 90 %

Solucién:
a) Se trata de una distribuciéon N(u,10), n =10, X =375y Za/2 = 1,96 =

1c = (y - za/Q%,Y N zm;ﬁ) — (31,30193578; 43,69806421)

ZQ/Q = 1,645

10
E= zaﬂ% — 5= 1645

— n=10,8241

Luego n =11
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Capitulo 9

Ano 2009

9.1. Modelo 2009 - Opcién A

Problema 9.1.1 (3 puntos) Se considera la matriz dependiente del pardmetro real k:
-1 1 0
A= 1 1 k
E 1 k
a) Determinese los valores de k para los cuales A tiene inversa.
b) Para k = 2, calctilese (si existe) A7
¢) Para k = 1, calctlese (A — 247)2.
Nota: La notificacién A7 representa a la matriz transpuesta de A.

Solucion:

a)
Al=k* k= k=1, k=0

Sik£0yk#1=— 347"
Sik=00k=1= No existe A"

b) Si k =2 la inversa existe:

-1 1 0 0 -1 1

A= 112 |=A4'= 1 -1 1

2 1 2 —-1/2 3/2 -1

c) Sik=1:
2

-1 1 0 -1 1 1 0 2
(A—2AT)2 = 111 -2 11 1 = -1 3
111 01 1 11
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Problema 9.1.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z) =2+ az® +bx; a,beER
a) {Qué valores deben tomar a y b para que f tenga un méximo relativo en el punto P(1,4)?

b) Para a = —2, b = —8, determinense los puntos de corte de la grifica de f con los ejes de
coordenadas y determinense los puntos de inflexion de dicha grafica.

¢) Para a = —2, b= —8, calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica de
fyelejeOX.
Solucién:

a) f'(x) = 32?4+ 2ax + b para que f tenga un maximo relativo en P(1,4) tiene que ocurrir:

—6
=9

f)=0= 2a+b+3=0 a
{f(l):4:>a+b—3:o :‘{ b

La funcién es: f(z) = 2° — 622 + 9z
b) Sia=-2yb=-8= f(z) =2% 22> -8

@ Puntos de corte:

Uit -

@ Puntos de Inflexién:

= (0,0)
0= 2° —22% — 8z =0= (0,0), (4,0), (-2,0)

fl(x) =32 —4x -8, f'(v)=6r—4=0= 2=

Wl Do

Como f"(z) = 6 = f"(2/3) = 6 # 0 = el punto(2/3, —160/27
inflexién. Otra manera de comprobarlo es:

~—

es un punto de

(=00,2/3) | (2/3,+0)
f(z) - +

f(x) | convexa céncava

En el punto de abscisa = 2/3 la funcién pasa de ser convexa a ser céncava y ademéds
hay continuidad en ese punto, lo que quiere decir que, se trata de un punto de Inflexién.

c) Sia=-2yb=-8= f(x)=12% 22> -8

22 -2 —8r=0= z=-2, £=0, t=4

Los limites de integracion seran de x = —2axz =0y dex=0az =4.
0 4 3 210
2z 8z 20
Sy = 3227 —8x)d :”i————} ==
1/,2(369696)”“"4132_23
4 4 3 214
2x 8x 128
S, = 3 _ 942 _ 82)d :1_7_7} -
2 /O(x v oSa)de=Tp = - | 3
148
S:‘Sl|+|52|:7u2
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(-2,0) ‘ (0,0) (4,0) £

Problema 9.1.3 (2 puntos) Calciilese la probabilidad de cada uno de los sucesos siguientes:
a) Obtener dos caras y una cruz en el lanzamiento de tres monedas equilibradas e indistinguibles.

b) Obtener una suma de puntos igual a seis o siete en el lanzamiento de dos dados de seis caras
equilibrados e indistinguibles.

Solucién:
1 1 1 3
a) P( doscarasyunacruz):P(CCX)+P(C’XC)+P(XC’C):§+§+§:§
b)
[ [[1[2]3]4]5]6]
123|455 |67
2134|5678
3)|4|5]6|7]81]9
4156|7819 |10
516|789 |10|11
6789101112
Tenemos: 5
P(SumaG):%
1
P(Suma?):é
11
P6 o 7)=—
607) =35

Problema 9.1.4 (2 puntos) Se supone que el peso de los ninos recién nacidos en una cierta regién
es una variable aleatoria con distribuciéon normal de media 3,25 kg y desviacién tipica 0,8 kg. Se
elige aleatoriamente una muestra de 64 nifos recién nacidos en esa regién. Sea X la media muestral
de los pesos observados.

a) ¢(Cuales son la media y la desviacién tipica de X?
b) (Cuadl es la probabilidad de que el peso medio de la muestra esté comprendido entre 3,3 kg

y 3,5 kg?
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Solucion:

Tenemos N (3,25,0,8), n = 64

— 0,8
a) X =3,25, 0 = —— = 0,1 = N(3,25;0,1
) N ( )
b)
— 3,3 —3,25 3,0—3,25
P3<X s - P(P R <z MR )

P05 < Z <25)=P(Z<25)— P(Z<0,5) =0,9938 — 0,6915 = 0,3023

9.2. Modelo 2009 - Opcién B

Problema 9.2.1 (3 puntos) Un hotel adquiri6 un total de 200 unidades entre almohadas, mantas
y edredones, gastando para ello un total de 7500 euros. El precio de una almohada es de 16 euros, el
de una manta 50 euros y el de un edredén 80 euros. Ademas, el nimero de almohadas compradas es
igual al niimero de mantas mas el nimero de edredones. ; Cuantas almohadas, mantas y edredones
ha comprado el hotel?

Solucion:

Llamamos z al n? de almohadas, y al n® de mantas y z al n2 de edredones.

e+ oyt 2= 200 =100
162+ 50y+ 80z= 7500 —s{ y =70

Problema 9.2.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

z? si T <2

fz)= r+a si 2<x<5h (a,b € R)
—2®+5r+b si x>5

a) Calcilense los valores de a y b para que la f se continua en z =2 y en x = 5.

b) Paraa =1y b= 6, calctilense las derivadas f'(1) y f'(7).
6
¢) Paraa =1y b= 6, calcilese la integral definida / f(x)dx
3

Solucion:

a) @ Enz=2

r—3 2~ T—> 2
x1—1>H12+ f(:E) - a:h—n>12 (SL‘ T CL) =2 ta

Luego4=24+a= a=2.
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@& Enzx=5
lim f(x):mh_n>15(x+a):5+a

r—> 5~

lim f(z) = h'rn5 (—2* +52+b) =0

r—> 5T r—>

Luego 5+a=b=— a— b= —5.

{a:2 :>{a:2
a—b=-5 b="7

—-1.0475 1.0475 2.0949 3.1424 4.1899 5.2373 x&48

b) Sia=1y b=06 tenemos:

x si T <2
flx) = z+1 si 2<2<h =
—224+5x 46 si r>5



5.9687

4.974

3.9792

2.9844

1.98%6

0.99479

-0.9731 0.9731 1.9462 2.9193 3.8924 4. 8555 5.8386

-0.99479

c) Sia=1yb=6

9731 0.9731 1.59462 2.9193 3.8924 4. 8555 5.8386

-0.99479



Problema 9.2.3 (2 puntos) La probabilidad de que un vehiculo de una cierta comparifa de coches
tenga un accidente es igual a 0,2. Si uno de los vehiculos sufre un accidente, la probabilidad de
que necesite la asistencia de una graa es igual a 0,85. Por otra parte, la probabilidad de que uno
de los vehiculos necesite la asistencia de una gria sin haber tenido un accidente es igual a 0,1.

a) Se elige al azar un vehiculo de dicha compaiiia, jcudl es la probabilidad de que necesite la
asistencia de una grua?

b) Si el vehiculo elegido ha necesitado la asistencia de una gria, jcudl es la probabilidad de que
no haya sido por causa de un accidente?

Solucion:

Llamamos A al suceso accidente, N A al suceso no hay accidente, G al suceso necesita gria y
NG al suceso no necesita grua.

NG

P(G) = P(G|A) - P(A) + P(GINA) - P(NA) = 0,2-0,85+0,8-0,1=0,25

P(G|NA)-P(NA) _0,1-0,8

PNAlG) = P(G) T 0,25

=0,32

Problema 9.2.4 (2 puntos) Se han elegido al azar 10 televisores de un taller de electrénica y se
ha anotado el niimero de horas que se han necesitado para su reparacion. Los resultados han sido:

7,5,8, 2 4,7, 4, 1, 6, 6

Se supone que el nimero de horas de reparacién de este tipo de televisores es una variable aleatoria
con distribucién normal de desviaciéon tipica 1,5 horas.

a) Determinese un intervalo de confianza del 90 % para el tiempo medio de reparacién.

b) {Que tamafio debe tener la muestra para que el error maximo de la estimacién sea 0,5 horas
con el mismo nivel de confianza?

Solucion:

a)
N(u;1,5) n=10, X =5, Zos2 = 1,645

IC = (Y—Za/gi X-'-ZQ/Q

= (4,21707987; 5,780292012
NG ) (4,21707987; 5,780292012)

=

n
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E = z0/3—= —> n = 24,354225

NG

El tamano minimo de la muestra tiene que ser n = 25.

9.3. Junio 2009 - Opcion A

Problema 9.3.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del parametro real k:

|
I

z+  y+ kz=
20— y+ 2z=
—x+ 3Jy— =z= 0

(@21

a) Disctitase el sistema para los distintos valores del pardmetro k.
b) Resuélvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.
¢) Resuélvase el sistema para k = 0.

Solucién:

a)

1 1 k|4
A= 2 -1 2|5 | =|A|=5k—-5=0—=k=1
-1 3 -1]0

Si k # 1= |A| # 0 =Rango(A4) =Rango(A) = 3 =n? de incdgnitas, luego en este caso el
sistema serd compatible determinado.

Sik=1
1 1 114
A= 2 -1 2|5 | = Rango(A4) =2
-1 3 -1]0
Como ; . ‘ = —3 # 0 = Rango(A) = 2. Luego el sistema es Compatible Indetermi-
nado.
b) Sik=1
{ vyt e= 4 ;”_i’_A
2z— y+ 2z= 5 L=
c) Sik=0
T+ Y+ = 4 z=3
20— y+ 2z= 5 = ¢ y=1
—z+ 3y— =z= 0 z=0

Problema 9.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
fla) = (2* - 1)?

a) Determinense los extremos relativos de f.
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b) Hallese la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa z = 3.

c¢) Calculese el drea del recinto plano acotado limitado por las gréficas de f y el eje OX.

Solucion:

a) f'(z) =4x(z? —1)=0= =0, 2 ==+1

(=00, -1) | (=1,0) 0,1) (1,00)
f' (=) - + - +
f(z) | Decreciente | Creciente | Decreciente | Creciente

Minimo(-1,0) Minimo(1,0)

La funcién es creciente en el intervalo (—1,0) U (1,00) y es decreciente en el intervalo
(—o0,—1)U(0,1).

La funcién presenta un mdaximo en el punto (0,1) y dos minimos en los puntos (1,0) y
(—1,0).

b) a =3 = f(3) =64, m = f'(3) = 96. La ecuacién de la recta tangente pedida es:

y—064=96(x —3) = 96x —y —224=0

-
! R R R T
Sy = 492 1d:[x——2x— = 2
1 /_1(33 x*+1)dx 3 3—}—33_1 T
-

Problema 9.3.3 (2 puntos) Se consideran tres sucesos A, B y C de un experimento aleatorio tal
que:

P(AUBUC) = g; P(ANBNC)=0; P(AB)=P(C|A) :%

159



a) Calcilese P(C' N B).

b) Calcilese P(AU B UC). La notacién A representa al suceso complementario de A.
Solucién:
a)
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

P(ANB) = P(A|B)P(B) =

P(C'NA) = P(C|A)P(A) =

= N
= W~

2 1 n 1 n 1 1
3 2 3 4 6 4
b) PLAUBUC)=P(ANBNC)=1-P(ANBNC)=1
Problema 9.3.4 (2 puntos) Se supone que el gasto mensual dedicado al ocio por una determinada
familia de un determinado pais se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién

normal de desviacion tipica igual a 55 euros. Se ha elegido una muestra aleatoria de 81 familias,
obteniéndose un gasto medio de 320 euros.

a) ¢Se puede asegurar que el valor absoluto del error de la estimacién del gasto medio por familia
mediante la media de la muestra es menor que 10 euros con un grado de confianza del 95 %?

b) {Cudl es el tamano muestral minimo que debe tomarse para poder asegurarlo?
Solucién:
a)
N(p,55), n=381, z4/0 =196
P(X-A<10)2095= P(X-A<10)=P(|z]< —2_)=
55/+/81

P(|Z] <1,64) = 0,9495 < 0,95
No podemos asegurar esa hipotesis.

b)
B = z43—= —> n=116,2084 = n = 117

N
9.4. Junio 2009 - Opciéon B

Problema 9.4.1 (3 puntos) Una refineria utiliza dos tipos de petréleo, A y B, que compra a
un precio de 350 euros y 400 euros por tonelada, respectivamente. Por cada tonelada de tipo A
que refina, obtiene 0,10 toneladas de gasolina y 0,35 toneladas de fuel-oil. Por cada tonelada de
tipo B que refina, obtiene 0,05 toneladas de gasolina y 0,55 toneladas de fuel-oil. Para cubrir sus
necesidades necesita obtener al menos 10 toneladas de gasolina y al menos 50 toneladas de fuel-oil.
Por cuestiones de capacidad, no puede comprar mas de 100 toneladas de cada tipo de petréleo.
. Cuantas toneladas de petréleo de cada tipo debe comprar la refineria para cubrir sus necesidades
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a minimo coste? Determinar dicho coste minimo.
Solucion:
Sea z cantidad de petréleo tipo A.

Sea y cantidad de petrdleo tipo B.

Gasolina | Fuel — oil | Coste
A 0,1 0,35 350
B 0,05 0,55 400
Total 10 50

La funcién objetivo: z(z,y) = 350z + 400y

Las restricciones seran:

0,1z 4+ 0,05y > 10 2z +y > 200
0,35z + 0,55y > 50 Tx + 11y > 1000
x <100 = x < 100
y <100 y <100
z,y >0 z,y >0
Ix+y=200
=100
(50,100) y=100 (100,100)
Tx+11y=10
(80.40) (100,300/11)
2(80, 40) = 44000
2(50, 100) = 57500
2(100, 300/11) = 45909, 09
Z(IOO, 100) = 75000
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Luego para obtener el minimo coste se deberdn comprar 80 toneladas del petréleo tipo A y 40
toneladas del tipo B, con un coste de 44000 euros.

Problema 9.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

@) = 2296—1

e —Tr—a

a) Determinense las asintotas de f, especificando los valores del pardmetro real a para los cuales
f tiene una asintota vertical, dos asintotas verticales, o bien no tiene asintotas verticales.

b
b) Para a = —1, calctilense los valores reales de b para los cuales se verifica que / flx)dz =0
0

Solucion:

a) Para que f tenga asintotas verticales P -r—a=0=

1++14+4a
2

xTr =

1
@ Si g = —1/4 la nica asintota vertical que hay es x = 5

@& Siag< —1/4= 1+ 4a < 0= no hay asintotas verticales.

@ Siag>—1/4= 1+ 4a > 0= hay dos asintotas verticales:

1++v1+4a 1—-+v1+4a
r=——, t=—_——

2 2

bo9r—1 9 b 9
0 —

b27b+1:1:>{ (1)

b
b

Problema 9.4.3 (2 puntos) Para la construccién de un luminoso de feria se dispone de un con-
tenedor con 200 bombillas blancas, 120 bombillas azules y 80 bombillas rojas. La probabilidad de
que una bombilla del contenedor no funcione es igual a 0,01 si la bombilla es es blanca, es igual a
0,02 si la bombilla es azul y 0,03 si la bombilla es roja. Se elige al azar una bombilla del contenedor.

a) Calctlese la probabilidad de que la bombilla elegida no funcione.

b) Sabiendo que la bombilla elegida no funciona, calcilese la probabilidad de que dicha bombilla
sea de color azul

Solucion:



-
P(NF)—1 0 01+i 0 02+1 0,03 =0,017
T2 7 10 5 07
-
P(NF|A)-P(A) 0,02-3/10
P(A|NF) = = =0, 35294
(AINF) P(NF) 0,017 ’

Problema 9.4.4 (2 puntos) Se supone que la cantidad de agua (en litros) recogida cada dia en
una estacién meteoroldgica se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal
de desviacién tipica 2 litros. Se elige una muestra aleatoria simple y se obtiene las siguientes
cantidades de agua recogidas cada dia (en litros):

9,1; 4,9; 7,3; 2,8; 5,5; 6,0; 3,7; 8,6; 4,5; 7,6

a) Determinese un intervalo de confianza para la cantidad media de agua recogida cada dia en
dicha estacién, con un grado de confianza del 95 %.

b) Calctlese el tamafio muestral minimo necesario para que al estimar la media del agua recogida
cada dia en la estacién meteorolégica mediante dicha muestra, la diferencia en valor absoluto
entre ambos valores sea inferior a 1 litro, con un grado de confianza del 98 %.

Solucién:
a) N(u,2),n =10, X =6y zq/2 = 1,96:

IC = ((Y— za/2%7f+ za/rz\(/%) — (4,76039; 7,23961)

b) E=1y z4/2 = 2,325:

E = zy/p—— = n = 21,6225

N

Como n tiene que ser un numero natural n = 22.
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9.5.

Problema 9.5.1 (3 puntos) Una carpinteria vende paneles de contrachapado de dos tipos A y B.
Cada m? de panel del tipo A requiere 0,3 horas de trabajo para su fabricacién y 0,2 horas para
su barnizado, proporcionando un beneficio de 4 euros. Cada m? de panel del tipo B requiere 0,2
horas de trabajo para su fabricacién y 0,2 horas para su barnizado, proporcionando su venta un
beneficio de 3 euros. Sabiendo que en una semana se trabaja un méximo de 240 horas de taller de
fabricacién y 200 horas en el taller de barnizado, calcular los m? de cada tipo de panel que debe
vender semanalmente la carpinteria para obtener el maximo beneficio. Calcular dicho beneficio

maximo.
Solucion:
Sea z m? de tipo A.

Sea y m? de tipo B.

Septiembre 2009 - Opciéon A

Fabricacion | Barnizado | Beneficio
A 0,3 0,2 4
B 0,2 0,2 3
Total 240 200

La funcién objetivo: z(x,y) = 4z + 3y

Las restricciones seran:

0,3z 4+ 0,2y <240

0,22 +0,2y <200 —>
vy >0

Ixt2y=2400

3z + 2y < 2400

(800,0)

x +y < 1000

,y >0

x+y=1000

2(0,1000) = 3000
2(400,600) = 3400
2(800,0) = 3200
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Luego para obtener el méximo beneficio se deberan vender 400 m? del tipo A y 600 del tipo B. El
benficio de esta venta es de 3400 euros.

Problema 9.5.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

20 +24  si r< -3
224+9 si —3<x<2
—x+15 si x> 2

a) Represéntese graficamente la funcién f.

b) Héllese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

c¢) Calciilese el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f y el eje OX.
Solucién:

a) La representacién grafica es:

-3,18)

(2,13)

(-12,0) (0.0) (15,0)

b) En z = 1 la funcién es f(z) = 2 + 9 = f'(2) = 2z tenemos f(1) = 10 y m = f'(1) =
2= y—-10=2@z—-1) = y=22+8

c¢) Célculo del érea:

3 r 169 1333
+
s 2 6

1 2 1
5:7-9-8+/ (x2+9)dx+—-13-13:81+{—+9x
2 3 2 3 _

Problema 9.5.3 (2 puntos) En un cierto banco el 30 % de los créditos concedidos son para vi-
vienda, el 50 % se destinan a las empresas y el 20 % son para consumo. Se sabe ademés que de los
créditos concedidos a vivienda, el 10 % resultan impagados, de los créditos concedidos a empresas
son impagados el 20 % y de los créditos concedidos para consumo resultan impagados el 10 %.

a) Calctlese la probabilidad de que un crédito elegido al azar sea pagado.

b) ;Cudl es la probabilidad de que un crédito elegido al azar se haya destinado a consumo,
sabiendo que se ha pagado?
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Solucién:
V': crédito para vivienda, E: crédito para empresa y C: crédito para consumo.

Pa: pagados y N P: no pagados.

Pa
0,9
d NP
0,3 0,1 s
0,
0.5 E
0.2 0,2 NP
Pa
0,9
C
0,1 NP

a) P(Pa) = P(V)-P(Pa|V)+P(E)-P(Pa|E)+P(C)-P(Pa|C) = 0,3-0,9+0,5-0,8+0,2-0,9 =
0,85

b)
P(Pa|C)-P(C)  0,9-0,2
P(Pa) 0,85

P(C|Pa) = —0,21176

Problema 9.5.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo de una conversacién en un teléfono maévil
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de desviacién tipica igual a
1,32 minutos. Se desea estimar la media del tiempo de las conversaciones mantenidas con un error
inferior o igual en valor absoluto a 0,5 minutos y con un grado de confianza del 95 %.

a) Calcilese el tamano minimo de la muestra que es necesario observar para llevar a cabo dicha
estimacion mediante la media muestral.

b) Si se supone que la media del tiempo de las conversaciones es de 4,36 minutos y se elige una
muestra aleatoria simple de 16 usuarios, jcudl es la probabilidad de que el tiempo medio de
las conversaciones de la muestra esté comprendido entre 4 y 5 minutos?

Solucion:
Tenemos N (3,25,0,8), n = 64

a) 0=1,32y 242 = 1,96
E=zyp—= = n=5,175

N

El tamano minimo de la muestra tiene que ser n = 27.
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b) N(4,36;1,32) = X ~ N(4,36;0,33)

IN

_ 4-4 4
P(4§X§5):P(7’36§Z ﬂ):
0,33 0,33

P(~1,09< Z <1,94) = P(Z <1,94) — P(Z < —1,09) = 0,8359

9.6. Septiembre 2009 - Opciéon B

Problema 9.6.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependientes
del pardmetro real k:

z+  y+ 2= 3
x+ ky+ z= 3
kx— 3z= 6

a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de k.
b) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.

c¢) Resuélvase el sistema para k = 3.
Solucién:
a)
11 1
A= 1 k 1 = |A|=—-k*-2k+3=0= k=1, k=-3
k
Sik#1yk# -3 = |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A4) = n? de incégnitas =

Sistema compatible determinado.

Sik=1:

Dos filas son iguales y, por tanto, el sistema es compatible indeterminado.

Sik=-3:
1 1 113 1 1 3
A= 1 -3 13 |, 1 -3 3|=-60+#0
-3 0 —-3|6 -3 0 6

en este caso Rango(A) = 2 y como hay un menor de orden 3 distinto de cero el RangoA = 3
y el sistema, en este caso, es incompatible.

b) k=1
ot g+ z= 3 | TTOF3
y=-—-3—4X
T— 3z= 6
z=A
c) k=3
T+ oyt oz 3 x="5/2
z+ 3y+ z= 3 y=0
3x— 3z 6 z=1/2



Problema 9.6.2 (3 puntos) El beneficio semanal (en miles de euros) que obtiene una central
lechera por la produccion de leche desnatada estd determinado por la funcién:

B(z) = —2% + 72 — 10
en la que x representa los hectolitros de leche desnatada producidos en una semana.
a) Represéntese graficamente la funcién B(z) con z > 0.

b) Calctlense los hectolitros de leche desnatada que debe producir cada semana la central lechera
para maximizar su beneficio. Calcilese dicho beneficio maximo.

¢) Calculense las cantidades minima y méxima de hectolitros de leche desnatada que debe
producir la central lechera cada semana para no incurrir en pérdidas (es decir, beneficio
negativo).
Solucién:
a) para ello calculamos:
i Puntos de corte:
Con el eje de abscisas hacemos z = 0 = B(0) = —10 = (0,—10)
Con el eje de ordenadas hacemos B(z) =0= =2y z=5= (2,0) y (5,0)

1 Maximos y minimos:

7 79)
/ = — = = — —_. -
B(z)=-224+7T=0= = 2:>(2,4

B'(z) = -2 = B"(7/2) = —2 < 0 = Méximo

(7/2,9/4)

2,0, (5.0

(0,-10)

b) El beneficio méximo es B(7/2) = 9/4 = 2250 euros con una produccién de 7/2 hectolitros.

¢) La produccién debe de estar comprendida entre 2 y 5 hectolitros semanales.
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Problema 9.6.3 (2 puntos) La probabilidad de que un habitante de cierto pueblo de la Comu-
nidad de Madrid le guste la musica moderna es igual a 0,55; la probabilidad de que le guste la
mausica clasica es igual a 0,40 y la probabilidad de que no le guste ninguna de las dos es igual a
0,25. Se elige al azar un habitante de dicho pueblo. Calctlese la probabilidad de que le guste:

a) al menos uno de los dos tipos de muiisica.

b

la musica clasica y también la moderna.
¢) solo la musica clésica.

d

)
)
)
) sélo la musica moderna.

Solucion:

Llamamos M al suceso le gusta la musica moderna y C al suceso le gusta la musica clésica.
Los datos del problema: P(M) = 0,55, P(C) =0,4y P(MUC) =0,25

a) PIMUC)=1-P(MUC)=1-0,25=0,75

b) P(MNC)=P(M)+ P(C)—P(MUC) =0,55+0,40 — 0,75 = 0,20
¢) P(CNM)=P(C)—P(MNC)=0,40 — 0,20 = 0,20

d) P(MNC)=PM)—P(MNC)=0,55-0,20 = 0,35

Problema 9.6.4 (2 puntos) Se supone que la estancia (en dfas) de un cierto hospital se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de desviacién tipica igual a 9 dias.
De una muestra aleatoria simple formada por 20 pacientes, se ha obtenido una media muestral
igual a 8 dias.

a) Determinese un intervalo de confianza del 95% para la estancia media de un paciente en
dicho hospital.

b) ¢Cudl debe ser el tamano muestral minimo que ha de observarse para que dicho intervalo de
confianza tenga una longitud total inferior o igual a 4 dias?

Solucién:
a) o
N(1,9) n=20, X =8, 242 =1,96
c (Y T X+ 2ap— ) (4,0556; 11,9444)
= — Ra/2 =) Raj2=—7= ) = (& y 4l
n n
b) E=2

E= za/Q% — n=77,79

El tamano minimo de la muestra tiene que ser n = 78.
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Capitulo 10

Ano 2010

10.1. Modelo 2010 - Opcién A

Problema 10.1.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del pardme-
tro real k:
x+ ky+ z= 1
2+ kz= 2
z+ y+ z= 1

a) Discutase el sistema para los distintos valores de k.
b) Resuélvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.
c¢) Resuélvase el sistema para k = 3.

Solucion:
a)

1 k1
A= 0 2 k = A=k -k=0=k=0, k=1
111

— o

Sik#0yk#1= |A| #0=Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas, luego en este
caso el sistema serd compatible determinado.

Sik=0
1 0 1)1 0 1 1
A= 0 2 0|2 |=|2 0 2|=2%#0= Rango(A) =3
1 1 111 1 1 1
0 1 . .
Como 9 0= —2 # 0 = Rango(A) = 2. Luego el sistema es Incompatible.
Sik=1
1 1 111
A= 0 2 1|2
1 1 11
La primera fila y la tercera son iguales y como é ; ' =2 # 0 = el Rango(A) =Rango(4) =

2 < n? de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado.
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b) Si k =1 el sistema es compatible indeterminado:

1

=—-A

T

z+ y+ z= 1 1
{ W+ 2= 2 921_5/\

z=A
¢) Si k = 3 el sistema es compatible determinado:

z+ 3y+ z= 1 x=1/3

20+ 3z2= 2 =< y=0
z+ y+ z= 1 z=2/3

Problema 10.1.2 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién cartesiana:

y=x

a) Calcilense las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la curva propuesta es
paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

b) Calctlese el drea del recinto plano acotado limitado por las gréficas de la curva propuesta,
la recta tangente a dicha curva en el punto P(1,1) y el eje OX.

Solucion:

a) y=r= m=1:

1
y=2’= ¢y =2r=1= 2a=1=—= a=3

11
El punto es el (a, f(a)) = (*7 f).
24
b) Calculamos la recta tangente a la curva en el punto (a,b) = (1,1):

Como se puede apreciar en la figura el area buscada consta de dos partes, por un lado sera
el drea entre la funcién y el eje de abscisas en el intervalo (0,1/2) y por otra parte el drea
encerrada por las funciones f(z) = 2% y g(x) = 2z — 1 en el intervalo (1/2,1)

8 1/2
1/2 3 1
51:/ IQdI:{g} = — 2
0 3], ~ 24
¥
! z3 ! 1
Slz/ (93272x+1)dx:{——z2+:17} = — u?
1/2 3 12 2
¥

1
S:|Sl|+|52\:ﬁu2
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Problema 10.1.3 (2 puntos) Segin un cierto estudio, el 40% de los hogares europeos tienen
contratado acceso a internet, el 33 % tiene contratada televisién por cable, y el 20 % disponen de
ambos servicios. Se selecciona un hogar europeo al azar.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que sélo tenga contratada la televisién por cable?
b) {Cuél es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servicios?

Solucién:
Lamamos A = {Tiene contratado internet} y B = {Tiene contratado TV por cable}

P(A)=0,4, P(B)=0,33, P(ANB)=0,2
P(ANB)=P(B)—P(ANB)=0,33-0,2=0,13

P(Ninguno) = 1 — P(Alguno) =1 — P(AUB) =
1 —[P(A) + P(B) — P(ANB)] =1 — 0,53 = 0,47

Problema 10.1.4 (2 puntos) Se supone que la duracién de una bombilla fabricada por una cierta
empresa se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media 900 horas
y desviacion tipica 80 horas. La empresa vende 1000 lotes de 100 bombillas cada uno. ;En cuantos
lotes puede esperarse que la duracién media de las bombillas que componen el lote sobrepase 910
horas?

Solucién:

La distribucion de la media en un lote:

N(900,80), n =100 => N(900,80/+/100) = N (200, 8)
910 — 900)
8
1—P(Z <125) =1 —0,8943502263 = 0, 1056497736

La probabilidad calculada es la de que la media de un lote sobrepase las 910 horas y, como tenemos
1000 lotes, el ntimero de lotes en los que esperamos que se sobrepasen las 910 horas serd de
1000 - 0,1056497736 ~ 105 lotes

P(X > 910) :P<Z >
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10.2. Modelo 2010 - Opcion B

Problema 10.2.1 (3 puntos) Una empresa de instalaciones dispone de 195 kg de cobre, 20 kg de
titanio y 14 de aluminio. Para fabricar 100 metros de cable de tipo A se necesitan 10 kg de cobre,
2 kg de titanio y 1 kg de aluminio. Para fabricar 100 metros de cable de tipo B se necesitan 15
kg de cobre, 1 kg de titanio y 1 kg de aluminio. El beneficio que obtiene la empresa por cada 100
metros de cable de tipo A fabricados es igual a 1500 euros, y por cada 100 metros de cable de tipo
B es igual a 1000 euros. Calcilese los metros de cable de cada tipo que han de fabricarse para
maximizar el beneficio y determinese dicho beneficio maximo.

Solucién:
Sea x cantidad de cable tipo A.
Sea y cantidad de cable tipo B.

Cobre | Titdnio | Aluminio | Beneficio
A 10 2 1 1500
B 15 1 1 1000
Total | 195 20 14
La funcién objetivo: z(x,y) = 15002z + 1000y
Las restricciones seran:
10z + 15y < 195 2z + 3y < 39
2z 4+y <20 20 +y <20
r+y <14 z+y <14
z,y >0 z,y >0

Luego para obtener el maximo beneficio se deberdn fabricar 600 metros del tipo A y 800 metros

2(0,13) =
2(3,11) =
2(6,8) =
2(10,0) =

del tipo B, con un beneficio de 17000 euros.

Problema 10.2.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

Zx+3y=38

13000
15500
17000
15000

f(z) =ax®+b2*+¢, a,b,cER
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a) {Qué valores deben tomar a, b y ¢ para que la gréfica de f pase por el punto (0,0) y ademds
tenga un méximo relativo en el punto (1,2)?

b) Paraa =1,b= —2y ¢ = 0, determinense los puntos de corte de f con los ejes de coordenadas.

¢) Paraa=1,b= —2y c =0, calctilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica
de la funcién f y el eje OX.

Solucion:

(20

a) Tenemos:

@ Pasa por el punto (0,0) = f(0)=c=0
@ Tiene un méximo relativo en el punto (1,2) = f'(1) =0y f(1) =2:

f/(x) =3az* +2br = 3a+2b=0, y a+b+c=2

a+b+c=2 a=—4
3a+20=0 ={ b=6 = f(z)=—42>+ 62>
c=0 c=0

b) Tenemos que f(z) = 2 — 22
Coneleje OX : f(z) =0= 2° —22° =0= 2 =0,z =2 = (0,0), (2,0).
Con el ¢je OY : z =0= f(0) =0, (0,0)

¢) Luego los limites de integracién serfan los intervalos [0, 2]:

4 3

F(m):/($3—2m2)dm:%—2%



Problema 10.2.3 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos aleatorios tal que:

PU)=3, P(B)=3, P(ANB)=
Calcular:
P(AUB), P(AnB), P(A|B), P(B|A)
Solucion:
= P(Zm?):l—P(AuB):l—Q—l(): P(AUB) = %
w P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) — P(AﬁB):ZJr%f;—g:%
it PANB) _P(B)-P(ANB) _1/2-3/10 _2
PABD = 5@ =~ pm)  ~ 12 s
o PBNA) P4 —P(ANB) _3/4-3/10 _3
PBN= "5ty == Py~ s 5

Problema 10.2.4 (2 puntos) La temperatura corporal de cierta especie de aves se puede aproxi-
mar mediante una variable aleatoria con distribucién normal de media 40,5°C y desviacién tipica
4,9°C. Se elige una muestra aleatoria simple de 100 aves de esa especie. Sea X la media muestral
de las temperaturas observadas.

a) ¢Cuales son la media y la varianza de X

b) {Cudl es la probabilidad de que la temperatura media de dicha muestra esté comprendida
entre 39,9°C y 41,1°C?

Solucion:

a) N(40,5;4,9), n = 100 entonces X se distribuye segin una normal N(40,5,4,9/v/100) =
N (40,5;0,49) de media 40,5°C y desviacién tipica 0,49°C, luego la varianza serd de 0,49% =
0,2401°C.

b)
39,9 — 40,5 - 41,1—40,5) B
0,49 0,49 N

P(-1,22< Z <1,22) = P(Z < 1,22) — P(Z < —1,22) =
2P(Z < 1,22) — 1 =0, 7775351250

P(39,9<Y<41,1):P(

10.3. Junio 2010 - Opcion A

Problema 10.3.1 (3 puntos) Un club de fitbol dispone de un méximo de 2 millones de euros
para fichajes de futbolistas espanoles y extranjeros. Se estima que el importe total de las camisetas
vendidas por el club con el nombre de futbolistas espanoles es igual al 10% de la cantidad total
invertida por el club en fichajes espanoles, mientras que el importe total de las camisetas vendidas
con el nombre de futbolistas extranjeros es igual al 15 % de la cantidad total invertida por el club
en fichajes extranjeros. Los estatutos del club limitan a un maximo de 800000 euros la inversién
total en jugadores extranjeros y exigen que la cantidad total invertida en fichajes de espanoles ha
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de ser como minimo de 500000 euros. Ademas, la cantidad total invertida en fichajes de espanoles
ha de ser mayor o igual que la invertida en fichajes extranjeros. ;Qué cantidad debe invertir el
club en cada tipo de fichajes para que el importe de las camisetas vendidas sea maximo? Calcilese
dicho importe maximo. Justifiquese.

Solucién:

Sea z cantidad invertida en espanoles.

Sea y cantidad invertida en extranjeros.

La funcién objetivo: z(z,y) = 0,1z + 0,15y
Las restricciones seran:
 + y < 2000000

y < 800000
z > 500000
x>y
y=>0
’ x4y=2.000.000 .~
x=500.000
800.000,800.000, (1.200.000,800.000) y=800.000
(500.000,500.000,
(2.000.000,0) x
(500.000,0,
z(800000,800000) = 200000
z(1200000,800000) = 240000
z(500000, 500000) = 125000
z(500000, 0) = 50000
z(2000000, 0) = 200000

Luego para obtener el maximo beneficio se deberan invertir 1.200.000 euros en fichajes espafioles
y 800.000 euros en fichajes extranjeros. El beneficio de esta operacién seria de 270.000 euros.

Problema 10.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
2
T

r—1
a) Determinense su asintotas.
b) Calctilense sus maximos y minimos locales. Esbécese la gréfica de f.

c¢) Calcilese el area del recinto plano acotado limitado por las rectas verticales x = 2, z = 3, la
grafica de f y la recta de ecuacién y = x + 1.
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Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales: La tnica posible es z = 1

2
lim T = +oo
x%l(ﬂfl
i 7= [
im =|—| =—
z—1-x — 1 0~

@ Horizontales: No hay

B T
lim = 00
rz—roo L — 1
@ Oblicuas: y = mz +n
2
, X , x
m = lim L: lim =1
T—>o00 I z— o0 T2 — 1

n= lim (f(z)—mz)= lim <xx_21—x):1

Tr—>r 00 r—r 00

La asintota oblicua es y =x + 1

f(x):m*

Decreciente

Minimo(2,4,

Miiximo(0,0)

Creciente

Decreciente|

x=1
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x=2 x=3 x

(—O0,0) (0,2) (2,00)
f'(x) + - +
f(x) | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00), v decreciente en el intervalo (0,1) U
(1,2).

La funcién tiene un Méximo en el punto (0,0) y un Minimo en el punto (2,4).

30 a2 3.2 , .
S:/Z (x_l—x—1>dx:/2 x_ldx:1n|x_1|]2:ln2u

Problema 10.3.3 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tal que P(A) =
0,5; P(B) =0,4; P(AN B) =0, 1. Calctlense las siguientes probabilidades:

a)P(AUB); bP(AUB); ¢)P(A|B); d)P(ANB)

Solucién:
a)P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)=0,8
DWP(AUB)=PANB)=1-P(ANB) =0,9
¢)P(A|B) = P(;‘(;)B) — 0,25
d)P(ANB)=P(B)— P(ANB)=0,3

Problema 10.3.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo de vida 1til en miles de horas (Mh) de un
cierto modelo de televisor, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal
de desviacién tipica 0,5 Mh. Para una muestra aleatoria simple de 4 televisores de dicho modelo,
se obtiene una media muestral de 19,84 Mh de vida 1til.

a) Héllese un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo de vida 1til medio de los televisores
de dicho modelo.
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b) Calctlese el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto del error de la
estimacién de la media poblacional mediante la media muestral sea inferior a 0,2 Mh con
probabilidad mayor o igual que 0,95.

Solucion:
a)
_ o — o
IC = (X - Za/Q\/ﬁ;X+Za/2\/ﬁ) =
0,5 0,5)
19,84 — 1,96—=;19,84 — 1,96—= ) = (19, 35; 20, 33
( o 2= )
b)

o Zaj2 0\ 2 1,96 -0,5
E:ZC‘/Q%:”:( E ): 0.2

El tamanio minimo muestral debe ser de n = 25 televisores.

2
) = 24,01

10.4. Junio 2010 - Opcién B

Problema 10.4.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente

del parametro real k:
kx— 2y+ Tz= 8
r— y+ kz= 2
-+ y+ z= 2

a) Discitase el sistema para los distintos valores de k.
b) Resuélvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.

¢) Resuélvase el sistema para k = 0.

Solucioén:
a)
B k-2 7|8
A= 1 -1 k|2 | =|Al=-kK+k+2=0=k=—1, k=2
-1 1 1|2

Sik#—-1yk#2= |A|l # 0 =Rango(A4) =Rango(A4) = 3 =n? de incdgnitas, luego en
este caso el sistema sera compatible determinado.

Sik=-1
-1 -2 7 18 -1 -2 8
A= 1 -1 -1|2 | = 1 -1 2|=12# 0= Rango(4) =3
-1 1 112 -1 1 2
-1 =2 . .
Como 1 117 3 # 0 = Rango(A) = 2. Luego el sistema es Incompatible.
Sik=2
B 2 -2 7|8
A= 1 -1 2|2
-1 1 1|2
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Tenemos que : |010203| = |010304| = |010204| = |CQC3C4‘ =0

-2 7
-1 2
compatible indeterminado.

' = 3 # 0 = el Rango(A4) =Rango(A4) = 2 < n°® de incdgnitas y el sistema es

b) Si k = 2 el sistema es compatible indeterminado:

2
=—-+A
x 3 +
20— 2y+ Tz= 8 .
{ x— y+ 2z2= 2 = v=2
4
zZ = —
3
¢) Si k=0 el sistema es compatible determinado:
- 2y+ T7z= 8 =12
T— Y = 2 =< y=10
-+ y+ z= 2 z=4

Problema 10.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

2 —z+a s <1
f@) = 3 sioa>1
bx

a) Calctlense los valores de a, b, para que f sea continua y derivable en todos los puntos.

b) Para a = 6, b = 3/4, determinense los puntos de corte de la grafica f con los ejes de
coordenadas.

c) Para a = 6, b = 3/4, calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de la
funcién f, el eje OX y la recta vertical z = 2.

Solucion:

_3
b2

f'(z) =

—2r—1 si <1
si x>1

a) Tenemos:

@ (Continua en x = 1:

W

Im f(z)=-2+a, lim f(z)=

z—>1— e

=

3
—2+4+a= 5 = —2b+ab=3
@ Derivable en z = 1:

FOT) =8, F0N) =0 = 3=-0 = =1
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@ Continua y derivable en x = 1:

—2b+ab=3 a=25
{ b=1 :>{ =

b) Sia=6,b=23/4:

- si x>1

—2?—z+6 si z<1
f(x) = 4
T

@ Corte con el eje OY: hacemos = = 0, que estaria en la primera rama y tendriamos el

punto (0, 6).
@ Corte con el eje OX: hacemos f(x) = 0 y tendrfamos en la primera rama —?—r46=
0= z = -3y x =2 pero esta ultima solucién no es valida al no estar en la primera

rama. Tendriamos el punto (-3, 0)

Yy

Miximo(-1/2,25/4)

4
Para dibujar la grafica observamos que cuando r — 4o0: lim — =0 = y = 0 es una
r—> 00 I

asintota horizontal. Si, por el contrario, cuando x — —oo: lim (-2 —z + 6) = oo no
r—r — 00

habria asintotas. Para calcular los extremos, observamos que la derivada de la segunda rama
no puede ser nula y, por el contrario, la derivada de la primera rama se anularia en el punto
x = —1/2 donde presentarfa un méximo.

1 2 3 2 1
4 56
S:/ (—x2—x+6)dx+/ Sdr=-1 - 46x| +4lnaP =2 +4In2u?
_3 1z 3 2 _3 3

Problema 10.4.3 (2 puntos) Se dispone de un dado equilibrado de seis caras, que se lanza seis
veces con independencia. Calcilese la probabilidad de cada uno de los sucesos siguientes:
a) Obtener al menos un seis en el total de los lanzamientos.

b) Obtener un seis en el primer y tltimo lanzamientos y en los restantes lanzamientos un nimero
distinto de seis.

182



Solucion:

¥
5\6
P(algin seis) = 1 — P(ningin seis) =1 — <6> = 0,6651020233
¥
o N2 /5\4
P(6,6,6,6,6,6) = (6) . <6> =0, 01339591906

Problema 10.4.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo de espera de una llamada a una linea de
atencién al cliente de una cierta empresa se puede aproximar mediante una variable aleatoria con
distribucién normal de desviacién tipica 0,5 minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de 100
llamadas y se obtiene un tiempo medio de espera igual a 6 minutos.

a) Determinese un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de espera de una llamada
a dicha linea de atencion al cliente.

b) ;Cual debe ser el tamano muestral minimo que debe observarse para que dicho intervalo de
confianza tenga una longitud total igual o inferior a 1 minuto?

Solucion:

a)
I g — g
IC: <X _ZQ/Q,\/E;X+za/2\/H> =

0,5 0,5
6—1,96——;6 — 1,96— ): 9,902; 6,098
( V100 V100 ( )

Zaj2-0\2  (1,96-0,5)2
B = oz = 0= (=3) = (205 =

El tamano minimo muestral debe ser de n = 4 llamadas.

10.5. Septiembre 2010 - Opcién A

Problema 10.5.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones dependiente
de un pardametro real a:

1 1 -1 1
2 |lz+| -3 2 ( Z ) — 22
1 —4 a Ta

a) Discutase el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.
b) Resuélvase el sistema para el valor de a para el cual el sistema tiene infinitas soluciones.

¢) Resuélvase el sistema para a = 0.

Solucién:
1 1 -1 1 z+ y— z= 1
2 Jz+| -3 2 (z): 22 | ={ 22— 3y+ 22= 22
1 —4 a Ta rz— 4dy+ az= Ta
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1 1 -1 1
A= 2 -3 2122 , |4 =15-5a=0= a=3
1 —4 al| 7a

& Sia# 3= |A| =0= Rango(4) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado.

@& Sig=3:

B 1 1 —-1] 1 1 1
A= 2 -3 2|22 ,|A0y‘2 _3‘57é0:>
1 —4 3|21
Rango(4) =2
Claramente se observa que F3 = Fy — Fy, por tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.
b)
=5+ (1/5)A
z+ y— z= 1 W
{ v 3yt 2= 2 — Z:A4+(4/5))\

Problema 10.5.2 (3 puntos) El coste de un marco para una ventana rectangular es de 50 euros
por cada metro de lado vertical y de 25 euros por cada metro de lado horizontal. Se desea construir
una ventana de superficie igual a 2 m?. Calcilense las dimensiones (largo y alto) para que el marco
sea lo més barato posible. Calciilese el precio minimo del marco de dicha ventana.

Solucién:

Llamamos x a la longitud del lado horizontal e y a la longitud del lado vertical.

2
zry=2=y=—_, p(z.y) =20+
4 50(z? + 4
C(z,y) =50(z + 2y) = C(x) =50 (m—l— ;) = %
50(x? — 4
C’(m):#:()zle r = -2
T

(=00, —2) (=2,2) (2,00)
C'(x) + - +
C(z) | creciente | decreciente | creciente

El minimo estaria en el punto z = 2, es decir, el coste minimo seria de 200 euros y corresponderia
a unas dimensiones de 2 metros de lado horizontal y 1 metro de lado vertical.

Problema 10.5.3 (2 puntos) Sean tres sucesos A, B y C de un experimento aleatorio tal que:
P(A|C) = P(B|C), P(A|C) = P(B|C)
Razonese cual de las siguientes desigualdades es cierta:
a) P(A) < P(B); b) P(A)> P(B)
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Nota.- C representa el suceso complementario de C.

Solucién:

P(ANC)
P(C)

P(B

>
a

P(A|C) > P(B|C) =

>

ANC) o P(B

_ _ P(
P(A|C) > P(B|C) = T 2 P

(
P(ANC)+ P(ANC) = P(4)
P(BNC)+ P(BNC) = P(B) 7

Luego es falso que P(A) < P(B), se cumple que:
P(A) > P(B)

Problema 10.5.4 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con distribucién normal de des-
viacién tipica igual a 320. Se toma una muestra aleatoria simple de 36 elementos.

a) Calctlese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y
la media de la distribucién normal sea mayor o igual que 50.

b) Determinese el intervalo de confianza del 95 % para la media de la distribucién normal, si la
media muestral es igual a 4820.

Solucion:
N(u,320), n=236

a)

o Eyn 300
Ezza/gﬁﬁza/ng:ﬁ:O,Q?ﬂf)
P(Z<za/2):1—%:>

P(Z<0,9375):1—%:> 0,8289:1—%:» a = 0,3422

P(Ju — X| > 50) = a = 0, 3422 nivel de significacién

X = 4820, 240 =1,96

10— (Y 7 ZQ/Q%,Y+ zm;ﬁ) = (4715, 47; 4924, 53)

10.6. Septiembre 2010 - Opcién B

Problema 10.6.1 (3 puntos) Un pintor necesita pintura para pintar como minimo una superficie
de 480 m?. Puede comprar la pintura a dos proveedores, A y B. El proveedor A le ofrece una
pintura con un rendimiento de 6m? por kg y un precio de 1 euro por kg. La pintura del proveedor
B tiene un precio de 1,2 euros por kg y un rendimiento de 8 m? por kg. Ningin proveedor le
puede proporcionar mas de 75 kg y el presupuesto maximo del pintor es de 120 euros. Calcilese
la cantidad de pintura que el pintor tiene que comprar a cada proveedor para obtener el minimo
coste. Calctlese dicho coste minimo.
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Solucién:
Llamamos z al nimero de kg de pintura comprados al proveedor A y, llamamos y al nimero de kg
de pintura comprados al proveedor B.

Proveedor | Rendimiento | Precio

A 6 1
B 8 1,2
Funcién Objetivo: Min z(z,y) =« + 1,2y
Sujeto a:
6x + 8y > 480 3z + 4y > 240
x4+ 1,2y <120 5z 4 6y < 600
x <75 — x <75
y <75 y <75
z,y >0 z,y >0

3x+4y=240

Tenemos:
z(0,75) =
2(0,60) =
z(30,75) = 120
2(75,75/2) = 120

2(75,15/4) = 79,5
El minimo coste, de 72 euros, corresponde a la compra de 0 kg del proveedor A y 60 kg del proveedor
B.

Problema 10.6.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

202 —a s r< -1
flx)=2 —322+b si ~l<z<l1
logx +a si z>1

a) Calcilese a, b, para que f sea continua en todos los puntos.

b) Para a = 0, b = 3, represéntese graficamente la funcién f.
1

¢) Para a =0, b =3, calcilese la integral definida / f(x)dx.
-1
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Nota.- La notacién log representa logaritmo neperiano.

Solucién:
a) Enax = —1:
lim (22 —a)=2—a, lim (=32 +b)=-3+b= a+b=5
r— —1- z— —11
Enz=1:
lim (—=32%+b)=-3+b, lim (logz+a)=a= a—b= -3
rz— 17 z—> 11+
a+b=5 a=1
{ a—b=-3 { b=4
b) Tenemos:
212 si r<—1
flz)y=4 —322+3 si —-l<a<l1
log x si r>1

3

1 1
/1 f(z)de = /1 (=32” +3)dx = —x3+3x]il =4
Problema 10.6.3 (2 puntos) Se consideran los siguientes sucesos:

@ Suceso A=La economia de un cierto pais esta en recesion.

@ Suceso B=Un indicador econémico muestra que la economia de dicho pais estd en recesién.

Se sabe que: e
P(A) = 0,005, P(B|A)=0,95 P(B|A)=0,9

a) Calctilese la probabilidad de que el indicador econémico muestre que la economia del pais no
estd en recesién y ademds la economia del pais esté en recesion.
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b) Calctlese la probabilidad de que el indicador econémico muestre que la economia del pais
estd en recesion.

Nota.- La notacién A representa el suceso complementario de A.

Solucion:
B
0,95
A
0,005 \ _
0,05 B
B
0,04
0,995
A
0,96 =
a) -
P(BnNA)=0,005-0,05=0,00025
b)

P(B) = 0,005- 0,95+ 0,995 - 0,04 = 0, 04455

Problema 10.6.4 (2 puntos) Para estimar la media de una poblacién con distribucién normal de
desviacion tipica igual a 5, se ha extraido una muestra aleatoria simple de tamano 100, con la que
se ha obtenido el intervalo de confianza (173,42;175,56) para dicha media poblacional.

a) Calcilese la media de la muestra seleccionada.

b) Calctlese el nivel de confianza del intervalo obtenido.

Solucién:
N(u,5), n =100, (173,42;175,56)
_ 5 o
X = zaj275 = 173,42 X = 174,49
=
o 5 Zaso = 2,14
X — =1 a/2 ;
+ 2a/275 = 175,56
a) X = 174,49

b) zas2 = 2,14 = P(Z < 2,14) = 1—%:> 0,0838 = 1—% — a =0,0324 = NC =
1—a=1-0,0324 = 0,9676.

Nivel de Confianza = 96,76 %
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Capitulo 11

Ano 2011

11.1. Modelo 2011 - Opcién A

Problema 11.1.1 (3 puntos) Un estudiante ha gastado un total de 48 euros en la compra de una
mochila, un boligrafo y un libro. Si el precio de la mochila se redujera a la sexta parte, el del
boligrafo a la tercera parte y el del libro a la séptima parte de sus respectivos precios iniciales, el
estudiante pagaria un total de 8 euros por ellos. Calcular el precio de la mochila, del boligrafo y
del libro, sabiendo que la mochila cuesta lo mismo que el total del boligrafo y el libro.

Solucion:

Sea x : precio de la mochila, y : precio del boligrafo y z : precio del libro.

—r4+-y+-2=8 = Tr+1ldy+62=336 — y=3
D t—y—z=0 2 =21

Problema 11.1.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
f(z) =22+ ax® + bz —6

a) Calctlense a y b para que la funcién f tenga un méximo relativo en x = 1 y un minimo
relativo en x = 2

b) Para a = b = 0, calctlese el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f y la
recta de ecuacién y = 8x — 6.

Solucion:

a) f'(z) =622 + 2ax +b.
f tenga un méximo relativoen z =1= f'(1)=0= 2a+b= —6

tenga un minimo relativoen r =2 = f'(2) =0= 4a+b=—24
g

2a+b:_6 a:—g - 3 5
{4a+b:—24 :>{ p_ 1o — J(@)=22"—92" +122 -6

189



b) a=b=0= f(z)=22> -6y g(zx) =8z —6:
flx)=g(z) = 22° -6=8—-6= 22 -8 =0= =0, =42

Limites de integracién: [—2,0], [0, 2]

4
F(x):/(2x3—8x)dx: %—43&2

0
= 23— 8z)dr = —F(-2) =
Sy */,2 (22° — 8z) dx = F(0) — F(—2) =8

= i 2% — 8z) dx = — ==
52_/0(2 8z)da = F(2) — F(0) = —8

S = |Sl| + |SQ| =16 u?

40

10

Problema 11.1.3 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tal que la

1
probabilidad de que ambos ocurran simultdneamente es igual a 5 y la probabilidad de que no

7 1
ocurra ninguno de los dos es igual a o Se sabe ademds que P(A|B) = 7

a) Calcilese la probabilidad de que ocurra A 6 B.

b) Calctlese la probabilidad de que ocurra A.

Solucion: . : ,
P(ANB)=-, P(AUB)= —, P(A|B)==
a) PAAUB)=1— P(AUB) =1— — = >
- T 12T 1
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P(ANB)
P(B)

. pyy_ PAND) 161

P(A|B) = P(AIB) 1/2 3

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =

P(A)ZP(AUB)JrP(AOB)—P(B):%+%_%:i

Problema 11.1.4 (2 puntos) Se supone que el nivel de glucosa en sangre de los individuos de
la poblacién (medido en miligramos por decilitro) se puede aproximar por una variable aleatoria
con distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica 35 mg/dl. ;Cuél es el tamano
muestral minimo que permite garantizar que el valor absoluto de la diferencia entre la media mues-
tral y g es menor que 20 mg/dl con una probabilidad mayor o igual a 0,987

Solucion:

La distribucién de la media es: N(p,35) y Zaj2 = 2,325

vn

Como n tiene que ser un numero natural n = 17

E=top—= n= (za/Q%)Q — 16,55

11.2. Modelo 2011 - Opcién B

Problema 11.2.1 (3 puntos) Se consideran las matrices

a 1 1 —2
A= -1 a 0 |; B= 1
0 -6 —1 —1

a) Calctlense los valores de a para los cuales la matriz A no tiene inversa.
b) Para a = 2, calciilese la matriz inversa A~
¢) Para a = 2, calcilese, si existe, la matriz X que satisface AX = B.
Solucién:
a) [A|=5-ad>=0= a==+V5:
Sia=+v5= |A| =0 = A no tiene inversa.

Sia#+V5 = |A| #0 = A si tiene inversa.

b) Para a = 2:
2 1 1 -2 -5 =2
A= -1 2 0 |=A"'= -1 -2 -1
0 -6 -1 6 12 5
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c) AX=B= X=A"'B:

-2 -5 -2 -2 1
X = -1 -2 -1 1 = 1
6 12 5 -1 -5

Problema 11.2.2 (3 puntos) Una empresa produce cable de fibra dptica, que vende a un precio
de x euros por metro. Se estima que la venta diaria de cable (en miles de metros) se expresa en
términos del precio mediante la funcién:

a) Obténgase la funcién I(z) que determina los ingresos diarios de la empresa en funcién del
precio x.

b) Calctlese el precio z que ha de fijarse para que el ingreso diario sea maximo y calcilese dicho
ingreso maximo.

¢) Determinense las asintotas de I(x) y esbdcese la grafica de la funcién I(z).

Solucidn:
a)
-2
b)
I’@):W:o: r=+1

(_007_1) (_171) (1700)
I'(z) — + —
I(x) | decreciente | creciente | decreciente

La funcién presenta un maximo en el punto de abscisa z = 1 lo que supone un ingreso
méximo: I(1) = 3000 euros.

c¢) Asintotas:

@ Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.
@ Horizontales:
6000z

gy 0 V=0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontalesa
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Mdximeo (1,3000)

Problema 11.2.3 (2 puntos) En una cierta poblacién, la probabilidad de que un habitante elegido
al azar siga una dieta de adelgazamiento es igual a 0,2. Entre los habitantes que siguen una dieta de
adelgazamiento, la probabilidad de que uno de ellos elegido al azar practique deporte regularmente
es igual a 0,6. Entre los habitantes que no siguen dieta de adelgazamiento, la probabilidad de
que uno de ellos elegido al azar practique deporte regularmente es igual a 0,3. Se elige al azar un
habitante de la poblacion.

a) Calctlese la probabilidad de que practique deporte regularmente.

b) Si se sabe que dicho habitante practica deporte regularmente, jcudl es la probabilidad de que
esté siguiendo una dieta de adelgazamiento?

Solucion:

b
%6
A
52 a4 ND
03 —D
# W
% ND

a) P(D)=0,2-0,6+0,8-0,3=0,36
b)
P(D|A)P(A)  0,6-0,2

P(AID) = P(D) 0,36

=0,333
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Problema 11.2.4 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con distribucién normal de des-
viacion tipica o = 2. Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 25 y se obtiene una media
muestral igual a 12.

a) Determinese un intervalo de confianza al 90 % para estimar la media de la variable aleatoria.

b) Determinese el tamafio minimo que ha de tener la muestra para que el valor absoluto de la
diferencia entre la media de la poblacién y la media muestral sea menor o igual que 0,1 con
un nivel de confianza de al menos el 95 %.

Solucion:
a) N(u,2),n=25 X=12y Zo/2 = 1,645:

1C = (X—Za/z\jﬁvX"‘za/Q\(/Tﬁ) = (11,342;12,658)

b) Za/g = 1,645
2
E= za/Q% — = (za/2%> — 1536, 64

Como n tiene que ser un nuimero natural n = 1537

11.3. Junio 2011 - Opcién A

Problema 11.3.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del pardme-
tro real a:
axr+ y+ Z= a
ay+ z= 1
axr+ Y+ az= a

a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de a.
b) Resuélvase el sistema en el caso de que tenga infinitas soluciones.
¢) Resuélvase el sistema para a = 3
Solucién:
a)

A= = |Al=a*(a—-1)=0=a=0, a=1

Q O

1 1
a 1
1 a

ISE ]

Sia#0ya#1= |Al # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incdgnitas, luego en
estos casos el sistema es compatible determinado.

Sia=1:



La matriz tiene dos filas iguales, claramente el sistema es compatible indeterminado.
Si a=0:

A= =1#0

[
== O

1
y |0
1

o O O
— O
O = =
= = O

El Rango(A4) = 2 #Rango(A) por lo que el sistema es incompatible
b) Cuando a = 1:

{a:—l— y+ z= 1 SN Y
yt 2= z=2A
¢) Cuando a = 3:
3z+ y+ z= 3 x=28/9
3y+ 2= 1 =< y=1/3
3z+  y+ 3z= 3 z=0

Problema 11.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
3z

2 —2

a) Especifiquese su dominio de definicién y los puntos de corte de la grafica con los ejes coor-
denados. Determinense las asintotas de f.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa z = 1.

3
c¢) Calcilese la integral definida / f(z)dx
2

Solucién:
a) Dom(f) = R — {£v2}y el tnico punto de corte es (0,0).

Asintotas:

@ Verticales: = V2 y 2 = —V/2

lim sr —3v2 = —00
w_)_ﬁ*x2—2__ 0+ N
3z [—3v2
1, = =
m*grfn\/?r z? =2 L 0~ } e
lim 3r % = —00
vz 2 =2 | 07 |
lim 3T _ _& =+
o5 a3t 2 —2 0 B

@ Horizontales: y =0



@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

3(x% +2)

b) (1) = =3 f/a) =~ = (1) =9

y+3=-9(x—-1)= 924+y—6=0

3 3
3x 3 3, 7
de="Inlz2=2|| =Zln-=1
/2:1:2—2 x Zn\x |2 503 ,879

Problema 11.3.3 (2 puntos) En un edificio inteligente dotado de sistemas de energia solar y
edlica, se sabe que la energia suministrada cada dia proviene de placas solares con probabilidad
0,4, de molinos edlicos con probabilidad 0,26 y de ambos tipos de instalaciones con probabilidad
0,12. Elegido un dia al azar, calcilese la probabilidad de que la energia sea suministrada al edificio:

a) por alguna de las dos instalaciones,
b) solamente por una de las dos.

Solucion:

Sean los sucesos A: energia solar y B: energia edlica
P(A)=0,4, P(B)=0,26, P(ANB)=0,12
a) P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB) =0,54.
b)
P(sélo uno) = P(ANB)+ P(ANB) = P(A) — P(ANB) + P(B) — P(AN B) = 0,42
Problema 11.3.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo medio diario dedicado a ver TV en una
cierta zona se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media p y

desviacion tipica 5 minutos. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 400 espectadores de
TV en dicha zona, obteniéndose que el tiempo medio diario dedicado a ver TV es de 3 horas.

a) Determinese un intervalo de confianza para p con un nivel de confianza del 95 %.

b) {Cudl ha de ser el tamafio minimo de la muestra para que el error en la estimacién de p sea
menor o igual que 3 minutos, con un nivel de confianza del 90 %?

Solucién:
a) N(u,15), n =400, X = 180 minutos y Zoy2 = 1,96:

IC = (Y - za/Q%,YJr za/zjﬁ) = (178,53;181,47)

b) Za/g = 1,645
o o\2

Como n tiene que ser un nimero natural n = 8
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11.4. Junio 2011 - Opcién B

Problema 11.4.1 (3 puntos) Se consideran las matrices
-1 0 1 31
A= 3 k0 ); B=| 0 3
-k 1 4 20
a) Calcilense los valores de k para los cuales la matriz A no es invertible.
b) Para k = 0, calciilese la matriz inversa A",
¢) Para k = 0, resuélvase la ecuacién matricial AX = B.

Solucion:
a)

=k —4k+3=0= k=1, k=3

I W
_ O
=~ O

Sik=10k=3= |A| =0 = No existe A™".
Sik#1yk#3= |A|#0= Siexiste A™".
b) Sik = 0:

|
—_
o
—
o
—
~
w
)

A= 300 |=A4A"1=( -4 —-4/3 1

(an)
—
B~
—
—
\
w
o

0 1/3 0 3.1 0 1
X=A"'"B=| -4 —4/3 1 03 |= -10 -8
1 1/3 0 2 0 32

Problema 11.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

a
— si r<-—1
x
2
4 —b
siox>—1
4
a) Calctlese a, b para que f sea continua y derivable en z = —1

b) Para a = 1, b = 3, represéntese graficamente la funcién f.

3
c¢) Calctlese el valor b para que / f(z)dx = 6.
0

Solucion:
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¢ si x<—1 _a s < —1
2 -
2 =
I4_b si z>-—1 g si z>-—1
Por la continuidad en z = —1:
, - , a
mﬁhfglf f(LIJ) o zgnfllf x B @
; ; 22— 1-9b
x—11>rE1+ fla) = x—hfgl-s- 4 4
1-b
—a=——=— 4a—-b=-1
Por la derivabilidad en x = —1
1
J(-17) = —a, [(-11)=—F = a=3
Luegob=3ya=1/2.
b) Paraa=1,b=3:
1 . 1
S osioz<-l Loy e<a
T 22 =
=
2
1:4—3 si x>-—1 g si x>-—1

3 .2 3 3
¢ —b 1 /x 1
/0 4 4(3 “)1, 703 =6 g

Problema 11.4.3 (2 puntos) En un cierto punto de una autopista estd situado un radar que
controla la velocidad de los vehiculos que pasan por dicho punto. La probabilidad de que el vehiculo
que pase por el radar sea un coche es 0,5, de que sea un camién es 0,3 y de que sea una motocicleta
es 0,2. La probabilidad de que cada uno de los tres tipos de vehiculos supere al pasar por el
radar la velocidad méaxima permitida es 0,06 para un coche, 0,02 para un camién y 0,12 para una
motocicleta. En un momento dado, un vehiculo pasa por el radar.

a) Calculese la probabilidad de que este vehiculo supere la velocidad maxima permitida.
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b) Siel vehiculo en cuestién ha superado la velocidad méxima permitida, jcudl es la probabilidad
de que se trate de una motocicleta?

Solucion:

0,06 s
CH
i 8,94 NS
2,62 &)
23 -
4,93
’ NS
902
012 5
M
8,83 s

a) P(S)=0,5-0,06+0,3-0,02+0,2-0,12 = 0,06

b)
S|M)P(M) _ 0,2-0,12

— = 4
P(S) 0,06 0,40

puis) = 2

Problema 11.4.4 (2 puntos) Se supone que el precio (en euros) de un refresco se puede aproximar
mediante una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacion tipica igual a 0,09.
Se toma una muestra aleatoria simple del precio del refresco en 10 establecimientos y resulta:

1,50; 1,60; 1,10; 0,90; 1,00; 1,60; 1,40; 0,90; 1,30; 1,20
a) Determinese un intervalo de confianza al 95 % para pu.

b) Calctlese el tamafio minimo que ha de tener la muestra elegida para que el valor absoluto
de la diferencia entre la media de la muestral y la g sea menor o igual que 0,10 euros con
probabilidad mayor o igual que 0,99.

Solucién:
a) N(p;0,09), n=10, X =1,25y Zo/2 = 1,96:

o (y - Zaﬂ%’er Zm\%) — (1,194; 1,306)

b) 22 = 2,575:

o o\?2
E = Za/gﬁ — n= (ZQ/QE) = 5,37

Como n tiene que ser un nimero natural n =6
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11.5. Septiembre 2011 - Opcién A

Problema 11.5.1 ( 3 puntos). Se considera la regién S acotada plana definida por las cinco
condiciones siguientes:

r+2y<4; v—-2y<4; 20 —3y>—-6; 2x+3y>—6; v <2
a) Dibijese S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Calctlense los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = 2z + y en la regién Sy
especifiquense los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores méaximo y minimo.

Solucion:

a) La regién S serfa:

b) f(z,y) =2z +y:

f(=3,0)= -6
f(0,2) =2
£(0,-2) = -2
f(2,1) =5
f(2,-1) =3

o —

El valor minimo se encuentra en el punto (—3,0) vale —6. El valor médximo se encuentra en

el punto (2,1) y vale 5.

Problema 11.5.2 (8 puntos). Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
(z +1)*
2 +1

a) Determinense las asintotas de f. Calctlense los extremos relativos de f.
b) Represéntese gréaficamente la funcién f.

¢) Calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f, la recta horizontal
y = 1, la recta vertical x = 1.

Solucion:

(z +1)?

) fla) = S
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& Asintotas verticales no hay ya que el denominador no se anula nunca. Horizontales:

Oblicuas no hay por haber horizontalesa

FOE

(—oo,—1) | (—=1,1) (1,00)
fl@| - + -
f(z) | decrece \, | crece 7 | decrece \

La funcién presenta un minimo en el punto (—1,0) y un maximo en el punto (1, 2).

b) La funcién tiene un punto de corte con los ejes en (0, 1):

¥
Miiximo(1,2)

Asintota: y=1 {0,1)

Minimo(-1,0)

1 2 1
(z+1) 2x 2 1 2

¥
Miiximo(1,2)

Asintota: y=1 {0,1)

Minimo(-1,0)

Problema 11.5.3 ( 2 puntos). Se supone que la probabilidad de que nazca una nifa es 0,49 y la
probabilidad de que nazca un nino es 0,51. Una familia tiene dos hijos.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que ambos sean ninos, condicionada porque el segundo sea nino?

b) {Cudl es la probabilidad de que ambos sean nifios, condicionada porque al menos uno sea
nino?

Solucion:
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a) Vi: el primer hijo es nifio, Va: el segundo hijo es nifio. M;: el primer hijo es nifa, Mas: el
segundo hijo es nina.
P(Vl ﬂVQﬂVQ) . 0,51-0,51
P(Va) 0,51

P(Vi N Va|Va) = =0,51

b) Si el suceso A es al menos un nino y el B es dos ninos tendremos que AN B =By
P(A) =1—P(M; N M) =1-0,49% = 0,7599

_P(AnB) P(B) 0,512
P(Bl4) = P(A)  P(A)  0,7599 0,342

Problema 11.5.4 ( 2 puntos). Se supone que la presién diastélica en una determinada poblacién
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media 98 mm y desviacién
tipica 15 mm. Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 9.

a) Calcilese la probabilidad de que la media muestral sea mayor que 100 mm.

b) Si se sabe que la media muestral es mayor que 100 mm, jcuél es la probabilidad de que sea
también menor que 104 mm?

Solucion:

N(98;15) n=9 = X = N(98;5)

a) P(leOO)P(X% > 10098) :P(ZZ

5 ~ 5
0, 3446

):1713(230,4):1*0,6554:

(A1)

b) Sea A= {X <104} y sea B = {X > 100}:

P(A|B)_P(AmB)_P(100§Y§104)_p(voSZSLZ)_
- P(B)  pP(X=>1000  P(Z=>0040)

P(Z <1,2)— P(Z <0,40) _ 0,8849 —0,6554 _ 0,2295
1— P(Z <0,40)  1-0,6554  0,3446

=0,6659

11.6. Septiembre 2011 - Opcién B

Problema 11.6.1 (3 puntos). Se consideran las matrices:

() n(E5) (3 8)o-(22)

a) Calctlense a, b para que se verifique la igualdad AB = BA.
b) Calctilense ¢, d para que se verifique la igualdad A? + cA +dI = O.

¢) Calcilense todas las soluciones del sistema lineal:

a-n(3)-(3)
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Solucion:

a)

( i 0 )_(o O):{c:—l
c+1 ec+d+1 /) L0 0 d=20

a0(3)-(1)(E)-()-()= 32

Problema 11.6.2 (3 puntos). Se considera un rectdngulo R de lados z, y.

a) Si el perfmetro de R es igual a 12 m, calcilense z, y para que el drea de R sea méxima y
calcilese el valor de dicha area méxima.

b) Si el drea de R es igual a 36 m? | calctilense x, y para que el perfmetro de R sea minimo y
calcilese el valor de dicho perimetro minimo.

Solucion:

a) El perimetro 2z + 2y = 12 = 2z +y = 6 = y = 6 — z. Hay que optimizar la funcién
S(z,y) =z -y= S(z)=2(6 —z) = —2* + 6a:

S'(z)=-2r+6=0= =3

(700, 3) (37 OO)
f(x) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

Luego la funcién presenta un maximo en x = 3m, luego y = 3m lo que corresponde a un
rea de 9m?.

b) Ahora sabemos que R = z -y = 36 = y = 36/x y queremos optimizar el perimetro
P(z,y) =224 2y = P(z) =2z + 72/

212 2 2x2 — 72
Pla)= 22112 P’(@:%:O: z =46
x x
(_007_6) (_676) (6700)
f(x) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente “\ | creciente

Luego la funcién presenta un minimo en x = 6 m y, por tanto, y = 6 m.
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Problema 11.6.3 ( 2 puntos). Se dispone de tres urnas, A, B y C. La urna A contiene 1 bola
blanca y 2 bolas negras, la urna B contiene 2 bolas blancas y 1 bola negra y la urna C' contiene
3 bolas blancas y 3 bolas negras. Se lanza un dado equilibrado y si sale 1, 2 o 3 se escoge la urna

A, si sale el 4 se escoge la urna B y si sale 5 0 6 se elige la urna C. A continuacién, se extrae una
bola de la urna elegida.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

b) Si se sabe que la bola extraida ha sido blanca, jcudl es la probabilidad de que la bola haya
sido extraida de la urna C'?7

Solucion:

4
=-=0,444
9 i

b)
PO|IC)P(C)  1/2-1/3

P(Clp) = P(b) 0,444

=0,375

Problema 11.6.4 ( 2 puntos). Para determinar el coeficiente de inteligencia § de una persona se
le hace contestar un conjunto de test y se obtiene la media de sus puntuaciones. Se supone que la

calificacién de cada test se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media 0 y desviacién tipica 10.

a) Para una muestra aleatoria simple de 9 test, se ha obtenido una media muestral igual a 110.
Determinese un intervalo de confianza para 6 al 95 %.

b) {Cuadl es el nimero minimo de test que deberia realizar la persona para que el valor absoluto
del error en la estimacion de su coeficiente de inteligencia sea menor o igual que 5, con el
mismo nivel de confianza?

Solucién:
a) N(0,10), n =9, X = 110 minutos y z,/2 = 1, 96:

g

IC:(X—ZQ/Q\/f
n

X+ Za2 = (103,467; 116, 534)

0 )
NG
b) Za/g = 1,962
o o\?2
E=zoppm=>n= (ar2)" = 15,3664

Como n tiene que ser un numero natural n = 16
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11.7. Septiembre 2011 (Reserva)- Opcién A

Problema 11.7.1 ( 3 puntos). Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del pardmetro real a:

dx+3y+5z=>5
r+y+3z=1
22 +ay + (a®* —2)z =3

a) Escribase el sistema en forma matricial.

b) Discuitase el sistema segun los diferentes valores de a.

c) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.
Solucién:

2)

4 3 5 x 5
11 3 Y = 1
2 a a*-2 z 3
b)
4 3 5
11 3 =a’-Ta+6=0=a=1, a=6
2 a a*-2
@ Sia#1ya+#6= Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n° de incégnitas = SCD. Sistema
compatible determinado.
& Sia=1:
4 3 5|5
21 —-11]3
El sistema es compatible indeterminado.
@ Siag=06:
4 3 515 4 3 5
11 31 y |1 1 1|=5#0= SI
2 6 34|3 2 6 3
El sistema es incompatible.
c)
{ do+3y+52=5 _ xfifiu?/\
r+y+32=1 Z .

Problema 11.7.2 ( 8 puntos). Se considera la funcién real de variable real definida por: f(z) =
2(x — 1)%(z + 3)

a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. Calctlense sus extremos relati-
VOS.

b) Calcilense los puntos de corte de la gréfica de f con el eje OX. Esbécese la grafica de f.
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¢) Calcilese el valor del drea del recinto plano acotado limitado por la gréifica de f y el eje OX.

Solucion:

a)
fl(x)=2(x—-1)Bx+5)=0= z=1, z=-5/3

(_007_5/3) (_5/371) (1700)
f(@) + - +
f(z) creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5/3) U (1,00) y es decreciente en (—5/3,1).

La funcién presenta un maximo en el punto (—5/3,512/27) y un minimo en (1, 0).
b) Parax =0 = (0,6) y para f(z) =0= (1,0), (—3,0)
Méximo(-53,512:27)

0,6
3,0, %

Minimo(1,)

1 1
/ 2(x—1)2(:£—|—3)dx:/ (22% + 222 — 10z + 6) dx =

-3 -3

zt 228 D!
TN — 522 6} =2
2+ 3 x” + 6x , 3 U

Miximo(-3/3,512/27)

(0,6)
3,0, x

Minimofl,0)

Problema 11.7.3 ( 2 puntos). La probabilidad de que el jugador A de baloncesto consiga una
canasta de tres puntos es igual a 7/9, y la probabilidad de que otro jugador B consiga una canasta
de tres puntos es 5/7. Cada uno de estos jugadores realiza un lanzamiento de tres puntos.

a) Calculese la probabilidad de que solamente uno de los dos jugadores consiga un triple.

b) Calctlese la probabilidad de que al menos uno de los dos jugadores consiga un triple.
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Solucion:

79 5 2
a)
P(s6lo wno) = P(ANB) + P(ANB) =~ 24 2.5 28 58
ey = T9 79 7T
b)
7T 5 T 5 59
P(AUB) = P(4)+ P(B) = P(ANB) = 5 + 2 — 5+ 2 = 22 = 0,037

Problema 11.7.4 ( 2 puntos). Se supone que la altura (en cm) que alcanza la espuma de un
cierto detergente para lavadoras durante un lavado estdndar se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucién normal de media p y desviacién tipica igual a 1,5 ¢m. Una muestra
aleatoria simple de 10 lavados de ese tipo ha dado las siguientes alturas de espuma:

704 4, 05, 7, 65 27 8 6; 1
a) Determinese un intervalo de confianza del 90 % para p.

b) {Qué tamano minimo debe tener la muestra para que el valor absoluto del error méximo en
la estimacion sea de 0,5 ¢m con el mismo nivel de confianza?

Solucion:

N(p;1,5), n=10 X =5

a) Zq/2 = 1,645:

IC = (X—ZQ/QJE;XJ%/Q;E) = (4,22;5,78)
b)
1,645-1,5\2
E:za/Q% — = (T) = 24,354 = n =25

11.8. Septiembre 2011 (Reserva)- Opcién B

Problema 11.8.1 (& puntos). Se consideran las matrices:

2 2 0 -3 4 -6
A= 02 0 |; B=| -2 1 -2
2 0 4 -11 3 -8

a) Calciilese A~'A” - Nota.- La notacién A” representa a la matriz transpuesta de A.
) ., T Bt
b) Resuélvase la ecuacién matricial: ZA —AX =B.

Solucion:
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/2 —-1/2 0
ATl = 0 1/2 0
~1/4  1/4 1/4

1/2 -1/2 0 2 0 2 0 -1 1

ATTAT = 0 1/2 0 220 |=1 1 o0

~1/4 1/4 1/4 0 0 4 0 1/2 1/2

b)
1 2 —1 1 2

1 1/ 220 2 2 0 -3 4 - 4 -2 6
ZAZ_:ZO2O 020 |- 21 -2 ]=( 2 o0 2
2 0 4 2 0 4 -1 3 -8 14 -2 12
1 /2 -1/2 0 4 -2 6 1 -1 2
X:A*1<1A278>: 0 1/2 0 2 0 2 |=(1 01
~1/4  1/4 1/4 14 -2 12 3 0 2

Problema 11.8.2 (& puntos). Se considera la funcién real de variable real definida por:

2 .
_ ax siox<1/2
f(ac)—{ br+c si x>1/2

Calciilense los valores de a, b, ¢ para que f satisfaga todas las condiciones siguientes:
*® g>0
@ La funcién f es continua y derivable en z = 1/2.

@ El valor del area del recinto plano acotado limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y
las rectas verticales x = —2, x = 0, es igual a 32/3.

Solucion:

@ Por la continuidad en z = 1/2:

a
If = I 2=
i Je)= Mmoo ee =g
lim f(z)= 1lim (bx+c)= b +c
e—s (1/2)+ e (1)2)F 2
a

b
Z—§+c:> a—2b—4c=0

@ Por la derivabilidad en z = 1/2:

, 2ax st x<1/2 f((1/2)7) =
f(x):{ b si :c>1/2:>{f )
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@ Por el area:

Luegoa=4,b=4yc=—1.

Problema 11.8.3 ( 2 puntos). Los datos de la tabla siguiente se han extraido de las estadisticas
oficiales de la prueba de acceso a estudios universitarios (fase general) de la convocatoria del curso
2009/2010, en el Distrito tnico de Madrid:

Chico | Chica
Apto | 12109 | 9863
NoApto | 1717 | 1223

Se elige un alumno al azar de entre los que se presentaron a dicha prueba.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que el alumno elegido sea chica o haya resultado apto?

b) Si el alumno elegido es chico, ;Cuél es la probabilidad de que haya resultado no apto?

Solucion:
Chico | Chica | Total Chico | Chica | Total
Apto 12109 | 9863 | 21972 . Apto | 0,486 | 0,396 | 0,882
NoApto | 1717 | 1223 | 2940 NoApto | 0,069 | 0,049 | 0,118
Total | 13826 | 11086 | 24912 Total | 0,555 | 0,445 1

Sean los sucesos V: Chico, M: Chica, A: Apto y A: No Apto.
a) PIMUA)=P(M)+ P(A)— P(MNA)=0,445+ 0,882 — 0,396 = 0,931
b) N

(ANV) 0,069

= =0,124
PV) 0,555

PAV) =~

Problema 11.8.4 (2 puntos). Se supone que la estatura de los individuos de una cierta poblacién
se puede aproximar por una variable aleatoria X con distribucién normal de media 170 cm y
desviacion tipica 4 cm.

a) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple de 16 individuos. Calctilese P(X <
167).

b) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple y resulta que P(X > 172) =
0,0062. Determinese el tamano de la muestra extraida.

Solucién:
a) N(u;o/v/n) = N(170;1):

P(X < 170) = P(Z <

167 — 170)

P(Z < -3)=1-P(Z <3)=1-0,9987 = 0,0013
b) N(X;o/v/n) = N(170;4/v/n):

P(Y>172):P<Z> 1727170):1fp<z<172*170>:

4/v/n 4/v/n
172 -1
10,0062 = 0,9938 — ~2 =110 o 5 m—5— n—25
4/\/n
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Capitulo 12

Ano 2012

12.1. Modelo 2012 - Opcién A

Problema 12.1.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones dependiente
del pardametro real k

r+ky+kz==k
r+y+z=k
ky+2z=k

a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de k.

b) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.

¢) Resuélvase el sistema para k = 4.

Solucidn:

a)
1 k k|k
1 1 1|k ); A=k -3k+2=0= k=1, k=2
0 k 2|k

& Sik#1yk+#2= |Al # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n° de incégnitas =
Sistema compatible determinado (solucién tunica).

* Sik=2:
1 2 22 1 9
11 1]2 ;|A:Oy‘1 1':—1;&0:>Rango(A):2
0 2 2|2
12 2 B
1 1 2|=-2#0= Rango(4)=3
0 2 2

Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene solucién)
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@& Sik=1:

1 11
1 1 1 ;F1:F2y’
01 2

— =

Rango(A4) = 2 =Rango(A4) < n? de incégnitas = sistema compatible indeterminado
(Infinitas soluciones)

b)
z4+y+z=1 T=A
+2z=1 y=1-2X
y z=A
c)
r+4y+4z =4 r=4
r+y+z=4 == y=2
dy+2z=4 z=—2

Problema 12.1.2 (3 puntos) Una empresa de productos de limpieza fabrica cajas de cartén con
tapa, para comercializar un determinado tipo de detergente. Las cajas son prismas rectos de 9000
em? de volumen y base rectangular de largo igual al doble de su anchura. Calctilense las dimen-
siones en centimetros (largo, anchura, altura) que ha de tener cada caja para que la superficie de
cartén empleada en su fabricacién sea minima.

Solucion:

T

4500

V =227y = 9000 = y = —;
x

27000  4z3 4+ 27000
S(x,y) = 42 + 6y = S(x) = 42* + = a +ac
8x2 — 27000
Sla)= T 0= x =15
x

Comprobamos que es un minimo por la segunda derivada

8(? + 6750)
.%'3

S (z) = = 57(15)=24>0

Luego se trata de un minimo en x = 15. Las cajas tendran de dimensiones: 15 cm de ancho, 30 cm
de largo y 20 cm de alto.

Problema 12.1.3 (2 puntos) Una bolsa contiene dos monedas equilibradas. Una de las monedas
tiene cara y cruz y la otra tiene dos caras. Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos
veces consecutivas con independencia, observandose dos caras. ;Cuél es la probabilidad de que la
moneda elegida sea la moneda de dos caras?

Solucion:
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P(CC)Z%~%+%: g’ P(CC|M2):1
pmace) = DCCIM2P(M2) 4

Problema 12.1.4 (2 puntos) Se supone que la concentracién de CO; en el aire de una determi-
nada regién, medida en partes por millén (ppm), se puede aproximar por una variable aleatoria
con distribucién normal de desviacién tipica igual a 20 ppm.

a) Calctlese el nimero minimo de observaciones necesarias para que el valor absoluto de la
diferencia entre la media de la poblacién y la media muestral sea menor o igual que 2 ppm
con un nivel de confianza mayor o igual que el 95 %.

b) Determinese un intervalo de confianza del 95 % para la concentracién media de COy en el
aire de la region si la muestra elegida contiene 121 observaciones y la concentracién media
muestral es igual a 350 ppm. C O,

Solucién:
a) Tenemos E =2,0 =20y 2,2 = 1,96

E = 205 —> n = 384,16

Vn
Luego n = 385.

b) Tenemos T = 350, 0 = 20, n = 121 y z,/2 = 1,96

c = (z — Zajre T 2o /2;5) — (346,436, 353,564)

7n
12.2. Modelo 2012 - Opcién B

Problema 12.2.1 (3 puntos) Se considera la matriz A = ( g Cll )

a) Calctlense los valores de a para los cuales no existe la matriz inversa A=,

b) Para a = 2, calciilese la matriz B = (A~'AT)?.
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c¢) Para a = 2, calcilese la matriz X que satisface la ecuacién matricial:
AX — A2 = AT
Nota.- AT representa a la matriz traspuesta de A.

Solucion:

a)

Al =

i =a’-3=0= a=+V3

a
3
Sia = +v3 = no existe A~ '.

Sia#+V3= 3A°%

b) Sia=2:
a=(52)=a-(5 %)
p-[(3 )G =T )
¢) Cona=2:

AX = A2 = AT = X = A~1(AT + A?)
(GG D)

Problema 12.2.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

20 +2 si <0
f@)={ ar’*+br+c si 0<x<3
3—x si x >3

a) Calcilense a, b y ¢, para que la funcién f sea continua en todos los puntos y derivable en
z=0.

b) Para a = 0, calcilense b, ¢, para que la funcién f sea continua en todos los puntos y calctilese
el area del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f y el eje OX.

3
c) Paraa =b=1, ¢ =2, calcilese la integral definida / f(x)dx.
-1
Solucién:

a) f continua en z = 0:

lim f(zr)=2, lim f(x)=c= c=2
z—> 0t

z— 0~

f continua en z = 3:

lim f(z)=9a+3b+¢, lim f(r)=0= 9a+3b+c=0

r— 37 z—> 3+
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f derivable en z = 0:

2 si z <0
fl(x)=4¢ 2ax+b si 0<x<3
-1 si Tz >3
FO07)=2, fl(0")=b= b=2
c=2 a=-8/9
9a+3b+c=0 = b=2
b=2 c=2
b) Sia=0:
20+ 2 si <0
f(z) = br+c si 0<z<3
3—x si z>3

f continua en x = 0:

lim f(z)=2, lim f(a)=c= c=2

z— 0~ z— 0t

f continua en z = 3:

lim f(x)=3b+e¢, lim f(z)=0= 3b+c=0

z—> 3~ r—> 3t

Luego b=—-2/3yc=2:

2r+2 si z<0
f(z) = —2/3x+2 si 0<xz<3
3—x si x> 3

0
51:/ (2x+2)d1::x2—|—2:c]0_1:1

-1
3

ng/ (—fx+2)dﬂc:—x—+2x} =3
o 3 3 0

S = ‘Sl|+|5’2| =4 >

c) Sia=b=1,c=2:

20+ 2 si <0
fz) = ?+r+2 si 0<z<3
3—x si z >3
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3 0 3
/ f(x)dx:/ (2x+2)d:17+/ (22 +x+2)de =
-1 -1 0
3 2 3
2 0 x T _ 39 41
X +2$]_1+3+2+2CE}0—1+2—2

Problema 12.2.3 (2 puntos) Una escuela de natacién ofrece cursos de iniciacién y perfecciona-
miento en las categorias pre-benjamin (7-8 anos), benjamin (9-10 anos) y alevin (11-12 anos). La
siguiente tabla contiene la informacién con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:

Pre — benjamin | Benjamin | Alevin | Total

Iniciacién 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.
a) ¢ Cudl es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacién?
b) ;Cudl es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

¢) Si el nadador elegido es un benjamin, jcudl es la probabilidad de que esté en el curso de
perfeccionamiento?

d) Si el nadador elegido estd en el curso de iniciacién, jcudl es la probabilidad de que sea
benjamin?

Solucion:

2)

200 5
Pliniciacien) = 200 _ 5
(iniciacién) TIRRT
b)
P(perfeccionamiento U alevin) = 280 + 160150 _ 29
P YW T a0 Ta80 T 480 48
c)
P(perfeccionamiento|benjamin) = %
d)

P(benjamin iniciacién) = 20
Problema 12.2.4 (2 puntos) Se supone que la tensién de un tipo de linea eléctrica se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p = 100V y desviacién
tipica ¢ = 10V. ;Cual es la distribucién de la tensién media de cuatro lineas eléctricas de ese tipo,
tomadas al azar y con independencia?

Solucion:
10

X~N (m \;’ﬁ) =N (100, \/1> = N (100, 5)
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12.3. Junio 2012 - Opcién A

Problema 12.3.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del pardme-
tro real a :

T+ ay— Tz= 4da-—1
z+ (1+a)y— (a+6)z= 3a+1
ay— 6z= 3a—2

a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de a.
b) Resuélvase el sistema en el caso en el que tiene infinitas soluciones.

¢) Resuélvase el sistema en el caso a = -3.

Solucién:
a)
1 a -7 4a —1
1 1+a —(a+6)|3a+1 |; |Al=a*-a—6=0= a=3, a=—2
0 a —6 3a —2

& Sia#3ya#—-2= |A| # 0= Rango(A) = 3 =Rango(4) = n2 de incégnitas =
Sistema compatible determinado (solucién tnica).

@ Sig=3:

1 3 -7|11 1 3
1 4 —9]|10 ;A|:0y‘1 4‘:17&O:>Rang0(A):2
03 -6 7

1 3 11

1 4 10 |=10# 0= Rango(A) =3

0 3 7

Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene solucién)
& Sig=-2:
1 -2 -7]-9

1 1 4|5 ;|A1|A2|A3||A4|0y]
0 -2 —6] -8

1 -2

1 1 ‘1¢O:>

Rango(A) = 2 =Rango(A4) < n° de incégnitas = sistema compatible indeterminado
(Infinitas soluciones)

b)
_ r=—-14+2A
(5 ==t
Y o 2= A
¢) a= -3
r—3y—Tz=-13 x=—-4/3
x—2y—3z2=-8 =< y=7/3
—3y — 62 =—11 z2=2/3
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Problema 12.3.2 (3 puntos) Una empresa vinicola tiene plantadas 1200 cepas de vid en una
finca, produciendo cada cepa una media de 16 kg de uva. Existe un estudio previo que garantiza
que por cada cepa que se anade a la finca, las cepas producen de media 0,01 kg menos de uva cada
una. Determinese el niimero de cepas que se deben anadir a las existentes para que la produccién
de uvas de la finca sea maxima.

Solucion:

x: N° de copas que debemos anadir. La produccién vendra dada por la siguiente funcién:
f(z) = (16 — 0,012)(1200 + x) = —0,012* 4 4z + 19200

f(x)=-0,022+4=0= z =200
' (x) =-0,02 = f"(200) < 0= en x =200 hay un maximo
Luego hay que anadir 200 cepas.
Problema 12.3.3 (2 puntos) En un tribunal de la prueba de acceso a las ensenanzas universitarias
oficiales de grado se han examinado 80 alumnos del colegio A, 70 alumnos del colegio B y 50 alumnos

del colegio C. La prueba ha sido superada por el 80 % de los alumnos del colegio A, el 90 % de los
del colegio B y por el 82 % de los del colegio C.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya superado la prueba?

b) Un alumno elegido al azar no ha superado la prueba, jcudl es la probabilidad de que perte-
nezca al colegio B?

Solucion:

Apto
/ i

A
T —— Ndpio

% Apta

B
TiH

B _‘_-‘—__--_‘_‘_"‘———_
01 NApio

_wdpe

* NApto

8 7 5
P(Apto) = 550,84 550,94 750,82 = 0,84

b) P(NApto) =1— P(Apto) =0, 16

P(NApto|B)P(B) 7
=—=0,21
P(N Apto) 32 0,21875

P(B|N Apto) =
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Problema 12.3.4 (2 puntos) Se supone que el peso en kilogramos de los alumnos de un colegio
de Educacién Primaria el primer dia del curso se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de desviacién tipica igual a 2,8 kg. Una muestra aleatoria simple de 8 alumnos
de ese colegio proporciona los siguientes resultados (en kg):

26 27,5 31 28 25,5 30,5 32 31,5.

a) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 90 % para el peso medio de los
alumnos de ese colegio el primer dia de curso.

b) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia
entre la media muestral y la media poblacional sea menor o igual que 0,9 kg con un nivel de
confianza del 97 %.

Solucion:

a) Tenemosn =8, X =29, 0 =2,8y Za/2 = 1,645

IC = (f - ZQ/Q%af"F er/2\;ﬁ> = (27,372;30,628)

b) Tenemos £ = 0,9, 0 =20y z4/2 = 2,17

E— za/Q% — = 45577

Luego n = 46.

12.4. Junio 2012 - Opcién B

Problema 12.4.1 (3 puntos) Un estadio de fitbol con capacidad para 72000 espectadores estd
lleno durante la celebracién de un partido entre los equipos A y B. Unos espectadores son socios
del equipo A, otros lo son del equipo B, y el resto no son socios de ninguno de los equipos que
estan jugando. A través de la venta de localidades sabemos lo siguiente:

a) No hay espectadores que sean socios de ambos equipos simultdneamente.
b) Por cada 13 socios de alguno de los dos equipos hay 3 espectadores que no son socios.
¢) Los socios del equipo B superan en 6500 a los socios del equipo A.

;,Cuantos socios de cada equipo hay en el estadio viendo el partido?

Solucién:
x—l—giz:?ZZOOO 24y + 2 = 72000 % — 26000
13y:§ = 3rx+3y—13z2=0 = (¢ y = 32500
x4+ 6500 =y x —y = —6500 z = 13500

Problema 12.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x)—{ 2 —4zx+3 si x<1
Tl —2? 442 -3 si oz>1
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a) Estudiese la continuidad y la derivabilidad de la funcién f.
b) Represéntese gréaficamente la funcién f.

c¢) Calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica de f, el eje OX, el eje OY,
y la recta x = 2.

Solucion:

a) f continua en z = 1:

f no es derivable en x = 1:

roon 20 —4 si x<1 fa)y=-2
f(x)i{—2x+4 siox>1 :>{f

Luego f no es derivable en = = 1.

b) Representacion:

0,3)

Mix(2,1)

(3.0) i

(1,0)

¢) Area:
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Mi(2,1)

(1,0)

! z3 4
Slz/(m2—4x+3)dx ——2x2+3m} ==
0 3 o 3

2 3 2
SQ:/(—x2+4x—3)dx:——+2x2—3x} ==
1 3 3

S =[S1] + |Sa| = 2

[SCRIE

2
Z_9
+ 3 U
Problema 12.4.3 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tal que:
P(AnB)=0,1 P(ANB)=0,6 P(A|B)=0,5

Calculense:

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S. P(S|T) denota la probabilidad del suceso
S condicionada al suceso T'.

Solucion:
a)
P(A|B):P(AQB) _P(AﬁB)_O,l_

rm) TP pam) Tos M2
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P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=0,6
P(AUB) =0,4

P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =
P(A)=P(AUB)+ P(ANB)—P(B)=0,44+0,1-0,2=0,3

Problema 12.4.4 (2 puntos) Se supone que el gasto que hacen los individuos de una determinada
poblacién en regalos de Navidad se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién
normal de media p y desviacién tipica igual a 45 euros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (251,6 ; 271,2)
para p, con un nivel de confianza del 95 %. Calctilese la media muestral y el tamaifio de la
muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 64 para estimar u. Calcilese el error maximo
cometido por esa estimacién con un nivel de confianza del 90 %.

Solucion:

a‘) N(,u?45)7 Raj2 = 1,96:

Ny X —E=2516 X = 2614
IC = (251,6;271,2) = (X — E, X + E) = { X4 E—2m2 { E—o0s

E=zyp——— n=281

v
b) n =64, o5 = 1,645:

(2

E= Za/zﬁ

=9,253

12.5. Junio 2012(coincidente) - Opcién A

1 0 1 T
Problema 12.5.1 (3 puntos) Dadas las matrices A = 2 2 2 |, X = Y y B =
3 -1 &k z
0
2 |, se pide:
1

a) Para k = 4, calctilese el determinante de la matriz 342,
b) Para k = 2, calciilese (si existe) la matriz inversa A=,

c¢) Discutase la existencia de solucién del sistema lineal AX = B segin los diferentes valores del
parametro k.
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Solucion:

|A| = 2k — 6
a) Sik=4:|34% =3%-|A> =108
b) Si k= 2:
-3 12 1
A= -1 1/2 0
4 —1/2 -1
c)
1 01 T 0
2 2 2 y =1 2
3 -1 k z 1
1 0 1]0
A= 2 2 2|2 |,|A=2k-6=0=—= k=3
3 -1 k|1

& Sik#3= |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n° de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

& Sik=3:
/1 0 1]o 7 o
A= 2 2 2)2 ), j4=0 |, 2‘:2:Rango(A):2
3 -1 3|1
10 0 B
2 2 2|=4#0= Rango(A)=3
3 -1 1

En este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema en Incompa-tible.

4 — 2x

Problema 12.5.2 (3 puntos) ) Se considera la funcién real de variable real f(z) = "

a) Determinense los méximos y minimos locales y los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién f.

b) Héllense los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad y convexidad de f.

¢) Determinense las asintotas y los puntos de corte con los ejes. Esbdcese la grifica de f.

Solucion:

a)
_ 2x—8

f'(z) e 0= xz=4
(—O0,0) (074) (4700)
f'(2) + - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcidn es creciente en el intervalo: (—oo, 0) U (4, 00) y es decreciente en el intervalo (0,4).

Hoy un minimo local en el punto (4,—1).
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24 — 4z
(z) = o =0=2=6
(*O0,0) (036) (63 OO)
@+ - -
f(x) | convexa | convexa | céncava

La funcién es convexa en el intervalo: (—o0,0) U (0,6) y es céncava en el intervalo (6, 00).

Hay un punto de inflexién en el punto (6, —2/9).
¢) @ Puntos de corte: Con el eje de ordenadas no hay y con el eje de abscisas 4 — 22 =0 =
x = 2, se trata del punto (2,0).
@& Asintotas:

a) Verticales: x =0

T 4 —2x 4 n
1m = |— | =
z— 0t 22 0t >
i 4 —2x { 4 } n
m = |— | =
z—0- 22 0t o
b) Verticales: y =0
, 4—2x
lim =0

t—s0+ 12

¢) Oblicuas no hay por haber horizontales.

d) Representacién gréfica:

<

%

* Innflexion (6,-2/9)

Minimo (4,-1)

x=0

Problema 12.5.3 (2 puntos) Una ferreteria tiene en su almacén bombillas de bajo consumo: 500
bombillas de 20 W, 300 de 15 W y 200 de 12 W. Los controles de calidad realizados por la empresa
que fabrica las bombillas han permitido determinar las probabilidades de fallo de cada tipo de
producto durante la primera hora de encendido, siendo de 0,03 para las bombillas de 20 W, de
0,02 para las de 15 W y de 0,01 para las bombillas de 12 W.

a) Se elige al azar una bombilla del almacén, jcudl es la probabilidad de que se produzca un
fallo durante la primera hora de encendido?

b) Se somete al control de calidad una bombilla del almacén elegida al azar y falla en su primera
hora de encendido, jcudl es la probabilidad de que sea una bombilla de 20 W?

Solucién:
P(20W) =0,5, P(15W)=0,3, P(12W)=0,2
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0,03
200
05 097 F
202 2
03 15W-
0,98
: NF
0.2
0,01 F
12
6,99 NF

P(F) = P(20W)P(F|20W) + P(15W)P(F|15W) + P(12W)P(F|12W) =
0,5-0,03+0,3-0,02+0,2-0,01 = 0,023

F|20W)P(20W)  0,03-0,5

= = 0,652
P(F) 0,023 ’

peow|F) = I

Problema 12.5.4 (2 puntos) El consumo anual de carne en un cierto pafs se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal con desviacién tipica 16 kg.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 residentes y se obtiene un consumo medio de
42 kg de carne al afio. Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 90 % para el

consumo anual medio de carne en dicho pais.

b) {Qué tamafio minimo deberia tener la muestra para garantizar, con el mismo nivel de con-
fianza, que el error de la estimacién del consumo anual medio sea menor que 1 kg?

Solucion:

a) Tenemos n =64, X =42, 0 =16y Zoy2 = 1,645

IC = (E — ZQ/Q%E n za/g\;ﬁ) = (38,71;45,29)

b) Tenemos £ =1,0 =16y z,/2 = 1,645

E= za/Q% — n > 692,34

Luego n = 693.

12.6. Junio 2012(coincidente) - Opcién B
Problema 12.6.1 (3 puntos) Una compania aérea oferta hasta un mdximo de 60 plazas en sus

vuelos diarios entre Madrid y Lisboa. Las plazas de clase turista se ofrecen a 40 euros, mientras
que las de primera clase tienen un precio de venta de 75 euros. Por normativa internacional, el
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nimero de plazas ofertadas de primera clase debe ser inferior o igual al doble de las plazas de clase
turista y superior o igual a la mitad de las plazas de dicha clase turista. Ademads, por motivos de
estrategia empresarial, la compania tiene que ofrecer como minimo 10 plazas de clase turista.
,Qué nimero de plazas de cada clase se deben ofertar diariamente con el objetivo de maximizar
los ingresos de la aerolinea? Determinese dicho ingreso méximo.

Solucién:

\ X+y=60

20,40)

(10,20
(40,26)

(10,5)

Sean: x : plazas en clase turista. y : plazas en primera clase. Hay que maximizar z(x, y) = 40z + 75y
sujeto a las restricciones:

y < 2x
y=a/2
x+y <60
x> 10
2(20, 40) = 3800
2(40,20) = 3100
2(10,5) = 775
z(10,20) = 1900

El ingreso méximo se obtiene ofreciendo 20 plazas de turista y 40 de primera clase, con un total
de 3800 euros.

Problema 12.6.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

fla) = aa® -

T

a) Héllense los valores de a y b para que la recta tangente a la gréfica de f en z = 1 tenga como
ecuacion y = 3z — 2.

b) Hallense los valores de a y b para que la funcién f tenga en (1,0) un punto de inflexién.

1
¢) Héllense los valores de a y b de manera que f no tenga asintotas y / f(z)dx = 1.
0

Solucion: . )
f(z) = az® — ~ f'(z) = 2ax + et " (x) =2a— =
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f)=1= a—-b= a=4/3
{fﬂ)=3=$2a+b:3 :ﬁ{b=1m
b)
f1)=0= a-0=0 _
{f%U:O:$2a7%:O —a=0

c¢) Para que no tenga asintotas: b =0

! ! a®]’ a
/ f(x)dx:/ ar’dr= —| =-=1= a=3
0 0 34p 3

Problema 12.6.3 (2 puntos) Los 30 alumnos de una Escuela de Idiomas estudian obligatoria-
mente Inglés y Francés. En las pruebas finales de estas materias se han obtenido los siguientes
resultados: 18 han aprobado Inglés, 14 han aprobado Francés y 6 han aprobado los dos idiomas.

a) Se elige un estudiante al azar, jcudl es la probabilidad de que no haya aprobado ni Inglés ni
Francés?

b) Se elige un estudiante al azar de entre los aprobados de Francés, ;cudl es la probabilidad de
que también haya aprobado Inglés?

Solucion:

Llamamos I al suceso aprobar inglés y F' al de aprobar francés.

18 3 14 7 6 1

P(I):%:gv P(F):%:B, P(IQF):%:g
a)
PINF) = P(TUF) =1 (P(I) + P(F) = PIN F)) = 7 = 0,133
b
) P(INF) 3
P(I|F):W:?:0,428

Problema 12.6.4 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con distribucién normal de media
1y desviacién tipica 0. Sea X la media en una muestra aleatoria simple de tamafio 100 elementos.

a) Determinese el valor de o sabiendo que I = (125,2;144,8) es un intervalo de confianza con
un nivel del 95 % para la media poblacional p.

b) Si o = 20, calctilese la probabilidad P(1 < p— X < 4).

Solucion:
1448 — 1252

a‘) N(/J“a U)v n = 100, Ra)2 = 1,96, E = 9

9,8:

B =24 = 98=196—— —> 0 = 50

Vn V100
b) Pl<u—-X<4)=P0,5<Z<2)=P(Z<2)—P(Z<05)=0,286
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12.7. Septiembre 2012 - Opciéon A

Problema 12.7.1 (3 puntos) Un pintor dispone de dos tipos de pintura para realizar su trabajo.
El primer tipo de pintura tiene un rendimiento de 3 m? por litro, con un coste de 1 euro por litro.
El segundo tipo de pintura tiene un rendimiento de 4 m? por litro, con un coste de 1,2 euros por
litro. Con ambos tipos de pintura se puede pintar a un ritmo de 1 litro cada 10 minutos. El pintor
dispone de un presupuesto de 480 euros y no puede pintar durante mas de 75 horas. Ademds, debe
utilizar al menos 120 litros de cada tipo de pintura. Determinese la cantidad de pintura que debe
utilizar de cada tipo si su objetivo es pintar la maxima superficie posible. Indiquese cudl es esa
superficie maxima.

Solucién:

Llamamos z al n° de litros de pintura del primer tipo e y al n® de litros de pintura del segundo tipo.

Ox +10y=4500 =120

x+12y=480

(120,300) |

y=120

(120,120 (330,120)

Funcién objetivo: z(z,y) = 3z + 4y sujeta a:

r+ 1,2y <480
102 4+ 10y < 4500
x,y > 120

2(120,120) = 840
2(120, 300) = 1560
2(300, 150) = 1500
2(330,120) = 1470
La cantidad éptima a utilizar seria: 120 litros de pintura del primer tipo y 300 de pintura del
segundo tipo 2. Podrian pintarse 1560 m?.

Problema 12.7.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por: f(x) =
x(2z —1)
z—1
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a) Determinense las asintotas de f . Calciilense los extremos relativos de f .

b) Represéntese gréficamente la funcién f.

5
c) Calcfllese/ f(f) dx.
2 x

Solucion:
a) Asintotas:

@ Verticales: z =1

lim = = —00
z—1- x—1
, x(QQ:fl)i{l}i
SN Te o T ler) T
@ Horizontales: No hay
., x(2z—1)
lim =00

@ Oblicuas: y = mz +n

n= lim (f(z)—mz)= lim <M—2x>:1

T—> 00 T— 00 x—1

y=2x+1

Extremos:

&
&

222 —4r +1
f(x) (x_l)g Z1 + 27 T2 9

2 f"(x1) > 0= en ; hay un minimo
" _ 1 1
fi@) = (x —1)3 4 { f"(z2) <0 = en z; hay un mdximo

b) Representacién gréfica:

5 5 —
c) / f(x)dx:/ 2@ 1dac:ln|$2—x|]5=1n10-
2
2 2 x

22 22 —
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Problema 12.7.3 (2 puntos) Se dispone de cinco cajas opacas. Una contiene una bola blanca,
dos contienen una bola negra y las otras dos estan vacias. Un juego consiste en ir seleccionando al
azar y secuencialmente una caja no seleccionada previamente hasta obtener una que contenga una
bola. Si la bola de la caja seleccionada es blanca, el jugador gana; si es negra, el jugador pierde.

a) Calculese la probabilidad de que el jugador gane.
b) Si el jugador ha perdido, jcudl es la probabilidad de que haya seleccionado una sola caja?

Solucion:

Para que un jugador gane pueden ocurrir los siguientes sucesos: B, NBy NNB.

a)
P(Ganar) = P(B)+ P(NB)+ P(NNB) = % + %i + %Z* =z

b)

) P(Perder Nuna caja) 2/5 3
P(una caja|Perder) = P(Perder) - % =<

Problema 12.7.4 (2 puntos) La duracién en kilémetros de los neumadticos de una cierta marca
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y
desviacion tipica igual a 3000 kilémetros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 neumédticos y se obtiene una media muestral
de 48000 kilémetros. Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 90 % para pu.

b) Calctlese el tamafio minimo que debe tener la muestra para que el valor absoluto de la dife-
rencia entre la media de la muestra y p sea menor o igual a 1000 kilémetros con probabilidad
mayor o igual que 0,95.

Solucion:

a) Tenemos n = 100, X = 48000, o = 3000 y Zqy2 = 1,645
_ o _ o
1C=\7 - Za/gﬁ, T+ Za/gﬁ = (47506,5; 48493,5)

b) Tenemos E = 1000, o = 3000 y z,/2 = 1,96

E= za/Q% — n = 34,577

Luego n = 35.

12.8. Septiembre 2012 - Opcién B

Problema 12.8.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, dependiente del
parametro real k:

x4+ y+ z= 2

x+ ky+ 2z=

kx+ y+ 2z= 1
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a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de k.
b) Resuélvase el sistema para k = 0.

¢) Resuélvase el sistema para k = 2.
Solucién:
a)

1
A= 1
k

_ T =
[ NS

2
5 |5 |Al=—k*+3k—-2=0= k=1, k=2
1

& Sik#1yk#2= |Al # 0= Rango(A) = 3 =Rango(4) = n° de incégnitas =
Sistema compatible determinado (solucién unica).

& Sik=1
11 12 11
1 1 2|5 ;|A|—0y‘ ’—17£O:>Rango(A)—2
1 2
1 1)1
1 1 2 o
1 2 5|=-1#0= Rango(4) =3
111
Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene solucién)
o« Sik=2
1 1 12 11
1 2 215 ;|A1|:|A2|:|A3‘:‘A4|:Oy :1750:>
21 1|1 L2

Rango(A4) = 2 =Rango(A4) < n® de incégnitas = sistema compatible indeterminado
(Infinitas soluciones)

b) k=0
TH+y+z=2 r=1
rT+2z2=5 = y=-1
y+z=1 z=2
c) k=2
z=-1
T+y+z=2 e
{x+2y+2,z:5 — i’:i A

Problema 12.8.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(z)f{ ax+b si x<1
Tl —22+1 sioz>1

a) Calctlense los valores de a y b para los que la funcién f es continua y derivable.

b) Para a = 0y b = 1, héllese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en los puntos
en los que dicha tangente es paralela a la recta y — 8x = 1.
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¢) Sea g la funcién real de variable real definida por g(z) = 1 —2z2%. Paraa =1y b =0, calcilese
el drea de la region plana acotada limitada por la grafica de f y la grafica de g.

Solucion:

a) f continua en z = 1:
lim f(z)= lim (ax+b)=a+b

r—> 17 z—> 1~
lim f(r)= lim (z® -2 +1)=1
z—> 11t z—> 17

f no es derivable en x = 1:

f/(x):{g 6 st z<l :{ﬁ(l_):? — a=1

2?2 -2 si x>1
Luegoa=1y b=0.
b)y—8r=1— y=8r—-1=—= m=238

, . 1 si z<1
f(x)7{3x272x si z>1

Las soluciones estarén cuando z > 1 = 322 - 22 =8 = z =2y x = —4/3, esta tdltima
solucién no es vélida, y el punto de tangencia es (2, f(2)) = (2,5). La ecuacién de la recta
tangente a la funcién f es y — 5 = 8(x — 2).

c) .
f(m)z{ x si r<1

-2 +1 s z>1
z=1-— 222 si x<1
-2 4+1=1-222 si z>1

f@) = gla) = {

{2x2+x—120 siox<1 {x:—l, r=1/2 si r<1
B +22=0 si z>1 r=0, z=—-1 si x> 1 No valen

1/2 9,3 9 1/2 9
S:/ (_2$2—$+1)dm)dx:—i_£+m =22
-1 3 2 4, 8
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Problema 12.8.3 (2 puntos) Se consideran dos sucesos A y B tal que:

P(A)=3 P(BIA)=] PUAUB) =

Calctilese razonadamente:
a) P(ANB).

b) P(B).

c) P(BJA).

d) P(A|B).

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S. P(S|T) denota la probabilidad del suceso

S condicionada al suceso T.

Solucién:
g 11
PANB) = PBIAP(A) = {3 = =
b)
P(ANB) = P(4) + P(B) - P(ANB) = P(B) = |
c)
_ P(BnA) P(A)-P(ANB) 3

P = =pra) PA) 1

a) -

Pif7P(Zm§)7P(AUB)717P(AUB)72
(4]B) = p(B) 1-P(B) 1-P(B) 3

Problema 12.8.4 (2 puntos) El tiempo de espera para ser atendido en un cierto establecimiento
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y
desviacién tipica igual a 3 minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 121.

a) Calctlese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media de la muestra
y W sea mayor que 0,5 minutos.

b) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p, si la media de la muestra
es igual a 7 minutos.

Solucion:

a)
P(X -y > 5) = P(|Z] > Tiﬂ —2(1— P(Z < 1,83)) = 0,0672

b) N(H53)7 Raj2 = 1,96:
E==z, /2% = 0,5345454545 IC = (X — E, X + E) = (6,465;7,535)
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Capitulo 13

Ano 2013

13.1. Modelo 2013 - Opcién A

Problema 13.1.1 (2 puntos) Disctitase el sistema siguiente en funcién del pardmetro a € R:

T— = a
T+ az =
20— y+ a*z= 1

Solucion:
1 -1 Ola
1 0 al0 |; |Al=ala—1)=0= a=0,a=1
2 -1 a1

& Sia#0ya#1= |Al # 0= Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n° de incégnitas => Sistema
compatible determinado (solucién tnica).

@ Siag=0:

1 -1 0]o0 _
1 0 00 ;|A|:0y’ ‘:17&0:>Rango(A):2
1 0
2 -1 01
1 -1 0
1 0 0|=1%#0= Rango(A) =3
2 -1 1

Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene solucién)

@ Sig=1:
1 -1 0|1 -
2 -1 1|1

Rango(A) = 2 =Rango(A4) < n° de incégnitas = sistema compatible indeterminado (Infi-
nitas soluciones)

3z2 -5
Problema 13.1.2 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(x) = ’ 1
T
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a) Hallense sus asintotas horizontales, verticales y oblicuas.

b) Hallense los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas y sus intervalos
de crecimiento y decrecimiento.

Solucién:
a) @ Verticales: x = —1:
322 -5 {—2} L
B ) PN
r— —1- T+ 1 07
3z2 -5 —2
= —_— = —
z— -1+ x+1 0+
@ Horizontales: No hay
322 -5
lim = 400
@ QOblicuas: y =mz —n
2 _
m= lm 10 g 35
r— oo I r—o0 T4+
322 -5 -3 -5
n:zlir)noo(f(x)fmx) ZI@OO( z—l—l 73‘%) :I@M%H =3
y=3xr—3

b) @ Puntos de corte:
Con el eje OY: hacemos © = 0 = (0, —5)

Con el eje OX: hacemos f(z) =0= (—4/5/3,0) y (1/5/3,0)
@& Curvatura:
f'(x) = 32% + 62 + 5(x + 1)* # 0 = no hay extremos

Como f'(z) > 0 siempre podemos asegurar que la funcién es creciente en todo el dominio

R - {0}.

y=3x-3
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Problema 13.1.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real

2?2 -3z +5 si r <1

f@) =1 :

¢ st o x>1

a) Estudiese la continuidad de la funcién en R.

2
b) Calcﬁlese/ f(x)dx
0
Solucién:

a)
lim  f(z)= lim (—2?-3z+4+5)=1

r— 1~ r— 1~

Luego la funcién es continua en x = 1 por ser iguales los limites laterales y ademés f(1) = 1.

b)
/02 f(x)dx:/ol(—x2—3x—|—5)dx—|—/12 22 de =

—2? 2 T x3r_19 7 11
0 1

6+3*2

T

Problema 13.1.4 (2 puntos) Tres mdquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La
probabilidad de que un tornillo fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0,01, de que lo sea
uno fabricado en B es 0,02 y de que lo sea si ha sido manufacturado en C' es 0,03. En una caja se
mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina A, 30 de la B y 75 de la C.

a) Calctilese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea defectuoso.

b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ;Cudl es la probabilidad de que haya sido
fabricado por la méquina B?

Solucion:

P(D|A) = 0,01, P(D|B)=0,02, P(D|C)=0,03
15 _1 oo 30 1 L 75 5

P A = - = — = —_— —_ —_— = =
( ) 120 8’ ( ) 120 4’ ( ) 120 8
9,61 D
A
7] #,37 ND
0,62 2
14 7
v ND
58
0,02 D
c
0,97 ND
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1 1 5
P(ND) = g~O,99+1'0,98+§«0,97:O,975

P(D|B)P(B) _ 0,02-0,25
P(D) - 1-0,975

P(B|D) = 0,2

Problema 13.1.5 (2 puntos) El peso en gramos del contenido de las cajas de cereales de una
cierta marca se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p
desconocida y desviacién tipica igual a 5 gramos. Se toma una muestra de tamano 144.

a) Calcilese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media de la muestra
y p sea menor de 1 gramo.

b) Sila media muestral obtenida es igual a 499,5 gramos, determinese un intervalo de confianza
con un nivel del 90 % para el peso medio de ese tipo de cajas de cereales.

Solucion:
a) Tenemos E=1, 0 =5yn=144

E.
E=zojs—= = 202 = vn =24

vn o
P(Z < 2,4) = 0,9918

b) Tenemos T = 499,5, 0 =5, n = 144 y 2,/ = 1,645

o= <§ - ZQ/Q%,E + za/gjﬁ) = (498,8146, 500,1854)

13.2. Modelo 2013 - Opcion B

Problema 13.2.1 (2 puntos)

a) Determinense los valores de a y b para que la funcién objetivo F(x,y) = 3z + y alcance su
valor mdximo en el punto (6,3) de la regién factible definida por

>0
y=>0
z+ay <3
2c+y <b

b) Represéntese la regién factible para esos valores y calctlense las coordenadas de todos sus
vértices.
Solucién:
a)

{:C+ay:3 {6—}—3@23 {
2% +y=b 1243=b
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b) Representacion:

F(3,0)=9

F(0,15) =15

F(6,3) =21 Méximo

. 2 3
Problema 13.2.2 (2 puntos) Sea la matriz A = 1 9

a) Obténgase A%°07.

b) Héllese la matriz B tal que A- B = ( _1; _g (1) )

Solucion:

1 0 A si n es impar
2 _ _ n p 2007 __
Ai(O 1>7I:>A{Isi nespar:>A =4

-1 2 3 )
4 _( -1 -2
i 2 3)(11 51)_(11 2)
£ =4 0_(—1 —2 -7 -3 0/ \3 1 -1
Problema 13.2.3 (2 puntos) El coste de fabricacién de una serie de hornos microondas viene

dado por la funcién C(z) = 22 + 40x + 30000; donde x representa el niimero de hornos fabricados.
Supongamos que cada horno se vende por 490 euros.

a) Determinese la funcién de beneficios.

b) ;Cuantos microondas deben fabricarse y venderse para que los beneficios sean méximos?
;,Cual es el importe de esos beneficios maximos?

Solucion:

a) Sillamamos = al nimero de hornos vendidos la funcién beneficio sera:

B(x) = 490z — (2% + 40z + 30000) = —2? + 4502 — 30000
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b)
B'(z) = —2x+450 =0 = z =225

B"(z) = -2 = B"(225) = -2 < 0 = en x = 225 hay un médximo. El beneficio miximo
se obtiene al venderse 225 hornos y serfa de B(225) = 20625 euros.

Problema 13.2.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos aleatorios tal que

P(B)=°, P(AUB) =

P(4) = :

1
2 )
a) Determinese si son compatibles o incompatibles los sucesos A y B.

b) Determinese si son dependientes o independientes los sucesos A y B.

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucién:

1

2
3 = — # 0 = los sucesos

a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(ANB) = =

Ay B son compatibles.

L1
4

DO =

1 1
b) P(ANB) = 3 # P(A)- P(B) = =3= los sucesos A y B no son independientes.

N | =
| =

Problema 13.2.5 (2 puntos) La altura de los arboles de una determinada comarca se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media desconocida y varianza 25
cm. Se toma una muestra aleatoria simple y, para un nivel de confianza del 95 %, se construye un
intervalo de confianza para la media poblacional cuya amplitud es de 2,45 cm.

a) Determinese el tamano de la muestra seleccionada.

b) Determinese el limite superior y el inferior del intervalo de confianza si la altura media para
la muestra seleccionada fue de 170 cm.

Solucién:
N(p,5); 2as2 =1,96; E= % =1,225
a) ,
E= zm% — o~ (11?262'55) — 64— n =64

b) Tenemos T = 170, E = 1,225 y n = 144

IC = (T — E, T+ E) = (168,775; 171,225)

13.3. Junio 2013 - Opcién A

32 0
Problema 13.3.1 (2 puntos) Dada la matriz A=| 1 0 -1
1 1 1

a) Calctilese A™!
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b) Resuélvase el sistema de ecuaciones dado por A - Y =

Solucion:

2)

-1 2 2
A"l = 2 -3 -3
-1 1 2
b)
-1 2 2 1 1
AX=B=— X=A"'B= 2 -3 -3 0 J=[ -1
-1 1 2 1 1

Problema 13.3.2 (2 puntos) Se desea maximizar la funcién f(z,y) = 64,8z + 76, 5y sujeta a las
siguientes restricciones:

62 + 5y < 700, 2z +3y <300, >0, y >0

a) Represéntese graficamente la regién de soluciones factibles y calcilense las coordenadas de
sus vértices.

b) Determinese el valor méximo de f sobre la regién, indicando el punto donde se alcanza dicho

maximo.
Solucién:
6x + by < 700
flx,y) = 64,8z + 76,5y sujeto a: { 2z + 3y < 300
z>0,y=>0
Representacion:

2x +3y =300
ox+3y=700
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£(0,100) = 7650
£(116,7;0) = 7560
£(75,50) = 8685 Maximo

El méximo, dentro de la regién en estudio, se encuentra en el punto (75,50) con un valor de 8685.

Problema 13.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
36—21

a) Obténgase la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto x =0

b) Calctlese el drea de la regién plana acotada limitada por la gréfica de f, las rectas x = 0,
xz =0,5y el eje de abscisas.

Solucién:
a) f'(x) = -6 = f'(0)= -6y f(0) =3 =

y—3=—-6r=— 6x+y—3=0

Tangente
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Problema 13.3.4 (2 puntos) Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores
fueron clasificados como deportistas o no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el
55 % de los trabajadores se clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el
30 % lectores. Se elige un trabajador al azar:

a) Calctilese la probabilidad de sea deportista y no lector.
b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calcilese la probabilidad de que sea deportista.

Solucién:
D = deportistas, L = lectores.

P(DUL)=0,55 P(D)=0,4, P(L)=0,3

a) PADUL) = P(D)+ P(L) - P(DNL) = P(DNL) = PD)+PL)—P(DUL) =
0,4+0,3—0,55=0,15
P(DNL)=P(D)—P(DNL)=0,4—0,15=0,25

b)
pP(DNL) _ 0,15 _
P(L)y 0,3

P(D|L) =

Problema 13.3.5 (2 puntos) El nimero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por el
grupo de clientes de una compania de telefonia mévil con la tarifa AA se puede aproximar por
una distribucién normal con media 3,5 Mb y una desviacion tipica igual a 1,4 Mb. Se toma una
muestra aleatoria de tamano 24.

a) {Cudl es la probabilidad de que la media muestral sea inferior de 3,37 Mb?.

b) Supéngase ahora que la media poblacional es desconocida y que la media muestral toma el
valor de 3,42 Mb. Obténgase un intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacién.
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Solucion:
1.4

V24

N(35;14), n=24 — N (3,5; ) = N(3,5;0,28)

3,37 35

P(X < 3, :P(Z
(X < 3,37) < 0.38

) = P(Z < —0,46) = 1 — P(Z < 0,46) = 0,3228

b) N(u,1,4), 22 = 1,96 y X = 3,42:

E= za/Q% — 0,56

IC=(X - E, X +E) = (286;3,9)

13.4. Junio 2013 - Opcién B

Problema 13.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro
real a:

ar— 2y = 2
3z— y— z= -1
4+ 3y+ z= 1

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a € R.

b) Resuélvase para a = 1.

Solucion:

a —2 0 2
3 -1 —-1]-1 i JAl=2a+8=0= a=—4
1 3 1 1

a) Sia # -4 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n? de incégnitas = Sistema
compatible determinado (solucién tnica).

b) Sia=—4:

-4 =2 0 2
3 -1 —-1|-1 |; |Al=0y ‘
1 3 1 1

-4 =2

5 _1 ’:10750:> Rango(A4) = 2

-4 -2 2 B
3 -1 —1|=20+#0= Rango(4)=23
1 3 1

Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene solucién)

¢) Sia=1:
ar— 2y = 2 x=2/5
3z— y— z= -1 =< y=-4/5
T+ Jy+ =z = 1 z=3
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Problema 13.4.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

e si <0
TO=0 e
2 — 41 +3 -

a) Estudiese la continuidad de f en x = 0 para los distintos valores del pardmetro a.
b) Determinense las asintotas de la funcién.

Solucion:

a)
lim f(z)= lim e"=1

r— 0~ r— 0~

a+ 3z a
If = lm ¥ _@Q
Jim f@) = Mmoo 13 3

Luego la funcién es continua en x =0si a/3=1= a = 3.
Si a # 3 hay una discontinuidad no evitable:

lim f(z)# lim f(x)

z— 0~ z— 0~

b) Asintotas:
Six < O0:

@ Verticales: No hay

@ Horizontales: lim e*=0=— y=0
r—r — 00

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
Siz>0:

@ Verticales: > —424+3=0= z=1, =3

e z = 1: pueden ocurrir que a = =3 0 a # —3.
o a = —3: No hay asintota, se trata de una discontinuidad evitable.
, -3+ 3z 3
im ——— -

122 —dr+3 2
o a # —3: Si hay asintota

a—+ 3x

lim ——— =40
s—11x2 —4x+3
e Si z = 3 pueden ocurrir que a = —9 0 a # —9.
o Si a = —9: No hay asintota, se trata de una discontinuidad evitable.
, -9+ 3z 3
lim ——— = —

o322 —dr +3 2

245



o Si a # —9: Si hay asintota:

lim

@« Horizontales: S
orizontales Lo $2_4x+3

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

Problema 13.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
z(5 —x)?

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Determinense los intervalos de concavidad y convexidad de f.

Solucion:

a“) fl(x):(x_5)(3$—5):0:> :17:57 x:é

3
f(x) + - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente

f es creciente en el intervalo (—o00,5/3) U (5,+00) y decreciente en (5/3,5). Presenta un
méximo en = 5/3 y un minimo en z = 5.

b) f'(x) =6z —20=0=> z=10/3

(—00,10/3) | (10/3,400)
f(=) - +
f(z) convexa céncava

f es convexa en el intervalo (—oo, 10/3) y céncava en (5, +00). Presenta un punto de inflexién
en x = 10/3.

Problema 13.4.4 (2 puntos) Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5%
de los clientes atendidos por el sastre A no queda satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por
el sastre B ni el 10 % de los atendidos por el sastre C. El 55 % de los arreglos se encargan al sastre
A, el 30% al By el 15% restante al C. Calctilese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo.
b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A

Solucion:
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0,95
4
0,55 8,03 NS
0,92 5
0.3 5
0,08
g NS
815
0,9 s
¢
0.1 i

a) P(NS)=0,55-0,05+0,3-0,08+0,15-0,1 = 0,0665

P(NS|A)  0,05-0,55

b) P(AINS) = P(NS —  0,0665

=0,4135

Problema 13.4.5 (2 puntos) La duracién en horas de un determinado tipo de bombillas se puede
aproximar por una distribucién normal de media p y desviacion tipica igual a 1940 h. Se toma una
muestra aleatoria simple.

a) {Qué tamano muestral se necesitarfa como minimo para que, con nivel de confianza del 95 %,
el valor absoluto de la diferencia entre p y la duracién media observada X de esas bombillas
sea inferior a 100 h?

b) Si el tamafio de la muestra es 225 y la duracién media observada X es de 12415 h, obténgase
un intervalo de confianza al 90 % para p.

Solucion:

2,45

N(p,1940); 242 =1,96; E = =1,225

a) Zaj2 = 1,96
E = za/g\iﬁ — o~ 1445,82 = 1 = 1446
n

b) n =225, X = 12415, 2,/ = 1,645

E = 24— = 212,75 = IC = (X — E, X + E) = (12202,25; 12627,75)

7
13.5. Junio 2013 (coincidente)- Opcién A

Problema 13.5.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones:
rT+2y+32z2=-2
r4+ay=—-2a—-1
dr+y+52=-1

a) Resuélvase en el caso a = 1.
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b) Discutase en funcién del pardmetro a € R.

Solucién:
a) Sia=1:
T+ 2y + 3z = —2 r=-1
r+y=-3 = q y=-2
dr+y+52=-1 z=1
b)
B 1 2 3 -2
A= 1 a 0| -2a—1 |; |[Al=—Ta-T=0= a=-1
4 1 5 -1

& Sia#—1= |A| #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sig=—1:
B 1 2 3|-2 L~
A= 1 -1 0] 1 ;|A|_0,‘ ‘—37£O:>Rango(A)—2
4 1 5|-1 a7

Como |Cl,02,03| = |01702,C4L: |Cl,Cg,O4| = ‘02,03,C4| =0= Rango(A) =

2. Como Rango(A) = 2Rango(A) < n® de incégnitas = el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Problema 13.5.2 (2 puntos) Calctilese la derivada de cada una de las funciones siguientes (Inz
denota al logaritmo neperiano de x):

a) f(z) = (z®+22)-Inz

2x 2

b = e’

) o) = 2o

Solucién:

' 2 2’ + 2z 2 2

a) f'(z) =Bz +2)lnx + =Bz +2)lnx +2°+2
2r—1)—2¢ . 2z 2 27" (223 — 222 — 1)

b) ¢ = T e e 9 =

) (@) w—1z ¢ Ti-i¢ (x — 1)

Problema 13.5.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 22? + 2z — 4

a) Represéntense gréficamente f.

b) Calctlese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.

Solucion:

a) Puntos de corte: (0,—4), (1,0) y (=2,0); f'(z) =4z +2=0= z=—-1/2, f"(2) =4 =
f'(=1/2) =4 > 0= (—1/2,-9/2) es un minimo. Su gréifica:
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(2,0 (1,9), x

0,-4)
Min(-1/2,-9/2

b) 22 —6r=2r-10= z=2yz=>5

F(x)—/f(x)dx—/(2x2+2x4)dx—2§3+x24ac

Sy = /_2 F@)dz = F(1) — F(~2) = —9
S = ‘Sl| =9 u2

Problema 13.5.4 (2 puntos) En un instituto se imparten tnicamente dos lenguas extranjeras:
inglés y francés. El 72 % de los alumnos de ese instituto estudia inglés y el 42 % estudia francés.
Todos los alumnos estudian al menos una lengua extranjera. Si se elige un alumno al azar, calcilese
la probabilidad de que:

a) Estudie inglés y francés.
b) Estudie inglés, y no estudie francés.

Solucion:
P(I)=0,72; P(F)=0,42

a) PIUF)=1=PI)+P(F)-P(INF) =
1=0,7240,42—-P(INF)= P(INF)=0,14

b) P(INF)=P(I)—P(INF)=0,72—0,14 = 0,58

Problema 13.5.5 (2 puntos) La altura en centimetros de los individuos de una poblacién se puede
aproximar por una distribucién normal de media p y desviacién tipica igual a 20 cm.

a) En una muestra aleatoria simple de 500 individuos se ha obtenido una altura media de 174
cm. Obténgase un intervalo de confianza al 95 % para u

b) ;Cuél debe ser el tamafio minimo de la muestra para que el correspondiente intervalo de
confianza para u; al 90 %, tenga de amplitud a lo sumo 5 cm?

Solucion:
N (;20)
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a) n =500, X =174 y 245 = 1,96

20
E= m% = 1,96 = 1,753

IC = (X — E;X + E) = (172, 247; 175, 753)
b) E:2’5 y za/Q = 1,645

1,645 - 20

2
25 ):173,1856:> n =174

NG

13.6. Junio 2013 (coincidente)- Opcién B

Problema 13.6.1 (2 puntos) Encuéntrese la matriz X que verifica
(3 0)x=(0 %) (5 3)
AX=BX+C= X=(A-B)"'C
e =( ) == (5 ()= )

Problema 13.6.2 (2 puntos) Sea C la regién del plano delimitada por el sistema de inecuaciones

Solucion:

20—y >1
S : r+y>5
Tr+y <35

a) Represéntese la regién C' y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Calctlense los valores méximo y minimo absolutos de la funcién f(z,y) = 3z — 2y sobre la
regién C, determinando los puntos donde se alcanzan dichos valores maximo y minimo.

Solucion:

a) La region C pedida serd:

50
7x+y=35
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Los vértices a estudiar seran: (5,0), (2,3), y (4,7).

b)
f(5,0) = 15 Méximo
f(2,3)=0
f(4,7) = =2 Minimo

El minimo es -2 y se alcanza en el punto

—~~

4,7) y el méximo en el (5,0) con 15.

Problema 13.6.3 (2 puntos) Supongamos que el consumo eléctrico de un pais (expresado en
gigavatios) entre las 0 y las 8 horas viene dado por la funcién ¢(z) = 10z — 22 +16, con 0 < z < 8.

a) Determinese cudles son el consumo méximo y el minimo en ese intervalo de tiempo, y los
instantes en los que se alcanzan.

fOS c(z) dz
8

b) Calculese (que representa el consumo medio a lo largo de esas 8 horas).

Solucion:

a) d(z)=-22+10=0= 2 =5 como ¢’(z) = -2 = ’'(5) = -2 < 0 = (5,41) es un
méximo local. A partir de este punto la funcién empieza a decrecer hasta llegar al punto de
corte de la funcién c¢(z) con la recta x = 8 serfa (8,32) y con la recta = 0 serfa (0, 16).
El consumo minimo es a las 0 horas con 16 gigavatios y el maximo a las 5 horas con 41
gigavatios.

18 18 9 1 y a3 s
b) 8/0 c(x) dz 8/0 (10x — x* + 16)dz 3 (51: 3 + 6x>}0

Problema 13.6.4 (2 puntos)

a) Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Sabiendo que P(A) = 0,6, P(B) = 0,4
y P(AU B) = 0,8, determinese la probabilidad de A condicionado a que B haya ocurrido.

b) Sean C'y D dos sucesos de un mismo espacio muestral. Sabiendo que P(C) = 0,4, P(D) = 0,5
y que C'y D son incompatibles, determinese P(C U D).

Solucion:
a) P(A)=0,6, P(B)=0,4y P(AUB) =0,8
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB) = 0,6+ 0,4 0,8 = 0,2

PMOB)_&2_O5
P(B) 0,4

P(A|B) =

b) C y D incompatibles = P(C' N D) = 0, luego P(CU D) = P(C)+ P(D) — P(CN D) =
0,440,5-0=0,9

Problema 13.6.5 (2 puntos) Una envasadora empaqueta naranjas en bolsas. Para realizar un
control de calidad, se tomé una muestra del peso real de 8 bolsas y se obtuvieron los siguientes
resultados:

2,4 1,8 2 2,4 22 2 1,6 2,2

El peso de las bolsas que salen de esa planta de envasado se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucién normal de media p y desviacién tipica 0,5 kg.
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a) Obténgase un intervalo de confianza, al 95 %, para la media poblacional p

b) Héllese el error méximo que se cometeria en la estimacién de p usando el intervalo de confianza
anterior.

Solucion:
a) Tenemos X =2,075,0 =0,5,n =8y Zqy2 = 1,96:

IC = (X - BE,X + E) = (1,729;2,421)

o 0,5

E:Za/2ﬁ:1’96\/§

= 0,346

g

= 0,346

13.7. Septiembre 2013 - Opcién A

Problema 13.7.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A = ( g (2) ) y B = ( _33 _85 )

a) Calcilese la matriz inversa de A

b) Resuélvase la ecuacién matricial A- X = B — I; donde I es la matriz identidad.

Solucion:
a)
-1 0 1/3 )
A ( 1/2 0

AX:B—I:>X:A‘1(B—I):(1(/)2 1(/)?’)[( 3 _85)_<é ?)}:

_ ( 1 =2 )
T\ -2 4
Problema 13.7.2 (2 puntos) Sea C' la regién del plano delimitada por el sistema de inecuaciones

x+3y >3
20 —y <4
2r+y <24
x>0, y>0

a) Represéntese la region C' y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Determinese el punto de C donde la funcién f(z,y) = 3z + y alcanza su valor méaximo.
Calctlese dicho valor.

Solucién:
Representacion:
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r+3y >3
20 —y <4
20 4+y <24
x>0, y>0

flx,y) = 3z + y sujeto a:

f(0,1) =1

£(0,24) = 24

f(7,10) = 31 Maéximo
F(15/7,2/7) = 47/7

El mdximo, dentro de la regién en estudio, se encuentra en el punto (7,10) con un valor de 31.

Problema 13.7.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
3
x
x2 -9

a) Héllense las asintotas de f.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa z = 1
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales:

53— lm {27} too; lm - {27} 5
xTr = 1im = _— = [0ON = _— = —
z— 3+ 22— 9 0+ Toe—s3- 22 -9 0-

PN 23 {727} n i 23 {727}
= — —_— = —_— = N 11m —_— = —_— = —Q
* e at 229 0- B S 0+
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@ Horizontales: No hay

@ Oblicuas: y =mz +n

3
m = lim —(x) - =1
r—>o0 I 3 — 9x
. , x>
b)
x? (2% — 27) 13 1

fl(x) = NCCENE = f'(1) = 35’ f)=—2

La recta tangente en su ecuacién punto pendiente es:

Problema 13.7.4 (2 puntos) En un avién de linea regular existe clase turista y clase preferente.
La clase turista ocupa las dos terceras partes del pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe
que todos los pasajeros que viajan en la clase preferente saben hablar inglés y que el 40 % de los
pasajeros que viajan en clase turista no saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avién al azar.

a) Calcilese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, jcudl es la probabilidad de que viaje
en la clase turista?

Solucion:

N

2 1
a) P(I)=3-0.6+51=0,733

P(I|T)P(T) 2-0,6
P(T|I) = - — 0,54
(71D P(I) 0,733 0:5

Problema 13.7.5 (2 puntos) El tiempo de renovacién de un teléfono mévil, expresado en anos,
se puede aproximar mediante una distribucién normal con desviacién tipica 0,4 anos.

254



a) Se toma una muestra aleatoria simple de 400 usuarios y se obtiene una media muestral igual a
1,75 anos. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacién
de un teléfono mévil.

b) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia
entre la media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0,02 anos con un nivel
de confianza del 90 % .

Solucion:
N(p;0,4)

4
0’7 ) = N(1,75;0,057)

a) n=49, X =1,75 —» N(1,75;
NC =0,95 = 2,5 = 1,96

E= za/Q% =0,0392 = IC = (X — E;X + E) = (1,7108; 1, 7892)

b) N(u,1,4), 242 = 1,96 y X =3,42:

0,4
E= zm% — 0,02 = 1,645\}5

= n > 1082,41

n = 1083

13.8. Septiembre 2013 - Opcién B

Problema 13.8.1 (2 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales, dependiente
del parametro k :
kx+ vy =0
z+ ky— 2z= 1
kx— 3y+ kz= 0

a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de k.
b) Resuélvase el sistema para k = 1.

Solucion:
k

1 0]o
1k =21 |; |A=k(;l*-9)=0= k=0; k=43
k-3 k|0

a) Sik #0y k # +3 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n° de incégnitas =
Sistema compatible determinado (solucién tnica).

b) Sik=0:

0 1 0]0 01
1 0 —-2|1 ;A|:0y’1 0‘2—1#0:>Rango(A):2
0 -3 0]0

Como F3 = —3F; = Rango(A) = 2Rango(A) < n° de incégnitas y se trata de un sistema
compatible indeterminado. Infinitas soluciones.
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c) Sik=3:

1 010 3 1
3 =2(1 |; |Al=0y ‘1 3'87é0:>Rango(A)2
3 310

=12 # 0 = Rango(A4) =3

Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene solucién)

d) Sik=-3:

-3 1 0]0 P
1 -3 2|1 ;|A|:Oy‘ 1 _3‘:8¢O:>Rango(A):2
-3 -3 =310

-3 1 0

1 -3 1|=-12%# 0= Rango(4) =3

-3 -3 0

Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene solucién)

e) Sik=1:

T+ oy =0 x=1/8
x+ y— 2z2= 1 =< y=-1/8
z— 3y+ z= 0 z=-1/2

Problema 13.8.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

ar’ -3 s =z <1
flx) =
In(2z—-1) si >1

a) Calcilese a para que la funcién f sea continua en todo R:
b) Represéntese gréaficamente la funcién para el caso a = 3.

Nota: Inx denota al logaritmo neperiano del niimero x.
Solucién:

a)
lim f(r)= lim (az?—-3)=a—3
I = i In(2x—-1)=0
i T = i G

Luego la funcién es continnaenz =1sia—-—3=0= a = 3.

b)
322-3 st z<1
In(2x—1) st z>1
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-4

-6

-8

Problema 13.8.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
x

2+ 4

a) Determinense los extremos relativos de f.

1
b) Calctilese la integral definida / f(z)de.
0

Solucion:

—z?2+4
a‘) f/(x):ﬁz()ﬁ r =22

(—OO, _2) (_232) (27+OO)
f'(x) - + -

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

f es decreciente en el intervalo (—oo,—2) U (2,400) y creciente en (—2,2). Presenta un
maximo en (2,1/4) y un minimo en (-2, —1/4).

1 1 1
_ T gr = Lin(e? } _ 1 (§>_ \/E
/0 f(x)dx—/o x2+4dw— 2ln(;t +4) —21n 1 =1In 1

0

b)

Problema 13.8.4 (2 puntos) Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa.
Se extrae al azar un caramelo y se sustituye por dos del otro sabor. A continuacién se extrae un
segundo caramelo. Hallese la probabilidad de que:

a) El segundo caramelo sea de fresa.

b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero.
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Solucion:

M2
6/18
MI
w7
12718 F2
1017 218
FI M2
218
F2

7T 12 10 9 29
PF)=—= —4+ = —=—=
A PID =3 gt w5 0
) 7T 6 10 9 22
b) P(mismo sabor) = P(M1,M2)+ P(F1,F2) = 7" 18 + 718 — 5 = 0,43
Problema 13.8.5 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con distribucién normal de media
1y desviacién tipica igual a 210. Se toma una muestra aleatoria simple de 64 elementos.

a) Calculese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y
1 sea mayor o igual que 22.

b) Determinese un intervalo de confianza del 99 % para pu, si la media muestral es igual a 1532.
Solucidn:

N(p,210); n =64

_ | X — 22
P(X —p|>22)=P > -
(X =l =22) ( 210/8 = 210/8

2P(Z >0,84) = 2(1 — P(Z < 0,84)) = 2(1 — 0,7995) = 0, 401
b) Za/g = 2, 575

E =205 =67,59 = IC = (X — E,X + E) = (1464, 41; 1599, 59)

7
13.9. Septiembre 2013 (coincidente)- Opciéon A

Problema 13.9.1 (2 puntos) Hemos ido tres dias seguidos al bar de la Universidad. El primer
dia tomamos 3 cafés, 2 refrescos de cola y 3 batidos de cacao, el precio fue de 7 euros. El segundo
dia tomamos 1 café, 2 refrescos de cola y 2 batidos de cacao, el precio total fue de 5 euros. Por
ultimo, el tercer dia tomamos 2 cafés y un batido de cacao, el precio fue de 2 euros. Justifiquese
razonadamente si con estos datos podemos determinar o no el precio de un café, de un refresco de
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cola y de un batido de cacao, suponiendo que estos precios no han variado en los tres dias.

Solucién:
Llamamos x al precio de un café, y al de un refresco de cola y z al del batido.

r+2y+32=7 B 3 2 3|7
rT+2y+22=5 = A= 1 2 2|5 ;pero F3 = F) — Iy
2r + 2 =2 2 0 112

Luego en sistema es compatible indeterminado y admite infinitas soluciones:

x=1-1/2\
y=2-—3/4\
z=A

Problema 13.9.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

x2+3
r+1

fz) =

a) Hallense sus asintotas horizontales, verticales y oblicuas si es que existen.

b) Determinense los puntos de corte con los ejes de coordenadas y sus intervalos de crecimiento
y decrecimiento.

Solucion:

a) Asintotas

@ Verticales: z = —1
2% +3 {4} i 2+ 3 {4} n
1m = |=— | = —0OQ; 1m = | —| = 4+
e——1- z+1 0~ | 0+
2
3
@ Horizontales: No hay. lim zree _ 00
@ Oblicuas: y=mer+n=— y=ax—1
2
m= lim T _ gy TSy
r—r 00 I r—>o00 4 + I

—x+3:_1

2
n= lim (f(z)—ma)= lim (x +3—x): lim

b) Los puntos de corte con eje OX no hay y con el OY es el (0, 3).

2
foy T +2x—3 - _
f(x)ii(x—i—l)Q =0=z=1, v=-3

(—o00,—3) (—3,1) (1,00)
f(z) + - +
f(z) | creciente | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (1, c0) y decreciente en (—3,—1)U (—1,1).
La funcién tiene un maximo local en £ = —3 y un minimo local en x = 1.
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Problema 13.9.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
{ 42 —30  si w<2
322+ 20 +b si z>2

a) Determinese el valor de b para que la funcién sea continua en R.
3
b) Para b = 0, calcilese / f(x)dx.
0

Solucion:

a) lim (42° —30) =2 lim (3% +20+b)=16+b= b= -14

T— 2~ r—> 2

b)
3 2 3
/ fz)dx = / (423 — 30) dx +/ (322 + 2z) do =
0 0 2
zt — 30m](2) + 23 +x2]; =—20

Problema 13.9.4 (2 puntos) Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio tal
que

PA) =1 pB)=2 P(AﬂB):é

a) Determinese la probabilidad de que suceda A si sabemos que ha sucedido B.

b) Determinese la probabilidad de que no suceda ni A ni B.

Solucion:
a)
3
b)
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-(P(A)+ P(B) - P(ANB)) =

Problema 13.9.5 (2 puntos) La longitud alcanzada por un lanzador de disco se puede aproximar
por una variable aleatoria normal con media p desconocida y desviacién tipica igual a 2 metros.
El lanzador hace 10 lanzamientos en una prueba atlética. Considérense esos 10 lanzamientos como
una muestra aleatoria simple.

a) Calctlese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la distancia media
obtenida por el lanzador en los 10 intentos y p sea menor que 0, 75 metros.

b) Sila media de las distancias alcanzadas en los lanzamientos durante la prueba ha sido de 65
metros, determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para la distancia media
1 de los lanzamientos de este atleta.

Solucién:
N(p;2)
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) = N(p;0,63)

- 0,75 0,75
p(|Xu|§o,75)p< D <7< )

2/v/10 — T 2/4/10
P(-1,19< Z <1,19) = P(Z <1,19) — P(Z < —1,19) =
2P(Z <1,19) —1=2-0,89 —1=0,78

b) X =65, E= 2,5 = 1,96 y n =10

=1,96—— = 1,24

2
V10
IC = (X — E; X + E) = (63,76;66,24)

13.10. Septiembre 2013 (coincidente)- Opcién B

Problema 13.10.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales

20 —2ay +2=1
r+24+a)y+2z=0
3r+ad’y+2z=a

a) Discitase, en funcién del pardmetro real a.
b) Resuélvase el sistema para a = 0.
Solucién:

2)

B 2 -2 1]1
A= 1 24a 1|0 | = |Al=-d®*-a+2=0=a=-2, a=1
3 a? 2| a

Sia# —2ya#1= |A|l# 0= Rango(A) = 2 =Rango(A) =n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado.

Sia=-2:
2 4 1| 1 P 2 4 1| 1
A= 1 01 0 = Fy = 1 0 1 0 ==
3 4 2| -2 F3—F,—F 0 0 0|-3
Sistema incompatible
Sia=1:
B 2 =2 1|1 P 2 -2 1|1
A= 1 3 1|0 |= Fy =1 1 3 110 )=
3 1 23 Fs—Fy, — Iy 0 0 0|0

Sistema compatible indeterminado
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b) Sia=0:

e+ z2=1 T =2
x4+2y+2z2=0 =< y=1/2
3r+22=0 z=-3

Problema 13.10.2 (2 puntos) Se considera la matriz A = ( (1) 1 )
a) Calctilese A%, A3, A%,
[ . 3 2
b) Hallese la matriz B tal que A- B = < 4 9 )

Solucion:

ween(13)-( D DY)

Problema 13.10.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 22° — 922 +12x

a) Determinense los puntos de corte con los ejes de coordenadas asi como sus limites cuando x
tiende a infinito y a menos infinito.

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, as{ como sus méximos y sus
minimos locales.

Solucidn:
a) El tunico punto de corte es el (0,0).

lim  (22° — 92 +127) = —o00, lim (22° — 92% 4+ 127) = 0

r—r — 00 r—>r 00

b) fl(x) =622 -18z+12=0= =1, 2 =2

(—OO,].) (112) (21 OO)
f(z) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente N | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,1) U (2,00) y decreciente en (1,2). La funcién
tiene un méximo local en (1,5) y un minimo local en (2,4).

Problema 13.10.4 (2 puntos) En un avién viajan un 10 % de los pasajeros en primera clase. Del
total de pasajeros del avién un 20 % son mujeres. Se sabe que los pasajeros que viajan en primera
clase y ademés son mujeres, son el 2 % del total. Determinese la probabilidad de que:

a) al escoger un pasajero de primera clase al azar sea mujer.
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b) al escoger un varén del avién al azar, no viaje en primera clase.
Solucién:

P(1)=0,1, P(2)=0,9, P(M)=0,2, P(H)=0,8, P(1NM)=0,02

1 2
H [0,08]0,72]0,8
M |0,02]0,18 0,2
0,1 | 0,9

P(INM) 0,02

PO = =55 = 5 = 0,2

P(2NH) 0,72

PERIH) = =5~ =55 =09

Problema 13.10.5 (2 puntos) El peso de las lubinas de un afio producidas en una piscifactoria
se puede aproximar por una distribuciéon normal con media 600 gramos y desviacion tipica 100
gramos. Las lubinas de un ano estan en un recinto aislado.

a) Considérese una muestra aleatoria simple de 20 lubinas de un afio en la piscifactoria, calcilese
la probabilidad de que su peso medio sea superior a 650 gramos.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 lubinas de un afio. Héllese el nivel de confianza
con el que se ha calculado el siguiente intervalo de confianza para la media: (580,4; 619,6).

Solucion:
N (600;100)

— 100
a) Tenemosn =20y X ~ N (600; —) = N(600; 22, 36
) y 73 ( )

650 — 600
100/4/20

1—0,9875 = 0,0125

P(X2650):P<Zz ):P(222,24):1—P(Z§2,24):

619,6 — 580, 4

b) Tenemos n =100y FE = =19,6

100
E = 2ajoe = 19,6 = 209 = Za/o = 1,96

vn V100

Luego el nivel de confianza es del 95 %
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Capitulo 14

Ano 2014

14.1. Modelo 2014 - Opcién A

Problema 14.1.1 (2 puntos) Dadas las matrices A = ( it ), B = ( —200 > y C =
(7 =)
1 -2
a) Haéllense los valores de a y b para los que se cumple A+ B+ AB = C.

b) Para el caso en el que a = 1 y b = 2, determinese la matriz X que verifica BX — A = [;
donde I es la matriz identidad.

Solucion:

a)

b) Sia=1yb=2:

BX —A=1= X =B YI+A)

(40 _1_<—1/2 1)
I+A‘(1 0>’B = 01/)=

-1/2 1 4 0 -1 0
=) e)=( )
Problema 14.1.2 (2 puntos) Un astillero recibe un encargo para reparar barcos de la flota de un
armador, compuesta por pesqueros de 500 toneladas y yates de 100 toneladas. Cada pesquero se

tarda en reparar 100 horas y cada yate 50 horas. El astillero dispone de 1600 horas para hacer las
reparaciones. Por politica de empresa, el astillero no acepta encargos de mas de 12 pesqueros ni
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mas de 16 yates. Las reparaciones se pagan a 100 euros la tonelada, independientemente del tipo
de barco. ;Cuédntos barcos de cada clase debe reparar el astillero para maximizar el ingreso con
este encargo? ;Cudl es dicho ingreso maximo?

Solucién:
Llamamos z : al n° de pesqueros e y al n® de yates.

2(z,y) = 50000 + 10000y

sujeto a
100z + 50y < 1600 20 +y < 32
<12 r <12
y <16 ) y<16

B(0,16) y=16

0(0,0) A(12,0)

2x+y=32

2(12,0) = 600000
2(0,16) = 160000
2(12,8) = 680000 Méximo
2(8,16) = 560000

Hay que reparar 12 pesqueros y 8 yates para que el ingreso sea maximo con un montante de 680000
euros.

Problema 14.1.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

—4
—1 si <0
T+ 2
f(z) = .
si x>0
x+1

a) Determinense las asintotas de la funcién y los puntos de corte con los ejes.

1
b) Calcfﬂese/ flx)dx
—1

Solucién:
a) Asintotas:

@ Siz <0:Enz= -2 hay una vertical

i —x—6 {74} n i —x—6 {74}
fm =|—| = : fm =|—| ==
t—s—2- T +2 0— RO et x4+ 2 0+ >
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En y = —1 hay una horizontal

—x—06

im =-1
z—> —c0 I+ 2

@ Six > 0: No hay una verticales y en y = 0 hay una horizontal

1
lim —— =0

Puntos de Corte:

& Siz<0= (0,-3) (—6,0)
@ Si x>0 = No hay puntos de corte

1 0/ _y 1
dr = ( —1>d / dr =
/_1f(m) ! /—1 r+2 o o v+1 :
—4ln|z+2| -2, + 1n|:r—|—l|](1J =—-1-3In2

Problema 14.1.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tal que la
probabilidad de que no ocurra B es 0,6. Si el suceso B ocurre, entonces la probabilidad de que el
suceso A ocurra es de 0,4 y si el suceso A ocurre, la probabilidad de que el suceso B ocurra es 0,25.
Calctlense:

a)P(B), b)P(ANB), c¢)P(A), d)P(AuUB)
Solucion:

P(B)=0,6, P(A|B)=0,4, P(BJA)=0,25
a) P(B)=1-P(B)=0,4
b) P(ANB) = P(A|B)P(B) =0,4-0,4=0,16

_ P(ANB) _ 0,16
) PLA) = Dma) ~ 0.5

d) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0,64+ 0,4 — 0,16 = 0,88

=0,64

Problema 14.1.5 (2 puntos) El contenido en alquitrdn de una determinada marca de cigarrillos
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y
desviacion tipica 4 mg.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamano 20 y se obtiene que su media muestral es de 22
mg. Determinese un intervalo de confianza al 90 % para el contenido medio de alquitrédn en
un cigarrillo de la citada marca.

b) Determinese el tamano minimo de la muestra para que el error maximo cometido en la
estimacién de la media sea menor que 0,5 mg, con un nivel de confianza del 90 %.

Solucion:
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a) Tenemos X =22, 0 =4,n=20y Zo/2 = 1,645:

IC = (X - B, X + E) = (20,528;23,471)

4
E=zy9—= 1,645E =1,4713

7
NG
b) E=0,5,0 =4y 2,5 = 1,645

0,5= 1,645% — n~ 173,18

7

Luego n = 174.

14.2. Modelo 2014 - Opcién B

Problema 14.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del pardme-
tro real a:
r+3y+z=1
20 +6y+2=0
—r4ay+4z=1

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a € R.
b) Resuélvase para a = 0.
Solucidn:

a)

A= c JAl=a+3=0= a=-3

—_ N =
QOO W
> =
—_ O =

& Sia# -3 = |A| #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién unica)

& Sia=-3:
B 13 11 -
A= 6 110 |; |Al=0, ‘2 1'1#0:>Rango(A)2
-1 -3 4|1

|A1] =1A42] =0, |A3] =8#0= Rango(Z) =3

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible (no tiene solucién).

b) Sia=0:
r+3y+z=1 r="T7
2 +6y+2=0 = (¢ y=-8/3
—r+4z=1 z=2

Problema 14.2.2 (2 puntos) La figura representa la grafica de una funcién f : [—6;5] — R.
Contéstese razonadamente a las preguntas planteadas.
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le y L4 [3 -2 F1 1 2 3/ |a 5

a) ;Para qué valores de x es f'(z) > 07

b) (En qué puntos del intervalo [—6,5] f alcanza sus extremos relativos?
4

¢) /Cudl es el signo de / f(z)dx?
2

d) jEn qué valores de (—6;5) f no es derivable?
Solucién:
a) f'(z) >0en (—6,—2)U(1,5).

b) En x = —2 hay un méximo relativo, en x = 1 hay un minimo relativo, en x = —6 hay un
minimo absoluto y en z = 5 hay un méximo absoluto.

¢) Es claramente negativo: El drea encerrada por la curva y el eje de abscisas entre z = 2 y
x ~ 3,5 es mayor que el area encerrada por la curva y el eje de abscisas entre x ~ 3,5 y
=4

d) La funcién f no es derivable en x = 1, en este punto la funcién hace un pico, y en él se
podrian trazar infinitas tangentes. Las derivadas laterales no coincidirian.

Problema 14.2.3 (2 puntos) Sea

f(as)—{ 222 —ar+1 si xz<1
Tl —2?43z-b si z>1

3 1
a) Determinense los valores de a y b que hacen que f sea continua en z =1y que f (5) =71
b) Para el caso en el que a = 1 y b = 4, hdllese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de
fenx=3.
Solucién:

a)
lim (22> —ax+1)=3—a
z—1—

= a—-b=1
lm (—2®+32z—-b)=2-0b

z—s 1+

(2)= () o) 1ot =

Luegoa =3y b=2.

269



2241 si o x<1 , _{ dr—1 si x<1
f(x)_{—x2+3x—4 § 21 T @=1U 0phs 6 2o

Tenemos f(3) = —4, el punto de tangencia es (3,—4). La pendiente de la recta tangente en
este punto es m = f/(3) = —3. La ecuacién de la recta en su forma punto pendiente es:

y+4=—3x—3)

Problema 14.2.4 (2 puntos) En una determinada poblacién, el 30 % de las personas que deciden
iniciar una dieta de adelgazamiento utilizan algin tipo de supervisién médica mientras que el 40 %
de todas las personas que inician una dieta de adelgazamiento contintian con ella al menos un mes.
En esa poblacién, el 80 % de las personas que inician la dieta sin supervisién abandona antes del
primer mes.

a) Se escoge al azar a un individuo de esa poblacién del que sabemos que ha iniciado una
dieta. ;Cuél es la probabilidad de que abandonara antes del primer mes y no hubiera tenido
supervisiéon médica?

b) {Qué porcentaje de las personas que inician una dieta con supervisién médica abandona antes
del primer mes?

Solucion:

Ix

DCoan

0,3 \A

w7 a2
DS C

L

a) P(ANDSin)=0,7-0,8 = 0,56
b) P(C)=0,4= P(A)=0,6=0,32+0,7-0,8 = z=0,1333 = z = 13,33%

Problema 14.2.5 (2 puntos) El n° de kilémetros recorridos en un dfa determinado por un con-
ductor de una empresa de transportes se puede aproximar por una variable aleatoria X con una
distribucién normal de media pu.

a) Se obtuvo una muestra aleatoria simple, con los siguientes resultados:
40 28 41 102 95 33 108 20 64

Determinese un intervalo de confianza al 95 % para p si la variable aleatoria X tiene una
desviacion tipica igual a 30 km.
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b) ;Cuadl seria el error de estimacién de p usando un intervalo de confianza con un nivel del
90 % , construido a partir de una muestra de tamano 4, si la desviacién tipica de la variable

aleatoria X fuera de 50 km?

Solucién:
N(4,5); Zaja = 1,96; E = 245 _ 1 995
a) n=9,T=59,0=30y 242 =196
E=zyp—= 19620 — 196

Vn V9

IC=(z—E, T+ E) =(39,4,78,6)
b) Tenemos z, /2 = 1,645:
50

E= za/Q% = 164572 = 41,125

14.3. Junio 2014 - Opcién A

2 1 3 1
Problema 14.3.1 (2 puntos) Sean las matrices A= -1 0 |y B= 0 2
1 -2 -1 0

a) Calciilese (A'B)™!, donde A’ denota a la traspuesta de la matriz A.

0
b) Resuélvase la ecuacién matricial A - ( . ) = -1
5
Solucién:
a)
31
2 -1 1 5 0
(2 ) (83)-000)
1 0 -2 10 5 1
i1 [ 1/5°0 )
ap=(
b)
2 1 . 0 20 4+y=0 =1
-2 y 5 r—2=5 y=

Problema 14.3.2 (2 puntos) Se consideran la funcién f(x,y) = 5z — 2y y la regién del plano S
definida por el siguiente conjunto de restricciones:

a) Represéntese la regién S.
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b) Calctlense las coordenadas de los vértices de la regién S y obténganse los valores maximo y
minimo de la funcién f en S indicando los puntos donde se alcanzan.

Solucion:

a) La regién S pedida serd:

! A(03)

D(6,0) %
x-2y=0
k=0
b)
2(0,3) = —6 Minimo
2(3,3) =9
z(4,2) = 16 Méximo
2(0,0) =0
(

A(0,2).

Problema 14.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
z+a si <1
? =2 si 1<2<3
x+b si x>3

a) Determinense a y b para que f sea continua en todo R.

3
b) Calcfﬂese/ f(z)dax.
1

Solucién:

a) Para que f sea continua en z = 1:

lim f(z)= lim (z+a)=14a

r— 17 r— 17

272



lim  f(z)= lim (2*-2)= -1

z— 1+ r—> 1t
l+ta=—-1= a=-2

Para que f sea continua en xz = 3:

lim f(z)= lim (2> -2)=7

z— 3~ z— 3~

lim f(z) = h'm+(a:—|—b) =3+b

z—> 3t z—> 3

7T=34+b=0b=14

3 3 3 3
/ f(x)d:r:/ (x2—2)da:=x——2x 2
1 1 3 13

Problema 14.3.4 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos de un espacio muestral tal que: P(A) = 0, 4;
P(AUB) =0,5; P(BJ]A) =0,5. Calctilense:

a) P(B).
b) P(A|B).

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucién:

a)

P(B|A) =2 — P(BNA)=P(BJA)P(A)=0,5-0,4=0,2

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(B) = P(AUB) + P(ANB) — P(A) =
=0,5+0,2-0,4=0,3

P(ANB) P(A)—P(AnB) 0,4-0,2
P(B) 1 - P(B) - 1-0,3

P(A|B) = —0,28

Problema 14.3.5 (2 puntos) La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una deter-
minada colonia de gusanos de seda se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién
normal de media desconocida p y desviacién tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 48 gusanos de seda y se obtiene una media muestral
igual a 36 mm. Determinese un intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud
de los gusanos de seda con un nivel de confianza del 95 %.

b) Determinese el tamano muestral minimo necesario para que el error méximo cometido en la
estimacién de p por la media muestral sea menor o igual que 1 mm con un nivel de confianza

del 90 %.

Solucion:
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a) Tenemos X =36, 0 =3, n =48y Za/2 = 1,96:

IC = (X — E,X + E) = (35, 151; 36, 849)

o 3
E=z,9—=196— =0,849
2 n V48
b) E=1,0=3y 242 = 1,645
3
1=1,645—= = n~>~24,35

NG

Luego n = 25.

14.4. Junio 2014 - Opcién B

Problema 14.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro
real a:
r+y+az=2
3r+4dy+2z=a
20 +3y—z=1

a) Discutase el sistema segtin los diferentes valores de a.
b) Resuélvase el sistema en el caso a = —1.
Solucioén:

a)

B 11
A= 3 4
2 3

— N

2
a |; |[Al=a—3=0= a=3
1

@ Sia# 3= |A| #0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

& Sig=3:

/11 32 -
A= 3 4 2|3 |; |A =0, =1%# 0= Rango(4) =2
2 3 —-1]1 3 4

Como Fy = F,—F; = Rango(A) = 2. Como Rango(A) =Rango(A) < n° de incégnitas
= el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Sia=—-1:
r+y—z2=2 =3
3r+4dy+2z2=—-1 =< y=-2
20 +3y—z=1 z=-1

Problema 14.4.2 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(z) = 42% — 32 — 2z.

a) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa = = 1.
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3
b) Calcﬁlese/ f(x)dx.
2

Solucion:
a) f'(z) = 122% — 62 — 2:

b=f(1)=-1, m=f(1)=4,— y+1=4(z—1)

3 3
b) / fz)dz = / (42 — 32% — 2x)dx = x* — 2 — :c2]§ =41
2 2

Problema 14.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

a) Determinense sus asintotas.
b) Determinense el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Solucion:

a) Verticales: x = 2

Horizontales: No hay

, T
lim =00
rz—s 00 L — 2
Oblicuas: y=mz+n= y=x+2
2
T x
m = lim —): lim ———— =1
r—r00 I T—> 00 T — 20

1172
b) Dom(f) = R — {2}

2
, z¢ —4x

(_0070) (074) (4700)
f(z) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcidn es creciente en el intervalo (—oo,0) U (4, 00) y decrece en el intervalo (0,2)U(2,4).

La funcién tiene un minimo relativo en el punto (4,8) y un méaximo relativo en el punto
(0,0).
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Problema 14.4.4 (2 puntos) Se dispone de un dado ctibico equilibrado y dos urnas A y B. La
urna A contiene 3 bolas rojas y 2 negras; la urna B contiene 2 rojas y 3 negras. Lanzamos el dado:
si el niimero obtenido es 1 6 2 extraemos una bola de la urna A; en caso contrario extraemos una
bola de la urna B.

a) ¢Cudl es la probabilidad de extraer una bola roja?
b) Si la bola extraida es roja, jcudl es la probabilidad de que sea de la urna A?

Solucion:

R
38
A
13 245 i
/3 T8
B R
s
N
a)
1 3 2 2 7

b)
P(R|A)P(A 3/5-1/3 3
piaip — PEAPW) /513 3
P(R) 7/15 7
Problema 14.4.5 (2 puntos) El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un
determinado colegio se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de
media p y desviacién tipica o = 3 litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (16, 33;19,27)
para estimar p, con un nivel de confianza del 95 %. Calcilese la media muestral y el tamafio
de la muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamaiflo 64. Calcilese el error maximo cometido en
la estimacién de p mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

Solucién:
a) (16,33;19,27) = T = 17,80, E = 1,47 como 2,/ = 1,96

3
E=zyp—= = 1,4T=1,96—— = n =16

Vn Vn
b) Tenemos z, /o = 1,96 y n = 64:
o 3

=1,96
V64

NG
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14.5. Junio 2014 (coincidente)- Opcién A

Problema 14.5.1 (2 puntos) Considérese la matriz A =

= = O

1
0
1

O = =

a) Calciilese A1,
b) Determinese la matriz X tal que AX = A~!

Solucion:

-1/2 12 1/2
a) A7l = /2 —1/2  1/2
/2 12 —1/2

3/4 —1/4 —1/4
b) AX=A"'= X=A4"'A"1=| —-1/4 3/4 —1/4
~1/4 —1/4  3/4

Problema 14.5.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
r—2y<0; z—y<1l;, z4+y<d x>0, y>0
a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = x — y en la regién S
indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores méximo y minimo.

Solucion:

a) La region S pedida seré:
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Los vértices serfan: O(0,0), A(2,1) B(3,2), y C(0,5).

El minimo estaria en el punto C(0,5) con un valor de -5 y, el maximo estaria en cualquier
punto del segmento que une los puntos A y B con valor 1.

Problema 14.5.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

a) Hallense sus asintotas horizontales y oblicuas, si es que existen.

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

3

@ Horizontales: No hay, lim ——— =00
@ Oblicuas: y=mer+n=—= y==x
3
m= tm D= g Ty
rT—r o0 T z—r o0 x° +

n= lim (f(z)—ma)= lim ( v —m):O

T —> 00 T —> 00 .’E2+1

.T2 fE2
b) (e = =

en el dominio de la funcién y, por tanto, es creciente en R y no tiene extremos.

=0 = x = 0, pero en este punto no hay un extremo dado que f’(z) >0
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(0,0)

Problema 14.5.4 (2 puntos) Todos los trabajadores de una determinada empresa tienen como
minimo conocimientos de Inglés o de Alemén. El 75 % de los empleados tienen conocimientos de
Inglés y el 46 % conocimientos de Alemdn. Calciilese la probabilidad de que un empleado elegido
al azar:

a) Tenga conocimientos de Inglés y de Alemédn.

b) Tenga conocimientos de Inglés si sabemos que tiene conocimientos de Alemén.

Solucion:
P(I)=0,75, P(A)=0,46, P(IUA)=1

a)
P(INA)=P(I)+P(A)—P(IUA)=0,75+0,46—-1=0,21

b)
P(INA) 0,21

P(I14) = P(A) 0,46

= 0,457

Problema 14.5.5 (2 puntos) La cantidad de azicar, en gramos, del contenido de las botellas de
un litro de una conocida bebida refrescante se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media ;1 y desviacién tipica igual a 2 gramos.

a) Se ha realizado un andlisis de control de los contenidos de una muestra aleatoria simple de 100
de esas botellas y se ha obtenido una cantidad media de azicar igual a 70 gramos. Obténgase
un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) ;Cuél debe ser el tamano minimo de la muestra para que el correspondiente intervalo de
confianza para u, al 90 %, tenga de amplitud a lo sumo 2 gramos?

Solucion:
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a) Tenemos X =70, 0 =2, n =100 y 2,5 = 1,96:
IC = (X - E,X + E) = (69,61; 70, 39)

2
E =205 =1,96—— = 0,392

Vvn V100
b) 242 =1,645y E = 1:
Fm ooyl s 1= 1,645 — ><1645 2>21082:> —11
_Za/Q\/ﬁ — b \/ﬁ n = ) 1 - ) n=

14.6. Junio 2014 (coincidente)- Opcién B

Problema 14.6.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro

real a:
ar +2y+z=2
2r+4y =1
r+2y+32=5

a) Discitase para los diferentes valores de a € R.
b) Resuélvase para a = 2.

Solucién:
a)

A= — |A|=120—12=0= a=1

— N Q
w o =
Ut = DN

2
4
2
Sia# 1= |A] # 0 = Rango(A) = 2 =Rango(A) =n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado.

Sia=1:
1 2 12 F 1 2 1 2
A= 2 4 01 = | F,—2F | = 00 —-2|-3 =
1 2 3|5 F5—F 0 0 2 3
I3 1 2 1 2
Fy = 00 —2|-3 — Sistema compatible indeterminado
Fs+ Fy 0 0 0] O
b) Sia=2
2+ 2y+2=2 =0
20 +4y =1 = y=1/4
x+2y+32=5 z2=23/2

Problema 14.6.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

flz) =

mx — 6 .
si <0
r—3

{ 2242 s x>0
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a) Determinese para qué valores del parametro m la funcién f es continua en x = 0.

b) Calctlese la recta tangente a la grafica de f en x = 5.

Solucion:

lim f(r)= lim TE0
z— 0~ z—0- T —3

=2

) — f continua en z = 0 independientemente del valor
lim f(z)= lim (z=+2)=2

r— 0t z— 0t
f(0)=2

que tome el pardmetro real m.

b) En z =5 b= f(5) = 27 = el punto de tangencia es el (5,27). f'(z) = 2z = la pendiente
de la recta es m = f/(5) = 10. La recta tangente es: y — 27 = 10(z — 5) en su ecuacién punto
pendiente.

(5 + 7)10

Problema 14.6.3 (2 puntos) Para la funcién real de variable real f(x) = 5

a) Calcilese su funcién derivada.
b) Calctilese / f(z)dx.
Solucién:
a) f'(z) = 25(52 +7)°
b) / (5 + 7)10 e (5 + 7)1 Le

2 110

Problema 14.6.4 (2 puntos) En un estudio de arquitectura de Madrid trabajan personas de
diferentes nacionalidades. E1 80 % de las personas que trabajan en el estudio son espanolas. El
40 % de los empleados del estudio son mujeres, de las cuales un 90 % son espanolas. Calctilese la
probabilidad de que tomando a un empleado del estudio de arquitectura al azar:

a) Sea mujer y extranjera.
b) Sea espariol sabiendo que no es mujer.
Solucién:
P(E)=0,8, P(E)=0,2, P(M)=0,4, P(M)=0,6, P(E|M)=0,9, P(E|M)=0,1

Construimos una tabla de contingencia:

E E
0,36 | 0,04 | 0,4
0,44 0,16 | 0,6
0,8 | 0,2 | 1

SIS

a) P(ENM) = P(E|M)P(M)=0,1-0,4=0,04

— P(ENDM) 0,44
b) P(E|M) = (P(M) ): 06 =0,73
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Problema 14.6.5 (2 puntos) El peso, en gramos, del contenido de las cajas de una conocida
marca de cereales se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
w desconocida y desviacién tipica 10 gramos.

a) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 20 de esas cajas de cereales para realizar un
estudio y la media de los pesos de sus contenidos ha sido T = 500. Calcilese un intervalo de

confianza del 95 % para p.

b) Si sabemos que p = 500, calcilese la probabilidad de que la media muestral de los pesos de
una muestra aleatoria simple de 20 cajas sea inferior a 495 gramos.

Solucion:
a) Tenemos X =500, 0 =10, n =20y Zoy2 = 1,96:
IC = (X — E,X + E) = (495, 62; 504, 38)

o 10
E=2,9——=1,96—— = 4,38
12 n V20
_ 10
b) u =500, n =20 X%N(SOO;—) = N(500; 2, 236):
) 1 y 750 ( )
495 — 500

P(X <495)=P(Z < =
(X < 495) (Z= 2,236 )

P(Z <-2,24)=1-P(Z <2,24)=1-0,9875 = 10,0125

14.7. Septiembre 2014 - Opcién A

Problema 14.7.1 (2 puntos) Considérese el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del

parametro real A:
{ 20— My+ oz = -
dr— 2 y+ 2z= A—-3

a) Determinense los valores del pardmetro real A que hacen que el sistema sea incompatible.

b) Resuélvase el sistema para A = 1.

Solucion:

a)

ZZ(Z :2);\ ; A_A3)2>|A1|:’Z _QA,\’=0; A2|=‘i ;‘zo;
IAgl‘fL A—_/\?) '3/\30:> A= 1 |A4|‘ _gi ;'0;
|A5|—‘ :21 A—fg ’:3)\(1—/\)2)\20, A=1;
|A6|:‘; )\__)\3‘:3)\—3:)\:1

Si A # 1 = Rango(A) = 2 #Rango(A4) = 1 = sistema es incompatible.
Si A = 1 = Rango(A4) = 1 =Rango(A) < n° de incégnitas, el sistema es compatible inde-
terminado.
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T=pu
{2x—y—|—z:—1 = y=1+2u+ A\
z=A

Problema 14.7.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

a) Determinense las asintotas de f.
b) Estudiese si la funcién f es creciente o decreciente en un entorno de = = 4.
Solucién:

a) Verticales: x = 2

lim (z —3)° "N —00
z—2- 2(x — 2) 0-J
1m 7(96_3)2 = i = 400
o2t x(x—2) Lot
z=0 ( e
x—3 [9 ]
1/ —_— | | =
oy 0- z(x—2) L0t oo
, (x—3)2%2 [9]
1 —_— = | — | = —
oy 0+ z(x—2) L0~ >
Horizontales: y = 1
(z —3)?

Oblicuas: No hay por haber horizontales

b)
9z —3)(2r —3)
F'@) = =2a 2

F@ - .
f(x) | creciente ' | decreciente “\ | creciente

=0= z=3/2, =3

La funcién es creciente en un entorno de x = 4.
Otra manera serfa: f es creciente en un entorno U(z) de un punto z si Va1, 22 € U(z) /21 <
x9 = f(x1) < f(x2) Elegimos dos puntos préximos a x = 4 sean x1 = 3,9 por la izquierda y
29 = 4,1 por la derecha. Calculamos f(x1) = 0,1093117408 y f(z2) = 0,1405342624. Como
x1 < a2y f(x1) < f(z2) la funcién es creciente.

Problema 14.7.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
2e7H,

a) Esbdcese la grifica de la funcién f.
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b) Calctlese el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de la funcidn, el eje de
abscisas y las rectas t =0y x = 1.

Solucion:

a) A grandes rasgos, el dnico punto de corte es (0,2¢) y no tiene asintotas verticales y si tiene
una asintota horizontal en y = 0:

lim 21 =0
r— —0O0

f'(z) =2¢*"! > 0= f siempre creciente

0

1
S = /0 2e" T dx = 26””“](1) =2e(e — 1) u?

y=0

Problema 14.7.4 (2 puntos) En la representacién de navidad de los alumnos de 3° de primaria
de un colegio hay tres tipos de papeles: 7 son de animales, 3 de personas y 12 de arboles. Los
papeles se asignan al azar, los alumnos escogen por orden alfabético sobres cerrados en los que esta
escrito el papel que les ha correspondido.

a) Calculese la probabilidad de que a los dos primeros alumnos les toque el mismo tipo de papel.

b) Calctilese la probabilidad de que el primer papel de persona le toque al tercer alumno de la

lista.
Solucién:
Sean los sucesos A con dibujos de animales, B con dibujos de personas y C' con dibujos de arboles.
7 3 12
P(A)=—, P(B)=—, P = —
(A) = 55, P(B)= o, P(C) =1



7 6 3 2 12 11
P(mi 1) = P(AA)+ P(BB)+ P = — 4 — — 4 — . ==
(mismo papel) (44) + P(BB) + P(CC) 22 21+22 21+22 21
30

= — = 0,3896103896
7 ’

P(el primero de persona al tercero) =
= P(AAB) + P(ACB) + P(CAB) + P(CCB) =

7 6 3 7T 12 3 12 7 3 12 11 3 171
- .. -4 __ .. 4 - . 4 - . =" —0.111 1
22 21 20 * 22 21 20 * 22 21 20 * 22 21 20 1540 0 0389610

Problema 14.7.5 (2 puntos) La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de
una determinada poblacién se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal
de media p y desviacion tipica o = 16 cm.

a) Se tomé una muestra aleatoria simple de 625 individuos obteniéndose una media muestral
T = 169 cm. Héllese un intervalo de confianza al 98 % para p.

b) ;Cuél es el minimo tamafio muestral necesario para que el error méximo cometido en la
estimacién de p por la media muestral sea menor que 4 cm, con un nivel de confianza del
90 %?

Solucion:

a) Tenemos X = 169, 0 = 16, n = 625 y 2,2 = 2, 325:
IC = (X - B, X + E) = (167, 512; 170, 488)

16

=1,488
V625

E— za/Q% — 2,395

b) Za/g = 1,645
16

4=1,645
) \/ﬁ

— n =43,2964 = n =44

14.8. Septiembre 2014 - Opcién B

Problema 14.8.1 (2 puntos) Considérese la matriz
10
A=1 0 0
01
a) Calclese (A - AT)?%0,

b) Calctlese (A- AT —31)~1.

Nota: AT denota a la traspuesta de la matriz A. T es la matriz identidad de orden 3.
Solucién:
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10 100
A-AT=( 0 o ((1)8(1))2 00 0
0 1 00 1
1 00 100 1 00
(A-ATYZ? =1 0 0 0 000 |=(000|=A4-A7
00 1 00 1 00 1
Luego
1 00
(A-ATY?0 —A.AT=( 0 0 0
00 1
b)
100 300 -2 0 0
A-AT -3r=( 000 |- 0 3 0 |= 0 -3 0
00 1 00 3 0 0 -2
~1/2 0 0
(A-AT -3~ = 0 —1/3 0
0 0 —1/2

Problema 14.8.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por

y>22x—4; y<z—-1; 2y>xz; z20; y=>0

a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = « — 3y en S indicando los
puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.

Solucion:

a) La regién S pedida serd:
y=2x-
3.2)

(2.1) (83.43)

Los vértices serfan: (2,1), (3,2) y (8/3,4/3).

b)
f(2,1) = —1 Méximo
f(3,2) = =3 Minimo
£(8/3,4/3) = —4/3
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El méximo es de —1 y se alcanza en el punto (2,1). El minimo es de -3 y se alcanza en el punto
(3,2).

Problema 14.8.3 (2 puntos) funcién real de variable real definida por

Az
o) =
a) Calctilese el valor del pardmetro real A para que la recta tangente a la grafica de f en z = —1
sea paralela a la recta y = 2x — 3.
2
b) Calculese / f(z) dx para A = 1.
0
Solucién:
a)
, a(4—=2%) 50
= ; —1)=2= A= —
b)
2 2
T 1 In2
——dr=-Inl4+2°|| =—=
/0 T o= ghlrat] ==

Problema 14.8.4 (2 puntos) Al 80 % de los trabajadores en educacién (E) que se jubilan sus
compaiieros les hacen una fiesta de despedida (F' D), también al 60 % de los trabajadores de justicia
(J) vy al 30 % de los de sanidad (S). En el tltimo afio se jubilaron el mismo nimero de trabajadores
en educacién que en sanidad, y el doble en educacién que en justicia.

a) Calctlese la probabilidad de que a un trabajador de estos sectores, que se jubild, le hicieran
una fiesta.

b) Sabemos que a un trabajador jubilado elegido al azar de entre estos sectores, no le hicieron
fiesta. Calculese la probabilidad de que fuera de sanidad.

Solucion:
08 FD
E
04 02 NFD
06 FD
9.2 P
&4 NFD
0.4
8,3 FD
5
&7 NFD

P(FD) = P(FD|E)P(E) + P(FD|J)P(J) + P(FD|S)P(S) =
=0,8:0,4+0,6-0,240,3-0,4=0,56
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P(NFDI|S)P(S) _ 0,7-0,4
P(NFD)  1-0,56

P(S|INFD) = — 0,64

Problema 14.8.5 (2 puntos) El minimo tamano muestral necesario para estimar la media de una
determinada caracteristica de una poblacién que puede aproximarse por una variable aleatoria con
distribucién normal de desviaciéon tipica o, con un error maximo de 3,290 y un nivel de confianza
del 90 %, supera en 7500 unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera del 95% y el
error maximo fuera de 7,840.

Exprésense los tamanos muéstrales en funcién de la desviacion tipica o y calcilense la desviacién
tipica de la poblacién y los tamanos muéstrales respectivos.

Nota: Utilicese 2,05 = 1, 645.

Solucion:

o
E= Za/zﬁ

g
3,290 = 1,645—— = n; = 0, 2507
9 T ny o

g

7,840 = 1,96 — ny = 0, 062502

N

n1 = ng + 7500 = 0, 2502 = 0, 062502 + 7500 = o = 200
Luego ny = 0,25 - 40000 = 10000 y ny = 0, 0625 - 40000 = 2500.

14.9. Septiembre 2014 (coincidente)- Opcién A
V3

2 2
2 B
Y (—1 —1>

Problema 14.9.1 (2 puntos) Dadas las matrices A = 1
2

oI5
W | =

a) Calciilese B!
b) Calciilese el determinante de la matriz A~ - B.

Solucion:
a)

(2 2 2 2\ ([ 2 2\ _ s
B'B*<—1 —1)(—1 —1)*<—1 —1>*B¢B =B

1

b) |[A™t- Bl =471 |B| =
) |47 Bl =47 1BI= oy

1
Bl==-0=0
Bl = 1

2+3 2+43

2 2
—14+2V3 —-1+2V3
2 2

ATl = At B= — [A7'-B|=0

b

oI5

W | —
oI5

NGRS w
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Problema 14.9.2 (2 puntos) Una industria quimica elabora plasticos de dos calidades diferentes.
Para ello tiene 2 maquinas, A y B. Es necesario que fabrique un minimo de 20 toneladas de
pléstico superior y 13 de plédstico medio. Cada hora que trabaja la méquina A, fabrica 7 toneladas
de pléstico superior y 2 de plastico medio, mientras que la maquina B produce 2 y 3 toneladas,
respectivamente. Ademads, la maquina A no puede trabajar més de 9 horas, ni méds de 10 horas
la maquina B. El coste de funcionamiento de las maquinas es de 800 euros/hora para A y de 600
euros/hora para B. Calcilese cudntas horas debe funcionar cada maquina para que el coste total
de funcionamiento sea minimo y cual es ese coste minimo.

Solucién:

2 : nimero de horas de funcionamiento de la maquina A e y : nimero de horas de funcionamiento
de la maquina B

Tm plastico superior | Tm plastico medio | coste
A 7 2 800
B 2 3 600
20 13
Funcién Objetivo: f(z,y) = 800z + 600y
T+ 2y > 20
2¢ + 3y > 13
0<z<9
0<y<10
La regién S pedida sera:
Tx+2y=2
(0,10) (9,10) y=10
2x+3y=13
(23)
%0
(13/2,0)
[x=9

Los vértices serfan: (2,3), (13/2,0) (9,0), (9,10) y (0, 10).
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£(2,3) = 3400 Minimo
£(13/2,0) = 5200
£(9,0) = 7200

£(9,10) = 13200
£(0,10) = 6000

El minimo coste se produce cuando la maquina A trabaja 2 horas y 3 horas la B con un coste
de 3400 euros.

Problema 14.9.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:
322 — 2z — 1 . <1
f(x) _ r—1 S1 X
(x—13+a si z>1

a) Determinese el valor de la constante a para que sea una funcién continua en todo su dominio.

5
b) Para a = 0, calcilese el valor de la integral / f(z) dz.
1

Solucién:
a)
2 _ =
™ 3z —2x—1 _4
z—1— z—1
Im (z—1)°%+a=a
r— 1+
Luego a =4
b) cona=0

I
I
(=)
g

/15 f(x)dx:/15(a:—1)3dx @-tp

Problema 14.9.4 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio, tal que P(A) =
P(A|B)=0,25y P(B|A) =0,5.

a) Estudiese si los sucesos son independientes.
b) Calciilese P(AU B)

Solucion:

a)

P(B|A) = P(;l(z)B) —s P(ANB) = P(B|A)P(A) =0,5-0,25 =0,125
P<A|B):P(Am3) _PANB)_01%

B) = =
pB) — PB=pam T 0.
P(A)-P(B)=0,25-0,5=0,125 = P(AN B) = Ay B son independientes.

b) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0,25+ 0,5 — 0,125 = 0,625
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Problema 14.9.5 (2 puntos) La capacidad vital forzada es una medida para calcular el volumen
de los pulmones de las personas adultas que se puede aproximar por una variable aleatoria X con
una distribucién normal de media desconocida p y desviacién tipica 1 litro.

a) Se tomd una muestra aleatoria simple de 144 personas adultas que dieron una media de
capacidad vital forzada de 4 litros. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) §Cudl es el error mdximo cometido en la estimacién de p por la media muestral obtenido a
partir de una muestra de tamano 81, con un nivel de confianza del 99 % ?

Solucién:
a) Tenemos X =4, 0 =1,n=144y Zo/2 = 1,96:

IC=(X—E, X +E)=(3,844,16)

E:ZQ/Q% —1,96—— = 0,16

b) z/2 = 2,575:

1
E= zm% = 2,575 = 0,286

14.10. Septiembre 2014 (coincidente)- Opcién B

Problema 14.10.1 (2 puntos) Considérese el siguiente sistema de ecuaciones dependiente del
parametro a:
{ r+y=38
2r —ay =4

a) Discutase en funcién de los valores del pardmetro a € R.
b) Resuélvase para a = 1.
Solucién:

a)
8

— 1 1 1
A_<2 —a 4>:>A|_‘

1 ‘zOﬁ—a—2:0:> a=—2
2 —a

Sia# -2 = |A] # 0 = Rango(4) = 2 =Rango(A4) =n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado.
Sia=-2:

— (1 1]8) _ F (1 1] 8 . . :
A—<2 24)—{ }_(O O_12):>Slstema1ncompat1ble

b) Sia=1:
r+y=38 {x:4
{21:—3/:4 - y=4

Problema 14.10.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =

r+1 ,
ﬁ,contestese razonadamente a las preguntas:
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a) Calcilense su dominio de definicién, los puntos de corte con los ejes, y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) Héllense las asintotas, si las tuviere, y esbdcese la grafica de la funcién f.
Solucién:

a) Dom(f) = R — {2}, los puntos de corte serén (0, —1/2) con el eje de ordenadas y (—1,0) con

el de abscisas,
5 # 0= la funcién no tiene extremos relativos. Por otra parte el numerador

] il

)= —s
es siempre negativo y el denominador es siempre positivo, luego f'(x) < 0 en todo el dominio
de la funcién y, por tanto, f es decreciente en R — {2}.

b) Asintotas:

@ Verticales: © = 2

, z+1 { 3 }
lim =|—| =—-
z—s2- X — 2 -
3 r+1 { 3 }
1 = |—| =
;c—u;n2+ r—2 0+ +eQ
@ Horizontales: y =1
3 r+1
lim =1

zT—o00 xr — 2

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

v

x=2

Problema 14.10.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 2% — ax + 1

a) Determinese el valor de a para que la funcién tenga un méximo local en = —2 y un minimo
local en z = 2.

b) Para el caso en el que a = 48, héllese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en
T =5.

Solucion:
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a) Si fl(z)=32>—a= f'(2)=12-a=0= a=12
f@)=2°-122+1= fl(2) =322 -12=0= o =42

(—OO, _2) (_2a2) (2,00)
f'(z) + - +
f(z) | creciente /| decreciente \, | creciente

La funcién tiene un méximo local en £ = —2 y un minimo local en z = 2

b) a =48 = f(z) =2 — 48z +1 = f'(2) = 32 — 48:
b=f(5)= 114y m=f(5) =27 = y+ 114 = 27(z — 5)

Problema 14.10.4 (2 puntos) Se ha cometido un delito. La probabilidad de que lo haya cometido
un varén es el doble de que lo haya cometido una mujer. Por otra parte, la probabilidad de que al
examinar un area determinada de la huella dactilar de un varén se encuentren 15 crestas es 0,26,
mientras que en una mujer es 0,04.

a) Calctilese la probabilidad de que una huella encontrada en la escena del delito tenga 15 crestas
en el recuento de dicha &rea.

b) Se ha encontrado en la escena del delito una huella dactilar con 15 crestas en esa édrea
determinada. ;Cudl es la probabilidad de que dicha huella pertenezca a un varén?

Solucion: 1 5
P(M) = 3’ PV)= 3’ P(15C|V) = 0,26, P(15C|M) = 0,04

1%

23 =
13

0,04 15¢

M
896 <
5

P(15C) = P(15C|V)P(V) + P(15C|M)P(M) =

2 1
=0,26--+0,04--=0,187
3+ 3

P(15C|V)P(V) 0,26-2 0.927

P(v]15C) = P(15C) 0,187

Problema 14.10.5 (2 puntos) El peso en kilogramos de la cabeza humana en adultos se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media i desconocida y desviacién
tipica 0, 75 kilogramos.
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a) Una muestra aleatoria simple de 16 individuos a los que se les ha realizado una densitometria,
prueba diagnéstica que permite medir el peso de la cabeza, proporcioné una media muestral
de 5,137 kilogramos. Determinese un intervalo de confianza al 98 % para p.

b) {Cudntas densitometrias como minimo deben realizarse para que el error maximo cometido

en la estimacién de p por la media muestral sea menor que 100 gramos, con el mismo nivel
de confianza del 98 %?

Solucion:

a) Tenemos X =5,137,0 =0,75,n =16y Zaj2 = 2,325:

IC = (X — E, X +E) = (4,701;5,573)

o 0,75
E=z =2,325—— = 0,436
a/2\/ﬁ /716
b) E=0,1kg
0,75 2.325.0,75)2
0,1=2,325- 2712(7) = 304,066 = n = 305
Jn 0,1
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Capitulo 15

Ano 2015

15.1. Modelo 2015 - Opcién A

Problema 15.1.1 (2 puntos) Una empresa lactea se plantea la produccién de dos nuevas bebidas
Ay B. Producir un litro de la bebida A cuesta 2 euros, mientras que producir un litro de bebida B
cuesta 0,5 euros. Para realizar el lanzamiento comercial se necesitan al menos 6 millones de litros
de bebida, aunque del tipo B no podran producirse (por limitaciones técnicas) més de 5 millones y
debido al coste de produccién no es posible elaborar més de 8 millones de litros en total de ambas
bebidas. Ademds, se desea producir una cantidad de bebida B mayor o igual que la de bebida A.
;Cuantos litros habra que producir de cada tipo de bebida para que el coste de produccién sea
minimo? Calcilese dicho coste. Justifiquense las respuestas.

Solucién:

Llamamos x : millones de bebida A e y millones de bebida B

z(z,y) =22 + 0,5y

sujeto a
r+y>6 r+y>6
y<5 y<95
r+y<8 = r+y<8
Yy x—y<0
z,y >0 z,y >0
\\(1 ) \(3,5) //,/J':S
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2(1,5) = 4,5 Minimo
2(3,5) = 8,5
2(3,3) =17,5
2(4,4) =10

Hay que producir 1 millén de litros de la bebida A y 5 millones de la B con un coste de 4,5 millones
de euros.

Problema 15.1.2 (2 puntos) Se considera A = < ; Z )

a) Calctilese A7
b) Calcilese AT - A.

Nota: A7 denota la traspuesta de la matriz A.

Solucién:

2)

Problema 15.1.3 (2 puntos)

a) Dibijese, de manera esquemética, la regién acotada del plano limitada por las gréficas de las
curvas

2

T
y=vbz; y=-

b) Calctlese el drea de la regién descrita en el apartado anterior.

Solucién:
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0.0)

6 2 376
12 -
b)/ (,/—6 _x_)dxzx— vez —2” " o o
0 6 18 L

Problema 15.1.4 (2 puntos) Se consideran los sucesos incompatibles A y B de un experimento
aleatorio tal que P(A) = 0,4, P(B) = 0, 3. Calctilese:

a) P(ANnB)
b) P(BnN A)
Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.

Solucion:

a) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =0,3.
Por ser A y B incompatibles P(AU B) = P(A) + P(B) =0,7.

b) P(BNA)=P(B)— P(ANB) = P(B)=0,3

Problema 15.1.5 (2 puntos) El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacién
tipica 1,2 kW. Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 50. Calculese:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6,6 kW, si p =
6,3kW.

b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza (6,1;6,9) para la
media del consumo familiar diario.

Solucion:
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1,2
V50
P(6<Y<6,6):P(

) = N(6,3;0,17):

6-63_,_66-63
0,17 0,17

a) Y%N(G,B;

) =P(-1,77< Z < 1,77) = 0,9232.

1,2
b) 2z4/9——= =6,9— 6,1 = z,/> = 2,36 Luego el nivel de confianza es del 98 %.

V50
15.2. Modelo 2015 - Opcién B

Problema 15.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del pardme-

tro real a:
r+2y+z=1

r+ay+az=1
r+4ay + z = 2a

a) Discttase el sistema segin los diferentes valores del a.

b) Resuélvase el sistema en el caso a = —1.
Solucién:
a)
o 1 21 1
A= 1 a a| 1 |; |A=-4a®>+6a—2=0= a=1/2, a=1
1 4a 11| 2a

& Sia#1/2ya#1= |A|#0= Rango(A) = 3 = Rango(4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

* Sig=1/2
1 2 1)1
A= 1 1/2 1/2|1 |; F, = Fy, =
1 2 11

el sistema es compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones).

@& Sig=1:

B (1 2 1|1 -
A= 1 1 1]1 ;|A|—Oy’ ‘——17&0:Rango(A)—2
11
1 4 12
1 2 1
como |1 1 1| =—1%0=> Rango(A) = 3 = el sistema es incompatible (no
1 4 2
tiene solucién).
b) Sia=-1:
r+2y+z=1 x=23/4
r—y—z=1 =< y=1/2
r—4dy+z2=-2 z=-3/4

Problema 15.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x) = 242 — 1522 + 223 + 2
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a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Héllense sus extremos relativos y sus puntos de inflexién.
Solucién:

a) fl(x) =622 —30x +24=0= x =1,z =4.

(700, 1) (174) (4700)
f(x) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcidn es creciente en el intervalo (—oo, 1)U (4, 00), y es decreciente en el intervalo (1,4).

b) En z = 1 hay un méximo relativo, en = 4 hay un minimo relativo.
f'(x)=122-30=0= 2 =5/2y f"(x) =12 # 0 = f tiene un punto de inflexién en
x=05/2.

Problema 15.2.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

322
f(@) = x2 —2x—3
a) Determinense sus asintotas.
b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa z = —1, 5.
Solucién:
a) Asintotas
@ Verticales: 2> —2r —3=0= z=-162=3
Sixz=-—1:
i 322 { 3 } N
1m —_— = | — | =+
z——1- 12 —2x — 3 0+
’ 3z { 3 }
m ———=|—|=-00
z—s—1+ 22 — 21 — 3 0~
Siz=3:
i 3a? {27}
im =|—|=-x
s—3- 22 —2x—3 0~
| 322 {27} n
im =|—| =4
s—3t 22 —2x —3 0t
@ Horizontales: y = 3
3 2
lim ——— =3

z—00 22 — 22 — 3

@ Oblicuas no hay por haber horizontales.

299



b) f(_1>5>:3ym:f/(_1a5):8/3
oy 6x(x + 3)
f(x)__(x272x73)2

La ecuacién de la recta en su forma punto pendiente es:

8
y—3=8/3(z+3/2) = y:§m+7

| y=(8/3)x+7 k
/
=3 323 /-

0(0,0)

J \

Problema 15.2.4 (2 puntos) Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 negras, y otra urna contiene 3
bolas blancas y dos negras. Se toma al azar una bola de la primera urna y, sin mirarla, se introduce
en la segunda urna. A continuacién extraemos consecutivamente, con reemplazamiento, dos bolas
de la segunda urna. Héllese la probabilidad de que las dos ultimas bolas extraidas sean:

a) Del mismo color.
b) De distinto color.

Solucion:

et
.

/ w — b
59 .,
36 /b

/
\
\/\
\<

300



Problema 15.2.5 (2 puntos) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de diez pacientes y se ha
anotado el numero de dias que han recibido tratamiento para los trastornos del sueno que sufren.
Los resultados han sido:

290 275 290 325 285 365 375 310 290 300

Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria
con distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica 34,5 dias.

a) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p.

b) ;Qué tamano minimo debe tener la muestra para que el error méximo cometido en la esti-
macién de la media sea menor de 10 dias, con un nivel de confianza del 95 %?

Solucién:
N (p;34,5)
a) n=10,7 =310,5,0 = 34,5y z4/2 = 1,96

o 34,5
E:Za/2%:1,96m

IC=(z—-E, T+ FE) = (289,2,331,88)

= 21,383

b) Tenemos z, /2 = 1,96:

o 34,5

EZZQ/Q%:]-’gG\/ﬁ

15.3. Junio 2015 - Opcién A

=10= n >45,7250 = n =46

Problema 15.3.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro
real a:

3r+y—2=8
20 +az =3
r+y+z=2

a) Discutase en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuélvase para a = 1.

Solucién:

a)

A= i JAl=—2a—4=0= a=-2

N W
—_— O
— Q =
N Qo 0o

& Sia#—-2= |A] # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)
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@& Sig=-2:

|

1
N W
—_ O =

|

[\]
N W
a

1
p

‘——27EO:> Rango(4) =2

31 8 B
2 0 3|=6#0=— Rango(A)=3
1 1 2

Como Rango(A) #Rango(A) => el sistema es incompatible (no tiene solucién)

b) Sia=1:
3r+y—2=238 T =2
204+ 2=3 == y=1
T+y+z=2 z=-—1

Problema 15.3.2 (2 puntos) Sabiendo que la derivada de una funcién real de variable real f es
f(z) =32% + 2z
a) Calcilese la expresién de f(z) sabiendo que su grafica pasa por el punto (1,4).
b) Calcilese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f en el punto (1,4).

Solucién:
a) f(x) = /(33:2 +22)de = 2® + 2?4+ C:

f=4=2+C=4= C=2= f(x)=a>+2>+2
b=f(1)=4, m=f'(1)=5,— y—4=5(x—1)

Problema 15.3.3 (2 puntos) Sean las funciones reales de variable real
f(x) =2* - 62, g(x)=2—10
a) Represéntense gréaficamente las funciones f y g.
b) Calctlese el drea del recinto plano acotado por las graficas de las funciones f y g.
Solucién:
a) Gréfica:
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X2 x=5

b) 22 —6r=2r—-10= z=2yz=>5

1‘3 LUQ
F(m)=/(f(rc)—g(w))dwz/(x2—7x+10)da::3_77“093

Problema 15.3.4 (2 puntos) En una bolsa hay cuatro bolas rojas y una verde. Se extraen de
forma consecutiva y sin reemplazamiento dos bolas. Calculese la probabilidad de que:

a) Las dos bolas sean del mismo color.

b) La primera bola haya sido verde si la segunda bola extraida es roja.
Solucién:

a) Tenemos:

303



o5 \
14 2

P(mismo color) = P(R1)P(R2|R1) + P(V1)P(V2|V1) = % . % + % ‘0= %
b)
_ P(RlVy)P(V1)  1-3 1
P(V1|R2) = P(R2) STI I

Problema 15.3.5 (2 puntos) El tiempo de reaccién ante un obstéculo imprevisto de los conducto-
res de automdviles de un pafs, en milisegundos (ms), se puede aproximar por una variable aleatoria
con distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica o = 250 ms.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene un intervalo de confianza (701;799),
expresado en ms, para u con un nivel del 95 %. Calcilese la media muestral y el tamano de
la muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 25. Calcilese el error mdximo cometido en
la estimacién de p mediante la media muestral con un nivel de confianza del 80 %.

Solucién:
X
a) Tenemos z,/o = 1,96 e IC' = (701;799) = { =

250
E:ZQ/Q% — 49=1,96_~ — n=100

b) zq/2 = 1,285;
o 250
E=z,/9—— =1,285——= = 64,25
2 n V25

15.4. Junio 2015 - Opcién B

Problema 15.4.1 (2 puntos) Una fabrica de piensos para animales produce diariamente como
mucho seis toneladas de pienso del tipo A y como méximo cuatro toneladas de pienso del tipo B.
Ademsds, la produccién diaria de pienso del tipo B no puede superar el doble de la del tipo A y, por
iltimo, el doble de la fabricacién de pienso del tipo A sumada con la del tipo B debe ser como poco
cuatro toneladas diarias. Teniendo en cuenta que el coste de fabricacién de una tonelada de pienso
del tipo A es de 1000 euros y el de una tonelada del tipo B de 2000 euros, ;jcudl es la produccién
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diaria para que la fabrica cumpla con sus obligaciones con un coste minimo? Calcilese dicho coste
diario minimo.

Solucién:

Llamamos z : toneladas de pienso A e y : toneladas de pienso B. Se trata de un problema de
programacién, hay que optimizar la funcién objetivo z(x, y) = 1000z +2000y calculando su minimo,
sujeto a las restricciones (Regién factible):

z <6
y<4
S y<2r=2x—y >0
20 +y >4
z,y >0

La regién S pedida sera:

=0

y=4 249 (6,4)

(1,2

y0 6.0) :
@0

2xvty=4

Los vértices a estudiar serdn: (2,0), (6,0), (6,4), (2,4) vy (1,2):

2(2,0) = 2000 Minimo
2(6,0) = 6000

2(6,4) = 14000

2(2,4) = 10000

2(1,2) = 5000

El coste minimo es de 2000 euros y se alcanza produciendo 2 toneladas de pienso A y ninguna
del tipo B.

Problema 15.4.2 (2 puntos) Sea la matriz

A:

—= O N
T W N
NN O

Q.

a) Estudiese el rango de A segun los valores del parametro real k.

b) Calctlese, si existe, la matriz inversa de A para k = 3.
Solucién:
a) |[A|l=0—= 8—-4k=0= k=2
Si k #2 = |A| # 0 = Rango(A) = 3.
Sik=2:

‘67&0:> Rango(A) = 2

O N
N W N
NN O
=
\

L
(o



2 2 0 0o 1 -1
A= 03 2 |=A'= 1/2 -1 1
-1 3 2 -3/4 2 -3/2

Problema 15.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
z?—4
2 —5r+6 " <

3x+m si x>2
a) Calcilese el valor del pardmetro real m para que la funcién f sea continua en x = 2.
letl Ii I .
b) Calctilese o flx)y L m f(z)
Solucién:

a) Para que f sea continua en x = 2:

o fa)= lm ot
m xTr) = 1m =
r— 2~ r— 2~ £E2*5I+6

—4

lim f(z) = h’er(Sx—l—m) =6+m

z— 2+ T—> 2

6+m=—-4= m=-10

b)
22 —4
I = lim —— = =
oA (@) =, tim (@t m) = oo

Problema 15.4.4 (2 puntos) Sean Ay B sucesos de un experimento aleatorio tal que P(ANB) =
0,3; P(ANB) =0,2; P(B) =0,7. Calctlense:

a) P(AUB):
b) P(B|A).

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucion:

a)
{ P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
P(ANB) = P(A) - P(ANB)

P(AUB)=P(ANB)+P(B)=0,2+0,7=0,9
b) P(A)= P(ANB)+P(ANB) =0,240,3=0,5

P(BNA) _P(B)-P(ANB) _0,7-0,3 _

PIBIA) = =5 =P 1-05 8

Problema 15.4.5 (2 puntos) La duracién de cierto componente electrénico, en horas (h), se puede

aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y desviacién
tipica igual a 1000 h.
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a) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de esos componentes electrénicos de tamano 81
y la media muestral de su duracién ha sido T = 8000h. Calcilese un intervalo de confianza
al 99 % para p.

b) (Cual es la probabilidad de que la media muestral este comprendida entre 7904 y 8296 horas
para una muestra aleatoria simple de tamano 100 si sabemos que p = 8100h?

Solucion:
a) Tenemos X = 8000, 0 = 1000, n =81 y z4/2 = 2,575:
IC = (X — E,X + E) = (7713,89; 8286, 11)

o 1000

E= 20l =2 57590 _ 986,11
2n /81
_ 1000
b) X~ N (81007 7> — N(8100; 100)
/100
_ 7904 — 8100 8296 — 8100
P(7904 < X < 82 :p(7<z<7):
(7904 < X < 8296) 100 =4=" 100

P(~1,96 < Z < 1,96)) = P(Z < 1,96) — P(Z < —1,96) =
P(Z <1,96) — (1— P(Z <1,96)) =2P(Z <1,96) — 1 = 0,95

15.5. Junio 2015 (coincidente)- Opcién A

Problema 15.5.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro

real a:
rt+yt+z=a
ar+y+z=1
rz+ay+2z=1

a) Discutase para los diferentes valores de a € R.
b) Resuélvase para a = 1.

Solucién:
a)

111
A=|( a 1 1 — |Al=a®*-3a+2=0=a=1, a=2
1 a 2

— = Q

Sia#1ya#2= |A] # 0 = Rango(A4) = 2 =Rango(A4) =n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado.

Sia=1:
B 1 1 11
A= 1 1 11 = [ F,=F, ] = Sistema compatible indeterminado
1 1 211
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Sia=2:

1 1 1|2 F 1 1 1 2
A= 2 1 1|1 |=|FK-2F |=[ 0 -1 -1|-3 |=
1 2 21 F3;— Fy 0 1 1] -1
) 1 1] 2
F = 0 -1 —-11]-3 — Sistema incompatible
3+ Fy 0O 0 0|4
b) Sia=1:
z+y+z=1 r=A
{x+y+22:1 - yil_)\

=0

z
Problema 15.5.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

x2+a

rz—1

fx) =

a) Calcilese el valor del pardmetro real a, sabiendo que la funcién alcanza un extremo relativo
en x = —1. Compruébese que se trata de un maximo.

0
b) Para a = 1, calcilese / (x — 1) f(z)dx.

-1

Solucién:
a)
b) ) = T gy 0= =3
(x—1) 7 N
2 —21 -3
f/(x):W:} "1}':_1, x:?)
(—OO,—l) (—1’3) (3700)
e - -
f(x) | creciente | decreciente | creciente
Luego en z = —1 hay un méaximo.

c¢) cona=1:

0 2 0
9 T 4
de = — = -
[1(x+)x 2+x_1 3

Problema 15.5.3 (2 puntos) Se sabe que la derivada de cierta funcién real de variable real f es
f(z) = 2 (2% — 22 — 15)

a) Determinense los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) Determinense los extremos relativos de f, indicando si se trata de maximos o minimos rela-
tivos.

308



Solucion:

a) 22(2* - 20 —15)=0= 2=0, =-3, t=5

(—o00,—=3) | (=3,5) (5, 00)
fla)| - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

En x = 0 f'(z) no cambia de signo y pasa de decrecer a decrecer.
La funcién es creciente en el intervalo: (—oo, —3) U (5, 00) y decreciente en (—3,5).

b) La funcién presenta un méximo en £ = —3 y un minimo en = = 5.

Problema 15.5.4 (2 puntos) En cierto ensayo clinico, se trata al 60 % de pacientes afectados
de hepatitis C con interferén, y al 40 % restante con ribavirina maés interferén. Al cabo de ocho
semanas se observa una respuesta favorable al tratamiento en el 43 % de los pacientes tratados
tnicamente con interferén y en el 71 % de los pacientes tratados con ribavirina més interferén. Se
toma al azar un paciente del ensayo. Determinese la probabilidad de que:

a) Haya respondido favorablemente al tratamiento que esté recibiendo.
b) Siha respondido favorablemente al tratamiento, haya sido tratado inicamente con interferén.

Solucion:
P(I)=0,6, P+ R)=0,4

F

6,43

I
0,6 \ _
6,57 F
F
6,71
04
I+R

6,29 F

P(F)=0,6-0,43+0,4-0,71 = 0, 542

P(F|I) 0,6-0,43
P(F) 0,542

P(I|F) = = 0,476

Problema 15.5.5 (2 puntos) El consumo de agua, medido en litros, en una ducha puede apro-
ximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de media desconocida p y desviacién
tipica o = 10 litros.
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a) Se toma una muestra aleatoria simple de 25 duchas, obteniéndose una media muestral T = 100
litros. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para .

b) Determinese el tamafno muestral minimo necesario para que al estimar p mediante la media
muestral, el error cometido sea menor que 2 litros, con un nivel de confianza del 99 %.
Solucién:

a) Tenemos X =100, 0 =2, n =25y 242 = 1, 96:

IC = (X — E,X + E) = (96,08;103,92)

10
V25

E =z, =1,9

= 3,92
vn ’

b) 242 = 2,575y £ = 2:

o 0

E = 2p—= = 2:2’575ﬁ

7 :>n2<2,575~120>2165,77:>n166
15.6. Junio 2015 (coincidente)- Opcién B

Problema 15.6.1 (2 puntos) Se consideran las matrices dependientes del pardmetro real a

a O
(30 0) (]
0 1

a) Determinense los valores de a para los que la matriz A - B admite inversa.

b) Para a = 0, resuélvase la ecuacién matricial (A- B) - X = ( ; é >

SOluCiOl’l:
( )
20, + 4 2

|A-B|=2d*-a-2)=0= a=2, a=-1

a 0 1
a)A'B_(2 2 0>'

SN
== O

Cuando se cumple que a # 2 y a # —1 la matriz |A - B| tiene inversa.

b) Paraa:O:A~B:<2 ;)y(A.B)*lz( _11/2 1(/)4)

amx-c—x=umre- ()2 ) (1 1)

Problema 15.6.2 (2 puntos) Un banco oferta dos productos financieros, A y B. El banco garanti-
za para el producto A un beneficio anual del 5 % de la cantidad invertida, y para el producto B un
beneficio del 2 % anual de la cantidad invertida. Una persona desea invertir en ambos productos a
lo sumo 10.000 euros, con la condicién de que la cantidad invertida en el producto A no supere el
triple de la cantidad invertida en el producto B y que la inversién en el producto B sea de 6.000
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euros como maximo. Determinese qué cantidad debe invertir en cada producto para obtener, al
cabo de un ano, un beneficio maximo y obténgase este beneficio maximo.

Solucién:
z: Cantidad de A e y: Cantidad de B.
Funcién objetivo: z(z,y) = 0,05z + 0,02y

Sujeto a:
z +y < 10000 z +y < 10000
z <3y N z—3y <0
y < 6000 y < 6000
z,y >0 z,y >0
a) La regién S pedida seré:
y=6000 (0,6000) (4600,6000) x50
7500,2500)
y=0 0 *

x=0

Los vértices serfan: O(0,0), A(7500,2500) B(4000,6000), y C(0,6000).
b)

0) = 0 Minimo
7500, 2500) = 425

(2
(
(4000, 6000) = 320
£(0,6000) = 120

El maximo beneficio seria de 425 euros invirtiendo 7500 euros en el producto A y 2500 euros
en el producto B.

Problema 15.6.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida como

1
Tt si <0

fa)y=3 570
- r“4+a si O<ax<?2
br+1 si x> 2
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a) Determinense los valores que deben tomar los pardmetros reales a y b para que f sea continua
en toda la recta real.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = —1.
Solucién:
1
lim f(z) = lim vt =-1
z—s 0~ z—0- T —1
a) = a=—1.
1 = 1 2 =
Jim S = lim () =
Im f(z)= lim (22 +a)=4+a
r—> 27 r— 27

— 4+a=2b+1=— a—2b=-3.
If = Ii b 1)=2v+1
N, @)= Jim (b4 1) =2+
-1

{a:— :>{a
a—2b=-3 b=1

2
b) Enz = -1 b = f(—1) = 0 = el punto de tangencia es el (—1,0). f'(x) = RCEnE =

1
la pendiente de la recta es m = f/(—1) = —1/2. La recta tangente es: y = —5(3: +1) en su

ecuacién punto pendiente.

Problema 15.6.4 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos de un espacio muestral tal que P(A) = 0,8;
P(AuB)=0,8y P(LAUB) =0,9.

a) ¢Son independientes los sucesos A y B?

b) Calctilese P(B|A).
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

Solucion:

a) PAUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=0,8= P(ANB)=0,2
P(B) = (AU )+P(AmB)—P(A):0,9+0,2—0,8:0,3
P(A)-P(B)=0,8-0,3=0,24 # P(AN B), luego no son independientes.

/\

QZ) _ P(B)-P(ANB) _0,3-0,2

P(4) P(4) =02 0

Problema 15.6.5 (2 puntos) El nivel de colesterol total en sangre en adultos de 50 anos, medido
en miligramos por decilitro (mg/dl), se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién
normal de media desconocida u y desviacién tipica o = 20mg/dl.

a) A partir de una muestra aleatoria simple se obtiene el intervalo de confianza (191, 2;210, 8),
expresado en mg/dl, para estimar p con un nivel de confianza del 95 %. Calculese la media
muestral y el tamano de la muestra considerada.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 100. Calcilese la amplitud del intervalo de
confianza al 98 % para p.

Solucion:
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— 191,24 210,8 210,8 — 191, 2
a)X:%:201,}3:#:9,8”&/2:1,96

o 20
E =243 —> 98=1,96"~
/2 NG
b) n =100y z,/5 = 2,325:

20
E =2, 3251—00 = 4,65 = la amplitud sera de 9,3.

15.7. Septiembre 2015 - Opciéon A

1,96 - 20\
’7> =16

"=\{"93

Problema 15.7.1 (2 puntos) Se consideran las matrices

a=( 5 2)re-(3)

a) Calctilese A e indiquese si la matriz A tiene inversa.
b) Calctlese el determinante de la matriz (B - A*- B~ — 2. Id)3.

Nota: A' denota la matriz traspuesta de A. Id es la matriz identidad de orden 2.
Solucién:

a) A2=A=— AV = Ay |A|=0=BA"".
b)

B—lz(j :i’) y C=B-A".B'-2.7=

(4 3)0 :S_)(Z? ;’_)3(_3 2)=(7% 1)

Problema 15.7.2 (2 puntos) Un distribuidor de aceite acude a una almazara para comprar dos
tipos de aceite, A y B. La cantidad maxima que puede comprar es de 12.000 litros en total. El
aceite de tipo A cuesta 3 euros/litro y el de tipo B cuesta 2 euros/litro. Necesita adquirir al menos
2.000 litros de cada tipo de aceite. Por otra parte, el coste total por compra de aceite no debe ser
superior a 30.000 euros. El beneficio que se conseguira con la venta del aceite serd de un 25 % sobre
el precio que ha pagado por el aceite de tipo A y de un 30% sobre el precio que ha pagado por
el aceite de tipo B. ;Cuantos litros de cada tipo de aceite se deberian adquirir para maximizar el
beneficio? Obténgase el valor del beneficio maximo.

Solucién:

Llamamos « : litros de aceite A e y : litros de aceite B. Se trata de un problema de programacion,
hay que optimizar la funcién objetivo z(z,y) = (0,25 - 3)x + (0,3 - 2)y = 0, 75z + 0, 6y calculando
su méximo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

x4y < 12000

x > 2000

y > 2000

3z + 2y < 30000

La regién S pedida sera:
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Los vértices a estudiar seran: (2000, 2000), (2000, 10000), (26000/3,2000) y (6000, 6000):

Problema 15.7.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z)

423 —ax® —axr +2,a € R.

x+Hy=12000

x=2000

(2000,10000)

y=2000

Ix+2y=30000

6000,6000)

(2000,2000)

(26000/3,2000)

2

(2000, 2000) = 2700

(2000, 10000) = 7500
(260003, 2000) = 7700
(6000, 6000) = 8100 Maximo

El beneficio méximo es de 8100 euros y se alcanza comprando 6000 litros de aceite A y 6000
del tipo B.

a) Determinese el valor del pardmetro real a para que la funcién alcance un extremo relativo en
x = 1/2. Compruébese que se trata de un minimo.

1
b) Para a = 2, calctilese el valor de / f(z)de.
-1

Solucion:

a) f'(z) =122% — 20z — a:

1
f’<7):3—a—a:O:> a:g

2

f(x) = 242 — 20 = 242 — 3:

(5

1)
=12-3=9>0
B >

(4a® — 222 — 22 + 2)
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Problema 15.7.4 (2 puntos) Se consideran los sucesos A, B 'y C de un experimento aleatorio tal
que: P(A) =0,09; P(B) =0,07y P(AUB) =0,97. Ademas los sucesos A y C son incompatibles.

a) Estudiese si los sucesos A y B son independientes.
b) Calcilese P(AN B|C).

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucion:

a) PLAUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=0,97= P(ANB)=0,03
P(ANnB)# P(A)-P(B)=0,09-0,07 =0,0063 = Ay B no son independientes.
P(ANnBNCQC)

b) PANBIC) = =5

P(AnBNC)=0.

=0 ya que P(AN B) =0 por ser incompatibles y, por tanto,

Problema 15.7.5 (2 puntos) La cantidad de fruta, medida en gramos, que contienen los botes de
mermelada de una cooperativa con produccién artesanal se puede aproximar mediante una variable
aleatoria con distribucién normal de media p y desviacién tipica de 10 gramos.

a) Se selecciondé una muestra aleatoria simple de 100 botes de mermelada, y la cantidad total
de fruta que contenian fue de 16.000 gramos. Determinese un intervalo de confianza al 95 %
para la media p.

b) A partir de una muestra aleatoria simple de 64 botes de mermelada se ha obtenido un intervalo
de confianza para la media p con un error de estimacién de 2, 35 gramos. Determinese el
nivel de confianza utilizado para construir el intervalo.

Solucién:
a) Tenemos z,/2 = 1,96,n=100 y X = 160:

10
E= za/Q% = 1,965 = 1,96

IC = (X - E; X+ E) = (160 — 1,96; 160 + 1,96) = (158, 04; 161, 96)
b) n=64y E =2,35:

10
E=z4p—— = 2,35 = Zaj2g = Zaj2 = 1,88

NG
P(Z<1,88)=1-— % = 10,9699 = a = 0, 0602

El nivel de confianza serd 1 —a =1 — 0,0602 = 0, 9398 del 93,98 %.

15.8. Septiembre 2015 - Opcién B

Problema 15.8.1 (2 puntos) Considérese el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro real
a:
r+y+az=a+1
ar+y+z=1
r+ay+az=a
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a) Discitase el sistema en funcién de los valores de a.

b) Resuélvase el sistema para a = 2.

Solucion:
a)
- 1 1 ala+1
A= a 1 1| 1 D JAl=a®—d*—a+1=0= a=+1
1 a a a

& Siaq#+1 = |A| #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema

es compatible determinado. (Solucién tnica)

& Sig=1:
1 1 12
A= 1 1 1|1 | = Rango(4)=1
11 11
1 2 —
‘ 11 ’2—17&0:> Rango(A4) = 2

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible (no tiene solucién)

@& Sig=—1:

1 1 -1 0

A= -1 1 1] 1

; 14 =0, ' _i }‘22#02 Rango(A4) = 2
1 -1 —-1]|-1

—F, = Rango(A4) = 2 =Rango(A4) < n? de incégnitas y el sistema es

Como F3 =
compatible indeterminado.
b) Sia=2:
r+y+22=3 =0
2+y+z=1 =< y=-1
T+2y+22=2 z=2

Problema 15.8.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(x) = —8x% + 242 — 10
a) Calciilense los méximos y minimos locales de f y represéntese graficamente la funcién.

b) Determinese el drea del recinto cerrado comprendido entre la grafica de la funcién f y las

rectasz =1, x =2ey=4.
Solucién:

3
a) f'(z)=—16z+24=0= x = 3
f'x)=-16= f <g) = —16 < 0 = hay un mdximo en el punto (%,8).
Hay un punto de corte con OY en (0,—10) y dos con OX en (1/2,0) y (5/2,0).
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=2

Max(3/2,8)

(1/2,0) (5/2,0) x

0,-10)

b) g(z) = 4.

2 2 823 10
S:/ (f(x)—g(x))dx:/ (~82% 4 24z — 1) dp =~ 41227~ 14z| = 3
1 1 1

Problema 15.8.3 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real
e’ si <0
@) = @fzy+1sim>0
a) Estudiese la continuidad de esta funcién.
b) Determinense las asintotas de esta funcién.

Solucion:

a) Para que f sea continua en z = 0:

lim f(z)= lim —— — +1=1

z— 0t z—> 0t (JC — 2)2
lim f(z)= lim (*)=1
r— 07 r—> 07
Luego la funcién es continua en R — {2}

b) En la rama z < 0: f(z) = ¢” La funcién no tiene verticales pero si tiene una asintota hori-
zontalen y =0 1lim €% =0y, por tanto, no hay oblicuas.
r—r— 00
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B+ a?—4dr+4
(xz—2)?

Tiene una asintota vertical en x = 2

En la rama « > 0: f(z) =

lim f(z) =+4o0c0; lim f(z) =+

T—2— r—2+

No tiene horizontales 1lim f(x) = +oo Si tiene oblicuas y = mz +n
—+o0

x

m = lim @:1; n= lim (f(x)—mz)=>5
Tr—ro0 X Tr—>r00

y=x+5

Problema 15.8.4 (2 puntos) La probabilidad de que un trabajador llegue puntual a su puesto de
trabajo es 3/4. Entre los trabajadores que llegan tarde, la mitad va en transporte piblico. Calctlese
la probabilidad de que:

a) Un trabajador elegido al azar llegue tarde al trabajo y vaya en transporte ptblico.

b) Si se eligen tres trabajadores al azar, al menos uno de ellos llegue puntual. Supéngase que la
puntualidad de cada uno de ellos es independiente de la del resto.

Solucién:
Denominamos A al suceso llega puntual, A al no puntual y B utiliza transporte ptiblico. Tenemos:

P(A)=3, P(A)=7 vy P(BA) =
a) B
P(B[A) = P(Jf(g)) — P(BNA) = P(A)P(B[A) = i - % _ é 0,125

P(al menos uno llega temprano) = 1 — P(todos llegan tarde) =
13
—1- (Z) — 0,984375

Problema 15.8.5 (2 puntos) En cierta regién, el gasto familiar realizado en gas natural, medido
en euros, durante un mes determinado se puede aproximar mediante una variable aleatoria con
distribucién normal de media p y desviacién tipica 75 euros.

a) Determinese el minimo tamafio muestral necesario para que al estimar la media del gasto
familiar en gas natural, p, mediante un intervalo de confianza al 95%, el error maximo
cometido sea inferior a 15 euros.

b) Si la media del gasto familiar en gas natural, u, es de 250 euros y se toma una muestra
aleatoria simple de 81 familias, jcudl es la probabilidad de que la media muestral, X, sea
superior a 230 euros?

Solucion:
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a) Tenemos E =15, z,/2 = 1,96

1,96 - 75\
E:za/giﬁnz(’i) — 96,04 — n =97
vn 15
— 75
b) Tenemos p =250y n =81 —= N(X;§>:
— 230—250)
P(X>230)=P(z>2""220) =
(X > 230) ( = 75/9

P(Z>-24)=1-P(Z<-2,4)=P(Z <2,4) =0,9918

15.9. Septiembre 2015 (coincidente)- Opcién A

Problema 15.9.1 (2 puntos) Considérense las matrices

(7). e-(22) e=(2 1)

a) Calctilese el determinante de la matriz A= - B-C L.

b) Determinese la matriz X tal que B- A- X = C.

Solucion:
oo 53 —2/3)_(3 2)( —4/15 7/15 )_( —8/15 19/15)
a) A7 -B-C _(—1/3 1/3 2 3 13 -1/3 )" 1/5 —4/15
|A*1.B~C*1|:—é
De otra manera: 1 1 1 1 !
47307 = A B[O = 1Bl g = 38 o35 =

b) B-A-X=C= X = (BA)'C
X_( 19/15 —16/15)'(5 7)_( 1 23/5)
“\-1/3  1/3 5 4)7 Vo -1
Problema 15.9.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
y+2x>7 y—2zx>-1; y<5;

a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = —5x — 5y en la regién S
indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores méaximo y minimo.

Solucion:

a) Los vértices serfan: (1,5), (3,5) y (2,3).
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b) Funcién objetivo: f(z,y) = —bz — by

f(1,5) = =30
£(3,5) = —40 Minimo
£(2,3) = —25 Mdéximo

La regién S pedida sera:

y=5 1,5) (3,9),

(23

y-2x=-1
yt2x=7

CE2

Problema 15.9.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real: f(z) =e
a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Determinense sus intervalos de concavidad (U) y convexidad (N).

Solucién:

a) f'(z) =2ze” =0=> z=0,

(*O0,0) (0,00)
f(=) - +

f(z) | decreciente | creciente

Luego en = 0 hay un minimo. La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) y creciente
en el (0, 00).

b) f'(z) = 2% + 432" = 2em2(1 +22%) > 0 = la funcién es céncava U en todo el dominio
de la funcién, es decir, en R.

Problema 15.9.4 (2 puntos) Todos los estudiantes de una facultad de Madrid afirman haber
comido en el Ultimo mes en alguna de las dos cafeterias de esa facultad, la grande y la pequena. Un
60 % declara haber comido en la grande mientras que un 55 % declara haber comido en la pequena.
Calculese la probabilidad de que un estudiante de dicha facultad elegido al azar:
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a) Haya comido en el dltimo mes en la cafeterfa grande y en la pequena.

b) Haya comido en el dltimo mes en la cafeterfa pequetia si se sabe que nunca ha comido en la
grande.

Solucién:
G: grande y Pe: pequena — P(G) = 0,6, P(Pe) = 0,55 y P(GU Pe) =1

a) P(GUPe)=1=P(G)+ P(Pe) — P(GNPe) = P(GNPe)=0,6+0,55—1=0,15

b) P(Pel@ _P(Peﬂé) _P(Pe)—P G N Pe) _0,55—0,15_1
) ( el )_ P(é) - P(é) - 0,4 -

Problema 15.9.5 (2 puntos) La produccién por hectérea, medida en kg/ha (kilogramos por
hectérea) del olivar de alta densidad en cultivo intensivo de Cérdoba se puede aproximar por
una variable aleatoria con distribuciéon normal de media p desconocida y desviacion tipica igual a
1000 kg/ha.

a) A partir de una muestra aleatoria simple de 400 parcelas de una hectérea se ha obtenido
(9917, 75; 10082, 25) como intervalo de confianza para la media p, expresado en kg/ha. De-
terminese la media de la muestra y el nivel de confianza utilizado para construir el intervalo.

b) Determinese el tamano minimo de una muestra aleatoria simple para que el correspondiente
intervalo de confianza para p al 98 % tenga de amplitud a lo sumo 50 kg/ha.

Solucion:

2) {Y—E:9917,75 N { X = 10000
X + E =10082,25 E =82,25

1000
B =203 =5 82,25 = 2 jp—— —> 202 = 1,645

Vvn V400
p(Z <1,645) = 0,9495 = 1 — % —a=0,1

Luego el nivel de confianza es del 90 %.

b) zes2 = 2,325, 2E = 50 = E = 25:

1000
E:zaﬂ%z 25:2,325—:712(
n

Vvn
Luego n = 8649.

2,325 - 1000

2
= 8649
)

15.10. Septiembre 2015 (coincidente)- Opciéon B

Problema 15.10.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales
rT+2y+z=2
20 +5y—2=3
r+3y—2z=a
a) Discitase para los diferentes valores del pardmetro a € R.

b) Resuélvase para a = 1.
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Solucion:

2)

1 2 1|2 Py 1 2 1 2
A= 2 5 —-113 =| [, -2F | = 01 -3 -1 =
1 3 -2]a s - 0 1 -3|a—-2
B 1 2 1 2
Fy == 01 =3 -1
F5— F, 0 0 0Ojla—-1

Si a =1 el sistema es compatible indeterminado y si a # 1 el sistema es incompatible.

b) Sia=1:

{ gl xfipgx
2+ 5y —2=3 Z;)\

Problema 15.10.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(ac)—{ 2246 si <0
S lln(z+1)+m si >0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.

a) Determinese para qué valores del pardmetro m la funcién f es continua en x = 0.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en z = —2.
Solucién:
lim f(z)= lim (2°>+6)=6
r— 0~ r— 0~
a) = m =6.
I = I 1 1 =
dim f(@)= lim (et 1)+ m)=m

b) En 2 = —2 la funcién es f(z) = 2% + 6 y f'(z) = 2z). La ecuacién punto pendiente de la
recta es y —b =m(x —a) donde a = =2, b = f(a) = f(-2) =10y m = f'(a) = f'(-2) =
—4 = y— 10 = —4(z + 2) es la recta tangente buscada.

Problema 15.10.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(x) = (22 + 3)° + €2*

a) Calcuilese su funcién derivada.

b) Calcﬁlese/f(x) dz.
Solucién:

a) f'(z) =102z + 3)* + 2**

6 2x
b) /((2x+3)5+e2m)d:c:/(2x+3)5dx+/e?wdx:@+%+c

Problema 15.10.4 (2 puntos) En una universidad de Madrid el 65 % del profesorado es funcio-
nario. Por otro lado, el 60 % del profesorado son mujeres de las cuales el 70 % son funcionarias.
Calculese la probabilidad de que un miembro del profesorado tomado al azar:
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a) Sea funcionario y hombre.
b) Sea mujer sabiendo que no es funcionario.

Solucién:
Construimos una tabla de contingencia: (la probabilidad de ser mujer y funcionaria es 0,6 - 0,7 =
0,42)

F F F F
1] 04| __ | H[0,23]0,17 0,4
M| 0,42 0,6 M [0,42]0,18 | 0,6
0,65 0,35 0,65 | 0,35

a) P(HNF)=0,23

b) P(M[F) = P(j‘f(;)F) - 8;?

= 0,514

Problema 15.10.5 (2 puntos) El peso, en gramos, del contenido de las bolsas de patatas fritas de
una cierta marca se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
1 desconocida y desviacién tipica 10 gramos.

a) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 50 de esas bolsas de patatas y la media de
pesos de sus contenidos ha sido de X = 100 gramos. Calctilese un intervalo de confianza al
90 % para pu.

b) Si sabemos que p = 100 gramos, calcilese la probabilidad de que el total de los pesos de los
contenidos de una muestra aleatoria simple de 25 bolsas sea menor o igual que 2625 gramos.

Solucion:

a) Tenemos z, /2 = 1,645n=100 y X = 160:

10
E = zaﬂ% = 1,645

IC = (X — E; X + E) = (100 — 2,326; 100 + 2, 326) = (97, 674; 102, 326)

= 2,326

b) p=100 n =25y X =2625/25 = 105:

_ 105 — 1
px<105) =P (z<07100) bz 95 —0,9038
10/v25
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Capitulo 16

Ano 2016

16.1. Modelo 2016 - Opcién A

1 3 1
Problema 16.1.1 (2 puntos) Considérese la matriz A = a 0 8
-1 a —6
a) Determinese para qué valores de a € R es invertible A.
b) Resuélvase para a = 0 el sistema
T 0
A Y = 0
z 0
Solucién:
a) |Al =a*+10a —24 = 0 = a = —12 a = 2 La matriz serd invertible para cualquier valor

de a diferente de éstos.

b) Para a = 0 la matriz es invertible y, como se trata de un sistema homogéneo, el sistema es
compatible determinado y su tnica solucién es la trivial x =y = 2z = 0.

Problema 16.1.2 (2 puntos) Determinese la matriz X que verifica
31 2 0 1 0
(—1 2)'X_<1 4)‘(4 —1>'X
31 1 0 20
(0 2)+(h a)x=(11)=
X—(4 1)1.(2 0)7( 1—1)(2 0)7( 1—4)
U3 1 1 4/) \ -3 4 1 4/ \ -2 16

Problema 16.1.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

Solucion:

3

fl@)=1—03
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a) Estudiense y determinense sus asintotas.

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

a) Asintotas:

@& Verticales: 1 — 22 =0 = z = +1

Siz=-—1:
lim ’ = {—1} =400
o —1- 1 — 22 01
i+ =[]
im =|—|=-
o—s —1+ 1 — 22 0+ o
Siz=1:
lim z? = {i} = +00
z—1- 1 —.132 O+ o

@ Horizontales: No hay

@ QOblicuas: y = mz +n

p . T
m= lim —= = lim =-1
z—o0 T z— oo x — a3

n= lim (f(z)—mz)= lim (1333 —I—x):O

z— 00 T— 00 — 2
y=—x
b) £ = T g o2
(=00, —V3) | (=V3,V3) (V3,00)
e ¥ -
f(x) | decreciente A | creciente N, | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—co, —v/3) U (V/3,0), y es creciente en el intervalo

(—V3,~1) U (=1, 1) U(1,V3).

Problema 16.1.4 (2 puntos) En un poligono industrial se almacenan 30000 latas de refresco
procedentes de las fabricas A, B y C a partes iguales. Se sabe que en 2016 caducan 1800 latas de
la fabrica A, 2400 procedentes de la B y 3000 que proceden de la fabrica C.

a) Calcilese la probabilidad de que una lata elegida al azar caduque en 2016.
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b) Se ha elegido una lata de refresco aleatoriamente y caduca en 2016, jcudl es la probabilidad
de que proceda de la fabrica A?

Solucién:
a) Casos favorables: 1800 + 2400 + 3000 = 7200 y casos posibles 30000. Por la ley de Laplace:
7200 6

P= 30000 ~ 25

b) Casos favorables: 1800 y casos posibles 7200. Por la ley de Laplace:

1800 1
P= 7200 ~ 1
Problema 16.1.5 (2 puntos) El tiempo diario que los adultos de una determinada ciudad dedican
a actividades deportivas, expresado en minutos, se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica ¢ = 20 minutos.

a) Para una muestra aleatoria simple de 250 habitantes de esa ciudad se ha obtenido un tiempo
medio de dedicacién a actividades deportivas de 90 minutos diarios. Calciilese un intervalo
de confianza al 90 % para pu.

b) {Qué tamario minimo debe de tener una muestra aleatoria simple para que el error méximo
cometido en la estimacién de p por la media muestral sea menor que 1 minuto con el mismo
nivel de confianza del 90 %?

Solucién:
— 20
a) 242 =1,64, X ® N (90; \/ﬁ) = N(90; 1,265):
E=zyp—= 164—22 9 07

vn V250
IC = (X - E,X +E) = (87,93;92,07)

b) 242 = 1,64

20
E:zaﬂ% — 1=160

16.2. Modelo 2016 - Opcién B

= n ~1075,85 = n = 1076

Problema 16.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del pardme-
tro real a:
r+y—z=1
20 +2y—32=3
3r+ay—2z=95

a) Discutase el sistema para los diferentes valores del a.
b) Resuélvase el sistema en el caso a = 2.

Solucion:
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/11 -1
A= 2 2 3|3 |; |[Al=a-3=0=a=3
3 a =215
@ Sia#3=— |A| # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

@ Siag=3:

-1]1

1 1
A= 2 2 -3]|3 ;|A|=0y’; :;‘:—I#O:Rango(fl):Q
3 3 -215
1 -1 1
como | 2 —3 3 |= —3%# 0= Rango(A) = 3 = el sistema es incompatible (no
3 -2 5
tiene solucién).
b) Sia=2:
r+y—z=1 =3
20 4+2y—32=3 =< y=-3
3r+2y—22=5 z=-1

Problema 16.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
flz)=2? 42 -5
a) Represéntese graficamente la funcién f.

b) Calctlese el drea de la regién acotada del plano delimitada por la gréfica de f y el eje de
abscisas.

Solucion:

a)
Representacién de f(z) = z? —4x —5:

3

(1,0) (5.0 ,

0-3)

Min(2,-9)
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5 3 5
b)/ (x2—4x—5)dx:?—2x2—5m = —36
—1 —1

S =|— 36| = 36u>

Problema 16.2.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real
flz) = 22e®

a) Calctlese su funcién derivada.

b) Determinense sus intervalos de concavidad (N) y convexidad (U).

Solucién:
a) f'(z) = 22e® (14 2?)
b) f'(x) = 2™ (22* + 52% + 1) > 0 siempre luego la funcién es siempre convexa U.

Problema 16.2.4 (2 puntos) Las probabilidades de que cinco jugadores de baloncesto encesten
un lanzamiento de tiro libre son, respectivamente, de 0,8; 0,9; 0,7; 0,9; 0,93. Si cada jugador lanza
un tiro libre siguiendo el orden anterior y considerando los resultados de los lanzamientos como
sucesos independientes, calctlese la probabilidad de que:

a) Todos los jugadores encesten su tiro libre.

b) Al menos uno de los tres primeros jugadores enceste.
Solucién:

a) p=0,8-0,9-0,7-0,9-0,93 =0,4218

b) La probabilidad de que no enceste ninguno de los tres primero es 0,2-0,1-0,3 = 0,006 la
probabilidad que nos piden serda 1 — 0,006 = 0,994

Problema 16.2.5 (2 puntos) El precio (en euros) del metro cuadrado de las viviendas de un
determinado municipio se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media i desconocida y desviacién tipica o = 650euros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene un intervalo de confianza (2265,375;
2424,625) para p, con un nivel de confianza del 95%. Calcilese la media muestral y el
tamano de la muestra elegida.

b) Tomamos una muestra aleatoria simple de tamafio 225. Calcilese el error maximo cometido
en la estimacién de p por la media muestral con un nivel de confianza del 99 %.

Solucion:
N (3 650)
a) 0 =050y z4/2 = 1,96
{YfE:2265,375 . X =2
X + E =2424,625 E=179,625=1,96 — n =256

NG
b) Tenemos z, /o = 2,57:
650

E=257— =111,367
V225
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16.3. Junio 2016 - Opcién A

Problema 16.3.1 (2 puntos) Considérense las matrices

3 2 2 2 1 2 4 8
A= 1 7 4 ), B=| 53 |, C=| 0 1 1
4 5 2 0 1 0 0 1
a) Calciilese el determinante de la matriz A-C-C* - A7,
b) Calctlese la matriz M = A - B. ;Existe M 1?7
Nota: CT denota la matriz traspuesta de la matriz C.
Solucioén:
a) [A-C-CT- A7 = |A]-|C]-|CT] - |[A7H = |C” = 4
(ICI=1C"y |Al- 1A} =1)
b)
3 2 2 2 1 16 11
M=A-B=| 1 7 4 5 3 |J=1| 37 26
4 5 2 0 1 33 21

No es una matriz cuadrada y, por tanto, AM 1.

Problema 16.3.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
1
y+ax <95 y—a <3 §w—y§ -2
a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(x,y) = 2z + y en la regién S
indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores méximo y minimo.
Solucién:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
2x 4 y calculando su mdximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

z+y<d
S : x—y> -3
r—2y<—4
Y
xy=3 o
1,4) R T

o

X+y=5
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La regién S y los vértices a estudiar serén: (—2,1), (1,4), y (2,3):

b)
2(—2,1) = —3 Minimo
z(1,4) =6
2(2,3) = 7 Méximo

El minimo es -3 euros y se alcanza en el punto (—2,1) y el médximo es de 7 y se alcanza en
el punto (2, 3).

Problema 16.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

flx) =248

a) Determinese el drea de la regién acotada delimitada por la gréfica de f(x), el eje de abscisas
y por las rectas x = -3y x = —1.

b) Calctlese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) en el punto de
abscisa x = 1.

Solucioén:

a) 23 +8 =0= z = —2 luego hay que separar dos 4reas S; en el intervalo [—3,—2] y Sz en
el intervalo [—2, —1].

-2

-2 4
51:/ (9:3+8)d1::z—+8x} _ 3
/ 1 LT

-1

—1 4
17
51:/ (x3+8)dx:x—+8x} =
L 1 , 1

33 17 25

b) b= f(1) =9, f'(z) = 32>, m = f/(1) = 3. Laecuacién de la recta tangente es: y—9 = 3(z—1)

Problema 16.3.4 (2 puntos) Una conocida orquesta sinfénica estd compuesta por un 55% de
varones y un 45 % de mujeres. En la orquesta un 30 % de los instrumentos son de cuerda. Un 25 %
de las mujeres de la orquesta interpreta un instrumento de cuerda. Calculese la probabilidad de
que un intérprete de dicha orquesta elegido al azar:

a) Sea una mujer si se sabe que es intérprete de un instrumento de cuerda.
b) Sea intérprete de un instrumento de cuerda y sea varén.

Solucion:
P(H)=0,55, P(M)=0,45, P(C)=0,3, P(C|M)=0,25

g P(C|M)P(M) 0,25 -0,45

PM|C) = P(C) 0,30

=0,375
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PHNC)+P(MNC)=P(C)= PHNC)=P(C)—PMNC) =
P(C)—-P(CIM)P(M)=10,3—10,25-0,45 =0, 1875
Problema 16.3.5 (2 puntos) La produccién diaria de leche, medida en litros, de una granja

familiar de ganado vacuno se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal
de media p desconocida y desviacién tipica o = 50 litros.

a) Determinese el tamano minimo de una muestra aleatoria simple para que el correspondiente
intervalo de confianza para u al 95 % tenga una amplitud a lo sumo de 10 litros.

b) Se toman los datos de produccién de 25 dias escogidos al azar. Calctilese la probabilidad de
que la media de las producciones obtenidas, X, sea menor o igual a 940 litros si sabemos que
=950 litros.

Solucién:
a) 2q/2 =196y E=5
50

g
E=zyp—==1,96—==5= n> 384,16
2n N
n =385
0
b) n =25, = 950: XNN(95 —):N(%O 10)
V25

PX _ ( _ 940 950):P(Z§_1):

1—P(Z<1)=1-0,8413 =0, 1587

16.4. Junio 2016 - Opcién B

Problema 16.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

r+2y+z=1
r+2y+32=0
r+ay+22=0

a) Discitase el sistema para los diferentes valores del a € R.

b) Resuélvase para a = 0.

Solucién:
a)
B 1 2 1|1
A= 1 2 3|0 i JAl=—-2a4+4=0= a=2
1 a 2|0

& Sia+#2= |A| #0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

332



@& Sig=2:

/12 11 ) 1
A= 1 2 3]0 ;|A|0y' ‘47&O:>Rango(A)2
2 3
1 2 2|0
1 2 1
como |A3] = | 0 2 3| = —2# 0 = Rango(A) = 3 #Rango(A) y el sistema es
0 2 2
incompatible.
b) Sia=0:
r+2y+z=1 r=1
r+2y+3z2=0 = y=1/4
r+22=0 z=-1/2

Problema 16.4.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

—z+b
w +2 si r<-—1
_ x —
o= 7x2+6$+5 sioz>-—1
2+ 4z +3
a) Determinese para qué valores del pardmetro b la funcién f(z) es continua en z = —1.
b) Calctilense las asintotas de f(z).
Solucién:
a) Continuidad en z = —1
" —x+b 1+0
fm =—
z—s —1- T —2 3
22+ 6x+5 {O} , 22 +6
im ————=|-|= Ilm =
e— -1+ 22 + 4z + 3 0 z— -1+ 20 4+ 4
1+b

Luego e 2= b=-7

b) Asintotas:

@ Siz < —1 no hay asintotas verticales (z = 2 no estd en la rama). Si hay horizontales
y = —1 y, por tanto, no hay oblicuas.

; —x+b
lim =-1
z— —0c0 I — 2
@ Six > —1 no hay asintotas verticales, los valores que anulan el denominador (z = -1y
2 = —3) no estdn en la rama. Si hay horizontales y = 1 y, por tanto, no hay oblicuas.

m 2?4+ 6x+5
z— -0 g2 +4x +3
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Problema 16.4.3 (2 puntos) Sabiendo que la derivada de una funcién real de variable real es:
f/(x) = 62° 4+ 42 — 2
a) Determinese la expresién de f(x) sabiendo que f(0) = 5.

b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f as{ como sus
maximos y minimos locales, si los tuviese.

Solucion:

a)
f(x):/(6x2+4x—2)dz:2x3+2x2—2x+0

f0)=h= C=5= f(x):2x3—|—2x2—2x—|—5

b) 622 +4r —2=0= x=—-1yxz=1/3:

(700771) (7171/3) (1/37+OO)
@+ - T
f(z) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1/3, 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (—1,1/3).
La funcién tiene un minimo en (1/3,125/27) y un méximo en (—1,7).

Problema 16.4.4 (2 puntos) Tenemos dos urnas A y B. La urna A contiene 5 bolas: 3 rojas y
2 blancas. La urna B contiene 6 bolas: 2 rojas y 4 blancas. Se extrae una bola al azar de la urna
A y se deposita en la urna B. Seguidamente se extrae una bola al azar de la urna B. Calcilese la
probabilidad de que:

a) La segunda bola extraida sea roja.
b) Las dos bolas extraidas sean blancas.

Solucion:

5 i Bb
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33 2 2 13
PBr)=2.242.2-22_0371
(Br) =g -ztg g =35 =037
b)
PAbNBY) = 2.2 =2 0 986
5 7 7 7

Problema 16.4.5 (2 puntos) El peso por unidad, en gramos, de la gamba roja de Palamds, se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p desconocida y
desviacion tipica o = 5 gramos.

a) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 25 gambas y la media de sus pesos ha sido
X = 70 gramos. Calcilese un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) Si sabemos que p = 70 gramos, y se consideran los pesos de las 12 gambas de una caja como
una muestra aleatoria simple, calctilese la probabilidad de que el peso total de esas 12 gambas
sea mayor o igual que 855 gramos.

Solucion:
N (p;650)

a) 0 =5,n=25 2,5=196y X = 70:

o 5
E=zyp——=1,96——
12 n V25
IC = (X — B,X + E) = (68,04; 71, 96)

=1,96

b) u=70,n=12= 855/12 = 71,25 la probabilidad pedida seria

71,25 — 70
5/v/12
1—0,8078 = 0, 1922

P(X271,25)P(Zz )P(ZzO,S?)lP(ZgO,S?)

16.5. Junio 2016 - Opcién A (Coincidentes)

Problema 16.5.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente de a € R:

3x+y+az=a—2
ar—y+z=a—2
z+2y+2=0

a) Discutase el sistema para los diferentes valores del a.

b) Resuélvase para a = 0.

Solucion:
a)

A= a -1 1]|a—2 |; |A=2a>—-8=0= a =42
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& Sia#+2= |A| #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sig=-2:

B 3 1 —2|—4 .
A= -2 -1 11-4 |; |A|Oy'_2 _1'1760:>
1 2 1 0

Rango(A4) = 2
3 1 —4 _
[A3] =] =2 -1 —4 |=32%#0= Rango(A) =3
1 2 0

como Rango(A) = 3 #Rango(A) = el sistema es incompatible.
& Sig=2:
- 3 1 2|0 3 1
A= 2 -1 1|0 ]; |A|=0y =1%# 0= Rango(4) =2
1 2 110 2N

como Fy = F| — F, = Rango(A4) = 2 =Rango(4) < n? de incégnitas y el sistema es
compatible indeterminado.

b) Sia=0:
3x+y=—-2 r=-1
—Yy+z=-2 = y=1
z+2y+2=0 z=-1

Problema 16.5.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

flx)=2*+4

a) Escribase la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en x = 2.

b) Determinese el drea del recinto plano limitado por la gréfica de f(x), la recta y = 4x y el eje

de ordenadas.

Solucidn:
a) b= f(2) =8, f'(z) =2z, m = f'(2) = 4. La ecuacién de la recta tangente es: y—8 = 4(x—2)
b) f(z) = g(z) = 2® —4x +4 =0 = 2 = 2 (doble), como el eje de ordenadas (OY) es la

recta x = 0 el intervalo de integracién es [0, 2].

2 x 8
51:/ (22 — 4z +4)de = — — 227 +4z| = -
) 3 3



) 2,0

Problema 16.5.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real:

(z—1)?
T+ 2

fz) =
a) Determinense las asintotas de f(z).
b) Determinense los méximos y los minimos relativos de f(x).
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales: © = —2

(x —1)2 9 N
= —_— = xX0
r——2+ T+ 2 0Jr
@ Horizontales: No hay
—1)2
m ED
x—00 I+ 2

@ Oblicuas: y =mz +n

—1)?

m= lim L& g @D
r—00 I z——o00 12 + 2

n= lim (f(z)—mz)= lim (fo):fél

Luego la asintota oblicua es y = x — 4
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22 +4x—5

b) I = T

=0=2x=1yx=-5

(700, 75) (753 1) (17 +OO)
f'(@) + - +
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5) U (1, 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (—5,1).

La funcién tiene un minimo en (1,0) y un méximo en (=5, —12).

Problema 16.5.4 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos independientes de un experimento aleatorio

tal que P(4) =0,5y P(B) = 0,8. Calcilese:
a) P(ANnB)y P(AUB).
b) P(A|B).

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

Solucion:
P(A)=0,5, P(B)=0,2

a) Como Ay B son independientes P(AN B) = P(A)- P(B)=0,5-0,2=0,1
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)=0,54+0,2—-0,1=0,6
—=. _ P(ANB) PAUB) 1-P(AUB) 1-0,6

PAIB) = =55 = rm) pE) o8 P

Problema 16.5.5 (2 puntos) El peso en kilogramos (kg) de los recién nacidos en 2014 en cierta
ciudad puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de media p descono-
cida y desviacion tipica o = 0, 60 kg.

a) Se toma una muestra aleatoria ~simple de tamano 100 y se obtiene un peso medio para los
recién nacidos de esa ciudad de X = 3,250 kg. Determinese un intervalo de confianza al 98 %

para fi.

b) Determinese el tamano minimo de la muestra aleatoria simple para que el error cometido en
la estimacién de u, con un nivel de confianza del 95 %, sea a lo sumo de 0,2 kg.

Solucién:

a) Zas2 = 2,325, n = 100y X =3,25

0,6
E= za/Q% - 2,325@ — 1,325

IC = (X — E;X — E) = (3,1105; 3, 3895)
b) E=0,2y z4/2 = 1,96:

0,6
NG

0,2=1,96 = n>34,5744 = n =35

338



16.6. Junio 2016 - Opcién B (Coincidentes)

Problema 16.6.1 (2 puntos) Se consideran las matrices

A=

o O =
o = O
_ o O

2 2
a 2 , Id=
1 1

L = 2

siendo a un numero real.
a) Determinese a para que la matriz A admita inversa.
b) Para a = 1, determinese la matriz X que verifica A- X + A = Id.
Solucién:
a) |[Al=a(2—-a)=0=a=0ya=2
Sia=00a=2= |A] =0=AA"".
Sia#0ya#2= |A|#0= 347"

b)) A- X+A=1= A-X=1-A= X=A"'1-A):

Para a =1:
1 2 2 -1 0 2
A= 11 2 |= A= 1 -1 0
11 1 0 1 -1
-1 0 2 1 0 0 1 2 2 -2 0 2
X = 1 -1 0 010 ||-(112||= 1 =2 0
0 1 -1 0 0 1 11 1 0 1 -2

Problema 16.6.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
y+ax <5 20—y>-2 220, y=>1
a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = 22 — 3y en la regién S
indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores méximo y minimo.

Solucion:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
2x — 3y calculando su maximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

z+y<od
20—y > —2
y=>1
x>0
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x=0

La regién S y los vértices a estudiar serdn: (0,1), (0,2), (1,4), y (4,1):

b)
f(0,1)=-3
£(0,2) = —6
f(1,4) = =10 Minimo
f(4,1) =5 Méximo

El minimo es -10 y se alcanza en el punto (1,4) y el maximo es de 5 y se alcanza en el punto
(4,1).

Problema 16.6.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
flx)=a® — 222 +ax + b

a) Determinense los valores de los pardmetros reales a y b si se sabe que la recta y = x es
tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa z = 0.

b) Paraa =1y b= 0, calcilese el drea del recinto plano limitado por la gréifica de f(x) y el eje
OX.

Solucion:

a) fl(x) =32 —dz+a= m=f(0)=a=1.
El punto de tangencia es comun a la curva y a la recta (y = ), luego es el (0,0) = f(0) =
b=0.

b) flx)=a2%-222+2=0= 2=0yz=1:

1 4 3 2
2 x 1
Sy = 3 _ 92 de = £ _ 20 T
L /0(”3 vt w)de =7 3 T2, T 12
1
S:|Sl|—ﬁu2



Al |

Problema 16.6.4 (2 puntos) En cierta poblacién animal tratada genéticamente, el ntimero de
hembras es el doble que el nimero de machos. Se observa que el 6 % de los machos de esa
poblacién padece albinismo, mientras que entre las hembras tinicamente el 3 % padece albinismo.
Calculese la probabilidad de que un individuo de esa poblacién elegido al azar:

a) Padezca albinismo.
b) Sea hembra, en el supuesto de que padezca albinismo.

Solucion:

8,03 4
H
Py g2z NA
13
0,06 A
M
0,94 NA
H = Hembra, M = Macho.
2 1
P(H) =%, P(M) =3, P(AM)=0,06, P(AH)=0,03
a)
2 1
P(A) = P(A|H) - P(H) + P(A[M) - P(M) = = 0,03 + 5 +0,06 = 0,04
b)

A[H)P(H) _0,03-2/3 _
P(A) 0,04 7

Pl = 2
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Problema 16.6.5 (2 puntos) La distancia diaria recorrida, en kilémetros (km), por un taxi en
una gran ciudad puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de media
w desconocida y desviacién tipica o = 16 km.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 81 taxis y se obtiene el intervalo de confianza (159;
165). Determinese el nivel de confianza con el que se obtuvo dicho intervalo.

b) Si la media de la distancia recorrida fuera g = 160 km, y se toma una muestra aleatoria

simple de 64 taxis, calctilese la probabilidad de que la media de la muestra, X, sea mayor

que 156 km.
Solucioén:
N (p;650)
a) 0 =16, n =281y IC = (159;165)
{Y—E:L’)Q {Y:IGZ
X +E =165 E=3

E=z4p— = 3=

16
Za)2——
NG /2RI

P(Z < 1,69):1—%:0,9545:>

— 240 = 1,6875

a=0,091 = NC =1-0,091 = 0,909 = 90,9 %

16
V64
P(X >156) = P <Z >

b) u=160,n =64, X ~ N (160, ) = N(160,2)

156 — 160) B
e

P(Z>-2)=1-P(Z<-2)=1-(1-P(Z<2))=P(Z<2)=0,9772

16.7. Septiembre 2016 - Opcién A

E -1 0
Problema 16.7.1 (2 puntos) Se considera la matriz A= -7 &k k
-1 -1 k

a) Estudiese para qué valores del pardmetro real k la matriz A tiene inversa.

b) Determinese, para k = 1, la matriz X tal que XA = Id.
Nota: Id denota la matriz identidad de tamano 3 x 3.

Solucion:
a) |A|=k(k*+k—-6)=0= k=0,k=2yk=-3

Sik=0ok=20k=-3=— AA!
Sik#0yk#2yk#-3= 347!
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b) XA=Id=— X=A"1Sik=1

1 -1 0 -1/2 —1/4 1/4
A= -7 1 1 |=X=A"1=( -3/2 —-1/4 1/4
-1 -1 1 -2 —1/2 3/2

Problema 16.7.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
20 —y>1; 20 —3y<6; z+2y>3; z+y<8§; y<3
a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.
b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = 2z + y en la regién S

indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores méximo y minimo.

Solucion:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
2z + y calculando su méximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

20 —y>1
2r — 3y <6

S:<{ z+2y>3
r+y<8
y <3

La regién S y los vértices a estudiar seran: (3,0), (1,1), (2,3), (5,3) y (6,2):




El minimo es 3 y se alcanza en el punto (1,1) y el maximo es de 14 y se alcanza en el punto

(6,2).

Problema 16.7.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por

22 +1 si r<l1
b
f(z) = YO 1<z<2
x
23 +1 si T > 2

a) Determinense los valores que deben tomar los pardmetros a y b para que f(x) sea continua
enr=1yz=2.

b) Calctlese, para a = 4 y b = —2, el drea del recinto acotado por la gréfica de f(x), el eje de
abscisas y las rectas x =1y x = 2.

Solucion:

a) Continuidad en x = 1:

lim (22 +1) =2
rx— 1~
= a+b=
) ar+b
lim =a+b
r— 1t xT
Continuidad en x = 2:
, ar+b 2a+b
lim =
r—> 27 X
— 2a+b=6
lim Va3 +1=3
r—73 2T
{a+b:2 {a:4
2a+b=26 b=-2

2 2
4o — 2 2
Slz/ < dac:/ (4—7) dx:4x—2ln|x|ﬁ:4—2ln2

1 x 1 xZ

S =S| =4—-2In2=2,614 u?

Problema 16.7.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tal que P(A)
3/4, P(A|B) =3/4y P(B|A) =1/4.

a) Demuéstrese que A y B son sucesos independientes pero no incompatibles.

b) Calctlese P(A|B).
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

Solucion:
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P(BIA)ZP(E(Z)mﬁP(BmA):i.i:i
paim = PO — py - 38 L
3

P(A)- P(B) =
0= Ay Bso

=16 = P(AN B) = Ay B son independientes. Como P(AN B) #

compatibles.

SRNGIY
NI

=)

b)
P(ANB) P(AUB) 1-P(AUB)
P(BY 1-PB) 1-PB)

1 - (P(A)+P(B)~P(AUB)) 1-(3+3—15) 1
1-P(B - —1 T4

P(A|B) =

Problema 16.7.5 (2 puntos) El tiempo, en minutos, que los empleados de unos grandes almacenes
tardan en llegar a su casa se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal
de media desconocida p y desviacion tipica o = 5.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 empleados y su media muestral es X = 30
minutos. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para pu.

b) {Qué tamafio minimo debe tener una muestra aleatoria simple para que el correspondiente
intervalo de confianza para u al 99 % tenga una amplitud a lo sumo de 10 minutos?

Solucion:
a)n==64, X =30y Za/2 = 1,96:

IC = (X — E,X + E) = (28,775;31,225)

= 1,96i =1,225

V64

(o)
E= Za/Qﬁ

b) Zas2=2,575y E=5

5
E:ZQ/Z%:2,575W:5:> n > 6,63
n="7

16.8. Septiembre 2016 - Opcién B

Problema 16.8.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro
real a:
(a—Dz+y+z=1
r+a—1y+(a—1z=1
rT4+az=1

a) Discutase el sistema segin los valores del a.

b) Resuélvase el sistema para a = 3.
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Solucién:
a)
B a—1 1 1|1
A= 1 a-1 a—-1|1 ); |[A=0d*a-2)=0=a=0, a=2
1 0 al|l

@& Sia#0ya#2=— |Al # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Siag=0:

B -1 1 1]1 1 1
A= 1 -1 —=1]1 |; |Al=0, 1 0 ’:1740:>Rango(A):2
1 0 01
-1 1 1
Ay=| 1 -1 1 |=2#0= Rango(A) =3
1 0 1
Luego el sistema es incompatible.
& Sia=2:
1 1 1)1 11
A= 1 1 1|1 |; |Al=0y = —1+# 0= Rango(4) =2
1 0 21 1o

como Fy = F» = Rango(4) = 2 =Rango(4) < n° de incégnitas y el sistema es
compatible indeterminado.

b) Sia=3:
2r4+y+z=1 x=1/3
r4+2y+2z=1 =< y=1/9
r+3z=1 z=2/9

Problema 16.8.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

f(:c)*{ 2?42 si <0
Tl 2243z si >0

a) Estudiese la continuidad y derivabilidad de la funcién.

b) Determinense los valores de a € R para los cuales la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f(z) en el punto de abscisa * = a es m = —2. Calcilese, para cada valor de a
obtenido, la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa z = a.

Solucién:
a) Continuidad en z =0
lim (2 +22) =0
rz— 0~
lim (—2? +3z) =0
z—> 0t

70)=0
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Luego la funcién es continua en z = 0 y, por tanto, en todo R.
Derivabilidad en = = 0:

1N 20 +2 si x<0 fo7)y=2
f(x)i{—2x—|—3 si x>0 :>{f/(0+):3

Luego f no es derivable en = 0 = f es derivable en R — {0}.

b) En 2z =a es m = f'(a) = —2, hay dos casos:

w Siz<0: f(a)=20a+2=-2= a=-2
b=f(-2)=0= y=—-2(z+2)
w Siz>0: ff(a)=—2a+3=-2= a=5/2
) ) )
(5/2):Z:>y*12*2(17*§)

Problema 16.8.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

2-3
f(ff):h

a) Calcilense sus asintotas.

b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales:

r=3 )
. x* =3
xhi>n3932—9 +00
i x2—3 {6}
lim =|—|=-0
z—3— 22— 9 0-
z? -3 {6} .
= —_— = oxX0
r—3+ 22 —-9 ot
r=-3
x? -3
ml—lrgl—Sfog +00
x2—3_{6}_+
oty 22— 9 LOF >
x? -3 {6}
= _— = —0
—s—3+ 22 -9 0—-
@ Horizontales: y =1
, x? -3
lim =1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
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) 12
(—OO, 0) (07 +OO)
fflo) | = +
f(z) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (—3,0).
La funcién es decreciente en el intervalo (0,3) U (3, c0).

La funcién tiene un mdximo en (0,1/3).

Problema 16.8.4 (2 puntos) Para efectuar cierto diagnéstico, un hospital dispone de dos escane-
res, a los que denotamos como A y B. El 65% de las pruebas de diagndstico que se llevan a cabo
en ese hospital se realizan usando el escdner A, el resto con el B. Se sabe ademés que el diagndsti-
co efectuado usando el escdner A es erréneo en un 5% de los casos, mientras que el diagndstico
efectuado usando el escdner B es erréneo en un 8 % de los casos. Calciilese la probabilidad de que:

a) El diagndstico de esa prueba efectuado a un paciente en ese hospital sea erréneo.

b) El diagnéstico se haya efectuado usando el escdner A, sabiendo que ha resultado erréneo.

Solucion:
0,05 E
A
0,65 0,95 NE
035
0,08 E
B
0,97 .
a)
P(E)=10,65-0,05+0,35-0,08 = 0,0605
b)

P(E|A)P(A)  0,05-0,65
P(E)  0,0605

P(A|E) = = 10,5372

Problema 16.8.5 (2 puntos) El tiempo, en meses, que una persona es socia de un club deportivo,
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media desconocida u y
desviacion tipica o = 9.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 personas que han sido socias de ese club y se
obtuvo una estancia media de X = 8’1 meses. Determinese un intervalo de confianza al 90 %

para f.
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b) Sabiendo que para una muestra aleatoria simple de 144 personas se ha obtenido un intervalo
de confianza (7°766; 10°233) para pu, determinese el nivel de confianza con el que se obtuvo
dicho intervalo.

Solucion:
N(p9)

a) 0=9,n=100, 242 = 1,645y X =8, 1

E =205~ = 1,645 — 11,4805

9
NG V100
IC = (X — E, X + E) = (6,6195;9, 5805)

b) n =144 e IC = (7,766; 10, 233) —>

{X—E:?,?% {X:8,9995
X+ E=10,233 E=1,2335
o 1,2335-4/144
E: a/2—F— — o = AL i il :1,645
zZ /2\/5 z /2 9

Por el apartado anterior corresponde a un nivel de confianza del 90 %
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Capitulo 17

Ano 2017

17.1. Junio 2017 - Opcién A

Problema 17.1.1 (2 puntos) Considérense las matrices

1 2 -k 1 11
A= 1 -2 1 y B= 0 2 2
k 2 -1 0 0 3

a) Discitase para qué valores del pardmetro real k la matriz A tiene matriz inversa.
b) Determinese para k = 0 la matriz X que verifica la ecuacién A - X = B.

Solucion:

a) |Al= -2k +2=0= k=+1:
Sik=+41= |A|=0= AA™!
Sik#+1l= |A|#0= 347"

b) Si k = 0:
1 2 0 0 1 1
A= 1 -2 1 y A= 1/2 -1/2 -1/2
0o 2 -1 1 -1 =2
0 1 1 111
AX=B= X=A"'B=| 1/2 -1/2 -1/2 0 2 2
1 -1 =2 00 3
0 2 5
X=( 1/2 -1/2 -2
1 -1 =7

Problema 17.1.2 (2 puntos) Considérese la regién del plano S definida por:
S={(z,y) ER*:2+6y>6; br—2y>—-2; x+3y<20; 2z—y<12}
a) Represéntese graficamente la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Determinense los puntos en los que la funcién f(z,y) = 4z — 3y alcanza sus valores maximo
y minimo en S, indicando el valor de f(z,y) en dichos puntos.
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Solucion:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
42 — 3y calculando su mdximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

r+ 6y > 6
5 — 2y > —2
z+ 3y <20
20 —y <12

La regién Sy los vértices a estudiar serdn: A(6,0), B(0,1), C(2,6), y D(8,4):
b)

El minimo es -10 y se alcanza en el punto C(2,6) y el maximo es de 24 y se alcanza en el
punto A(6,0).

Problema 17.1.3 (2 puntos)

x

a) Determinese el valor de la derivada de la funcién f(z) = en el punto de abscisa z = 0.

1+2x

3

b) Estudiense las asintotas de la funcién f(z) = 12
—x

Solucién:
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foy ef(l4x)—e”  xe” oy

b) Asintotas:

@ Verticales:

Enz=1:
T {1} +
m ——=|—| =400
z—)l*l—$2 O+
i, s =[]
Im ——=|—| =-x
z—1+ 1 — 22 0-
Enx=-1:

@ Horizontales: No hay

@ Oblicuas: y = mz +n

3
, x ,
m = lim Q: lim 3 = 1
r—o0 T T—00 L — X

n= lim (f(z)—mz)= lim ( xgxz—&-x):O

r—>r00 Tr—>r00

Luego la asintota oblicua es y = —x

Problema 17.1.4 (2 puntos) Una empresa de reparto de paqueteria clasifica sus furgonetas en
funcién de su antigiiedad. El 25 % de sus furgonetas tiene menos de dos anos de antigiiedad, el 40 %
tiene una antigiiedad entre dos y cuatro anos y el resto tiene una antigiiedad superior a cuatro
anos. La probabilidad de que una furgoneta se estropee es 0,01 si tiene una antigliedad inferior
a dos anos; 0,05 si tiene una antigiiedad entre dos y cuatro anos y 0,12 si tiene una antigiiedad
superior a cuatro afios. Se escoge una furgoneta al azar de esta empresa. Calciilese la probabilidad
de que la furgoneta escogida:

a) Se estropee.

b) Tenga una antigiiedad superior a cuatro afos sabiendo que no se ha estropeado.

Solucion:
E
0.0
M2 a8
0,2 0,99 EE
00
2E4
35 095 —F
E
01
S4 _
E

0,88
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a) P(E) = P(M2)P(E|M2) + P(2E4)P(E|2E4) + P(S4)P(E|S4) = 0,25 -0,01 40,40 - 0,05 +
0,35-0,12 = 0,0645

E|S4)P(S4)  0,35-0,88
P(E) ~ 1-0,0645

b) P(S4|E) = il =0,329

Problema 17.1.5 (2 puntos) El peso en canal, en kilogramos (kg), de una raza de corderos a
las seis semanas de su nacimiento se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién
normal de media p y desviacién tipica igual a 0,9 kg.

a) Se tomé una muestra aleatoria simple de 324 corderos y el peso medio observado fue z = 7,8
kg. Obténgase un intervalo de confianza con un nivel del 99,2 % para pu.

b) Determinese el tamano minimo que deberfa tener una muestra aleatoria simple de la variable
para que el correspondiente intervalo de confianza para p al 95% tenga una amplitud a lo
sumo de 0,2 kg.

Solucién:

a) 0 =0,9,1=2324, 2,/ =2,650y X =7,8:

0,9
E= za/Q% - 2,65\/@ —0,1325

IC = (X — E,X + E) = (7,6675; 7,9325)

b) 242 =1,96y E=0,1

0,9
E:za/Q% - 1796ﬁ —0,1 = n>311,1696

n =312

17.2. Junio 2017 - Opcién B

Problema 17.2.1 (2 puntos) Considérese el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro real
a:
rz—ay+22=0
ar —4y —4z =0
2—a)r+3y—22=0

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuélvase para a = 3.

Solucién:
Se trata de un sistema Homogéneo

2)

1 —a 2
A= a —4 —4 |; |Al=-6c*-a—-6)=0=a=-2, a=3
2—a 3 -2
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& Sia#—-2ya#3= |A| #0 = Rango(A) = 3 = n° de incignitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica x =y = z = 0)

@& Siag=—2o0a=3= Sistema Compatible Indeterminado (infinitas soluciones)
b) Sia=3:
x =4\
r—3y+2z=0 _
{ 3w —dy—dz=0 Z:iA

Problema 17.2.2 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real:

f(z)=2° -3
a) Calctlense lim M y lim @
z— -0 1 —x z—0 X

b) Estudiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Solucion:
) fl) . 23z
o) Mmoo =
3_3 2_3
lfm f@) _ m 2% — im x(xi):_g
xr—0 x r—> 0 x r—> 0 x

b) fl(z) =32 -3=0= 2 =+1:

(—o0, —1) (—1,1) (1, 400)
fl@) ]  + - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (—1,1).

La funcién tiene un minimo en (1, —2) y un méximo en (—1,2).

Problema 17.2.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

2 .
f(x):{ P si <0

r+2 si >0
a) Estudiese la continuidad de f(z) en R.

0
b) Calcﬁlese/ f(z)dzx.
~1

Solucion:

a) Continuidad en z =0
2

im =
z—0~- T+ 2

lim (z+2)=2

z—> 0t
Luego f es discontinua no evitable en x = 0, hay un salto. Tampoco lo es en z = —2 donde
hay una asintota vertical, en conclusién: f es continua en R — {—2,0}
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0
2 0
b) [1 $+2dx: 2In|z+2|]”; =2In2.

Problema 17.2.4 (2 puntos) El 30 % de los individuos de una determinada poblacién son jévenes.
Si una persona es joven, la probabilidad de que lea prensa al menos una vez por semana es 0,20. Si
una persona lee prensa al menos una vez por semana, la probabilidad de que no sea joven es 0,9.
Se escoge una persona al azar. Calctlese la probabilidad de que esa persona:

a) No lea prensa al menos una vez por semana.
b) No lea prensa al menos una vez por semana o 10 sea joven.

Solucién:
J: joven y L: lee el periddico. B
P(J)=0,3,P(J)=0,7, P(L|J)=0,2y P(J|L)=0,9

a) P(L|J) = P(Jf(r})‘]) — P(LNJ)=0,2-0,3=0,06
O - PONL P PUNL) _ P(L)-0.06

P(L) P(L) P(L)
— P(L)=0,6 = P(L)=0,4
b) P(LUJ)=P(LNJ)=1—-P(LNJ)=1-0,06=0,94

Problema 17.2.5 (2 puntos) El peso en toneladas (T) de los contenedores de un barco de carga
se puede aproximar por una variable aleatoria normal de media p y desviacién tipica ¢ = 3 T. Se
toma una muestra aleatoria simple de 484 contenedores.

a) Si la media de la muestra es T = 25,9 T, obténgase un intervalo de confianza con un nivel
del 90 % para p.

b) Supéngase ahora que p = 23 T. Calcilese la probabilidad de que puedan transportarse en
un barco cuya capacidad maxima es de 11000 T.

Solucion:
N(p;3)

a) 0 =3 n=484, 2,5 = 1,645 y X = 25,9:
o 3
E = 202 = 1,645——
2 /n V431

IC = (X — E,X + E) = (25,676;26,9124)

=0,2243

b) pu =23, n =484 = X = 11000/484 = 22,73 la probabilidad pedida seria

P(XgQZ,?S):P(ZgW):P(Zg—Z):l—P(ZgQ):

1-0,9772 = 0,0228
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17.3. Junio 2017 (coincidente) - Opcién A

Problema 17.3.1 (2 puntos) Considérense las matrices
1 2 0 2 3
A*( 5 1)’ yB*(l 4)
a) Calciilese la matriz D = AT . B. ;jExiste la matriz F = A - B?

b) Calciilese la matriz M = B~

Nota: AT denota la matriz traspuesta de la matriz A.

Solucion:
1 3 9 3 5 15
a) D=AT.B=[ 2 5 .(14>= 9 26
0 1 1 4
Como el nimero de columnas de A es distinto al ntimero de filas de B la matriz F = A- B
no existe.

(4 4R)

Problema 17.3.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
r+y=>2; 2x—y<4 2y—x<4 x>0, y=0
a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = —5z + 3y en la regién S
indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores méximo y minimo.

Solucion:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
—5z + 3y calculando su méximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

r+y>2 T+y>2
20 —y <4 20 —y <4
S : 2 —r <4 = r—2y>—4
y=>0 y=0
x>0 x>0
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x+ty=2
(4:4)
0,2)
2x-y=-4
(2,0) x
2x-y=4
La regién S y los vértices a estudiar serdn: (2,0), (4,4), y (0,2):
b)
£(0,2) = 6 Méximo
£(2,0) = =10 Minimo
f(47 4) =-8
El minimo es -10 y se alcanza en el punto (2,0) y el maximo es de 6 y se alcanza en el punto

(0,2).
Problema 17.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

f(z) =2 — 42 + 3z

a) Calcilese el drea de la regién acotada delimitada por la gréafica de f(z), el eje de abscisas y
por las rectas x =0y x = 3.

b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
Solucién:

a) 242?43 =0=—= z = 0, £ =1y x = 3. Tendremos dos areas S7 con un intervalo de
integracion [0, 1] y otro S con un intervalo de integracién [1, 3].

1 4 3 2
3 9 zt Az 3x} 5
= —4 dp = = — =22 422 | 2
S1 /O(x x* + 3z) dx 1 3 21,7 12
3 4 3 273
4x 3x 8
S, = 5 _ 42 +30)de = — — 22 7} B
1 /1(x x” + 3z) dx : 3 >, 3
B 5 8 37,
S—|S1|+|52|—12+3—12u
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447

b) fl(z) =32 -8x+3=0= z =

3
(moo, 20T | AT VT | AT
. 3 3 7 3 3
f(x) + - +
f(x) creciente decreciente creciente
4 -7 4 7
La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 3\[) U ( +3\[, oo) y decreciente en

3 7 3

(557)

Problema 17.3.4 (2 puntos) El profesorado de cierta Facultad de Cc. Econémicas y Empresaria-
les estd compuesto por profesores de Economia y de Empresa. El 60 % son de Economia y el 40 %
de Empresa. Ademas el 55 % del profesorado de esa facultad son mujeres. De ellas, el 52 % son de
Empresa. Calcilese la probabilidad de que un miembro del profesorado de dicha Facultad de Cec.
Econémicas y Empresariales elegido al azar:

a) Sea una mujer si se sabe que es de Empresa.

b) Sea de Economia y sea mujer.

Solucion:
P(Ec)=0,6, P(Em)=0,4, P(M)=0,55, P(H)=0,45

P(Em|M) =0,52, P(Ec|M)=0,48
Em|M)-P(M) 0,52-0,55
P(Em) 0,4

b) P(EcNM) = P(Ec|M)-P(M)=0,48-0,55 = 0,264
Problema 17.3.5 (2 puntos) La produccién diaria de cemento, medida en toneladas, de una

factoria cementera se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
1 desconocida y desviacién tipica o = 9 toneladas.

a) P(M|Em) = il =0,715

a) Determinese el tamano minimo de una muestra aleatoria simple para que el correspondiente
intervalo de confianza para u al 95 % tenga una amplitud a lo sumo de 2 toneladas.

b) Se toman los datos de produccién de 16 dias escogidos al azar. Calcilese la probabilidad
de que la media de las producciones obtenidas, X, sea menor o igual a 1975 toneladas si
sabemos que i = 202 toneladas.

Solucién:
N (p;9)
a) E =1 (la mitad de la amplitud del intervalo de confianza) y z, /o = 1, 96:

9
E:za/Q% =196~ — n> (1,96 - 9)2 = 311,1696 = n = 312.

b) nzlﬁyu:202:>Y%N(u, g

\/ﬁ) = N(202;2, 25)

_ 197,5—202>

PX <1 =pPlz< 2220 =

(X <197,5) ( = 2,25
P(Z<-2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228
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17.4. Junio 2017 (coincidente) - Opcién B
Problema 17.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

—x+3y+32=0
—r+3y+z=1
—r+ay+2z=0

a) Discitase el sistema para los diferentes valores del pardmetro a € R.
b) Resuélvase para a = 1.
Solucioén:

a)
-1 3 3|0
A= -1 3 1|1 ]; |Al=6—-2a=0= a=3
-1 a 2|0

& Sia+#3= |A| #0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sig=3:

-1 3 3]0 Fy -1 3 3]0
A= -1 3 1|1 |=| Bh-FK |= 00 —2]1

-1 3 210 F;—Fy 00 —-110

F -1 3 3

Fy = 0 0 -2 1 — Sistema Incompatible

2F3 — Iy 00 0-1
b) Sia=1:

—r+3y+32=0 x=-3/4
—r4+3y+z=1 =< y=1/4
—z+y+22=0 z=-1/2

Problema 17.4.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(:zr)*{ 5c4+1 si <0
224+52+1 si >0

a) Determinese si la funcién f(z) es derivable en x = 0.

b) Calciilese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) en el punto de
abscisa x = 3.

Solucién:
a) Para que sea derivable tiene que ser continua:

lim f(z)= lim (Gz4+1)=1

r— 0~ r— 0~

lim f(z)= lim (2 +5z+1)=1

z—> 0t z—> 0t
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f0) =1

Luego f es continua en = 0. Comprobamos la derivabilidad:

/ - 5 si <0 frn—N gty
f(x)7{2m+5 si >0 = F07)=f(07) =5
Luego f es derivable en = = 0.

b) Enz=3= f(z)=2*+5z+1= f'(z)=22+5
b= f(3) =25, m = f(3) = 11. La ecuacién de la recta tangente es: y — 25 = 11(x — 3)
(ecuacién punto pendiente)

Problema 17.4.3 (2 puntos) Sabiendo que la derivada de una funcién real de variable real es:
fl(x)=2* +8x+15
a) Determinese la expresién de f(x) sabiendo que f(1) = 1/3.
b) Determinense los méximos y los minimos locales de f(x), si los tuviese.

Solucion:

3
a) f(sc)z/(x2+8m+15)dx:%+4x2+15x+0
1 1
J)=3+4+154C =2 = C=-19

23
flz) = 3 + 42% + 152 — 19

b) fllz) =2’ +82+15=0= o= -5yx=—3:

(—OO, _5) (_57 _3) (_37 +OO)
T : -
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5) U (—3, 00).
La funcién es decreciente en el intervalo (=5, —3).

La funcién tiene un minimo en (—3,—37) y un méximo en (—5, —107/3).

Problema 17.4.4 (2 puntos) Una maquina tiene dos chips de control A y B. Se sabe que al
encender la maquina la probabilidad de que falle el chip A es de 0,2, la probabilidad de que falle
el B es de 0,3 y la probabilidad de que fallen los dos es de 0,015. Calculese la probabilidad de que
al encender la méaquina:

a) Haya fallado el chip A si se sabe que ha fallado el B.
b) No falle ninguno de los dos chips.

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.
Solucion:

P(A)=0,2, P(B)=0,3, P(ANnB)=0,015
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b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1— (P(A)+ P(B)— P(ANB)) =
1—(0,240,3—0,015) = 0,515

Problema 17.4.5 (2 puntos) El peso, en gramos (gr), de la bandeja de salmén crudo que se vende
en una gran superficie, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p desconocida y desviacién tipica o = 25 gr. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de
10 bandejas.

a) Si la media muestral de los pesos ha sido X = 505 gr, calctilese un intervalo de confianza al
99 % para p.

b) Supdngase ahora que p = 500 gr. Calctlese la probabilidad de que el peso total de esas 10
bandejas sea mayor o igual a 5030 gr.

Solucion:

a) Zos2 =2,575,n =10y X =505

o 25
E = 24— = 2,325—— = 20,357
e VIO
IC = (X — E; X — E) = (484,643; 525, 357)
— 5030
b) p=500y X = —— = 503:
10
P(X>503)=P|Z> 203 — UG =P(Z>0,38)=1-P(Z<0,38) =
25/1/10

1—0,6480 = 0, 3520

17.5. Septiembre 2017 - Opciéon A

Problema 17.5.1 (2 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del pardme-
tro real a:
r—2y—z=-2
—2x —az =2
y+az=—-2

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuélvase para a = 4.

Solucion:

a)
1 -2 —-1|-2
A= -2 0 —a 2 i JAl=2-3a=0= a=2/3
0 1 a| —2

362



@ Sia#2/3 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = n® de incdgnitas y el sistema es compatible
determinado. (Solucién tinica)

* Sia=2/3:
1 -2 -1 -2 " 1 -2 -1 -2
A= -2 0 -2/3 2 = | Ih+2F | = 0 4 -8/3| -2 =
0 1 2/3 | -2 F3 0 1 2/3 | -2
Py 1 -2 -1] -2
F = 0 4 -8/3| -2
4F5 + Fy 0 0 0|-10

Luego en este caso el sistema es incompatible.

b) a =4:
T—2y—z=-2 =1
—2r—-4z=2 = y=2
y+4z=-2 z=-—1

Problema 17.5.2 (2 puntos) Se considera la regién del plano S definida por:
1<2<5 2<y<6; z—y=>—4; 3z—y<10.

a) Represéntese gréficamente la regién S y calctilense las coordenadas de sus vértices.

b) Calctlese los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = —200x 4+ 600y en la regién S
y obténgase los puntos de S donde se alcanzan dichos valores.

Solucion:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
—200z + 600y calculando su méximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

1<x<5b
2<y<6
z—y>—4
3z —y <10
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y=6

y=2

xy=-4

3x-y=10

La regién S y los vértices a estudiar seran: A(1,2), B(4,2), C(5,5), D(5,6), E(2,6), F(1,5):

b)
000

00 Minimo
000

600

200 Méximo
800

I
O N R Ny

El minimo es 400 y se alcanza en el punto B(4,2) y el mdximo es de 3200 y se alcanza en el
punto E(2,6).

Problema 17.5.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

f(:c)*{ ar+1 si z< -1
Tl 22+ —2 si ox>-1

a) Calcilese el valor del pardmetro real a para que f(z) sea una funcién continua en todo su
dominio.

b) Para a = 2, calctilense los puntos de corte de la grifica de la funcién con los ejes cartesianos.
Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucion:

a) Continuidad en z = —1

lim f(z)= lm (axz+1)=-a+1
r—> —17 r—> —17
== —a+1l=-2=a=3
Im f(z)= lim (2 +2—-2)=-2

z— —11 r— —17F
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20 +1 si z<—1
b) paraazZesf(x):{x2+x_2 S x> _1

w Sixz < —1larecta f(z) =2z + 1= f'(x) =2 > 0 es siempre creciente (en (—oo, —1)
y no llegarfa a cortar ni al eje de abscisas ni al de coordenadas.

w Siz> -1 f(z) =2’ +2—-2= fl(x)=22+1=0= z = —1/2 por la segunda
derivada f”(x) = 2 > 0 luego z = —1/2 es un minimo, por tanto, la funcién es decre-
ciente en el intervalo (—1,—1/2) y creciente en el (—1/2,00).

Haciendo = 0 tendrd un punto de corte con OY en (0,—2) y con OX se calcularian
haciendo f(z) =0= 2* +1r—-2=0= 2 =1y 2 = —2 no estd en la rama, luego el
dnico punto de corte con el eje de abscisas serd (1,0).

Problema 17.5.4 (2 puntos) Una empresa fabrica dos modelos de ordenadores portétiles A y B,
siendo la produccién del modelo A el doble que la del modelo B. Se sabe que la probabilidad de
que un ordenador portatil del modelo A salga defectuoso es de 0,02, mientras que esa probabilidad
en el modelo B es de 0,06. Calcilese la probabilidad de que un ordenador fabricado por dicha
empresa elegido al azar:

a) No salga defectuoso.
b) Sea del modelo A, si se sabe que ha salido defectuoso.

Solucion:

2{3 4 D

1/3 006 D
B ol
IJMT)_
_ — — 2 1
a) P(D) = P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) = § -0,98 + g -0,94 = 0,967

D|A)P(A) _ 0,02-2/3

- = 0,404
P(D) 1-0,967

b) P(AD) =

Problema 17.5.5 (2 puntos) El tiempo, en horas, que tarda cierta compaiia telefénica en hacer
efectiva la portabilidad de un nimero de teléfono se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p, y desviaciéon tipica o = 24 horas. Se toma una muestra aleatoria
simple de tamano 16. Calcilese:

a) La probabilidad de que la media muestral del tiempo, X, supere las 48 horas, si ;1 = 36 horas.
b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo (24, 24;47,76) para p.
Solucion:

N(p,24) yn=16

_ 48 —
) P(X>48):P<Z> 8~ 36

22N pz>2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228
) =Pz 1Pz <y
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A7,76 — 24,24
b) E:mf’:n,?&

24
E_Za/2f — 11 76 = ZO‘/2\/T*6

Luego el nivel de confianza es del 95 %:

- Zaj2 = 1,96

P(Z < 20p) = P(Z < 1,96):0,975:1—%:> a=0,05= NC=095%

17.6. Septiembre 2017 - Opciéon B

Problema 17.6.1 (2 puntos) Considérense las matrices

() (L ) vee(10)

a) Determinese la matriz C*°.
b) Calctlese la matriz X que verifica X - A+ 3B =C

Solucion:

ser=(3 )= (3 (4 )3 2) o

b) XA+3B=C= XA=C-3B= X =(C-3B)A™":

coan= (T 0) (L B () pano (T 2)
x=(5 )00 3)=(8 1)

Problema 17.6.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

z? -1

@)= 3x —2

a) Estudiense sus asintotas.

b) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
Solucidn:

a) Asintotas:

@ Verticales:
Enz=2/3:

I 2 -1 {75/9} n
im =|— =
z—(2/3) 3x — 2 0- >

22 -1 _ {75/9} .

o4 32 — 2 0+
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@ Horizontales: No hay

y x2—1_ ) , x2—1_
e 3r—2 0 a3y —2  ©
@ Oblicuas: y = mx +n
) (z ) 2?2 -1 1
m= lim — = lim —— = —
z—00 T z—s00 322 — 22 3

n= lim (f(x)—mz)= lim (Izilff):g

1 2
Luego la asintota oblicua es y = gx + 9

2 _
b) fie) = T

R — {2/3} = f creciente en R — {2/3}.

=0 = 32 —4z + 3 = 0 no tiene solucién y f'(x) > 0 Vx €

Problema 17.6.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(z) =2* + ax

a) Calculese el valor del pardmetro real a para que la funcién f(z) tenga un extremo relativo
en x = 2. Determinese si se trata de un maximo o un minimo local.

b) Para a = —2, héllese el drea del recinto acotado por la gréfica de f(x), el eje de abscisas y
las rectas t =0y x = 2.

Solucion:

a) f'(z) =2x+aluego f'(2) =44a=0= a=—4. Como f"(z)=2= f'(2)=2>0=
x = 2 es un minimo.

b) Sia=-2= f(z)=2>-22=0= 2=0y2=2

2
512/0 (2% — 2x) dx = Z—mﬂoz—g

Problema 17.6.4 (2 puntos) La probabilidad de que cierto rio esté contaminado por nitratos es
0’6, por sulfatos es 0,4, y por ambos es 0,2. Calculese la probabilidad de que dicho rio:

a) No esté contaminado por nitratos, si se sabe que estd contaminado por sulfatos.
b) No esté contaminado ni por nitratos ni por sulfatos.

Solucién:
N: contaminado con nitratos y S: contaminado con sulfatos.

P(N)=0,6, P(S)=0,4, P(INNS)=0,2, P(N)=0,4y P(S)=0,6

P(NNS) _P(S)-P(NNS) _0,4-0,2 _

a) P(NIS) = P(S) P(8) ~ 0.4

0,5
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b) P(NNS) = P(NUS) = 1- P(NUS) = 1—(P(N)+P(S)—P(NNS)) = 1—(0,6+0,4—0,2) =
0,2

Problema 17.6.5 (2 puntos) La longitud auricular de la oreja en varones jévenes, medida en
centimetros (cm), se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
1y desviaciéon tipica o = 0,6 cm.

a) Una muestra aleatoria simple de 100 individuos proporcioné una media muestral X = 7 cm.
Calctilese un intervalo de confianza al 98 % para u.

b) {Qué tamafio minimo debe tener una muestra aleatoria simple para que el error maximo
cometido en la estimacién de p por la media muestral sea a lo sumo de 0,1 cm, con un nivel
de confianza del 98 %?

Solucion:
N(1;0,6)

a) 0=0,6,1=100, 24/ = 2,325y X = T:

0,6
=235 =0,1395
Vn V100

IC = (X - B,X + E) = (6,8605;7,1395)

E= Za/2

b) zas2 =2,325y E=0,1

0,6
E= zm% = 2,322 = 0,1 = n > 194,602
n =195

17.7. Septiembre 2017 (coincidente) - Opcién A

a 1 1+4a
Problema 17.7.1 (2 puntos) Se considera la matriz A= a a a
1 0 a

a) Estudiese para qué valores del pardmetro real a la matriz A tiene inversa.

b) Determinese, para a = 1, la matriz X tal que A - X = Id, siendo Id la matriz identidad de
tamano 3 x 3.

Solucion:

a) |Al=a®>—-2d®> =a*(a—2)=0= a=0ya=2luego 347! <= a € R - {0,2}

-1 1 1
b) Sia=1yA- X=Id= X=A""'= 0 1 -1
1 -1 0

Problema 17.7.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
20 +y<16; z+y<1l; z+4+2y>6; =z>0; y=>0.
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a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices. jPertenece el punto
(4,4) a S?

b) Obténganse los valores mdximo y minimo de la funcién f(z,y) = 3z + y en la regién S,
indicando los puntos en los cuales se alcanzan dichos valores méximo y minimo.

Solucion:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
3x + y calculando su maximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Region factible):

20 +y <16
r+y <11
T+2y>6
z,y >0

La regién S y los vértices a estudiar seran: A(6,0), B(8,0), C(5,6), D(0,11) y E(0,3):
El punto (4,4) estd dentro de esta regién, es decir, cumple todas las restricciones, (4,4) € S.

b)
f(6,0) =18
f(8,0) = 24 Méximo
f(5,6) =21
f(0,11) =11
£(0,3) = 3 Minimo
El minimo es 3 y se alcanza en el punto E(0, 3) y el mdximo es de 24 y se alcanza en el punto

B(8,0).

Problema 17.7.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por

22— 2z si r<—1
flx) = z si —-1<z<1
—2? 422 si z>1

a) Estidiese la continuidad de f(z) en R.
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b) Determinese el drea del recinto acotado por la gréfica de f(z), el eje de abscisas y las rectas
r=0yz=2

Solucion:

a) Continuidad en z = —1

lim  f(z)= lim (2® —22)=3
r—r —17 r—r —17
— discontinuidad no evitable

lim f(z)= lim (z)=-1

z— —1F z— —1F
Continuidad en x = 1

ml_lﬁnk flz) = r1_1>H117(x) =1

lim f(x) = 11’m+(—x2 ror)=1 —> es continua

r— 11 rz—> 1
f1)=1

Luego f es continua en R — {—1}.

b) La funcién no corta al eje de abscisas en los intervalos (0,1) y (1,2) Serdn dos dreas a estu-
diar, Sy en el intervalo (0,1) y Sz en el (1,2).

1 271
1
51:/ xdx:x—} ==
0 21y 2

2 3 2 2
52:/ (—2? + 2z) dx = —m——i—xz} =-
1 3 1 3

2
5251|+S2|:‘ "‘1“3’:

N =

Problema 17.7.4 (2 puntos) En un centro de danza el 60 % de los alumnos recibe clases de ballet.
Por otro lado, entre quienes reciben clases de ballet, el 65% también recibe clase de flamenco.
Ademss sélo el 30 % de quienes no reciben clases de ballet recibe clases de flamenco. Calctilese la

probabilidad de que un alumno de dicho centro elegido al azar:

a) Reciba clases de flamenco.
b) Reciba clases de ballet si no recibe clases de flamenco.

Solucién: B: reciben clases de ballet y F': reciben clases de flamenco.

B
[-1] ““-\-\_“\
s NF
(¥ F
0- T
NF
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a) P(F)= P(F|B)P(B)+ P(FINB)P(NB) =0,65-0,6+0,3-0,4=0,51

P(NF|B)P(B) 0,35-0,6
P(NF) ~ 1-0,51

b) P(B|NF) = = 0,429

Problema 17.7.5 (2 puntos) El precio, en euros, de un cierto producto en las diferentes tiendas
de una determinada ciudad se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal
de media p y desviacién tipica o = 15 euros.

a) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de diez tiendas de esa ciudad y se ha anotado el
precio del producto en cada una de ellas. Estos precios son los siguientes:

140; 125; 140; 175; 135; 165; 175; 110; 150; 130.
Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para .

b) Calctlese el minimo tamaino muestral necesario para que el error maximo cometido al estimar
1 por la media muestral sea a lo sumo de 8 euros, con un nivel de confianza del 95 %.

Solucion:
N(p, 15)

a) ynle,Y:144,5yza/2:1,96:

15
E— za/Q% = 1,96

IC = (X — E, X + E) = (135,203; 153, 797)

= 9,297

b) z4/2=1,96y £ =8

o 15
n=14

17.8. Septiembre 2017 (coincidente) - Opcién B

Problema 17.8.1 (2 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del pardme-
tro real a:
—z4+ay+z2=3
204 22=0
z+3y+2z=-3

a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de a.
b) Resuélvase el sistema en el caso a = 0.

Solucion:

a)

-1 a 1 3
A= 0 2 2 0 i JAl=2a=0= a=0
1 3 2|-3



@ Sia#0= |A| # 0 = Rango(A) = 3 = n° de incégnitas y el sistema es compatible
determinado. (Solucién tnica)

@& Siag=0:

-1 0 1| 3 3} -1 0 13
A= 02 2 0 |= Fy = 02 2/0 |=
1 3 2|-3 Fs+ Fy 0 3 3|0
)3 -1 0 1|3
Fy - 02 2|0
OF; — 3F, 00 0[]0

Luego en este caso el sistema es compatible indeterminado.

b) a=0:
{ —x+z=3 x;__?)_—:/\
y+z=0 z=A

Problema 17.8.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f(2) = (322 — 2)?

1
a) Calcfﬂese/ f(x)dx
—1

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:

1 5 311
9x 4x 94
0zt — 1243 + da?)dr = o — 3t 4 | =2
a)/,l(x A de = = =3+ o] =g

b) Sea y — b = m(x — a) la ecuacién punto pendiente de la recta tangente tenemos que b =
f(a) = f(2) =64 y como f'(x) = 2(32% — 22)(6x — 2) = m = f'(2) = 160:

y — 64 =160(z — 2)

Problema 17.8.3 (2 puntos) La funcién de beneficio (en euros) de una empresa que fabrica cables
de electricidad viene dada por la funcién

b(z) = —2* + 1202 — 3200
donde x representa la cantidad de metros de cable elaborados diariamente.

a) ¢ Cudntos metros de cable deben fabricarse para que la empresa no tenga ganancias ni pérdi-
das?

b) {Cudntos metros de cable deben fabricarse para que se obtenga el méaximo beneficio?

(Observacion: valores negativos de b(x) implican que la empresa tiene pérdidas, mientras que
valores positivos implican ganancias)
Solucién:
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a) b(z) = —2? + 1202 —3200=0 = z =40 m y = = 80 m.

b) V'(z) = —22+4 120 = 0 = 2 = 60 para comprobar si es un maximo recurrimos a la segunda
derivada: b’ (z) = —2 = b”(60) = —2 < 0 = hay un maximo cuando se producen 60 m
con un beneficio de b(60) = 400 euros.

Problema 17.8.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos tal que P(A) = 0,5, P(A|B) = 0,375 y
P(BN A)=0,3. Calcilese la probabilidad de que:

a) Ocurra B.
b) Ocurra B pero no A

Solucion:

P(AN B)
P(B)

_ P(AnB) 0,3

a) P(A|B) = — P(B) =

PAIB) 0,375 0%

b) P(ANB) = P(B)— P(ANB) =0,8— 0,375 = 0,425

Problema 17.8.5 (2 puntos) El consumo de combustible, en litros cada 100 kilémetros (1/100km),
de los vehiculos nuevos matriculados en Espana se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media g desconocida y desviacién tipica ¢ = 1,2 1/100km. Se toma una
muestra aleatoria simple de tamano 49.

a) Calcilese el nivel de confianza con el que se ha obtenido el intervalo de confianza (4, 528; 5, 2)
para fi.

b) Supéngase ahora que pu = 4,8 1/100km. Calctilese la probabilidad de que la media de la
muestra, X, esté comprendida entre 4,5 y 5,1 1/100km.

Solucion:
N(p;1,2)
5,2 — 4,528
a) 0 =1,2,n=49, IC = (4,528;5,2) — E = % =0, 336:
o E/n  0,336v49
FE = — = = =1
Z(X/Q\/ﬁ - Zoz/? = 1)2 796

P(Z§1,96)=0,975=1—%=> a=0,05= NC=95%

b) u=4,8:
— 4,5 -4 1-4
P(4,5<X<51)=P Mgzgu -
1,2//49 1,2//49

P(-1,75< Z <1,75) =2P(2 <1,75) —1=2-0,9599 — 1 = 0,9198
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Capitulo 18

Ano 2018

18.1. Modelo 2018 - Opcion A

Problema 18.1.1 (2 puntos) Se considera la matriz A =

Q2 O
Q@ O
[ecRES IS

a) Determinese para qué valores de a para los que la matriz A es invertible.

b) Para a = 1, despéjese y determinese la matriz X de la ecuacién matricial A- X = A + 21d,
donde Id representa la matriz identidad de orden 3.

Solucidn:
a) |A| = 2a® = 0 = a = 0 La matriz serd invertible para cualquier valor de a € R — {0}.

b) Paraa=1: A- X = A+2ld= X = A" (A+2Id) = Id+2A™":

01 1 —-1/2  1/2  1/2
SiA=[ 101 |= A" 12 -1/2  1/2
110 12 1/2 —1/2
100 —1/2  1/2  1/2 01 1
X=[010 12 -1/2 1/2 = 1 0 1
00 1 12 1/2 -1/2 110

Problema 18.1.2 (2 puntos) Una bodega desea fijar el precio de venta al piiblico de las 250
botellas de vino blanco y de las 500 de vino tinto que tiene en stock. Para no incurrir en pérdidas
saben que el precio de venta al publico de la botella de vino blanco debe ser como minimo de
3 euros, de la misma manera el precio de venta al ptublico de la botella de vino tinto debe ser
de, como minimo, 4 euros. Ademads saben que, para ser competitivos con esos precios de venta al
publico, el coste de 2 botellas de vino blanco y una de tinto deberia ser a lo sumo 15 euros. Por
el mismo motivo, el coste total de una botella de vino blanco y una de tinto no debe sobrepasar
los 10 euros. Determinense los respectivos precios de venta al publico por unidad de las botellas
de vino blanco y de las de vino tinto, para que el ingreso total al vender el stock de 250 botellas
de vino blanco y 500 de vino tinto sea méximo.

Solucién:

Sea x el precio del vino blanco e y el precio del tinto.
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a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
250z 4 500y calculando su méximo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

x >3
y=>4
2 +y < 15
z+y<10

3,7)

(5,5)
y=4

(3.4) (11/2,4)

La region S y los vértices a estudiar seran: (3,4), (11/2,4), (5,5), y (3,7):

b)
£(3,4) = 2750
f(11/2,4) = 3375
f(5,5) = 3750
f(3,7) = 4250 Maximo

El maximo beneficio es 4250 euros y se alcanza vendiendo la botella de vino blanco a 3 euros
y la de tinto a 7 euros.

Problema 18.1.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(x) =4a® — 1222 + 16
a) Calculese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 1.

b) Calctlese el drea de la regién limitada por la grifica de f(x), el eje de abscisas y las rectas
r=-2yx=3.

Solucion:
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a) La ecuacién de una recta en su ecuacién punto pendiente es y—b = m(z—a) donde b = f(a) =
f(1) = 8. La derivada de la funcién es f'(r) = 122 — 24z = m = f'(a) = f'(1) = —12,
luego la ecuacién de la recta tangente es:

y—8=—12(z—1)

b) La funcién f corta al eje de abscisas en los puntos © = —1 y = 2, por lo que habrd tres
recintos Sp : [—2,—1], Sa: [-1,2] y S5 : [2,3].

F(x) = /(4503 —122% + 16) dx = z* — 42 + 162

(42 — 122® +16) da = F(—1) — F(-2) = =27

I
Sy = / (42 — 1222 +16)dz = F(2) — F(—1) =27
/ (4a® — 1222 +16)dz = F(3) — F(2) =5

S = |S1| 4 |Sa| + |S3] = 27 + 27+ 5 =59 u?

Yy

x=2 x=3

Problema 18.1.4 (2 puntos) Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio tal
que:
P(A)=0,4; P(B)=0,5; P(A|B)=0,7

Calculese:
a) P(AUB).
b) P(A|B)
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Nota: S denota el suceso complementario de S.

Solucion:

a) P(A|B) = P(]f(;)B) P(ANB)=0,7-0,5=0,35

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = 0,4+ 0,5 — 0,35 = 0,55

P(ANB) P(B)—P(ANB) 0,5-0,35
P(B) P(B) 0,5

b) P(A|B) = =0,3

Problema 18.1.5 (2 puntos) Un determinado partido politico desea estimar la proporcién de
votantes, p, que actualmente se decantaria por él.

a) Asumiendo que p = 0, 5, determinese el tamano minimo necesario de una muestra de votantes
para garantizar que, con una confianza del 90 %, el margen de error en la estimacién no supere
el 2%(+£2%).

b) Se tomé una muestra aleatoria simple de 1200 votantes de los cuales 240 afirmaron que
votarfan por el partido en cuestiéon. Obténgase un intervalo de confianza del 95 % para la
proporcién de votantes de ese partido en la poblacién.

Solucion:

a) p=0,5, 242 = 1,645

E:za/g,/pnl :1,645\/% —0,02 =

1,645-0,5\>
n>(w) — 1691,27 = n = 1692

0,02
b)
—7240_1:> =1 —é =1,96:
pr—1200—5 qr = pr—5yza/2—> .

4
DPr-qr 55
= Za24/ =1,96 120 =0,023

IC = (p, — E,p, +E) (0,1774; 0, 2226)
Entre el 17,74 % vy el 22,26 %

18.2. Modelo 2018 - Opcién B

Problema 18.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro
real a:
r+y+z2=3
2r+y+2=2
5cr+3y+az=a+4

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) Resuélvase para a = 1.
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Solucion:

a)

1 1 1 3
A= 2 1 1 2 ; |[A|=3—a=0= a=3
5 3 ala+4

& Sia+#3= |A| #0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tinica)

@ Siag=3:

1 1 13 [ R 1 1 1|3
A= 2 1 1|2 =| F,—2F | = 0 -1 —-1|-4 =
5 3 3|7 | F3—5F 0 -2 —-2|-8
1 3
0 71 —4 — Sistema Compatible Indeterminado
372F2 0 0
b) Sia=1:
r+y+z=3 x=-1
2e4+y+z2=2 =¢ y=3
5c+3y+z2z=5 z=1
3z2 4+ 3

Problema 18.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real: f(z) =

x
a) Calcilense el dominio y las asintotas de f(x).

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:
a) Dom(f) =R — {0} y asintotas:

@ Verticales: © =0

, 322 +3 { 3 }
lim =|—|=—x
z— 0~ 0-
T {3} o0
z—0t T - lot)
@ Horizontales: No hay
o 32243
lim
T—> 00 €T

@ Oblicuas: y = mz +n

. flz) . 3a?+3
m= lim —= = lim — =
r—r00 I xTr—> 00 X

n= lim (f(z)—mz)= lim (3I2+3—3x):0

Tr—> 00 xr—>r 00
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b) f@) = =5 =0= o =21
(_007_1) (_151) (1700)
f'(z) + - +
f(z) | creciente | decreciente N\, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—1,0)U(0, 1), y es creciente en el intervalo (—oo, —1)U
(1,00). Tiene un Méximo en (—1,—6) y un minimo en (1,6).

Problema 18.2.3 (2 puntos) El beneficio diario (en miles de euros) de una empresa productora
de cemento viene dado por la funcién:

f(z) = =222 + 142 — 12

donde x expresa las toneladas de cemento producidos al dia. Se sabe que la produccién diaria de
cemento estd entre 0 y 8 toneladas, es decir, z € [0, 8].

a) Calcilense f(0) y f(8) e interprétense los resultados en el contexto del problema. Héllense
las toneladas de cemento que deben producirse diariamente para obtener el maximo beneficio
posible.

b) Determinese entre qué valores debe estar la produccién diaria de cemento para que la empresa
no tenga pérdidas.

Solucion:
a) f(0) = —12 quiere decir que si la empresa no produce nada incurre en pérdidas de 12000
euros diarios. f(8) = —28 quiere decir que la empresa tendria unas pérdidas de 28000 euros

(sobreproduccién) Calculamos la cantidad de toneladas para obtener un beneficio méximo:
fl(x) = =4z +14 = 0 = x = 3,5 por la segunda derivada f’(z) = -4 = f"(3,5) =
—4 < 0= z =3,5 es un maximo. En conclusién: El beneficio méximo se produce con 3,5
toneladas y serd de f(3,5) = 12500 euros.

b) La empresa no tendrfa ni ganancias ni pérdidas cuando f(z) = 0 = —22% + 14z — 12 =
0 = = =1 tonelada o x = 6 toneladas.

Problema 18.2.4 (2 puntos) Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio tal
que:
P(A)=0,3; P(B)=0,8 P(AUB)=0,9

Calculese:
a) P(A|B)
b) P(A|B)

Nota: S denota el suceso complementario de S.
Solucién:
P(ANB) P(B)-P(ANnB) 0,8-0,2

a) P(A|B) = ——p— = P(B) T 70,8

=0,75
P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) =0,3+0,8—0,9=0,2
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b) P(AIB) = P(A; B) _ P(4) ;(PB(AQB) _ 0,13_—00;32 o5

Problema 18.2.5 (2 puntos) El peso, en kilogramos, de los nifios de diez anos en la comunidad
de Madrid se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de p desconocida
y desviacién tipica o = 3 kilogramos.

a) Calcilese un intervalo de confianza al 95% para g si se ha tomado una muestra aleatoria
simple de 9 ninos de diez anos y se han obtenido los siguientes pesos en kilogramos:

37, 40, 42, 39, 41, 40, 39, 42, 40

b) Determinese el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacién de la media muestral sea menor que 1 kilogramo con un
nivel de confianza 98 %.

Solucion:
N (p;3)

a) 0=3,n=9,X =40y 2,/ =1,96

3
E = za/Q% = 1,967 = 1,9

IC=(X—E,X+E)= (40 — 1,96,40 + 1,96) = (38, 04; 41, 96)
b) E=1y zq/2 = 2,325

3
E:za/Q% =232 =1 = 0> (3-2,325)% = 48,65 => n = 49

18.3. Junio 2018 - Opcién A

Problema 18.3.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A = ( g ; ) y B= ( 72 _é )

a) Compruébese que B es la matriz inversa de A.
b) Calculése la matriz X tal que A-X = B.

Solucion:

(3 1) ( 3 -1\_(10 L o
s (1) (2 ) (1) e o

- o n 3—1)(3—1)_( 17 —6)
b) A-X=B= X=A B_B_<78 )0 e 3=l . 1

Problema 18.3.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
r+y <50, 2z+y<80, x>0, y=>0.

a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.
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b) Obténgase el valor méximo de la funcién f(z,y) = 52 + 4y en la regién S, indicando el punto
en el cual se alcanza dicho valor maximo.

Solucién:
x+y <50
<
a) S: :25x>+0y < 80 La regién S y los vértices a estudiar serdan: O(0,0), A(40,0), B(30,20),
y >0
v €(0,50)

A(40,0) \
N

RN

b) f(x,y) =5z + 4y

f(0,0) =0

£(40,0) = 200

£(30,20) = 230 Méaximo
£(0,50) = 200

El méximo es 230 y se alcanza en el punto B(30, 20).
Problema 18.3.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por:

2
T si x<2
z—1
fx) =
3x2 —22 .
—F si xz>2
z+ 2

a) Estidiese si f(x) es continua en z = 2.
b) Calciilese la funcién derivada de f(x) para z < 2.

Solucion:

a)
im T2y
z—2-x — 1

322 — 2z

im
z— 2+t T+ 2
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Luego la funcién es discontinua no evitable en z = 2, en ese punto hay un salto.

b) Siz < 2: f(:v):ii—?: f'(m):ﬁ

Problema 18.3.4 (2 puntos) En una agencia de viajes se ha observado que el 75 % de los clientes
acude buscando un billete de transporte, el 80 % buscando una reserva de hotel. Se ha observado
ademds que el 65 % busca las dos cosas. Elegido un cliente de dicha agencia al azar, calcilese la
probabilidad de que:

a) Acuda buscando un billete de transporte o una reserva de hotel.
b) Sabiendo que busca una reserva de hotel, también busque un billete de transporte.

Solucién:
T : buscan billete de transporte y H : buscan billete de hotel, P(T)) = 0,75, P(H) = 0,8 y
P(T'nH)=0,65

a) P(TUH) =P(T)+ P(H)— P(TNH)=0,75+0,8—0,65=0,9

P(TNH) 0,65

R T

=0,8125

Problema 18.3.5 (2 puntos) La empresa Dulce.SA produce sobres de azticar cuyo peso en gramos
se puede aproximar por una variable aleatoria X con distribucién normal con media p gramos y
desviacion tipica o = 0,5 gramos.

a) Determinese el tamafio minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacién de la media sea como mucho de 0,25 gramos con un nivel

de confianza del 95 %.

b) Calctlese la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria simple de 25 sobres, la media
muestral, X, pese mas de 12,25 gramos, sabiendo que p = 12 gramos.

Solucion:
a) E=0,25, 240 =1,96

0,5
E:za/Q% — 0,25 = 1,96% —

(1,96-0,5
n> (=2

2
= 15,37 = n =16
0,25 > : "

b) n:25,u:12=>X:::N(,u,\Jf) = N(12;0,1)
n

_ 12,25 — 12
P(X > 12,25) = P<Z2 T) =P(Z>25 =1-P(Z<25) =1-09938 =
0,0062 ’
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18.4. Junio 2018 - Opciéon B

Problema 18.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro
real a:
r+ay+z =1
ax+y+(a—1)z =a
r+y+z =a+1

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuélvase para a = 3.

Solucion:

2)

1 a 1 1
A= a 1 a-1]| a i JAl=1—a=0= a=1
1 1 1 a+1

& Sia#1= |A| #0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

@& Sig=1:

- 1 1 1|1 Fy 11 1|1
A= 1 1 01 =| FKB-F |=1 0 0 -1|0 | =
11 12 F;— Fy 00 01
Sistema incompatible
b) Sia=3:

r+3y+z=1 x=—13/2
Jx+y+2:=3 = y=-3/2
r+y+z=4 z=12

Problema 18.4.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

3

flx) = (+12

a) Calcilense el dominio y las asintotas de f(z).

b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

a) Dom(f) =R — {—1} y asintotas:

@ Verticales: ¢ = —1

e = (o
lim ————==|—|=-0
a— —1- (z+1)2

T
m ——=|—|=-
ot (x4 1)2
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@ Horizontales: No hay

@ Oblicuas: y = mz +n

() a’
m = lim = lim =
T— 00 I s o0 3 + 222 + 1

23

0=t (6) <o) = tin (G ) = 2
y=x—2
22(x+3
(_007_3) (_37_1) (—1,0) (0700)
f'(x) + - + +

f(x) | creciente ' | decreciente \, | creciente ' | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—3,—1), y es creciente en el intervalo (—oo, —3) U
(—1,00). Tiene un Méximo en (—3,—27/4).

Problema 18.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
f(z) =223 — 522 + 3z
a) Calctilese el drea del recinto acotado limitado por la gréfica de la funcién f(z) y el eje OX.

b) Hallese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en el punto de abscisa z = 0.

Solucion:

a) La funcién f corta al eje de abscisas en los puntos:
20% — 522 +3x =0= =0, x =1y 2 = 3/2, luego tendremos los recintos S; : [0,1] y

So : [1,3/2].

F(z) = /(2363 — 522 + 3x) dr =

S =/1(2I3—5x2—|—3:c)d1::F(l)—F(O):

Sy = /3/2 (22 — 522 4+ 3x) dr = F(3/2) — F(1) = _5

1
S=|S1|+|52\:g+

385



b) La ecuacién de una recta en su ecuacién punto pendiente es y—b = m(z—a) donde b = f(a) =
f(0) = 0. La derivada de la funcién es f'(z) = 62 — 102 +3 = m = f'(a) = f'(0) = 3,

luego la ecuaciéon de la recta tangente es:
y =3z

Problema 18.4.4 (2 puntos) En una comunidad de vecinos en el 70 % de los buzones aparece en
primer lugar un nombre masculino y en el 30 % restante un nombre femenino. En dicha comunidad,

la probabilidad de que un hombre trabaje es de 0,8 y la probabilidad de que lo haga una mujer
es 0,7. Se elige un buzén al azar, calcilese la probabilidad de que el primer nombre en el buzdén

corresponda a:

a) Una persona que trabaja.
b) Un hombre, sabiendo que es de una persona que trabaja.

Solucion:
0,8 T
H
l‘?, 7 0’2 NT
0,3
0,7 T
M
0,3 NT

a) P(T) = P(T|H)P(H) + P(T|M)P(M) =0,8-0,7+0,7-0,3=0,77

b) P(H|T) = P(TE)TJ;(H) = o,g '7(;’7 = 0,727
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Problema 18.4.5 (2 puntos) El ntimero de descargas por hora de cierta aplicacién para méviles

b
se puede aproximar por una variable aleatoria de distribucién normal de media p descargas y
desviacién tipica o = 20 descargas.

) Se toma una muestra aleatoria simple de 40 horas, obteniéndose una media muestral de 99,5
descargas. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para pu

) Supdngase que p = 100 descargas. Calctilese la probabilidad de que al tomar una muestra
aleatoria simple de 10 horas, la media muestral, X, esté entre 100 y 110 descargas

Solucion:
N (p;20)
a) 0 =20,n=40, X =99,5y Zos2 = 1,96
B o 20

= 20/2—— =1,96—— = 6,198
2 Va0

IC=(X—E,X+E)=(99,5—6,198,99,5 + 6, 198) = (93,302; 105, 698)

b) n =10, p = 100 => XzN(u,\(/jﬁ> = N(100; 6, 32)

100 — 100 110 — 100>
11 Pl—————<Z<————)=P0<Z<1 = P(Z <
0= ( 6,32 ~— T 6,32 (0= 2<15%) (Z <

P(100 < X <
1,58) — P(Z < 0) = 0,9429 — 0,5 = 0, 4429

18.5. Junio 2018 (coincidente)- Opcién A

Problema 18.5.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A =

W N =
—_ O =
RN
t<:
™
Il
N W N
[

donde m es un parametro real.

) Determinense los valores de m para los que la matriz A es invertible

b) Para m = 0 considérese la ecuacién matricial A - X = B. Exprésese X en funcién de A y B
y calcilese X.

Solucion:

a) |[A]=6—-2m =0= m=3. Luego si m # 3 = 34!
b) Conm=0: AX =B= X=A"'B.

~1/6 1/3 1/6

A7l = /2 -1 1/2

1/3 1/3 —1/3
—-1/6 1/3 1/6 2 4 1 -1/6
X = /2 -1 1/2 31 -1 3/2
1/3 1/3 —-1/3 2 1 1 4/3
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Problema 18.5.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
r+y<6, dx+y<12, >0, y>0.
a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

8xr +3
b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = %

en S, indicando
los puntos de la regién en los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.

Solucién:
z+y<6
a) S dr +y <12
Y >0
y=>0
Ry \ y
) g |
I N\
\\\\ N
\\3—\3% \
5 \
\\\\ \\
S \
\\\\ \\
03 i
~_ ]
0(0,0) A(0,3) TS
N TR
\\\\~
\\\dx‘ry:Iz h \\\\
N Sl
\\ \\\\
3 ~_
\\ RN

La regién S y los vértices a estudiar serdan: O(0,0), A(3,0), B(2,4), y C(0,6)

8z + 3y
b) flay) = o
£(0,0) = 0 Minimo
f(3,0) =24/5
f(2,4) = 28/5 Maximo
f(0,6) =18/5
El méximo es 28/5 y se alcanza en el punto B(2,4). El minimo es 0 y se alcanza en el punto
0(0,0).

Problema 18.5.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

1
r+1

fz) =

a) Calcilese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa = 0.

b) Héllese el drea de la regién limitada por el eje de abscisas, las rectas ¢ = 0y oz = 1y la
gréfica de f'(x), siendo f’ la funcién derivada de f.
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Solucion:

a) b= f(0) =1, f/(ﬂ?)z—ﬁz> m=f0)=-1—=y—1l=—a—y=—z+1
b) La funcién f'(z) = —7@_&1)2 no corta el eje OX luego S : [0, 1]
1
si= [ S@)de = @l = 50 - F0 = 5 -1= 3
ool Y4

Problema 18.5.4 (2 puntos) Se toma un coche al azar de la Comunidad de Madrid. Se sabe que
la probabilidad de que tenga motor diésel es 0,4. La probabilidad de que tenga més de 8 anos es
0,5. Finalmente, se sabe que la probabilidad de que tenga méas de ocho anos o motor diésel es 0,55.
Calculese la probabilidad de que:

a) Tenga motor diésel sabiendo que tiene més de ocho afios.
b) No tenga motor diésel ni tenga més de ocho anos.

Solucién:
D : motor diésel y M8 : tenga més de 8 anos, P(D) =0,4, P(M8)=0,5y P(DUMS8)=0,55

P(DNM8) P(D)+P(M8)—P(DUMS) 0,4+0,5—0,55
P(M8) P(MS8) N 0,5 B

b) P(DNM8)=P(DUMS)=1-P(DUMS)=1-0,55=0,45

a) P(D|M8) = 0,7.

Problema 18.5.5 (2 puntos) El tiempo diario, medido en horas (h), que pasa una persona de 18
anos viendo la televisién, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal
de media p y desviacién tipica o = 0,25 h.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 15 individuos y se obtiene una media muestral

X =2 h. Calcuilese un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) Supéngase que p = 2 h. Calctlese la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria

simple de 20 individuos, el tiempo medio de visionado diario de televisién, X, esté entre 1,85
y 2,15 horas.

Solucion:

a) 0=0,25,n=15, X =2y 2,5 = 1,96

0,25
E:zaﬂ% :1796\}ﬁ — 0,127

IC=(X-EX+E)=(2-0,127,240,127) = (1,873;2,127)

b)n:20,u:2zXzN(,u,\;ﬁ>:N(2;0,056)
_ 1,85 —2 2,15 — 2
P(1,85 < X <21 :P<’7<Z<’7>:P—2, <7 <2,68)=P(Z<
(1,8 = X =2.15) 0,056 = = 0,056 (2,68 <2 <2068 =P(Z<

2,68) — (1 — P(Z < 2,68)) = 2P(Z < 2,68) — 1 = 0,9926
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18.6. Junio 2018 (coincidente)- Opcién B

Problema 18.6.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro

real a:
20 +y+2z =1

r+2y+z =2
rT—y+az =-1

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a.

b) Resuélvase para a = 0.

Solucion:
a)
B 2 1 1)1
A= 1 2 1| 2 i JAl=3a=0= a=0
1 -1 a|-1

& Sia#0= |A| #0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

@ Siag=0:

2 1 1 1 P 2 1 1] 1
A= 1 2 1 2 = | 2F, —F, | = 0 3 1] 3 =
1 -1 0] -1 2F; — Fy 0 -3 —-1|-3
P 2 1 11
Fy = 03 1|3 =
F3+ Iy 0 0 0[]0
Sistema compatible indeterminado.
b) Sia=0:
e 2
-3
2r+y+z2=1 3\
S SR P £
3
z=A

Problema 18.6.2 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real:

r+1 si z<0
f(x): x271

a) Determinese si f(z) es una funcién continua en todo su dominio.
b) Calctlense sus asintotas horizontales y oblicuas, si las tuviese.
Solucién:
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lim (z+1)=1
z— 0~
; x?—1
lim =
r— 0t .132 +1
Luego la funcién es discontinua no evitable en x = 0, en ese punto hay un salto. Luego f es
continua en R — {0}

-1

b) Six < 0: No hay asintotas, la funcién es una recta.

Si x > 0: La funcién no tiene asintotas verticales porque el denominador no se anula nunca,
si tendria una horizontal en y =1

lim e 1= y =1y, por tanto, no habria oblicuas en esta rama.

Problema 18.6.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:
f(x) = 22°% 4+ 1522 + 362
a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calctlense sus maximos y minimos locales, si los tuviese.

Solucion:

a) fl(x) =62 4+302+36=0=—= z=-3yz=—2

<—OO, _3) (_3a _2) <_27 OO)
f'(z) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —3) U (—2,00), y es creciente en el intervalo
(—3,-2).

b) Tiene un Maximo en (—3,—27) y un Minimo en (-2, —28).

Problema 18.6.4 (2 puntos) Entre los musicos que ensayan en un determinado local de Madrid,
un 30 % sabe tocar la baterfa, un 80 % sabe tocar la guitarra y un 20 % sabe tocar tanto la bateria
como la guitarra. Se elige uno de esos musicos al azar. Calcilese la probabilidad de que:

a) No sepa tocar la baterfa si se conoce que sabe tocar la guitarra.
b) Conocido que no sabe tocar la guitarra, no sepa tocar la bateria.

Solucién:
B: sabe tocar la bateria, G: sabe tocar la guitarra.

— . P(BnG) PG -P(BNG) 0,8-0,2

0 P(BIG) = “ 5y = e S R
. P(BnG PBUG 1-P(BUG) 1-(P(B)+PG) —PBNG)
b) P(B|G) = P(G) 1-P(G)  1-08 0,2 B
1-(0,3+0.8-02) _
0,2 o
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Problema 18.6.5 (2 puntos) El peso en kilogramos (kg) del ejemplar de lubina de estero tras un
mes de crianza, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
u kg y desviacion tipica o = 0,2 kg.

a) Determinese el tamaino minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacion de p sea menor que 0,05 kg, con un nivel de confianza del
95 %.

b) Calctlese la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria simple de tamano 20, la
suma total de sus pesos sea mayor que 32 kg, sabiendo que = 1,5 kg.

Solucion:
N(p;0,2)
a) £ =0,05, Za/2 = 1,96

0,2
E:za/Q%: 0,05 = 1,96~

=

1,96-0,2)2

> (2222) =61,4 =62

n_( 0.05 61,47 —= n=06

b) n =20 —15:>Y~N( i)—N(15~0045) x=2_156
- , =1, ~ N’a\/ﬁ - y Yy Yy y *20* )

1,6 —1,5
> "

PX>16)=P(Zz
(X 2 1,6) ( = 70,045

0,0132

) = P(Z>222) =1-P(Z <2722 =1-0,9868 =

18.7. Julio 2018 (extraordinaria)- Opcién A

01 3
Problema 18.7.1 (2 puntos) Considérense las matrices A= 1 0 JyB=| 2
0 1 3

a) Calciilese la matriz [(A - AY)? — 24 - A"'

b) Determinense el niimero de filas y columnas de la matriz X que verifica que X - A" = B* .
Justifiquese si A’ es una matriz invertible y calctilese la matriz X.

Nota: M*? denota la matriz traspuesta de la matriz M.

Solucién:
0 1 2 0 1 H
a) [(A-AN)2—24.A1 = 10 -<(1)(1)(1)> -2 10 (?é?) =
0 1 0 1
o o0 o\" 0 0 0
0 -1 0 = 0o -1 0
0 0 0 0 0 0
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X - At = B
axb 9% 3 1X3:>a—1yb—2,luegoelgrad0deXes1><2.

b)
La matriz A’ no es invertible ya que no es cuadrada.

01 0
e () 0 9)=629= @r)=623=p=2y¢=3= X=(23)

Problema 18.7.2 (2 puntos) Considérese la regién del plano S definida por:

S={(z,t) eR*: z4+2y>4, v+2y <12, v <4, —x+2y<12}.
a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Determinense los puntos en los que la funcién f(z,y) = 3z — y alcanza sus valores mdximo
y minimo en S, indicando el valor de f en dichos puntos.

Solucién:
r+2y>4
<
a) S: iiiy s 12 La regién S y los vértices a estudiar seran: A(—4,4), B(4,0), C(4,4),
—r+2y <12
y D(0,6)
ey w )
w % =4
T
@ CH4)
/ B(4,0) \\
- % .
e \\ N
b) flz.y) =3z —y ,
f(—=4,4) = —16 Minimo
f(4,0) =12 Méximo
f(4,4)=38
£(0,6) = —6

El méximo es 12 y se alcanza en el punto B(4,0), mientras que el minimo se alcanza en el
punto A(—4,4) con un valor de —16.

Problema 18.7.3 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real: f(z) = %
—4x

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Estudiense las asintotas de f.
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Solucion:

42 +1
a) Dom(f) = R—{+1/2}y f'(z) = ﬁ # 0 = la funcién no tiene extremos y f’(z) > 0
—dx
en todo el dominio de la funcién, luego la funcién es creciente en R — {£1/2}.

b) Asintotas:

@ Verticales: z = —1/2
, x —1/2}
1 = =
m—)(lEI%/Q)_ 1 — 4x2 { 0- PN
lm T {71/2} ~
{ - - _
z— (—1/2)+ 1 — 422 0t
Enaxz=1/2
x 1/2
m Y [7} _
ey T—dz2  lov ) =T
lim — = {1—/2} = —00
z—s (1/2)+ 1 — 422 0-
@ Horizontales: y =0
z x _
:cgnoo 1— 422 0
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
|
/ //
J )
7/—/’/// 7
/,, /’///
/ /
[ /
/ //

Problema 18.7.4 (2 puntos) Se va a celebrar una carrera popular. Entre los participantes, dos
de cada tres hombres y tres de cada cuatro mujeres han entrenado para la carrera.

a) Se eligen al azar y de forma independiente un hombre y una mujer de entre los participantes.
Calculese la probabilidad de que alguno de ellos haya entrenado para la carrera.
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b) Si el 65% de los participantes son hombres y el 35 % mujeres y se elige un participante al
azar, calcilese la probabilidad de que sea hombre sabiendo que ha entrenado para la carrera.

Solucidn: -
H : Hombre, M : Mujer, E : Entrena y E : no entrena.

_ _ 2 1 1 3
a) P(E alguno) = P(E|H)- P(E|M)+ P(E|H) - P(E|\M) + P(E|H)- P(E|M) = 5 - T+ 57 +

2 3 11

2.2 _-_--0091

5112 09N

P(HNE) 0,65 -2/3
b) P(H|E) = = =0,62275
) P(HIE) P(E) 0,65-2/3+0,35-3/4
E

34

14

=]

Problema 18.7.5 (2 puntos) La distancia anual, en kilémetros (km), que recorren las furgonetas
de una empresa de reparto, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal
de media p km y desviacion tipica o = 24000 km.

a) Determinese el tamafio minimo de una muestra aleatoria simple para que la amplitud del
intervalo de confianza al 95 % para p sea a lo sumo de 23 550 km. .

b) Se toma una muestra aleatoria simple de 25 furgonetas. Suponiendo que p = 150000 km,

calcilese la probabilidad de que la distancia media anual observada, X, esté entre 144240
km y 153840 km.

Solucion:

a) Amplitud= 23550 = E = 11775, 2,5 = 1,96

24000
E = 205 = 11775 = 1,96
Jn 7
1,96-24000)2
> (222 15,950 — n = 16
"—( 11775 : "

b) n =25, u= 150000 = X ~ N (u, \‘}) = N(150000; 4800)
n

144240 — 150000 153840 — 150000)
P(144240 < 153840) = P <Z< = P(-1,2 <
( 0< 53840) ( 4800 == 4800 (

X < 2 <
Z<0,8)=P(Z<0,8 —P(Z<-1,2)=0,7881 — (1 — 0,8849) = 0,673
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18.8. Julio 2018 (extraordinaria)- Opcién B

Problema 18.8.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro
a € R:

r+3y+z =a
204+ ay — 6z =8
xr—3y—5z =4

a) Discitase el sistema en funcién de los valores del pardmetro real a.

b) Resuélvase para a = 4.

Solucién:
a)
1 3 1 |a
A= 2 a —6|8 i JAl=—-6a—12=0= a= -2
1 -3 —-5|4

& Sia#—-2= |A| #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

@ Sig= -2
B 1 3 1] -2 P 1 3 1] -2
A= 2 -2 -6 8 =| Fb,=2F | = 0 -8 -8 12 =
1 -3 —-5| 4 F; — Fy 0 -6 -6 6
Py 1 3 1] -2
F = 0 8 —8| 12 — Sistema incompatible
4F5 — 3F; 0 0 0]-12
b) Sia=4:
z+3y+z =4 r=4
204+4y—6z =8 =< y=0
r—3y—52 =4 z=0

Problema 18.8.2 (2 puntos) Los beneficios, en millones de euros, de una determinada inversién

vienen dados por la funcién f(z) = z2 — 12z, donde z representa cierto indice que puede tomar
cualquier valor real.

a) Determinese, en el caso de que exista, el valor del indice para el que el beneficio es mayor que
el de todos los valores de un entorno suyo. ;Cudl seria el beneficio para ese valor del indice?

b) Supéngase que el valor actual del indice es z = 4 y que estd previsto que éste experimente
un incremento positivo. Justifiquese si el beneficio aumentard o disminuira.

Solucién:
a) fl(r) =322 -12=0= 2 = £2 y f"(x) = 6z por el método de la segunda derivada en

r=2= f"’(2) =12 > 0 = hay un mfnimo, y en v = -2 = f"’(-2) = -12 > 0 =

hay un méximo, con f(—2) = —8 4+ 24 = 16 millones de euros, siempre y cuando la variable
z pueda tener valores negativos.

396



Mix(-2,16)
P

0,0)

Min(2,-16)

b) La funcién f es creciente en el intervalo (—oo, —2) U (2,00), luego para valores superiores a
x = 2 los beneficios irdn creciendo.

Problema 18.8.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

242" si <0
() = 2 si >0
3+

a) Determinense el dominio de f(x) y estiidiese su continuidad.
0

b) Calculese / f(z)dzx
~1

Solucion:

a) Dom(f) =R

lim (23 +2¢%) =2

r— 0~

=2/3
s =Y

Luego la funcién es discontinua no evitable en z = 0, en ese punto hay un salto. f es continua
en R — {0}

0
7 %:1,014
e

0 0 24
b) / f(x)d:r:/ (23 +2e%)de = == +2°| =- —
-1 —1 4 -1 4

Problema 18.8.4 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tal que P(A) =
0,4, P(B)=0,6 y P(AUB) =0,8. Calctlese:

a) P(ANB).
b) P(AU B|A).
Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

Solucion:
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N

~
b
C

Z
|

= P(A)+ P(B)— P(ANB) = P(ANB)=0,440,6—0,8 =0,2
= P(B)— P(ANB)=0,6—0,2=0,4

3
N
=

=

|

—— . _ PAAUBNA) PANBNA) _P(¢) _
b) P(AUBJ|A) = P(A) - P(A) ~ P(A) =0

Problema 18.8.5 (2 puntos) Una empresa quiere lanzar un producto al mercado. Por ello desea
estimar la proporcién de individuos, P, que estarian dispuestos a comprarlo.

a) Asumiendo que la proporcién poblacional es P = 0,5, determinese el tamaio minimo necesa-
rio de una muestra de individuos para garantizar que, con una confianza del 95 %, el margen
de error en la estimacién no supere el 3% (£3%).

b) Se tomé una muestra aleatoria simple de 450 individuos de los cuales 90 afirmaron que
comprarian el producto. Obténgase un intervalo de confianza del 90 % para la proporcién de
individuos que estarian dispuestos a comprar el producto.

Solucién:

a) E=0,03,p=0,5,¢=0,5y 2/ = 1,96

E=z o /Pl > (1’96)2(0 5-0,5) = 1067,11
— *a/2 n = 0’03 ) ) - )

Luego n = 1068.

90
b) n = 450, za/2=1,645yp:ﬁ20,2=> q=0,8.

pq 0,2-0,8
E =202 =1,645¢/ =% = 0,031
Fa/2\[ 7 450

IC=(X-EX+E)=(0,2-0,031;0,2 + 0,031) = (0,169;0,231) = (16,9 %; 23,1 %)
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Capitulo 19

Ano 2019

19.1. Modelo 2019 - Opcién A

Problema 19.1.1 (2 puntos) Se consideran las matrices

O~ =
o O =
=)

2 3 5
A= 1 3 6 y B=
3 3 m

donde m es un parametro real.
a) Determinese para qué valores de m para los que la matriz A es invertible.

b) Considérese la ecuacién matricial A- X = A- B+ B. Para m =5 , exprésese X en funcién
de A y By calcilese la matriz X.

Solucion:

a) |[A|=3(m—4)=0= m =14
La matriz serd invertible para cualquier valor de m € R — {4}.

b) Param=5A-X=A-B+B= X=A"YA-B+B) =AY (A+I)B=(I+A")B:

2 3 5 —1 0 1
A= 1 3 6 |= A= 13/3 —-5/3 —7/3 |,
3 35 -2 1 1
0 0 1
I+A 'Y= 13/3 -2/3 -7/3
—2 1 2
0 0 1 1 10 0 0 1
X=| 13/3 —2/3 —7/3 101 )= 11/3 13/3 -3
-2 1 2 00 1 -1 -2 3

Problema 19.1.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
—2r+3y<4; 20+y>4; 2x—y<A4.
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a) Represéntese la regién S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

1
b) Obténganse los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) = 0,5z + gy en S, indicando

los puntos de la regién en los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.

Solucion:

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =

1
0,5z + gy calculando su méximo y su minimo, sujeto a las restricciones (Regién factible):

—2x+3y <4
S 2x+y>4
2r —y <4
Y y /
\ // B
\\ i //,///
S ot
"B(4,4)
\/m,z)
il B A(2,0)
EE N
e - ol // \\
" e
e - /{_J;‘ ﬁfrysd
) | g
A - \
e N
- g
A \

La regién S y los vértices a estudiar serdn: A(2,0), B(4,4) y C(1,2):

b)
£(2,0) = 1 Minimo
f(4,4) = 10/3 Méximo
f(1,2)=1/6

El méximo es 10/3 y se alcanza en el punto B(4,4) mientras que el minimo es de 1 y se
alcanza en el punto A(2,0).

Problema 19.1.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

x?—1

1o)==

a) Calcilese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa x = 0.
b) Calcilense sus asintotas verticales y horizontales, si las tuviese.

Solucion:
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1 1
a) f'(z) = m la pendiente de la recta es m = f'(0) = 1Y el punto de tangencia serd
1
(0, f(0)) = {0, 5) La recta es:

1 1
y—i—z(x—O):>x—4y+2—0

b) Asintotas:

@ Verticales:

Enz=1;

; x?—1 0 , 2x 2 ,

Im —— = |=-| = lim = —, luego en x = 1 no hay asintota, hay un
r—132+x—2 0 z—12x+1 3

una discontinuidad evitable (un agujero)
En z = -2:

@ Horizontales: y =1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Problema 19.1.4 (2 puntos) En una determinada sede de la EV AU hay un 45 % de alumnos de la
modalidad de ciencias y un 40 % de Ciencias Sociales. Todos los alumnos de Ciencias Sociales hacen
el examen de Mateméaticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II (M ACCSSII). De los alumnos de
Ciencias de esa sede, un 5% va a realizar el examen de M ACCSSII. En esa sede ningtin alumno
del resto de modalidades se examina de M ACCSSII. Se toma a un alumno al azar de esa sede.
Calculese la probabilidad de que:

a) Se examine de M ACCSSII.

b) Sabiendo que se examina de MACCSS sea un alumno de la modalidad de Ciencias.

Solucion:

a) P(ECS) = P(ECS|CN)P(CN)+P(ECS|CS)P(CS)+P(ECS|Res)P(Res) = 0,45-0,05+
0,4-1+0,15-0 = 0,4225

ECS|CN)P(CN)  0,05-0,45
P(ECS) 00,4225

b) P(CN|ECS) = L 0,053
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ECN

0,95
¢ ECS
0,45 0,05 o
]
0.4 s
15 1 ECS
ECN
1
Res
a CS

Problema 19.1.5 (2 puntos) Una plataforma de televisién quiere lanzar un nuevo paquete de
contenidos de pago. Por ello desea estimar la proporcién de clientes, P, que estarian dispuestos a

contratarlo.

a) Asumiendo que la proporcién poblacional es P = 0,5, determinese el tamaio minimo necesa-
rio de una muestra de individuos para garantizar que, con una confianza del 95 %, el margen

de error en la estimacién no supere el 2% (£2 %).

b) Se tomé una muestra aleatoria simple de 500 clientes de los cuales 85 afirmaron que con-
tratarfan el paquete. Obténgase un intervalo de confianza del 90 % para la proporcién de

individuos que estarian dispuestos a contratar el paquete.

Solucién:

a) p:O757q21_p:075yza/2:1796

: 0.5-0.5
B =20y 2L =106/ 2222 = 0,02 =
n n

1,96~0,5>2
> —— | =2401 = n = 2401
n_( 0.02 0 n 0
b)
85
pT:%=0,17:>qr=1—pT=0,83yza/2:17645:

[Dr - dr /0,17 - 0,83
E = Za/g n = 17645 W = 0,0283

IC = (p, — E,p, + E) = (0,142;0,198)
Entre el 14,2% y el 19,8 %

19.2. Modelo 2019 - Opcién B

Problema 19.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro

real a:
6r+2y+z2z=1

r+3y+z=2
5r —y+az=—1
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a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuélvase para a = 0.

Solucion:

a)

6 2 1] 1
A= 1 3 1| 2 ; |Al=16a=0= a=0
5 —1 a| -1

& Sia# 0= |A| #0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sia=0:

6 21 1 F 6 2 1 1
A= 1 3 1 2 = | 6F,—F = 0 16 51 11 =
5 -1 0|-1 6F5 —5F 0 —-16 —-5|—11
Py 6 2 1|1
F, = 0 16 5|11 — Sistema Compatible Indeterminado
F3+ F, 0 0 0O
b) Sia=0:
1 1
6r+2y+z=1 fZ_E_EA
r+3y+z=2 — y:E_i/\
or —y = —1 16 16

z=A

Problema 19.2.2 (2 puntos) Considérese la funcién real de variable real:

Fo) = { 20 +a si < -1

2T s x> 1
a) Determinese el valor del pardmetro a € R para el cual f(x) es una funcién continua en
r=—-1

b) Héllese el drea de la regién limitada por el eje de abscisas, las rectas ¢ = 0y z = 1y la
grafica de f(z).

Solucion:
a)
lim (2x4+a)=-2+4+a
r— —1—
= 24+a=1=— a=3
lim e?*t2=¢0=1
z— —11
b)
1 1 1 1 2
/ f(z)dx = / 2 2 dy = —2 T2 = (e — 1) u? ~ 23,6 u?
0 0 2 0o 2
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Problema 19.2.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

z—1
@)= 5=
v +1
a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calctlense sus mdximos y minimos locales, si los tuviese.

Solucion:
2 —2x—1

——— = =1+v2
CESIE 0= =z V2

a) f'(2) = -

(—00,1—=v2) | (1 =v2,1+V2) | (1++2,00)
f(z) - + -
f(z) | decreciente N\ creciente decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (1 — V2,1 + \fZ), y es decreciente en el intervalo

(00,1 —V2) U (1 + V2, 00).
-1 2 1 2
b) Tiene un méximo en (1 + \/5, * f) y un minimo en <1 — \@, — +2\[>,

2
Problema 19.2.4 (2 puntos) Se escoge al azar un cliente de un determinado hotel de la costa
espafiola. Se sabe que la probabilidad de que sea espanol es 0,2. La probabilidad de que siendo

extranjero sea hombre es 0,45. Finalmente la probabilidad de que sea una mujer espanola es 0,1.
Calculese la probabilidad de que:

a) Conocido que es espanol, sea un hombre.

b) Sea una mujer.

Solucion:
s H
/
W N
= NE T ——H
. M
o) PME) = PMOE) 0L 1o pgiE) =1— P(MIE)=0,5

P(E) 0,2 2
b) P(M) = P(M|E)-P(E)+ P(M|NE)-P(NE) =0,5-0,2+0,55-0,8 = 0,54

Problema 19.2.5 (2 puntos) El contenido en azicares, medido en kilogramos (kg), de los botes
de 1 kg de miel natural del Valle de Valdeén se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p kg y desviacién tipica o = 0,1 kg.
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a) Determinese el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacion de u sea menor que 0,025 kg, con un nivel de confianza
del 95 %.

b) Sabiendo que p = 0,7 kg, calcilese la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de tamano 20, la media del contenido en aziicares de esos botes sea menor que 0,65
kg.

Solucion:
N(p;0,1)

a) E=0,025y 24/ = 1,96

E:ZQN%ZL%?}% = 0,025 = n > (W)2_61,47:>
n =62
b) u=0,7,0=0,1y n=20.
0,65—0,7

P(X<0,65)=P|Z< Z—
(X' <0,65) ( ~ 0,1/v/20

1—P(Z<2,24)=1-0,9875 = 0,0125

) =P(Z < -2,24) =

19.3. Junio 2019 - Opcién A

Problema 19.3.1 (2 puntos) Se consideran las matrices

k12 101 11
A= 143 ), B=l 010 ] yCc=|o0 -1
00 7 40 3 1 0

a) Obténgase el valor de la constante k para que el determinante de la matriz A — 2B sea nulo.

b) Determinese si las matrices C'y (C* - C), donde C* denota la matriz traspuesta de C, son
invertibles. En caso afirmativo, calctlense las inversas.

Solucién:
E 1 2 1 01 k—2 1 0
a) A-2B=| 1 4 3 |-21 0 1 0 |= 1 2 3 | =
0 0 7 4 0 3 -8 0 1
29
|A—2B|=2k-29=0—= kz;
b) Como C no es cuadrada no es invertible.
1 0 1 1 ! 2 1
CTcz( ) 0 -1 :( >:>|CTC|:37£0:>
1 -1 0 1 0 1 2

(o =( 35 ags )
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Problema 19.3.2 (2 puntos) Una voluntaria quiere preparar helado artesano y horchata de
auténtica chufa para un rastrillo solidario. La elaboraciéon de cada litro de helado lleva 1 hora
de trabajo y la elaboracién de un litro de horchata 2 horas. Como la horchata no necesita leche,
sabe que puede preparar hasta 15 litros de helado con la leche que tiene. Para que haya suficiente
para todos los asistentes, tiene que preparar al menos 10 litros entre helado y horchata, en un
maximo de 20 horas.

a) Represéntese la region del plano determinada por las restricciones anteriores.

b) Si el beneficio por litro es de 25 euros para el helado y 12 euros para la horchata, obténgase
la cantidad de cada producto que se deberd preparar para maximizar el beneficio y calcilese
el beneficio maximo que podria obtenerse.

Solucién:
x: litros de helado e y litros de horchata.

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
252 4 12y calculando su méximo,, sujeto a las restricciones (Regién factible):
r+y=>10
z+2y <20
S r <15
x>0
y=>0

14(0,10)

C(15,0)

La regién S y los vértices a estudiar serdn: A(0,10), B(15;5/2), C(15,0) y D(10,0):

b)
£(0,10) = 120
f(15;5/2) = 405 Méximo
£(15,0) = 375
£(10, 0) — 250

El méximo es 405 euros y se alcanza en el punto B(15;5/2)) lo que supone preparar 15 litros
de helado y 2,5 litros de horchata.
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Problema 19.3.3 (2 puntos) La derivada de una funcién real de variable real, f(x), viene dada
por la expresién:
f(x) =22% —42 -6

a) Obténgase la expresion de la funcién f(x) sabiendo que pasa por el punto (0, 3).

b) Determinense los extremos relativos de la funcién f(z) indicando si corresponden a méximos
o minimos relativos y estudiese la concavidad (U) y convexidad (N) de esta funcién.

Solucién:
2 22° 2 <
a) f(z)= | (22° —4x—6)dx = S —22° —6x+ C como f(0) =3 = C = 3 luego la funcién
sera: ,
2
f(z) = %—2332—630—&—3

b) flz) =222 42 —6=0=o=—-1yz=3

(—OO,—l) (_133) (3700)
f(x) + 7 +
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (3,00), y es decreciente en el intervalo

(—1,3). Tiene un maximo en (71, 3 ) yun minimo en (3, —15).

[fz)=4z—-4=0= z=1:

(—o0, 1) (—1,00)
f"(z) - +

f(x) | convexa N | céncava U

3
La funcion tiene un punto de inflexién en el punto (1, —3)

Problema 19.3.4 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tal que P(A) =
0,6, P(B)=0,8y P(ANB) =0,1.

a) Calctilese la probabilidad de que ocurra el suceso A sino ha ocurrido el suceso B y determinese
si los sucesos A y B son independientes. B denota el complementario del suceso B.

b) Obténgase la probabilidad de que ocurra alguno de los dos sucesos, A o B.

Solucién:
Voy a resolver este problema organizando los valores en una tabla de intersecciones:

Sucesos Sucesos
A \ A \ Totales A \ A \ Totales
B 0,8 |=—|B 0,510,3 0,8
B 0,1 B 0,11]0,1 0,2
Totales | 0,6 1 Totales | 0,6 | 0,4 1
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a) P(A|B) = PE) 02 0,5
P(ANB) =0,1 P(ANB) =0,1
P(A)=0,6 {p(A).p(E):o,a.o,zzqm

P(B)=0,2
P(ANB) # P(A)- P(B) = Ay B no son independientes.

b) P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(AnB)=0,6+0,8—0,5=0,9
Problema 19.3.5 (2 puntos) El precio mensual de las clases de Pilates en una regién se puede

aproximar mediante una variable aleatoria con distribucién normal de media p euros y varianza
49 euros?.

a) Seleccionada una muestra aleatoria simple de 64 centros en los que se imparte este tipo
de clases, el precio medio mensual observado fue de 34 euros. Obténgase un intervalo de
confianza al 99,2 % para estimar el precio medio mensual, p, de las clases de Pilates.

b) Determinese el tamano muestral minimo que deberia tener una muestra aleatoria simple para
que el error méaximo cometido en la estimacién de la media sea como mucho de 3 euros, con
una confianza del 95 %.

Solucidn:
N(p;7) yaque 0 =Var(X) =49 = o0 =7

a) n==64, X =34y NC =0,992:
1—a=0,992 = a=0,008=> 2, = 0,004

P(Zgza/2):1—%:1—0,004:0,996:> %:2,65

7
E= ,zm% =265 =2,319 —

IC=(X—E,X +E) = (34— 2,319;:34 + 2,319) = (31,681; 36, 319)
b) E=3y NC=95% = z4/2 = 1,96:

7
E= za/Q% — 31,9~

19.4. Junio 2019 - Opcién B

Problema 19.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente de un pardmetro
real m:

2
— n> (1796§) =20,91 = n =21

—r+y+z2=0
z+my—z=0
r—y—mz=0

a) Determinense los valores del pardmetro real m para que el sistema tenga soluciones diferentes
a la solucion trivial x =y = 2z = 0.

b) Resuélvase para m = 1.

Solucién:
Se trata de un sistema homogéneo.
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-1 1 1
= I m -1 |; [Al=m?-1=0= m=+1
1 -1 —-m

@& Sim # +1 = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = n° de incdgnitas y el sistema es compatible
determinado. (Solucién unica, la trivial z =y = z = 0)

@ Sim = £1 se trata de un sistema compatible indeterminado. Un sistema homogéneo no
puede ser incompatible.

b) Sim =1 la primera y la segunda ecuacién son iguales cambiadas de signo, eliminamos una
de ellas y resolvemos el sistemas:

T=A
{x—i—y—z—O ) =0
r—y—2=0 =\

Problema 19.4.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real:

8

@)= 2y

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z) y obténganse sus asintotas
verticales y horizontales, si las tuviese.

b) Obténgase la ecuacién de la recta tangente a la grafica en el punto de abscisa z = 2.

Solucién:
N 16z W
a) f(z) = [CCETIE =0= =0
(—OO, O) (07 OO)
["(@) + -
f(x) | creciente /| decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—o0o,0), y es decreciente en el intervalo (0, 00). Tiene
un méaximo en (0, 2).
Asintotas:

@ Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

@ Horizontales: y = 0

8

S w0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

1
b) La pendiente de la recta es m = f'(2) = R el punto de tangencia sera (2, f(2)) = (2,1).
La recta es: )
y—lz—i(x—2)2> r+2y—4=0
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Tangente: x+2y-4;¥?1‘ -

T Mix(0,2)

y=0

Problema 19.4.3 (2 puntos) La funcién real de variable real, f(x), se define segin la siguiente
expresion:
e +k si z<0
2 .
z—3

si z>3

a) Analicese la continuidad de la funcién en todo su dominio segin los valores de k.

b) Considerando k = 0, obténgase el drea del recinto acotado delimitado por la funcién f(z), el
eje de abscisas y las rectas z = -1y x = 1.

Solucién:

a) Continuidad en z = 0:

lim (e +k)=1+k
r— 0~
— 1+k=1=— k=0
lim (1—-2%)=1

z— 0t

Si k # 0 la funcién es discontinua en z = 0.
Continuidad en x = 3:

En z = 3 la funcién es siempre discontinua, en resumen: Si & =0 f es continua en R — {3}.

Sik #0 f es continua en R — {0, 3}
b) Con k = 0:

0 0
si= [ s@ar= [ ew= e 1o

52_/01 f(:z:)das—/ol(la:Q)dx_xxg —
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~ 1,3 u?

w| ot
Q|

2
S:|51|+‘52|:17671+§:

Problema 19.4.4 (2 puntos) De un estudio realizado en una regién, se deduce que la probabilidad
de que un nino de primaria juegue con consolas de videojuegos ma&s tiempo del recomendado
por los especialistas es 0,60. Entre estos ninos, la probabilidad de fracaso escolar se eleva a 0,30
mientras que, si no juegan mas tiempo del recomendado, la probabilidad de fracaso escolar es 0,15.
Seleccionado un nino al azar de esta regién.

a) Obténgase la probabilidad de que tenga fracaso escolar.

b) Si tiene fracaso escolar, determinese cudl es la probabilidad de que no juegue con estas
consolas mas tiempo del recomendado.

Solucion:

Sea V el suceso juega con consola de videojuegos mas tiempo del recomendado y F' el suceso

fracaso escolar. B -

P(F
P(FlV):O,30:w:> P(FNV)=0,30-0,6=0,18
P(V)
— P(FNV _
P(F|V):O’15:(p(v)):> P(FNV)=0,15-0,4 = 0,06

Voy a resolver este problema organizando los valores en una tabla de intersecciones:

Sucesos Sucesos
\% \ 1% \ Totales \% \ % \ Totales
F 0,18 | 0,06 == | F 0,18 | 0,06 | 0,24
F F 0,42 (0,34 | 0,76
Totales | 0,6 | 0,4 1 Totales | 0,6 | 0,4 1

a) P(F)=0,24

P(VNF) 0,06

b) P(VIF) = P(F) 0,24

=0,25

Problema 19.4.5 (2 puntos) El peso de las mochilas escolares de los nifios de 5° y 62 de primaria,
medido en kilogramos, puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p kilogramos y desviacion tipica o = 1,5 kilogramos.

a) En un estudio se tomé una muestra aleatoria simple de dichas mochilas escolares y se estimé
el peso medio utilizando un intervalo de confianza del 95 %. La amplitud de este intervalo
resultd ser 0,49 kilogramos. Obténgase el niimero de mochilas seleccionadas en la muestra.

b) Supéngase que p = 6 kilogramos. Seleccionada una muestra aleatoria simple de 225 mochilas
escolares, calctilese la probabilidad de que el peso medio muestral supere los 5,75 kilogramos,
que es la cantidad maxima recomendada para los escolares de estos cursos.

Solucion:
N(p;1,5)
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a) 2E=0,49 = E=0,245y 2/, = 1,96

o 1,5

E:ZOA/Q%::LQG\/E

1,5-1,96
0,245

2
:0,245:>n2< ) =144 =

n =144

b) u=6,0=1,5y n=225.

PX>57) =P(z> 205
1,5/1/225

1-P(Z<-25)=1-(1-P(Z<2,5))=P(Z<2,5) =0,9938

) =P(Z>-2,5) =

19.5. Junio 2019 (coincidente)- Opcién A

Problema 19.5.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-

tro a € R:
z+2y+(a+2)z=1

r+y+az=0
(a—1lz+2z=a+1

a) Discitase el sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuélvase para a = 2.

Solucion:

B 1 2 a+2| 1
A= 1 1 a 0 i JAl=a®>-3a=0= a=0, a=3
a—1 0 2 a—+1

@& Sia#0ya#3= |Al # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n? de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado.

@& Siag=0:

1 2 2|1 Py 1 2 2 1
A= 1 1 0/0 =| FKhL—-F | = 0o -1 —-2|-1 =
-1 0 2|1 s+ Fy 0 2 4] 2
P 1 2 2] 1
F =0 -1 —2|-1 | =
Fs5+2F, 0 0 0] O
Sistema Compatible Indeterminado.
& Siag=3:
B 1 2 511 P 1 2 5 1
A= 1 1 3]0 =| Fh—-F = 0o -1 —-2|-1 =
2 0 24 Fy— 2, 0 —4 —-8| 2
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B 1 2 5 1
Ey = 0 -1 —-2|-1 ==
F3; —4F, 0 0 0 6
Sistema Incompatible.
b) Sia=2
r+2y+4z=1 r=-1
r+y+22=0 =< y=-3
r+22=3 z=2

Problema 19.5.2 (2 puntos) Se consideran las funciones reales de variable real

xt ar 1
=—+5 20; =

a) Hallese el punto en el que la recta tangente a la grifica de f(z) tiene pendiente —3 y de-
terminese la ecuacién de esta recta tangente.

b) Calctlese el valor de a € R, a > 0, para que el drea de la regién acotada del plano delimitada
por la grafica de g, las rectas t =0y = 1 y el eje OX sea igual a 2 u>.

Solucién:
a) fllx) =2 +5= m=f(a) =a®>+5=-3= a®> = -8 = a = —2 y el punto de
tangencia es (a, f(a)) = (=2, f(=2)) = (—2,14)

1 1
ax 1 a 1
de = =Iln|z? + 1| — =
/0 (x2+1+(1+$)2) v =gl -y .

aln2+1 3
_— =2 = —~/4
> = a 2 ,33
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Problema 19.5.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real:

$2

f(x):x2—4x+3

a) Determinense el dominio y las asintotas de f(z).

b) Obténganse los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn.
Solucién:

a) Dom(f) =R — {1,3} y Asintotas:

@ Verticales:

Enz=1:
z? 1 22 1
lIm —— = {—} = 400, iIm —m— = {7} = —0
s—1- 22 —4x +3 0+ a—1+ 22 — 4o + 3 0-
En z = 3:
x? 9 x? 9
lim ———— = {—} =-00, Ilim —— = {—} =400
s—3- 22 —4x +3 0- z— 3+ 22 — 4z +3 0+
@ Horizontales: y =1
z? 1
lim —— =
2360 2 — 41 +3
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
2x(2z — 3)
b / = == = == 2.
) f(x) 113 0= 2=0yx=3/
(—00,0) (0,3/2) (3/2,00)
i EI ¥ -
f(x) | decreciente N, | creciente /| decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,1)U(1,3/2), y es decreciente en el intervalo (—oo, 0)U
(3/2,3) U (3, +00). Tiene un maximo relativo en (3/2,—3) y un minimo relativo en (0, 0)

¥

Fi

Min(0,0)

Mix(3/2,-3)

x=1 =3
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Problema 19.5.4 (2 puntos) En una panaderia se elabora pan de dos tipos: blanco y cereales. Uno
de cada tres panes es de cereales. Un pan blanco tiene la misma probabilidad de estar elaborado
con masa congelada que con masa fresca, mientras que la probabilidad de que un pan de cereales
se elabore con masa fresca es de 0,6. Se elige un pan al azar. Determinese la probabilidad de que:

a) Esté elaborado con masa fresca.
b) Sea de cereales sabiendo que esta elaborado con masa congelada.

Solucion:

Sea B pan blanco, C' pan de cereales, M C masa congelada y M F masa fresca.

MC
0,50
B
2/3 0,50 MF
173 0.40 MC
g
0,60 ME

a) P(MF)= P(MF|B)P(B) + P(MF|C)P(C) = % £0,5+ % £0,6=0,53

0.4-1
b Pepre) - PEEONE _ B0 g a5

9

Problema 19.5.5 (2 puntos) El tiempo que dura una sesién de rehabilitaciéon de hombro, en
minutos (min), se puede aproximar por una variable aleatoria X con distribucién normal de media
1y desviacién tipica ¢ = 10 min.

a) Determinese el tamaio minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacién de p sea menor que 5 min, con un nivel de confianza del

95 %.

b) Supéngase que p = 40 min. Calctilese el tamano que debe tener una muestra aleatoria simple
para que P(X < 38) = 0,1587.

Solucion:
N (p;10)

a) E=5y 242=1,9

10

10 1,96 - 10
NG

2
- ) = 15,3664 —>

E = 20— =1,96 :5:712(

N



- 38 — 40
P(ngs)P(ZgW)

):0,1587:> P(Zng) —0,8413 —

I
v
—
N
INA

H
|
~
N
IA
m‘:

19.6. Junio 2019 (coincidente)- Opcién B

Problema 19.6.1 (2 puntos) Considérense las matrices A, B y C siguientes, donde a,b,c € R.

-3 -3 0 O -2 a
a=(75 3) m=(0 ) ve=(77)
a) Determinense los valores de a, b y ¢ para que se verifique
C-A=B-Cy |C]=2
Nota: |C| es el determinante de la matriz C'.

b) Calctilese, para los valoresa =b=c=1,C~'-B-Cy B,

Solucién:

)(72 a><73 73>_<O 0)(—2 a)

& b e 2 2)7\o -1 b ¢

(Lfra orm)_( 0 0y

—-3b+2¢ —-3b+2¢ -b —c
6+2a=0 0= -3
—3b+2c=-b -
—3b+2c=—c = { lc):g

|IC| =—2c—ab=2
I (=21 1 ( -1/3 1/3)
b)a—b—C—1:>C—< 1 1):>C —( /3 23

cme-(F G DT D-(3 )

o o
|
—_
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Problema 19.6.2 (2 puntos) Para el mantenimiento de las piscinas de cierto hotel se quiere
utilizar cloro de disolucién lenta (CL) y cloro estabilizado (CE). El hotel quiere que la cantidad
de cloro que se use en la temporada de verano, sea como mucho 500 kg y la cantidad de cloro de
disolucién lenta sea mayor que la cantidad de cloro estabilizado al menos en 100 kg. No podran
utilizarse mas de 350 kg de cloro de disolucién lenta ni menos de 100 kg de cloro estabilizado. Cada
kg de cloro de disolucién lenta cuesta 30 euros, mientras que cada kg de cloro estabilizado cuesta
el doble.

a) Represéntese la regién del plano determinada por las restricciones anteriores.

b) Se desea que el gasto, respetando las caracteristicas anteriores, sea el minimo posible. De-
terminense las cantidades de cloro de cada tipo que deben usarse para minimizar los costes.
Obténgase el valor del coste minimo.

Solucién:
x: Kg de cloro de disolucién lenta (C'L) e y kg de cloro estabilizado (CE).

a) Se trata de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo f(z,y) =
30z + 60y calculando su minimo,, sujeto a las restricciones (Regién factible):

x4y <500 z+y <500

x> y+ 100 r—y > 100
S x < 350 = z < 350

y > 100 y > 100

x>0 x>0

=100

B(350,100)

=350

Laregion Sy los vértices a estudiar serdn: A(200, 100), B(350;100), C(350, 150) y D(300, 200):

b)
£(200,100) = 12000 Minimo
£(350;100) = 16500
£(350,150) = 19500
£(300,200) = 21000

El minimo gasto es de 12000 euros y se alcanza con el consumo de 200 kg de de disolucién
lenta (CL) y 100 kg de cloro estabilizado (C'E).
Problema 19.6.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

3

fz) =

2 —aq
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a) Calculese el valor del pardmetro a € R para que f(x) tenga tangente horizontal en z = 3.

b) Héllense las asintotas de f(x) para a = 4.

Solucion:
a) f'(z) = xz;f__a?g) como f'(3) =0 = 909 = 3a)

3

b) Sia=4= ﬁ Asintotas:

@ Verticales:
Enx=-2:

lfim L*{E}*—oo lim LS—{E}
e—2-x2—4  L0—] ’ N

s—2t 22 — 4 0+ oo

@ Horizontales: No hay

z xs

:cgnoo x2—4 e
@ Oblicuas: y =mx +n
3
m = lim ﬂ = lim =1
r—> 00 I z— 00 13 — 4x
3 4
n= lim (f(z)—mz)= lim ( —x): lim v
r—r 00 Tr—>r 00

Problema 19.6.4 (2 puntos) Sean A y B sucesos de un experimento aleatorio tal que: P(A|B) =
1 1 2

-, P(B|[A)==-y P(A) ==

L PBIA) = £y P(A) =2

Calctilese:

a) P(BUA)
b) P(ANB)

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.
Solucién:

a) P(BUA) = P(BNA)=1-P(ANB) =1— (P(B|A)P(A))

-5 2=2, (p(AmB):P(B\A)P(A):;)
b) P = S5 — p(s) = )
P(AmB):P(B)_P(AmB):m_P(AmB):1//3_;:;
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Problema 19.6.5 (2 puntos) En la zona centro de una ciudad, el alquiler mensual de los locales
comerciales se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media g
euros y desviacion tipica o euros.

a) Suponiendo g = 3000 euros, determinese o para que al elegir una muestra aleatoria simple
de tamano 49, la probabilidad de que el alquiler medio mensual de la muestra supere los 3125
euros sea 0, 20.

b) Suponiendo una desviacién tipica poblacional igual a 1000 euros y el valor de p desconocido,
determinese un intervalo de confianza al 95 % para p, basado en la informacién de una muestra
aleatoria simple de 100 locales comerciales en la que se observé un alquiler mensual medio

de 3300 euros.

Solucién:
N(p;0)
— g g
= 3000 :49.XzN(3000,—):N 3000, -
a) yn /19 ( 7)
P(Y23125)=P<22M> :P<Z28—75> =
o7 o
1—P(Z§%) =0,20 = P(Zgﬁ):0,8:>
g g
875

2% _ 0,845 — o = 1035, 5
o
b) o = 1000, n = 100, X = 3300 y Zas2 = 1,96

1000

IC = (X — E, X + E) = (3300 — 196, 3300 + 196) = (3104, 3496)

19.7. Julio 2019 (extraordinaria)- Opcién A

Problema 19.7.1 (2 puntos) Sean las matrices

A= ., B=| 1

3

— = Q
— O N

4
a
2
a) Calctlense los valores de a para los cuales la matriz A no tiene matriz inversa.

b) Para a = 3, calcilese la matriz inversa de A y resuélvase la ecuacién matricial AX = B.

Solucion:

a) |[Al=a(a—2)=0= a=0y a=2. No existe A~! para estos dos valores.
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b) Para a = 3:

3 4 2 1 0 -2
A= 1 3 0 |=A'=| -1/3 1/3 2/3
121 -1/3 —2/3 5/3

1 0 -2 9 3

AX=B= X=A"'B=| -1/3 1/3 2/3 1 )= -2/3

-1/3 -2/3 5/3 3 4/3

Problema 19.7.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) = 22 — 8z.

a) Determinese en qué puntos la tangente a la curva y = f(z) es horizontal.

b) Calctlese el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grafica de f, el eje de
abscisas y las rectas x =0, x = 2.

Solucién:
4 2v/3 2v3 32v3
a) f(z) =22° — 8z = f'(r) =62 -8=0= m::t\/;::tTf = (—\?)[,E;/) y
2V3 323
3 9
b) 20 —8r=0= 2=0,2 =2y x = —2. Luego la funcién no corta el eje de abscisas en el
intervalo [0, 2]:
2 4 2
Sy :/ (22 — 8x) dr = — —4952} =-8
0 2 0
S =18 =1|—8 =8 u?
©0) 20 X
N

Problema 19.7.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

f@)=4 g TSI
-4 s x>3

a) Estudiese la continuidad de f.
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b) Determinese si f tiene asintotas horizontales, verticales u oblicuas.

Solucion:

a)
, z3
hm 27 = —0
z—3- 2% —9

lim (2* —4) =5

z—> 3t

Luego la funcién es discontinua no evitable en x = 3, en ese punto hay un salto. f es continua
en R — {£3} (En z = —3 hay una asintota vertical)

b) Asintotas:

@ Verticales:
En x = 3 hay una asintota por la izquierda, se ha visto en el apartado anterior.

En x=-3:
I 3 B {727} -
x—l>n—13f x22—9 Lot ] >

a3 {727}
—_ = | —| =4

lim 5
z— —3+ 24 —9 0—

@ Horizontales: No hay.

= -
z— oo x2 —9
@ Oblicuas: y = mz +n
, (x) , 23
m= lim —*= lim =1
rT—> —0c0 T z— —o0 3 — 91

x=3
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Problema 19.7.4 (2 puntos) Los escolares de un cierto colegio de Madrid fueron encuestados
acerca de su alimentacién y de su ejercicio fisico. Una proporcién de 2/5 hacian ejercicio regular-
mente y 2/3 siempre desayunaban. Ademds, entre los que siempre desayunan, una proporcién de
9/25 hacian ejercicio regularmente. Se elige al azar un escolar de ese colegio

a) {Es independiente que siempre desayune y que haga ejercicio regularmente?

b) Calctlese la probabilidad de que no siempre desayune y no haga ejercicio regularmente.

Solucién: - o
FE : hace ejercicio, E : no hace ejercicio, D : desayuna y D : no desayuna.
2 — 3 2 — 1 9 P(END)
P(E)=-, P(E) ==, P(D) ==, P(D E|D ————~ — P(END) =
(B) = ¢, P(E) = ¢, P(D) = 5, P(D) = 3y P(EID) = 5 = P(D) ( )
9.2_6
25 3 25
Ponemos los datos en una tabla:
Escolares Escolares
E \ E \ Totales E \ E \ Totales
D 6/25 2/3 |= D 6/25 | 32/75 2/3
D 1/3 D 4/25 | 13/75 1/3
Totales | 2/5 | 3/5 1 Totales | 2/5 | 3/5 1
P(END)=6/25 P(END)=6/25
a) P(E)=2/5 = =
P(D)=2/3 P E)-P(D)=2/5-2/3 =4/15
P(END)#P(E ) = D no son independientes.
13
b) P = —
) P(EID) =

Problema 19.7.5 (2 puntos) Una mdaquina rellena paquetes de harina. El peso de la harina en
cada paquete se puede aproximar por una distribucién normal de media p y desviacién tipica 25
gramos.

a) Se analiza el peso del contenido de 15 paquetes. La media muestral de estos pesos resulta
ser 560 gramos. Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95% para la media
poblacional.

b) Se sabe que la media poblacional del peso de la harina de un paquete es 560 gramos. Calctilese
la probabilidad de que la media muestral no sea menor que 565 gramos para una muestra de
50 paquetes.

Solucion:
N (p;25)

a) n=15,7:560yza/2:1,96

25
=1,96——= = 12,652
V15

IC = (X — E, X + E) = (547, 348; 572, 652)



- 25
b) =560 = X zN(560,—) = N(560; 3, 54
) 70 ( )

- 565 — 560
P(X2565):P(Z> o0 o

frng > =
2 =35 ) P(Z >1,41)

1—P(Z <1,41) =1 —0,9207 = 0,0793

19.8. Julio 2019 (extraordinaria)- Opcién B

Problema 19.8.1 (2 puntos) Un alcalde quiere instalar un estanque rectangular en un parque de
la ciudad con las siguientes caracteristicas. El estanque deberd tener al menos 2 metros de ancho
y al menos 5 metros de largo. Ademas su largo debe ser al menos 2 veces su ancho pero no més de
tres veces su ancho. Cada metro del ancho del estanque cuesta 1000 euros y cada metro de largo
500 euros. Y se cuenta con un presupuesto de 9000 euros.

a) Determinese la regién del plano delimitada por las restricciones anteriores sobre las dimen-
siones del estanque.

b) Si se desea que el estanque respetando esas caracteristicas tenga el mayor ancho posible,
determinense el largo del estanque y su coste.

Solucién:
Sea z: ancho e y: largo.

1000z 4 500y < 9000 2r+y <18
Yy > 2x 2z —y <0
y < 3z = 3z—y>0
T > 2 x>2
y=95 y=>5

S

Los vértices a estudiar seran: A(2,5), B(2,5;5), C(4,5;9), D(3,6;10,8) y E(2,6). El mayor
ancho lo tiene el punto C'(4,5;9) con 4,5 m y un coste de f(4,5;9) = 9000 euros. (f(z,y) =
10002 4 500y)
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Problema 19.8.2 (2 puntos) Se considera la matriz

3 8 10
A= 2 1 2
4 3 6
v la matriz B es tal que
(/0 3 -1
ABy*=- 0 -1 1
2\ 2 -3 -3

a) Calctilese A1,

b) Calctilese B~!.

Solucién:
a)
3 8 10 0 3/2 —1/2
A= 21 2 |= A= 1/3 11/6  —-17/6
4 3 6 ~1/6 —23/12 13/12
0 3 -1
b) SeaC={ 0 -1 1
2 -3 -3

0 3 -1 3 8 10 10 0
-1 0 -1 1 2 1 2 = 11 2
2 -3 -3 4 3 6 -6 2 -2

Problema 19.8.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por f(z) =
23 + 2% — 5x + 3.

a) Determinense los puntos de corte con los ejes de coordenadas asi como los limites de la
funcién cuando z tiende a infinito y a menos infinito.

b) Determinense los valores de x en los que la pendiente de la recta tangente a la funcién es
igual a 3.

Solucion:

a) Con el eje OY: hacemos z = 0 = f(0) =3 = (0,3).
Con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 2z +2% -5z +3=0= (1,0) y (—3,0).

Im (¥ + 22 —52+3)=—-00 lim (2% +2%—52+3) =00

Tr—> —00 Tr—> 00

b) f(x) =322 +2r -5y f'(a) =3 = 3a*+2a—5=3= 3a*+20-8=0=a= -2y
4
=3
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Problema 19.8.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos con P(A) = 0,3, P(B|A) = 0,4, P(B|A) =
0, 6. Calculese:

a) P(A|B).
b) P(AB).

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

Solucién: B
Tenemos P(A) = 0,3y P(A) =0,7, ademds:

_ P(AnB) _ _
— _ P(ANB) - B _
Ponemos los datos en una tabla:
Sucesos Sucesos
A \ A \ Totales A \ A \ Totales
B 0,12 | 0,42 —| B 0,12 0,42 | 0,54
B B 0,18 | 0,28 | 0,46
Totales | 0,3 | 0,7 1 Totales | 0,3 | 0,7 1
a)
P(ANnB) 0,12
P(A|B) = = =0,222
(4]B) P(B) 0,54 ’
b)
— . PANB 2
p@AE) = PADB) 028 o

P(B) 0,46

Problema 19.8.5 (2 puntos) Para estudiar el absentismo laboral injustificado, se desea estimar
la proporcién de trabajadores, P, que no acuden a su puesto de trabajo sin justificaciéon al menos
un dia al afno.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional de absentismo laboral injustificado es P = 0,22,
determinese el tamano minimo necesario de una muestra de trabajadores para garantizar
que, con una confianza del 99 %, el margen de error en la estimacién no supera el 4 %.

b) Tomada al azar una muestra de 1000 trabajadores, se encontré que 250 habia faltado injus-
tificadamente a su puesto de trabajo al menos una vez al ano. Determinese un intervalo de
confianza al 95 % para la proporcién de individuos que se ausentan en el trabajo al menos
una vez al ano sin ninguna justificacién.

Solucion:

a) p=0,22,¢=0,78y 2,2 = 2,576

Pq 2,576)2
E = 2,91/ = = >< ,22.0,78) = 711,
Za/2\| YT (0,22-0,78) = 711,69

Luego n = 712.
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250
b) n = 1000, za/2 = 1,96 p = 7555 = 0,25 => ¢ =0,75.

pq 0,25-0,75
E = 2,0/ = =1,961/ ———"= = 0,02
Za)2 - 96 1000 0,0268

IC=(X—E,X+E)=(0,25—-0,0268;0,25 + 0,0268) =

(0,2232;0,2768) = (22,32 %; 27,68 %)

19.9. Julio 2019 (extra-coincidente)- Opcién A

Problema 19.9.1 (2 puntos) Se consideran las siguientes matrices

-1 -1 1 1 31
A= 2 2 -1 |, B= -2 -2
2 1 -1 24z 2 -1

a) Calciilese A - B y determinense los valores de = para los cuales A - B es invertible.

b) Calctlese la inversa de A - B cuando x = 1.

Solucidn:
-1 -1 1 1 3 1 11 0
a) A-B= 2 2 -1 x -2 =2 |=1 =z 0 -1 =
2 1 -1 24z 2 -1 0 2 1
|A-B|=2—-2=0= 2 =2. Luego 3(A-B)"! Vx € R — {2}
b) Para x = 1:
-1 -1 1 1 3 1 11 0
A-B= 2 2 -1 1 -2 -2 J]=({10 -1 |=
2 1 -1 3 2 -1 0 2 1
2 -1 -1
(A-By = -1 1 1
2 -2 -1

Problema 19.9.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
3x—y>5, 3y—x>1, y+ax<7
a) Represéntese S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Determinese el valor méximo de la funcién f(z,y) = = 4+ 4y en S, indicando el punto en el
cual se alcanza dicho valor.

Solucién:
a) Los vértices a estudiar serdn: A(2,1), B(5,2) y C(3,4)
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b) f(z,y) =x+4yen S: { f(5,2) =13 = El valor méximo serd de 19 y se alcanza en el
7(3,4) = 19
punto C(3,4).

Problema 19.9.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

z+1
2 —4

a) Determinense las asintotas verticales y horizontales de f, si las hubiese.

b) Calctlese la derivada de f(z), para los valores de  en donde f es derivable y determinese la
pendiente de la recta tangente a la grafica en el punto x = 1.

Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales:

En x =2:
1i x+1:{i}:—oo
z—2- 22 —4 0-
If ””H:[i} +o0
z—2t 22 —4 0t
Enz=-2:
T z+1 _[;1}:_00
z— —2—- 22 — 4 0
r+1 -1
I_>_2+x2_4={—_}=+oo

@ Horizontales: y = 0.

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
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x=-2|

=0

x=2

Problema 19.9.4 (2 puntos) Una udnica carta, escogida al azar, es eliminada, sin ser vista, de
una baraja espanola de 40 cartas, 10 cartas de cada palo (espadas, copas, oros y bastos). Una vez
eliminada, se escoge al azar otra carta, entre las que quedan en el mazo, y se observa.

a) Calculese la probabilidad de que la carta observada sea del palo de espadas.

b) Si la carta observada no es del palo de espadas, calciilese la probabilidad de que la carta
eliminada tampoco lo haya sido.

Solucioén: o
E1 : la primera carta es espadas, E1 : la primera carta no es espadas, E2 : la segunda carta es
espadas y E2 : la segunda carta no es espadas.

939 ~E2
El
10/40 o
303975
1039 —E2
30/40 S __
1
29390~%7

9 10 10 30 1

a) P(E2) = P(E2|E1)P(E1) + P(E2|E2)P(E2) = 55 - 15+ 35 0 = § = 0,25
b) P(EI|ED) - P(EAEDP(ET) _ 29/39-30/40 _ 29
P(E2) 1—1/4 39
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Problema 19.9.5 (2 puntos) En las especificaciones de una mdquina tragaperras se establece que
la proporcién P de veces que la méquina devuelve algo a quien la use es 1/4.

a) Utilice la aproximacién por la distribucién normal para calcular la probabilidad de obtener
al menos 20 devoluciones de 100 veces que se juega.

b) Sin tomar en cuenta las especificaciones, si en 100 juegos la maquina devolvié algo al jugador
sblo en 15 ocasiones, calctlese un intervalo de confianza del 99 % para la proporcién P.

Solucion:

1 3
a) p:f,qzzynleO. Comon > 10, np=100-0,25=25>5y ng=100-0,75=75>5

podemos utilizar la aproximacién a una normal:

X ~ B(n;p) = X = N(np; /npq)
X ~ B(100;0,25) = X ~ N(25;4,33)

19,5 — 25
4,33

=1-(1-P(Z<1,27)) = P(Z < 1,27) = 0,8980

P(X220)=P<Z> ):P(Z>—1,27):1—P(Z<—1,27)

15
b) n =100, za/2 = 2,575, p = 7= = 0,15 = § =0,85.

b4 0,15-0,85
E= za/g\/g = 2’575‘/T = 0,092

IC = (p—E,p+ E) = (0,15 — 0,092; 0, 15 + 0, 092) =
(0,058;0,242) = (5,8 %; 24,2 %)

19.10. Julio 2019 (extra-coincidente)- Opcién B

Problema 19.10.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro
real a:

r+y=1
axr —z =3
204+ 2=2

a) Discutase la unicidad de la solucién del sistema en funcién del valor de a.

b) Resuélvase el sistema para a = 1.

Solucion:
a)
B 1 1 0|1
A= a 0 -1|3 |; |[A|l=2—-a=0= a=2
0 2 12
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@ Sia+#2=— |A| # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

& Sig=2:

11 0|1 P 1 1 01
A= 2 0 —-1|3 =\ Fo—-2F | = 0 -2 —-111 =
0 2 112 3 0 2 112
Fy 1 1 01
Ey = 0 -2 —-1]1 =
F3+ Fy 0 0 013
Sistema Incompatible
b) Sia=1:
r+y=1 r=-3
r—z=3 = y=4
2+ 2=2 z=—06

Problema 19.10.2 (2 puntos) Considérese la funcién de variable real

fz) =

{ -2 si 2<0
at+e P si x>0

a) Determinese el valor de a para que la funcién sea continua en z = 0.

b) Para a = 1/5, calctlese el drea de la regién limitada por el eje de abscisas, las rectas x = 0
y * = 1/5, y la grafica de f(x).

Solucion:

a)

lm (22 —x) =0
c— 0~
— a+1=0= a=-1

Im (a+e ") =a+1

z—> 0t

1
b) En el intervalo [0,1/5] la funcién es f(z) = E + e75% comprobamos si la funcién corta al eje
OX en ese intervalo:

1
flx) = £ +e =)= %% = — no tiene soluciones reales.
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—bx

F(x):/ (%ﬂ*fw) dx:%+c

15 11 1 6 1
= — 407 —F(Z)]-F0)=——-—~0,1
51 /0 (5 te ) de (5) (0) = 55 — 50 = 0,166

6 1
S:|Sl|:2—5—%20,166u2

0,0) (1/5,0)

Problema 19.10.3 (2 puntos) considera la funcién de variable real

x—3
f@) = 35—
4 — 2z
a) Determinense las asintotas verticales y horizontales, si las hubiese.
b) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucion:

a) Asintotas:
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@ Verticales:

Enz=0: o
T r—3 -3
m ——=|—|=—-
t—0- 22 —2x  LOT]
i r—3 [—3] n
m ——=|—|=+
z—0t 22 —2x L0
En x=2: -
T r—3 -1 +
m ——=|—| =+
—2- 22 —2x L0~
i x—3 [—1]
m ———=|—| =—-©
r—so+ a2 —2¢ L0t
@ Horizontales: y = 0.
r—3

Im ——=0
z— 00 22 — 21

@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) f’(x):—W:Oz r=3+3

(—00,3—v3) [ 3= V3,3+V3) | (3+V3,+x)

f(z) +
f(z) | decreciente N\ creciente decreciente “\

La funcién es creciente en el intervalo (3 — v/3,2) U (2,3 4 V/3), y decreciente en el intervalo

2\/§>

(—00,0) U (0,3 — v/3) U (3 + v/3,00), tiene un minimo en el punto (3 + /3, 5

243
2

(0,13;1,87) y un mdximo en (3 — 3, ) = (1,27;1,87).

x=0 e

Min(0,13;1,87)
=0 Méx(1,27:1,87) x

Problema 19.10.4 (2 puntos) Se lanza un dado para decidir si se va al cine o al teatro. Si sale 1
0 6 se va al teatro, en caso contrario se va al cine. Luego, se escoge una funcién al azar, de cine o
teatro, seguin lo que haya indicado el dado. El 50 % de funciones de teatro son comedias mientras
que sélo 112 de las 448 funciones de cine lo son.
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a) Calctlese la probabilidad de ver una comedia.
b) Si el resultado fue no ver comedia, calcilese la probabilidad de que haya sido en el teatro.

Solucién:
T': teatro, C: cine, Com: comedia y Com: no comedia.

1/2 Com
T
173 12 -
14 Com
213
(G
3/4 Com
1 1 1 2 1
a) P(Com) = P(Com|T)P(T)+ P(Com|C)P(C) = >3 + 133
ooy P@omPT) 3 1
b) P(T|Com) = PCom) —y o1 =N

Problema 19.10.5 (2 puntos) La factura, en euros, de una cena para una persona, reservando

en pucherodelujo.com, se puede aproximar por una variable aleatoria normal de media 4 = 25 y
desviacion tipica o = 5.

a) Calctlese la probabilidad de que el coste medio por comensal, de 9 personas escogidas al azar
que reserven en la pagina, no sea mayor que 30 euros.

b) Determinese el ntimero minimo de comensales que deberia tener una muestra aleatoria simple

para que el coste medio por comensal no exceda los 30 euros con probabilidad no inferior a
0,95.

Solucion:
N(25;5)

30 — 25
p@ ———j:PZ —0,
<55 (Z < 3) = 0,9987
30 —25

b) P (X <30) > 0,95 = P(Zgw

)20,95:» Vi > 1,645 = n>2,7=> n=3.
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Capitulo 20

Ano 2020

20.1. Modelo 2020 - Opciéon A

Problema 20.1.1 (2 puntos) Se consideran las matrices

a=(53) = 1) e-(1 1)

a) Calcule los valores de a y de b para que se verifique A% = 21I.

b) Para a =0y b = 2, determine la matriz X tal que XA =B — X.

Solucion:
a)
a 1 a
A’( b 2 ) < b

1
9
2
a“+b a-+2 2 0
<ab—|—2b b+4)(0 2>:>

a?+b=2
a+2=0 :>{a:—2
ab+2b=0 b=-2
b+4=2

b) XA=B-X= XA+X=B= X(A+I)=B= X=B(A+I)"!

A+I=<g ;>+<(1) ?)z(; ;):>(A+I)_1:(72 ?)
0
0

e (113 7)-(4

Problema 20.1.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) definida por

—x+a si T < —8
f(x) = Jr  osi 8<ax<1
Inz si r>1

donde In denota el logaritmo neperiano y a € R. Se pide:
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a) Proporcionar el valor del pardmetro a para que la funcién anterior sea continua en el punto
de abscisa x = —8 y analizar la continuidad de la funcién en el resto de los puntos de su
dominio.

b) Obtener la recta tangente a la funcién en el punto z = ey estudiar el crecimiento/decrecimiento
de esta recta. Justifique su respuesta.

Solucion:

a) Continuidad en x = —8:

lim (—z+4+a)=8+a

r—> —8~
= 8+a=-2= a=-10
lim Vo =-2
z— —8%1

Continuidad en x = 1:
lim Jzr=1
rx— 17
Iim Inz=0

rz—> 1t

En z =1 la funcién es discontinua y no evitable, hay un salto concluimos que para a = —10
la funcién es continua en R — {1}

b) Cuando z = e larama es f(z) =Ina:
a=e b=f)=f)=1, f0)=> = m=(a) ==

1 1
y—b=mrz—-a) = y—-1=-(r—e) = y=—2x
e e

1
Como la pendiente de esta recta m = — > 0 = la recta es creciente.
e

Problema 20.1.3 (2 puntos) Dada la curva
f(z) =2 +42x -5

a) Halle el punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la recta y — 6z + 1 = 0,
indicando su abscisa y ordenada.

b) Calcule el drea del recinto acotado del plano limitado por la gréficas de f(z) y g(x) =
—2% 4 4x + 3.

Solucion:

a) y = 6z — 1 =la pendiente de la recta es m =6

f/(z) = 2x + 4 la pendiente de la recta es m = f'(a) =2a+4 =6 = a =1y el punto de
tangencia serd (1, f(1)) = (1,0). La recta es:

y—0=6(zr—-1)= y=6x—6
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y-6x+1=0'

b) f(x)=g(x) = 2* +4x -5= -2’ +42+3= 22> - 8=0=—= 2 ==42

23

Pz) = /(f(a:) _ (@) dz = /(23;2 ~8)dr= "o~ 8

S = /2 (@) — (o)) da = F(@) ~ F(-2) = (3 ~16) ~ (5 +16)

64 64
=—0 = S:|51|:§u2

y=g(x)

Problema 20.1.4 (2 puntos) En una tienda en periodo de rebajas, el 80% de las ventas son
de ropa y el 20 % restante son complementos de moda. De las ventas que se realizan en la cam-
pania, el 20 % de las ventas de ropa son devueltas, mientras que sélo se devuelven el 10 % de los
complementos. Si una de las ventas es elegida al azar, calcule la probabilidad de que la venta:

a) Sea una prenda de ropa y sea devuelta.
b) Sea devuelta.

Solucion:

437



R
0.8 _
0.8 =
0.1 D
0.2
C
0.9 5

a) P(RND) = P(D|R)P(R) =0,2-0,8 =0, 16
b) P(D) = P(D|R)P(R) + P(D|C)P(C) =0,2-0,8+0,1-0,2=0,18

Problema 20.1.5 (2 puntos) La cantidad de principio activo en las pastillas de una determinada
marca de detergente puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p mg y varianza 0,09 mg?.

a) Si una muestra aleatoria simple de 400 pastillas proporcioné una cantidad media de principio
activo de 13 mg, halle un intervalo de confianza al 99 % para la media poblacional.

b) Determine el tamafno muestral minimo para que el error méximo cometido en la estimacién
de p por la media muestral sea menor de 0,05 mg con un nivel de confianza del 98 %.

Solucién:
02 =Var(X)=0,09 = 0 =0,3 = N(u;0,3)

a) n=400, X =13y z4/2 = 2,575:

0,3
E= ZQ/Q% = 2,575 = = 0,038625

IC = (X — E, X +E) = (13 — 0,038625; 13 + 0, 038625)

IC = (12,961375; 13,038625)

b) E=0,05y 245 = 2,325

o 0,3
E = — = 0,05 =2,32—= —
Za/?\/ﬁ s ’ \/ﬁ
2,325-0,3)2
> —— | =194,6025 = n=1
_( 50 94,6025 n =195
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20.2. Modelo 2020 - Opcién B

Problema 20.2.1 (2 puntos) Dadas las matrices

1 0 m 3 1
Az(éSi),B: 0 1 1), C= 0 2
m—1 0 1 4 3
a) Proporcione el valor de m para que A- B = C"*
b) Para m = 0 calcule B!,
Solucién:
1 0 m
a)A-B:Ct:>(102) 0 1 1 :(304>
0 2 1 1 2 3
m—1 0 1
<2m71 0 m+2>_<3 0 4>:> 72nm+721—:43 .
m—1 2 3 S\l 2 3 B
m—1=
m=2
100 10 0
b) m=0= B= 011 )|]=B"'=| -11 ~1
-1 0 1 0 1

Problema 20.2.2 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

r+ay+z= 6
2r—y+z2= a-—-1
—rx4+y+z 2

a) Discuta el sistema para los distintos valores de a € R.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 2.

Solucion:
a)
1 a 1 6 1
A= 2 -1 1la—1 |; |A|:—3a—1:0:>a:—g
-1 1 1 2

1 _
* Siag# -3 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n® de incognitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién dnica)

1
(..S.:—*:
1&3
1
=31 L/ 3 -1 3|18
A= - 6 -3 3|-4 |=
S YN 21 1 1] 2



P 1 3 -1 3] 18 R
Fy, —2F; - 0 —1 —-3|-40 = F, =
3Fs + Fy 0 2 6| 24 F3+2F,

3 -1 3| 18

9 0 —1 1|-40 = Sistema Incompatible
0 0 0|-—56

b) Sia=2:
T+2y+z= 6 =1
2t —y+2= 1 =< y=2
—rz+y+z= 2 z=1

Problema 20.2.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
J(@) = V2we ™
a) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y calcule lim  f(x).
Tr—>r —00

b) Halle el drea del recinto acotado del plano delimitado por la grafica de la funcién, el eje de
abscisas y las rectas x = -1y z = 1.

Solucion:

a) fll@)=v2e " (1-2202) =0= z=1=+

o V2N (V2 V2 V2
T2 27 2 27
f'(x) = + -
f(x) | decreciente N\, | creciente /' | decreciente N\

V2 V2
EERER

|

La funcion es creciente en el intervalo

(=-9)o()

2 2
Tiene un Maximo en ({, el/2> y un minimo en (—\2[, —61/2).

>, y es decreciente en el intervalo

lim f(z)= lim @:[ﬁ]: Y2 _ V2

T—> —00 zT— —co e%? 00 z— —0o Qrer? T 0

b) La funcién f(x) = V2ze ™™ =0 = z = 0 corta al eje OX en z = 0 y tendremos dos
recintos de integracién: [—1,0] y [0, 1].



SyzAlﬂ@:ﬁm)—me:é2O_1>

€

2 1 1
szwﬂ+wﬂ=2%:ﬁ—g)=v§@—g):Q%4ﬁ

v.o

Problema 20.2.4 (2 puntos) Se lanza un dado para decidir el niimero de veces que se lanza una
moneda.

a) Obtenga la probabilidad de no observar ninguna cruz.

b) Dado que no se observé ninguna cruz, jcudl es la probabilidad de haber lanzado la moneda

2 veces?
Solucién:
Sea X el nimero de cruces y sea Y el nimero que ha salido en el dado. P(Y =1) = P(Y =2) =
1
P(Y =3)=P(Y =4)= P(Y =5) = P(Y =6) = ¢
a)
1 1
PX=0Y=1)=_ -
(X=o0y=1)=¢
P(X—0|Y—2)—1 1 1—1<1>2
B 6 2 2 61\2

HX:mY—@zé(a
fmxzmyzmzé(;f
o -ar-a-1(2)



- (1 0 00 ) - ) -
% [; (5;_—111 _é {1_( )6} ~ 0,164
b) P(Y =2|X =0) = P()}(D(:XOWO): 2) _ % [1%9();6] _ 06?116151617 — 0,2541

Problema 20.2.5 (2 puntos) En verano, en Madrid, se instalan puestos callejeros de venta de
melones y sandias. Se sabe que el peso de las sandias puede aproximarse por una variable con

distribucién normal de media p y desviacion tipica o = 450g.

a) Si se toma una muestra de 25 sandias y se obtiene una media muestal de X = 2700g, calcule
un intervalo de confianza al 95 % para la media poblacional.

b) Si el peso medio de las sandias es p = 3000g, calcule la probabilidad de que el peso medio de

una muestra de cuatro sandias escogidas al azar esté entre 3000 gy 3450 g.

Solucién:
N (p;450)

a) n=25 X =2700y Zo/2 = 1,96

20 176,

g
E=z,9—=1,96
2 m N
IC = (X — E,X 4+ E) = (2700 — 176, 4; 2700 4 176, 4) = (2523, 6; 2876, 4)

b) u=3000yn=4

3000 — 3000 3450 — 3000
P(3000< X <3450) =P —— < Z< T "—— ) =
450/V/4 450/+/4

P(0<Z<2)=P(Z<2)—P(Z<0)=0,9772 — 0,5 = 0,4772

20.3. Julio 2020 - Opcién A

Problema 20.3.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-

tro real a:

rz+ay=20
rz+22=0
z4+ay+(a+1l)z=a
Se pide:

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucion:
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o 1 a 0 0
a) A= 1 0 2 |0 ]; |A=-ala+1)=0= a=0ya=-1.
1 a a+1]a

@ SiageR-{0,-1} = |4] # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n° de incdgnitas
= SCD: Sistema compatible determinado, solucién tnica.

& Sig=-—1:
1 -1 0|0 F 1 -1 0] 0
A= 1 0 2|0 = | KL-F | = 0 1 2|0 —> SI: sistema
1 -1 0| -1 Fs—F 0 0 0|-1
incompatible, no tiene solucién.
@ Siag=0:
1 0 010 P 1 0 00 FF
A = 1 0 210 = - = 0 0 2|0 = Fy =
1 0 110 F;5—F 0 0 1|0 2F3 — Fy
1 0 010
0 0 2|0 —> SC1T: sistema compatible indeterminado, tiene infinitas solu-
0 0 0|0
ciones.
b) Sia=0:
r=0 x = 0
{ 2:=0 )Y~ A
z=0

Problema 20.3.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

dr — 23

_TT Ly
3x+x2+

f(z)

a) Calcule el dominio de la funcién y obtenga el valor que hay que asignar a f(x) en = 0 para
que la funcién anterior sea continua en este punto.

b) Obtenga las asintotas de esta funcién en caso de que existan.
Solucién:

a) x4+ 22 =2B3+2)=0—=2=0yzr=-3—
Dom(f) =R —{-3,0}.

En z =0:

dz — o 4 322 4 1
roe +4:H+4: i 270 o2, 10

lim

z—0 3 + 22

La funcién f presenta en el punto 2 = 0 una discontinuidad evitable (un agujero) La extensién
por continuidad que necesita esta funcién para ser continua en ese punto seria hacer f(0) =
16
3

b) Asintotas:
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@ Verticales: En z = 0 no hay asintota por el apartado anterior. Analizamos en x = —3:

4 — g2

lfm +4:{;5}+4:+oo
z2——-3- 3+ 0—

, 4— 22
lim
z—s -3+ 3+

+4= {_—5} +4=-00

@ Horizontales: No hay

lim +4=—-00
r—o0 3+
@ Oblicuas: y=mx+n
—z? +4z +1
m= lim M: lim wzfl
T—r00 I z—> 00 4+ 3z

. ., Tx+16
y=—x+7

Problema 20.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
fx) = —2* 4+ 2% + 227

a) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa z = —1.

b) Obtenga el drea del recinto acotado delimitado por la funcién f(x) y el eje de abscisas para
valores de = > 0.

Solucion:

a) b= f(—=1)=0. f'(x) = —4a® + 32° + 42 = m = f’(—1) = 3 Luego la ecuacién de la recta
tangente sera:
y=3(x+1) = y=3zx+3

b) —at 423 +20° =0= z=—-1,2 =0y 2 =2. Como z > 0 el intervalo de integracién serd
el [0,2].
2 5 4 312
— 2x 44
S: — 4 3 2 2 = 7:1: x— _— = — 2
/O(x+x+x) U P T

Problema 20.3.4 (2 puntos) Una asociacién de senderismo ha programado tres excursiones para
el mismo fin de semana. El 40 % de los socios ird al nacimiento del rio Cuervo, el 35 % a las Hoces
del rio Duratén y el resto al Canén del rio Lobos. La probabilidad de lluvia en cada una de estas
zonas se estima en 0,5, 0,6 y 0,45, respectivamente. Elegido un socio al azar:

a) Calcule la probabilidad de que en su excursién no llueva.

b) Si en la excursién realizada por este socio ha llovido, jcudl es la probabilidad de que este
socio haya ido al nacimiento del rio Cuervo?

Solucion:
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LL

Sea C' ir al rio Cuervo, D ir a las Hoces del Duratén, L ir al Caién del rio Lobo, LL llueve y LL
no llueve.

a) P(LL) = P(LL|C)P(C)+P(LL|D)P(D)+P(LL|L)P(L) = 0,5-0,4+0,4-0,35+0,55-0,25 =
0,4775
P(LL|C)P(C) 0,5-0,4
b) P(C|LL) = = =0,38277
) P(CILL) P(LL) 1—0,4775

Problema 20.3.5 (2 puntos) La publicidad de una marca de boligrafos afirma que escriben 2 km.
Para realizar un control de calidad, se considera que la longitud de escritura de estos boligrafos
puede aproximarse por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media p km y desviacién
tipica 0,5 km.

a) Obtenga el nimero minimo de boligrafos que deberfan seleccionarse en una muestra aleatoria
simple para que el error maximo cometido en la estimacion de p por la media muestral, sea
como mucho 0,05 km con un nivel de confianza del 95,44 %.

b) Si la longitud media de escritura, u, es la anunciada en la publicidad, calcule la probabilidad
de que, con una muestra de 16 boligrafos elegidos al azar, se puedan escribir mas de 30 km.

Solucion:
N(p;0,5)

a) Zq2 =2y £ =0,05:

o _ 20, 5

E = —_
a2 T Y n

2-0,5>2
- > — 4
0,05 = n_(0’05 00
Luego n = 400.
- 30
b) Tenemos N(2;0,5),n=16y X = 6= 1,875

1,875
0,5/v/16
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20.4. Julio 2020 - Opcién B

3 1 2
Problema 20.4.1 (2 puntos) Se considera la matriz A dadapor A=| 0 m 0
1 -1 2

a) Calcule el valor del pardmetro real m para que A% —5A = —41I, siendo I la matriz identidad.

b) Para m = 1, indique si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.
Solucioén:

a) A2 —5A = Al

11 m+1 10 15 5 10 -4 0 0
0 m? 0 |- 0 5m 0 | = 0 -4 0
5 —m—1 6 5 —5 10 0 0 —4
—4 m—-4 10 -4 0 0 m—4=0
0 m>~5m 0 |= 0 4 0 |]={ m?—5m=-4
5 4—m —4 0 0 —4 4—-—m=0
— m=4
3 1 2
b)Sim=1:4=[ 0 1 0 |= |Al=440= 34~ "
1 -1 2
/2 -1 —1/2
A7l = 0 1 0
-1/4 1 3/4

Problema 20.4.2 (2 puntos) La region del plano S estd definida por las siguientes expresiones:
r23, 0<y<15, y—5+3>20 y—r<10, y+20> 2%

a) Determine las coordenadas de sus vértices y represente en el plano la regién S.

b) Obtenga el valor maximo y el valor minimo de la funcién f(z,y) = x + y en esta regidn,
indicando los puntos en los cuales se alcanzan estos valores.

Solucion:

a) La regidn factible S es:

x> 3 r>3

0§y§;5 0<y<15

y—5+-2>20 = r+2y > 10
2

y—x <10 r—y=>-10

y+20 > 2z 2r—y=<20
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x-y=-1

(5,13) WL

C(35/2,13)
E(3,13

2x-y=20

x=3

x+2y=10

A(3,7/2)

B(10,0)

0(0,0)

Los vértices son: A (3, ;)’ B(10,0), C <§, 15), D(5,15) y E(3,13).

b) La funcién objetivo f(z,y) = x + y sobre los vértices da los siguientes resultados:

7 ,
f (37 5) = 6,5 <= Minimo
£(10,0) =10
35 Ny
f (?, 15) = 32,5 <= Miéximo
f(5,15) =20
f(3,13) =16

35
El maximo se encuentra en el punto C (?7 15) con un valor de 32,5 y el minimo en el punto
A <37 ;) con un valor de 6,5.

Problema 20.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real dada por la siguiente
expresion:

f(z) =3(x+k)e 2

a) Indique el dominio de la funcién y obtenga razonadamente el valor del pardmetro real k para
que la tangente a la funcién en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal. Determine también
la ecuacion de la recta tangente a la funcién en dicho punto.

b) Para k = 1, senale los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
Solucién:

a) Dom(f) =R

f'(x):—gefg(m—i—k—% y f/(1)=0= ge*%(l—k):0:> k=1

b) Sik=1= f(z) =3 +1)e 2 = f'(z)= ge*%(l—x) =0=z=1
(—o00,1) (1,+00)
f'(=) + -

f(x) | creciente /| decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,1), y decreciente en el intervalo (1,00) con un

jé) = (1;3,64).

maximo en (1,
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Mix(1;3,64)
T

Problema 20.4.4 (2 puntos) Un estudio sobre la obsolescencia programada en una marca de
electrodomésticos revel6 que la probabilidad de que un microondas se estropee durante el periodo
de garantia es 0,02. Esta probabilidad se eleva a 0,05 para sus hornos eléctricos y se sabe que estos
sucesos son independientes. Cuando el microondas se ha estropeado en el periodo de garantia, la
marca amplia esta por dos anos més. El 40 % de los clientes con garantia ampliada no conserva la
factura de compra durante los dos anos de ampliacién.

a) Un cliente compra un horno y un microondas de esta marca. Obtenga la probabilidad de que
se estropee al menos uno de ellos durante el periodo de garantia.

b) Un cliente ha comprado un microondas. Calcule la probabilidad de que se le estropee durante
el periodo de garantia y conserve la factura durante los dos afios de ampliacion.

Solucién:
Sean los sucesos M se estropea el microondas, H se estropea el horno y F' conserva la factura.
P(M) = 0,02, P(H) = 0,05. Como M y H son independientes P(M N H) = P(M)P(H) =
0,02-0,05 = 0,001. También tenemos P(F|M) = 0, 4.

a) P(MUH)=P(M)+ P(H)—P(MnH)=0,02+ 0,05 — 0,001 = 0,069.

P(FN M)
P(M)
P(FNM)=P(M)—P(FNM) = P(FNM) = P(M)—P(FNM) =0,02—0,008 = 0,012.

b) P(F|M) = — P(FNM)=P(M)-P(F|M)=0,02-0,4 = 0,008.

Problema 20.4.5 (2 puntos) Determinado modelo de lavadora tiene un programa de lavado con
un consumo de agua que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribuciéon normal
cuya desviacion tipica es de 7 litros.

a) En una muestra aleatoria simple de 10 lavadoras los consumos de agua en un lavado con este
programa fueron los siguientes:

40 45 38 44 41 40 35 50 40 37

Construya el intervalo de confianza al 90 % para estimar el consumo medio de agua de este
modelo de lavadoras con dicho programa de lavado.

b) A partir de una muestra de 64 lavadoras elegidas al azar, se obtuvo un intervalo de confianza
para la media con una longitud de 5 litros. Obtenga el nivel de confianza utilizado para
construir el intervalo.

Solucién:
N(p;7)
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a) nle,Y:41yza/2:1,645

E= za/Q% —1,645—— — 3,64136

IC=(X—-E,X+E)=(37,36;44,64)

=~
e

b) n=64yL=2E=5=> E =25

2,5-8

E=zyp——= 2,5= T = 12,8571

7
Za/2—F—
f > /61

P(Z§2,86)=1—%:0,9979:> a=0,0042 = NC=1—a=0,9958

- Za/2 =

NC = 99,58 %

20.5. Julio 2020 (coincidente)- Opcién A

Problema 20.5.1 (2 puntos) Considere la matriz

A:

OO =
|
[T )
N OO

a) Calcule A% y A0,
b) Calcule (AA —3I)~!, donde I es la matriz identidad de orden 3.

Solucién:
1 0 0 1 2 0
a) A2=A-A=| 0 (-1)? 0 |,A*=4%A=( 0 (-1)* 0o |,
0 0 4 o o 2°
1 0 0 1 0 0
At=A3 A= 0 (-1D* 0 |,...,AY=( 0 (- 0 |=
o o 2 0o o0 21
1 0 0
01 0 Se observa como el término a1 de las matrices es cero cuando el exponente
0 0 21
es par y 2 cuando es impar.
1 00 3 00 -2 0 0
by B=AA-3I=| 0 1 0 J]—-{ 0 3 0 |= 0 -2 0
0 0 4 0 0 3 0 0 1
—1/2 0 0
(AA - 3I)~ -1/2 0
0 1

Problema 20.5.2 (2 puntos) Considere la regién del plano S definida por

r—y>0, y+2x<8 0<y<2
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a) Represente la regién S y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) Obtenga el valor maximo y el valor minimo de la funcién f(z,y) = 4o — y en la regién S,
indicando los puntos en los cuales se alcanzan dichos valores.

Solucion:

a) Los vértices a estudiar serdn: 0(0,0), A(4,0), B(3,2) y C(2,2)

—> El valor maximo sera de 16 y se alcanza en el

b

b) f(z,y) =4z —yen S: o
f(

punto A(4,0) y el valor minimo serd de 0 y se alcanza en el punto O(0,0).

Problema 20.5.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real
flz) =22 +ax® — 1

a) Determine el valor de del pardmetro real a para que el punto de abscisa x = —1 de la funcién
f(x) sea un méximo relativo.

b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) para a = 1.
Solucién:

a) f'(z) =622 +2ax = f'(-1)=6—-2a=0= a=3

f
f(x)=12042a = f"(-1)=-1246=—6 < 0= 2 = —1 es un méximo relativo.

1
b) Sia=1= f(z)=22°+2"-1= f'(z)=62>+22=0= szyac:—g.

(_007_1/3) (_1/370) (07 +OO)
TN - +
f(z) | creciente / | decreciente \ | creciente

1
La funcién es creciente en el intervalo <—oo7 —§> U (0,00), y decreciente en el intervalo
1 26

1
(—g, 0), tiene un minimo en el punto (0,—1) y un maximo en (—57 _ﬁ)
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0(6,0)

Miix(-1/3,-26/27)
Min(0,-1)

Problema 20.5.4 (2 puntos) En un festival de circo de verano el 70 % de los espectdculos son
gratuitos y el resto de pago. El 60 % de los espectdculos gratuitos se realizan en las calles, mientras
que de los de pago sélo se realizan en la calle el 20 %. Si un visitante del festival, elegido al azar,
decide ir a un espectéaculo, calcule la probabilidad de que:

a) El espectaculo sea gratuito y no se realice en la calle.
b) El espectdculo se realice en la calle.

Solucién:
G : espectaculos gratuitos, G : espectaculos de pago, C' : espectéculos en las calles y C' : espectéculos
en interiores.

a) P(GNC)=P(C|G)P(G)=0,4-0,7 = 0,28
b) P(C) = P(C|G)P(G) + P(C|G)P(G) = 0,6 -0,7+0,2-0,3 = 0,48

Problema 20.5.5 (2 puntos) El salario medio bruto mensual en Espaia en 2019 se puede apro-
ximar por una distribucién normal con o = 900 euros.
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a) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacién de p por la media muestral, X, sea a lo sumo de 200
euros, con un nivel de confianza del 95 %.

b) Suponga que p = 1889 euros. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de 64 individuos, la media muestral, X, sea mayor que 1900 euros.

Solucion:

N (3 900)

a) Zq/2 = 1,96 y E = 200:

900

900 1,96 - 900
NG

2
= 77,7924
200 ) ’

E =245~ =1,96"= =200 = nz(

7
Vn
Luego n = 78.

1900 — 1889

b) p=1889 y n = 64 P(X >1900) = P 2> —————
) 1 y ( ) ( 900, /61

) =PZ>0,1)=1-PZ <
0,1) =1 —0,5398 = 0, 4602

20.6. Julio 2020 (coincidente)- Opcién B

Problema 20.6.1 (2 puntos) Considere el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
tro a € R:
3r+2y+2=2a
2 +ay+2z=3
—r—y—z=2

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucion:

a)

A= 2 a 2|3 | |A=4-2a=0= a=2

& Sia#2= |A| #0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n® de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién unica)

& Sig=2:

3 2 114 2 32 14
2 2 2|3 |= B 2 2 2|3 | =
~1 -1 -1]2 OF, + Iy 00 0|5

Sistema Incompatible
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b) Sia=0:

11

T=T

34+2y+2=0 7
20 +2z2=3 — y=—=
—xr—Yy—z=2 2
5

=

Problema 20.6.2 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real:
flx)=ax®> 2>~z +a
a) Determine el valor del pardmetro real a para que haya un punto de inflexién en z = 1.

b) Para a = 2, calcule el drea del recinto acotado por la gréfica de f(z), el eje de abscisas y las
rectasz =0y x = 1.

Solucion:

1
a) f'(z) =3ax® — 22 —1 = f"(z) =6azx -2, f'(1) =6a—-2=0—= a=3

b) a =2= f(x) = 22> — 2?2 +2. La funcién no tiene puntos de corte con el eje de abscisas
en el intervalo [0, 1], luego:

1
S:/ (2x3—$2—x+2)dx: m——x——%+2x -
0

Problema 20.6.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real definida por:

2 —4x+3
2
flz)= ze =1

—a? si x<1

si x>1

a) Calcule lim1 f(z). (Es la funcién f(x) continua en todo su dominio?.
r—r

b) Calcule las asintotas de f(z).

Solucién:

a)
lim (—2?) = -1

r— 1~

— lim f(z)= -1
2$—4__1 w*ﬂf()

lim 5
r— 11 x4 —1

Y como f(1) =

0

—1 = f es continua en x = 1.

a? —dx+3 {0

1m
z— 1+ 2T

b) La rama z < 1 no tiene asintotas, estudiamos la rama x > 1:

@ Verticales: Las tnicas posibles son = 1 (por el apartado anterior no lo es) y z = —1
no estd en la rama, luego no hay asintotas verticales.
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@ Horizontales: y = 1.
i 2 —4x+3 _
$£>noo x2 —1 B

1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Problema 20.6.4 (2 puntos) En un kiosco de prensa del aeropuerto de Madrid el 40 % de las
ventas son periédicos y el resto revistas. Un 90 % de las publicaciones estéan en castellano. Ademaés
se sabe que un 8 % del total de las publicaciones son revistas en otro idioma. Calcule la probabilidad
de que una publicacién elegida al azar:

a) Sea un periédico, dado que estd publicado en otro idioma distinto del castellano.
b) Sea un periddico o esté publicado en otro idioma distinto del castellano.

Solucién: o
Pe: periddico, R: revista, C: castellano y C': otra lengua.

Pe | R | Total Pe R | Total
C 0,9 C 0,38 10,52 | 0,9
— — —
C 0,08 C 10,02]0,08] 0,1
Total | 0,4 1 Total | 0,4 | 0,6 1

P(Pen®) _ 0,02 _
C 0,1

b) P(PeUC) = P(Pe)+ P(C) — P(PenC)=0,4+0,1-0,02=0,48

a) P(Pe|C) =

Problema 20.6.5 (2 puntos) Se estima que el coste medio anual de la cesta de la compra de
una familia tipo se puede aproximar por una distribucion normal de media p y desviacion tipica
o = 500.

a) Se ha analizado el consumo de 100 familias tipo, obteniéndose un coste medio estimado de
5100 euros anuales. Calcule un intervalo de confianza al 90 % para la media p.

b) A partir de una muestra de 36 familias tipo, se ha obtenido un intervalo de confianza para
1 con un error de estimaciéon de 160 euros. Determine el nivel de confianza utilizado para
construir el intervalo.

Solucion:
N (p;500)

a) n=100, X = 5100 y z,/, = 1,645

500
E= zaﬂ% = 1,645 0 = 82,25

IC = (X — E,X + E) = (5017, 75; 5182, 25)
b) n=36y E = 160:

500
E= za/Q% = 160 = 20/

P(Z < 1,92)20,9726:1—%:> a=0,0048 = 1 —a =0,9452

— 240 =1,92

NC =94,52%
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20.7. Septiembre 2020 - Opcion A

Problema 20.7.1 (2 puntos) Dada la matriz A = ( z 5; ) con a € R.
a) Determine los valores del pardmetro a para los que se verifica la igualdad A2 —5A = -1,
donde I es la matriz identidad.
b) Calcule A~ para a = —1.
Solucién:
2
2 _ 25a)7<2 5a)7(—1 0)
a) A —5A= I:><a 3 5 e 3 )7 0 _1 )=

5a* — 6 0 )7(—1 0) B
( 0 5a2—6)"\ o0 -1 )~ ae=*l

o (2 -5 _1_(3 5)
b) Sia= 1:>A—<_1 3):>A =] 5

Problema 20.7.2 (2 puntos) Un vivero elabora dos tipos de sustratos. Para elaborar 1 m® del
tipo A necesita 60 kg de tierra vegetal y 30 horas de trabajo. Para elaborar 1 m® del tipo B necesita
50 kg de tierra vegetal y 50 horas de trabajo. El vivero dispone como maximo de 21000 kg de tierra
vegetal y 15000 horas de trabajo. Ademas, la cantidad de metros cibicos que elabora de tipo A
debe ser como mucho cinco veces la cantidad de tipo B. Por la venta de cada metro cibico de tipo
A obtiene un beneficio de 50 € y 60 € por cada metro cubico de tipo B.

a) Represente la regién del plano determinada por las restricciones anteriores y determine las
coordenadas de sus vértices.

b) Determine cudntos metros cibicos de cada tipo deben elaborarse para, respetando las res-
tricciones anteriores, maximizar el beneficio. Obtenga el valor del beneficio méximo.

Solucién:
Sea x ntiimero de m?® de tipo A e y nimero de m® de tipo B.

a) Podemos construir la siguiente tabla:

tierra vegetal | horas de trabajo
A 60 30
B 50 50
Totales < 21000 < 15000

La region factible seré:

60x 4+ 50y < 21000 6x + by < 2100
30x + 50y < 15000 — 3z 4+ 5y < 1500
x < by r—5y <0

z,y >0 z,y >0

Los vértices a estudiar serdn: O(0,0), A(300,60), B(200,180) y C(0,300)
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C(0,300)

X+5y=2100

B(200,180)

0(0,0) y=0

£(0,0) =

#(300, 60) — 18600

£(200, 180) = 20800 <= Méximo
£(0,300) = 18000

serd de 20800 € y se alcanza con 200 m® de A y 180 m® de B.

b) f(z,y) = 50x + 60y en S: = El beneficio méximo

Problema 20.7.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

6x

— s o<1
202 + 1
flay=4 7
2m+Inx si z>1

a) Estudie los valores del pardmetro m € R para que f(x) sea continua en x = 1 y calcule la
derivada de la funcién para x < 1.

b) Halle el drea de la regién del plano limitada por la curva y = f(x), lasrectasx = -1y z =0
y el eje OX:

Solucion:

a) Continuidad en z = 1:

) 6x
Im ———— =
—s1- 222 +1

Im (2m+Ilnz)=2m = 2m=2== m=1

z— 1t
£(1) = 2m
6x —1222 4+ 6
6x

b) En el intervalo [—1,0] la funcién es f(z) = y no corta al eje OX en ese intervalo.

222 + 1
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0 0
6z 3 3In3
Si= [ 2T g 2 (@ +1)| =-
' /_1 207417 Q(H(x—’—)fl 2
3In3 3In3
S=15=|- ; - ; ~ 1,65 u?

Problema 20.7.4 (2 puntos) Sean A y B sucesos de un experimento aleatorio tal que: P(A|B) =

1 1 2

—  P(B)==-v P(A) = -. lcule:

1 (B) 6y (A) 3 Calcule
a) P(AUB).

b) P((ANB)U (BN A)).

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S.

Solucién:
a) P(A|B) = P(;(E))B) — P(AN B) = P(A|B)P(B) = i . é _ i
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(A) + (1 — P(B)) - (P(A) - P(AN B) =

11
1—P(B)+P(AQB)f1—6+ﬂf

b) P((ANB)U(BNA))=PANB)+P(BNA)—-P((ANB)
P(A) — P(ANB) — P(¢) = P(A) + P(B) —2P(AN B) =

B
7
8

N\ -
v o

Problema 20.7.5 (2 puntos) El peso de una patata, en gramos (g), de una remesa que llega a
un mercado se puede aproximar por una variable aleatoria X con distribucién normal de media p
y desviacién tipica o = 60 g.

a) Determine el tamafno minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimaciéon de p sea menor que 20 g, con un nivel de confianza del
95 %.
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b) Suponiendo que se selecciona una muestra aleatoria simple de tamano n = 100, calcule el
valor de la media p para que P(X < 220) = 0, 9940.

Solucién:
N (p;60)
a) 2472 = 1,96y E = 20:
o 60 (1796-60)2
2a/2 e ,96\/5 5= n> 50 34,57

Luego n = 35.

220 — 220 — 220 —
b) P(X <220) =P (z< 2201 :P<Z§ 0 ”):0,9940:s 071 951 —
60/+/100 6 6
{1 = 204,94 ~ 205.

20.8. Septiembre 2020 - Opciéon B

Problema 20.8.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-

tro a € R:
r—ay=1
ar —4y —z=2
2c+ay—z=a—4

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 3.
Solucién:
a)
B 1 —a 0 1
A= a -4 —-1| 2 i JAl=—a*+3a+4=0=a=—1, a=4
2 a —1|a—4

@ Sia# —1ya#4= |A|l# 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sig=—1:
1 1 0] 1 I 1 1 o0]1
A= -1 -4 1| 2 |=| FK+F |= 0 -3 —-1]| 3 =
2 -1 —-1]|-5 Fy—2F, 0 -3 —-1/|-7
F 1 1 o] 1
5 = 0 -3 —-1| 3 =
Fy— Iy 0 0 0]|-=10

Sistema Incompatible
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@& Siag=4:

1 —4 01 Py 1 -4 0] 1
A= 4 —4 —-1)|2 = | [, —4F | = 0 12 —-1| -2 =
2 4 —-1|0 F;—-2F 0 12 -1 -2
B 1 -4 0] 1
Fy = 0 12 -1|-2 ==
F5 — F, 0 0 0] 0

Sistema compatible indeterminado

b) Sia=3:
xr—3y=1 x=-1/2
Jx—dy—z2=2 = y=-1/2
204+3y—z=-1 z=-3/2

Problema 20.8.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

ar®—3

fla) = 225
a) Calcule el valor del pardmetro a € R para que f(x) tenga una asintota horizontal en y = —1.
b) Para a = 1, halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y los extremos

relativos, si existen.
Solucién:

a)

lim M =a=-1

r—s 00 12 —h

b) Sia=1= f(z) = ii:g,Dom(f):R—{i\/g}.
—4
(70070) (Oﬂ OO)
I () + — = z = 0 es un maximo local.
f(z) | creciente ' | decreciente \,

La funcién crece en el intervalo (—oo, —v/5) U (=v/5,0) y decrece en el intervalo (0,v/5) U

(V5,00).
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\Mdx(0,3/5) =1

x=A5 x=\5

Problema 20.8.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real
flx)=e* 4z

a) Determine la ecuacién de la recta tangente a f(x) en x = 0.

b) Calcule
1
| @
0
Solucion:

a) a=0, f(x) =2*"+1 = m=f'(0)=3yb= f(0)=1comoy—b=mx—a) =
y—1=3z= y=3z+1.

y=3x+1

(0,1)

1 2z 271 2
* e x e
b) / (e** +2)dx = T e 3,6945
0 2 0 2
Problema 20.8.4 (2 puntos) En un instituto se decide que los alumnos y alumnas solo pueden
utilizar un tnico color (azul o negro) al realizar los exdmenes. Dos de cada tres exdmenes estén
escritos en azul. La probabilidad de que un examen escrito en azul sea de una alumna es de 0,7.
La probabilidad de que un examen esté escrito en negro y sea de un alumno es 0,2. Se elige un
examen al azar. Determine la probabilidad de que
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a) Sea el examen de un alumno.
b) Sabiendo que estd escrito en negro, sea de un alumno.

Solucién:
A: azul, N: negro, H: alumno y M: alumna.

P(4) =2, P(N) = 5, (M]A) = 0,7y P(N 11 H) =0,2
P(NNH) 0,2

PN H)=0,2= PUHIN) = —55= = 175 =06
0,3 H
0,7 ™~ M
0,6 H
0,4 M

a) P(H) = P(H|A)P(A) + P(H|N)P(N) = 0,3 % 10,6 é 0.4

b) P(H|N) = Iw ~ %206
3

Problema 20.8.5 (2 puntos) Una persona se ha propuesto salir a caminar todos los dias reali-
zando el mismo recorrido y cronometrando el tiempo que tarda en completarlo. El tiempo que
estd caminando por este recorrido puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién

normal cuya desviacion tipica es 10 minutos.

a) Utilizando la informacién de una muestra aleatoria simple, se ha obtenido el intervalo de
confianza (26,9;37,1), expresado en minutos, para estimar el tiempo medio que tarda en
realizar el recorrido, p, con un nivel de confianza del 98,92 %. Obtenga el tamafio de la

muestra elegida y el valor de la media muestral.

b) Si el tiempo medio para completar el recorrido es p = 30 minutos, calcule la probabilidad de
que, en una muestra de 16 dias elegidos al azar, esta persona tarde entre 25 y 35 minutos de

media para completar el recorrido.

Solucion:
N (p;10)
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37,1+ 26,9
a) E = %:32

12 -
37, 2 6.9 1w
NC =0,9802 = 1—a = a=0,0108 = 5 =0,0054 = P(Z<zp) =1-73

1—0,0054 =0,9946 = 2,/2 = 2,55

2.55-10\2
S R

51 =
5,1

10
=2,55— =

E:za/gi
vn Vn
Luego n = 25.
b) p=30yn=16:
35— 30 =P(-2<Z<2)=P(Z<2)-PZ<

P(25 <X <35 =P 10/vi6 10/v16
—2)=P(Z<2) - (1-P(Z<2))=2P(Z<2)—1=0,9544

IN
N
IN
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Capitulo 21

Ano 2021

21.1. Modelo 2021 - Opcién A

Problema 21.1.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A y B dadas por

100 00 0
A= a 1 0|, B=[ 1 0 0
b oc 1 110

a) Determine los valores de los pardmetros reales a, b y ¢ para que se verifique A> = A — B.

b) Para a = b = ¢ = 2, estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su

inversa.
Solucion:
1 0 0 1 0 0 1 0 0
a) A2=A-A= a 1 0 a 1 0 | = 2a 1 0
b ¢ 1 b ¢ 1 ac+2b 2c 1
1 0 0 0 0 O 1 0 0
A—B= a 1 0 — 1 0 0 = a—1 1 0
b ¢ 1 1 1 0 b—1 ¢—1 1
1 0 0 1 0 0
2a 1 0 = a—1 1 0 -
ac+2b 2¢ 1 b—1 ¢—1 1
2a =a—1 a=—1
ac+2b=b—-1 — b=-2
2c=c—1 c=—
1 0 0
b) Paraa=b=c=2= A= 2 1 0 |y|Al=140= 34~ %
2 2 1

N = O

1 0
A7l = -2 0
2 1

Problema 21.1.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(z) definida por

f(z) =az® +bx+c
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a) Obtenga los coeficientes reales a, b y ¢, de f(z) sabiendo que la funcién tiene un extremo
relativo en el punto de abscisa z = —3 y que la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de

f(x) en el punto de abscisa z =0 es y = 6z + 8.

b) Paraa=2,b=1y c=1, calcule la integral / 7]”;:1:) dz.
1

Solucion:
fx)=ax’ +bx+c= f'(x) =2ax+b, y=06r+8
f(=3)=0= —6a+b=0 a=1
a) { m=f(0)=6= b=6 —{ b=6 =
f(0)=6-0+8=8= c=8 c=8

f(z) =2 4+6x+8
b) Sia=2b=1yc=1= f(z)=22>+z+1:
e e 2 e
/—f(x)d:r:/ Mdm:/ (2x+l+l)d:c:
1 € 1 € 1 x

m2+m+lnm]i:e2+e—1:9,107

4
Problema 21.1.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) =z + =

a) Halle el dominio de la funcién y sus asintotas.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién vy, si los hubiera, sus
extremos relativos.

Solucién:
4 2344
T
a) Dom(f) =R — {0}.
Asintotas:
@ Verticales:
Enz=0:
3+ 4 { 4 }
1/ = |— | =
s—r0- a2 or) =t
i 3 +4 _ { 4 } B
o+ 22 Lot T +oo
@ Horizontales: No hay.
B 23+ 4 B 23+ 4
lim = 00 Ii = —00
z—ro00 g2 z— —co 2



@ Oblicuas: y = mz + n:

m= Ilim ——= = lim
r— o0 I T—> 00 .’,EB

n= lim (f(r)—mz)= lim (3:34-4_36):

; 23 +4—23
lim 5 =0=y=x
T—> 00 x
3
-8
b) f(z) = xxg 0= =2
[(@) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente \ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (2,00), v decreciente en el intervalo (0, 2),
tiene un minimo relativo en el punto (2, 3).

y=x

in(2,3)

Problema 21.1.4 (2 puntos) En un mercado agropecuario el 70 % de las verduras que se comer-
cializan son de proximidad y el resto no. El 30 % de las verduras de proximidad son ecoldgicas,
mientras que de las que no son de proximidad, solo son ecoldgicas el 10 %. Si un cliente elegido al
azar ha realizado una compra de una verdura, calcule las siguientes probabilidades:

a) Probabilidad de que la verdura comprada no sea ecolégica.

b) Probabilidad de que la verdura sea de proximidad o ecolégica.

Solucién: -
A : proximidad, A : no proximidad, E : ecoldgica y E : no ecolégica.
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0,3
a) P(E) = P(E|A)P(A) + P(E|A)P(A) = 0,7-0,7+
0,9-0,3=0,76 %7 %
b) P(AUE) = P(A) + P(E) — P(ANE) = P(A) + (1 —
P(E)) — P(E|A)P(A)=0,7+1-0,76 —0,3-0,7 = .
0,73 .
0,9 E

Problema 21.1.5 (2 puntos) El ntimero de kilémetros que un corredor entrena a la semana mien-
tras prepara una carrera popular se puede aproximar por una variable aleatoria de distribucién
normal de media p horas y desviacion tipica ¢ = 10 horas

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 atletas, obteniéndose una media muestral de 30
kilémetros. Determine un intervalo de confianza al 95 % para u.

b) Suponga que p = 28 kilémetros. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra alea-
toria simple de 10 atletas, la media muestral, X, esté entre 28 y 30 kilémetros.

Solucion:
N (p;10)

a) n=20,X =30y NC =95% = 2,5 = 1,96

10
E= zaﬂ% = 1,96 = 4,383

IC=(X—-E,X+E)=(30-14,383;30+4,383) = (25,617; 34, 383)

b) p =28y n=10:

- 2828 _ 30—28
P(28<X<30)=P <X <X T2 2
(28 < X < 50) (10/\/10 -0 10/\/10>

P(0< Z<0,63) = P(Z<0,63) — P(Z <0)=0,7357 — 0,5 = 0, 2357

21.2. Modelo 2021 - Opcién B

Problema 21.2.1 (2 puntos) Un agricultor dispone de 5 hectdreas, como maximo, de terreno para
dedicar a la plantacién de trigo y cebada. Cada hectarea dedicada al trigo le supone un beneficio
de 200 euros, mientras que cada hectarea dedicada a la cebada le supone un beneficio de 60 euros.
Entre ambos cultivos es obligatorio plantar como minimo una hectarea, y la normativa autonémica
le obliga a que el cultivo de trigo ocupe como mucho una hectarea mas que el de cebada. Represente
la regién factible, determine las hectareas que deberia dedicar a cada cultivo para maximizar sus
beneficios y obtenga el valor del beneficio maximo.
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Solucién:

Sea z : n2 de Ha de trigo e y : n? de Ha de cebada.

La regién factible es: xSy
z+y<d . .
r+y>1 i -
z—y<l1 T~
z,y >0 .
Los vértices a estudiar serdn: A(1,0), B(3,2), C(0,5) y D(0,1)

La funcién objetivo es f(z,y) = 200z + 60y =

f(1,0) =200

f(3,2) =720 (o . , .

£(0.5) = 300 —> El maximo beneficio serd de 720 euros que se obtiene plantando 3 Ha
£(0,1) = 60

de trigo y 2 Ha de cebada.

Problema 21.2.2 (2 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente
del pardametro real a:
r+y+z=2a—-1
20 4+y—+az=1
r+ay+z=1

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 0.

Solucion:

a)
20 —1

1 —
A= 2 1 D JAl=—a*+3a-2=0=a=1, a=2
1 1

S =
—= Q =

® SiaeR-—{1,2} = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n° de incdgnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién unica)

@& Sig=1:

1 1 111 Fy 1 1 1] 1
A= 2 1 1)1 = | I, —-2F | = 0 -1 —-1]-1 =
1 1 11 F5—F 0 0 0 0
Sistema compatible indeterminado
@& Sig=2:
1 1 13 F 1 1 1| 3
A= 2 1 2|1 =| i, —-2F | = 0 -1 0|-5 =
1 2 11 F5—F 0 1 0|—-2
Fy 1 1 1| 3
Fy = 0 -1 0|5 =
34+ Fy 0 0 0] —7

Sistema Incompatible
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b) Sia=0:

r+y+z=-1 x=23/2
2 4+y=1 = y=-2
r+z=1 z=-=1/2

Problema 21.2.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

2 .
x+ax—§ si <0
f(x) =
v+l si x>0
2 -9

a) Determine el dominio de f(z) y calcule el valor del pardmetro a € R para que f(z) sea
derivable en todo su dominio.

b) Para a = 0 determine, si existen, las asintotas de f(z).
Solucioén:

a) Estudiamos la continuidad en z =0

1 1
—)1, - —)1, < i —7> 79
i 11%7f(x) JJm (= +ax 9 9
z+1 1 =
1f = lim ———=—-
x%+f(x) 250+ 22— 9 9
1
0)=—-
F0) =5

La funcién es continua en 2 = 0 pero no lo es en x = 3 = Dom(f) = R — {3}.
Estudiamos la derivabilidad en x = 0, que es el tnico punto del dominio en el que hay duda.

2z +a si <0
M) —
F) = 2 +22+9 i >0
———— sl =z
@9y
/i /0t 1 1 iy ,
Tenemos que f'(07) = ay f(07) = —— = a = ——. Para este valor la funcién seria

derivable en todo el dominio de la funcién Dom(f) =R — {3}.

1
% — 9 si <0
b) f(a) =
r+1 .
> si x>0
72 —
Asintotas:

En la rama x < 0 no hay asintotas, se trata de un polinomio.
En la rama z > 0
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@ Verticales:

En z = 3:
I z+1 { 4 }
i =|—|=-
t—s3- 22 -9 0-
x+1 { 4 } B
—s3+ 22 -9 o OT = oo
@ Horizontales: y = 0.
, x+1
xE)noo 2 —9 0
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
(0,-1/9) y=0
x=3

Problema 21.2.4 (2 puntos) Sean C'y D dos sucesos de un experimento aleatorio tal que P(C) =
0,4, P(D)=0,6 y P(CU D) = 0,8. Calcule:

a) P(C|D).
b) P(CND|C).

Solucion:

) P(C|D):P(Pc(g)p) _ P(0)+P(]13()D—)P(OUD) _ O,4+8,2—0,8:%:0’333

b) PEDic) = LLE0E HOZATOD) =R o

Problema 21.2.5 (2 puntos) Las calorfas consumidas por un atleta durante una carrera popular
se pueden aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media u calorias y
desviacion tipica o = 300 calorias.

a) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error

maximo cometido en la estimacién de p sea menor de 100 calorias con un nivel de confianza
del 95 %.
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b) Suponga que 1 = 3000 calorfas. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de tamano n = 50 atletas, la media de las calorias consumidas durante la carrera por
los 50 atletas sea mayor que 2700 calorias.

Solucion:
N (3 300)

a) E=100, NC =95% = 2,5 = 1,96

E:za/2% - 1,96% 5= n> (1’9160'0300)2 = 34,5744
Luego n = 35.
b) 1 =3000y n = 50
P (X > 2700) :P(Xz W) -

P(Z>-700)=1-P(Z<-707)=1-(1-P(Z<7,00)=1-(1-1)=1

21.3. Junio 2021 - Opcién A

Problema 21.3.1 (2 puntos) Se considera la matriz A

A:

= o
L O

0
b
0

a) Determine los valores de los pardmetros reales a y b para los que A = AL

b) Para a = b = 2, calcule la matriz inversa de A.

Solucién:
a 0 1 a 0 1
A) A=A = AA=A4"= A’ =T= A- A= 0 b 0 0 b 0 | =
1 0 a 1 0 a
a>+1 0 2a 1 00 a?+1=1 _0
0o 0 l=(010]={a=0 :{Z:il
2a 0 a’*+1 0 0 1 b =1 -
2 0 1 2/3 0 -1/3
b) Paraa=b=2= A= 0 2 0 |= A'= 0 1/2 0
10 2 -1/3 0 2/3

Problema 21.3.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

S +4
f(x)zh

a) Determine el dominio de f(z) y calcule sus asintotas.
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b) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa 2 = 0.

Solucion:
a) 2 —1=0= r=+1=Dom(f) =R — {+1}.
Asintotas:

@ Verticales:

e Enzx=1:
i 3+ 4 {5}
i =|—| =-
—1- 22 — 1 0-
23+ 4 {5}
e—1+ 22 —1 ot G
e Enxz=-1:
3 4+4 {3} n
m ———=|—1|=+0c0
——1- 22 —1 0t
3 4+4 {3}
m ———=|—|=-00
s—s -1+ 2 — 1 0-
344 344
@ Horizontales: No hay lim e =—-o00y lim e =00
z——c0 2 — 1 r—s 00 2 — 1

@ Oblicuas: y = mz +n

Problema 21.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

22 —ax s r<l1

fz) =

Inx si x>1

denotando por In la funcién logaritmo neperiano.
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a) Determine para qué valores de a € R la funcién f(z) es continua en R.

b) Para a = 1, halle el drea de la regién acotada delimitada por la funcién f(z), el eje de abscisas

y las rectas x = —1, x = 0.

Solucién:
a) Las dos ramas son continuas en los intervalos en los que estdn definidas. Hay que estudiar

continuidad en x = 1
lm f(z)= lim (2 —ax)=1-a

r— 1~ r— 1~
= l—-a=0=a=1

lim f(z)= lim (Inz)=0

T—> 1 r— 1t

b) Para a = 1:
-z si x<1

fz) =

Inx si x>1

Tenemos 22 —2 =0 = 2 = 0y 2 = 1 = la funcién no corta al eje de abscisas en el
intervalo [—1,0]. Luego:

3 210

0
)
_ 2 g T _ T _5
S1 /_1(x x)dx 3T 5 N

szwﬂ:%uz

Problema 21.3.4 (2 puntos) El1 60 % de los empleados de una multinacional teletrabaja desde que
se declaré la situacién de emergencia sanitaria por Covid-19. De estos, el 30 % padece trastornos del
suefio, mientras que este porcentaje se eleva al 80 % para aquellos empleados que no teletrabajan.
Seleccionado un empleado al azar, calcule la probabilidad de que:

a) No tenga trastornos del suefio y teletrabaje.

b) No teletrabaje, sabiendo que no tiene trastornos del suefo.

Solucién: B
T : teletrabaja, T : no teletrabaja, S : trastorno de sueno y S : sin trastorno de sueno.

0,3 S
T<
016 0, 7 g

0,4 0,8

P(ST)P(T) 0,2-0,4 LR

) PTIS) P(S) 0,6-0,7+0,4-0,2 25
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Problema 21.3.5 (2 puntos) Se quiere evaluar el uso de las redes sociales por parte de los menores
de 14 anos.

a) Se toma una muestra de 500 menores de 14 anos, de los cuales 320 tienen cuenta en alguna
red social. Calcule el intervalo de confianza al 96 % para estimar la proporcién de menores
de 14 anos que tienen cuenta en alguna red social.

b) Suponiendo que la proporcién poblacional es P = 0,5, determine el tamano minimo necesario
de una muestra de menores de 14 afios para garantizar que, con una confianza del 95 %, el
margen de error en la estimacién no supere el 5%.

Solucion:
320 16
= — = — = 4 :1— = = .
a) p 00 = 35 0,64, q p=20,36 y n=>500
NO:0,96:1—a:>a:0,04:>%:0,02
P(Z<Zs)=1-5=1-0,02=0,98— Zs — 2,055
2 2
pq 0,64 -0,36
E = 200\ 2L = 2,055/ 22 — 0, 0441
a2\ 7, 500
IC = (p— E,p+ E) = (0,64 — 0,0441; 0,64 + 0,0441) =
(0,5959; 0, 6841) = (59, 59 %; 68, 41 %)
b)

NC=0,95=1—q— 04:0,05:>%:0,025
P(Z<Zs)=1-5=1-0,025=0,975 = Za = 1,96
2 2 2

0,5-0,5 1,962 - 0,52
E:za/gq/%ﬁ L96Y/ =22 = 0,05 — n >~ = 384,16

= n =385

21.4. Junio 2021 - Opcién B

Problema 21.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
tro real a:

r+y—z=-1
r—y+a’z=3
2t —y+z2=4

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuelva el sistema para a = 1.

Solucion:
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1 1 -1
A 1 -1 &% 3
2 -1 1] 4

N
I

-1

)

Al =3(a*—-1)=0= a=+1

» Sia#+l= |A| # 0= Rango(4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tnica)

m Sia=-1:

—_
[y

Z:

DN —
(.
==
— =
=~ W

Iy
Iy
OF; — 3F,

" 1 1 -1]-1
F,—F = 0 -2 2| 4 =
3 —2F; 0 -3 3| 6
1 1 -1]-1
0 -2 2| 4 =
0 0 010

Sistema compatible indeterminado

» Sia=1:

8N
|
[y

b) Sia=1:

— Sistema compatible indeterminado

r+y—z=-1
r—y+z=3
2r —y+2=4

=1
z=A

Problema 21.4.2 (2 puntos) Un almacén de frutos secos tiene un saco de 50 kg de almendras
y otro de 25 kg de avellanas. Quiere mezclarlos para preparar bolsas mixtas para su venta. La
cantidad de almendras de la mezcla ha de ser como minimo 1,5 veces la cantidad de avellanas.
Ademais, para que le sea rentable la preparacion, deberd vender al menos 60 kg entre ambos tipos
de frutos secos. Por otra parte, no puede vender mas de 70 kg entre ambos. Represente la region
factible. Calcule la cantidad de cada fruto seco que ha de contener la mezcla para obtener el maxi-
mo beneficio si un kg de almendras le deja un beneficio de 1 € y un kg de avellanas de 2 €, y
obtenga el beneficio que se obtiene con la venta de esta mezcla.

Solucion:

Sea z : n? de kg de almendras e y : n2 de kg de avellanas. La regién factible es:

z>1,5y
T +y > 60
z+y <70
x <50
y<25
x>0
y >0
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W y
\ \
=" S
S
\\\\\\\
\\ \\\\
™ i ¥ x=50
S xty=70 e
\M LT o
i P
\\ \ //
_ TD(75/2,25) —<__ ((45,25)
=23 —EBeI ~B(50.20)
xyme ey
—
P w10~ \\\
g —_ Sy
I 0(0,0) e

» Los vértices a estudiar serdan: A(50,10), B(50,20), C(45,25), D(75/2,25) y E(36,24)

= La funcién objetivo: f(z,y) =z + 2y en S:
£(50,10) =70
£(50,20) =90
f(45,25) = 95 Méximo
f(75/2,25) = 175/2
£(36,24) = 84
El méximo beneficio serd de 95 € y se alcanza con 45 kg de almendras y 25 kg de avellanas.

Problema 21.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real, definida f(z) = (2 —

3)e”

a) Obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y determine sus extremos
relativos indicando si corresponden a méaximos o minimos.

b) Calcule
2
/ e *f(x)dx
1
Solucién:

a) fl(x) = (2> +2r-3)e* =0= ox=-3yz=1

(*007*3) (733 1) (1700)
f(x) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—3,1) y creciente en (—oo, —3) U (1, 00).
Tiene un Méximo local en (—3,6e™%) y un Minimo local en (1, —2¢)

b)

2 2 2 23 9
/ efzf(:c)dz:/ e*"”(x273)eg”dw:/ (22 = 3)de = = —3x| =—=
1 1 1 3 3

1

Problema 21.4.4 (2 puntos) Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio tales
que: o
P(A)=0,5 P(BJA)=0,4 P(AUB)=0,9

a) Calcule P(B|A).

475



b) Determine si son dependientes o independientes los sucesos A y B. Justifique la respuesta.

Solucion:

_ P(BnA)
~ P(A)
A)=P(A)—P(ANB) = P(ANB)=10,5-0,2=0,3

B)=P(A)+ P(B) -~ P(ANB) = 0,9=0,5+ P(B) —0,3= P(B) =0,7
_ P(BnA) P(B)-P(ANB) 0,7-0,3
- PA) 1 - P(A) T 1-0,5

=0,4=> P(BNA)=0,5-0,4=0,2

=0,8

b) P(A)-P(B)=0,5-0,7=0,35# P(ANB) = Ay B no son independientes.

Problema 21.4.5 (2 puntos) El consumo diario de pan de un estudiante de secundaria sigue una
distribucién normal de media u y desviacion tipica 20 gramos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 36. Calcule la probabilidad de que la media
muestral X no supere los 125 gramos si p = 120 gramos.

b) Sabiendo que para una muestra aleatoria simple de 81 estudiantes de secundaria se ha ob-
tenido el intervalo de confianza (117, 3444; 124, 6556) para u, determine el nivel de confianza
con el que se obtuvo dicho intervalo.

Solucién:
N (;20)
a) n = 36:
— 125 — 120
P X<1200=P|{Z< — | =P(Z<1,5)=0,9332
(X < 120) <20/¢%> (Z<1,5)

_ 124,6556 — 117,3444
o 2

b) E = 3,6556

g
o —

E-\/n _ 3,6556-v/81
c 20

2./n

P(Z§1,645):O,95:1—%:>a:0,1:> NC =0,9=90%

21.5. Junio 2021 (coincidente) - Opcién A

Problema 21.5.1 (2 puntos) Se consideran las matrices:

2

3

NN

2 6
a 4
a 6

a) Determine los valores del pardmetro real a para los que la matriz A no es invertible.
b) Para a = 1, calcule la matriz inversa A~" y obtenga la matriz X tal que AX = B.

Solucion:
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a) |[A|=2(a*—-4)=0= a=42= A 'sia=+2}

1 2 6 -1/3 1 -1/3
b) Sia=1= A= 2 1 4 |= A'= 2/3 1 —4/3
2 16 0 -1/2 1/2
-1/3 1 -1/3 3 7/3
AX=B= X =A" 2/3 1 —4/3 4 | = 10/3
~1/2  1/2 2 -1
Problema 21.5.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
3
x
AR

a) Calcule las asintotas de f(x).

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

Solucién:
a) Asintotas:

@ Asintotas verticales: x = 1

i = [oe] =+ i = [ =+
m — = =4o00; lim — = = +00
z—1- (1 —x)? 0t z—1+ (1 —x)? o+

@ Asintotas horizontales: No hay

7z xs Z. x3
lim ——— = —o0; lim
T——00 (1 - x)

@ Asintotas oblicuas: y = mx +n

. flz) . z® ) z?
m = hm = hm —_— = hm —_— e = 1
z——0c0 I T——00 (E(l - 1’)2 z——o00 23 — 222 +

n= lim (f(z)—mz)= lim (uig)zm>_2

Tr——00 T——00

T
y=x+2
, 2%(z -3
b) f(a:)—(x(_l)s)—():> x=0yz=3.
(_0070) (07 1) (133) (3’ +OO)
I () + + — +
f(x) | creciente ' | creciente ' | decreciente “\ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (0,1) U (3,00), y decreciente en el intervalo

27
(1,3), tiene un minimo en el punto (3, Z)
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En el punto (0,0) hay un punto de inflexién.

\ —
Ne 2
MinG27) s

P1(0,0)

Problema 21.5.3 (2 puntos) Sea f(x) = x* + ax donde a es un pardmetro real.

a) Determine el valor de a para que la funcién f(z) tenga una primitiva F(x) que verifique
F(0) =3y F(2)=9.

b) Para a = —2, calcule el 4rea de la regién acotada del plano delimitada por la grifica de f(z),
el eje de abscisas y las rectas x =0, z = 3.

Solucion:

a) F(x):/(zeraz) de = +C
F0)=04+0+C=3= C=3

8 8 8 5
F2)=—=-+2 C=9—= 20=9-C—-=-=9-3—-= a=—
) 3+5a+ 3“52 3 3 %73
fl@)=x +3ﬂcy (x) 3 + 6 +3

b) Paraa=—2= f(z)=2> -2z =2(x—2)=0= 2 =0y x = 2. La gréfica de la funcién
corta al eje de abscisas en el intervalo [0, 3] en = = 2.

2 3 2 4
51:/(x2+2x)dx:x—+m2} =—=
0 3 0

3 3 3y
ng/(a:2—|—2x)dx=x—+x2} ==
2 3 > 3

4
§= 151 +152| = 5 +

¥y

00,0 e G0

Problema 21.5.4 (2 puntos) Una urna contiene 9 bolas blancas y 3 negras. Se seleccionan al azar
consecutivamente y sin reemplazamiento dos bolas. Calcule la probabilidad de que
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a) La segunda bola seleccionada sea negra.

b) Ambas bolas seleccionadas sean negras, dado que la segunda bola seleccionada es negra.

Solucién:
Sean B1: la primera es blanca, N1: la primera es negra, B2: la segunda es blanca y N2: la segunda
es negra.

3.9 2 3 1
a) P(N2) = P(N2|BL)P(B1) + P(N2INL)P(N1) = = - = + = - = = 7 = 0,25

P(N2|N1)P(N1) Z-3 2
b) P(N1|N2) = ( ]L(N2)< )zﬂll?:ﬁ:o,lsz
4

Problema 21.5.5 (2 puntos) Una mdquina de empaquetar mantequilla la corta en barras. El
peso de una barra de mantequilla se puede aproximar por una distribucién normal de media p y
desviacion tipica 4 gramos.

a) Se analiza el peso de 15 barras. La media muestral resulta ser 254 gramos. Determine un
intervalo de confianza con un nivel del 95 % para la media poblacional.

b) Para una muestra de 25 barras, se sabe que la media poblacional del peso de una barra de
mantequilla es 250 gramos. Calcule la probabilidad de que la media muestral no sea menor
que 248 gramos.

Solucion:
N(p;4)

a) n=15X=24y NC=0,95=1—a=> a=0,05=—> %:0,025
P(ZgZa/z):1—%:1—0,025:07975: Zay2 = 1,96

4
E = ZQ/Q% = 1,96\/7175

IC = (X — E; X + E) = (254 — 2,02428; 254 + 2,02428) = (251,97572; 256, 02428)

= 2,02428

248 — 250

1/v25
—2,5)=1—(1—P(Z <2,5))=P(Z<2,5) =0,9938

b)u:250yn:25P(X2248):P<ZZ >:P(ZZ—2,5):1—P(Z§
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21.6. Junio 2021 (coincidente) - Opcién B

Problema 21.6.1 (2 puntos) Se pide
a) Represente la regién S del plano delimitada por las inecuaciones
2r4+y<1, 0<y<2, z+y<3 >0
y calcule las coordenadas de sus vértices.
b) Determine el maximo y el minimo de la funcién f(z,y) = x 4+ y sobre la regién S.

Solucion:

a) Los vértices a estudiar seran: 0(0,0), A(3,0), B(1,2), C(1/2,2) y D(0,1)

v /
o /
-~ S/
/

€(1/2,2) ~._B(1,2) =2

2491 .

A(3,0)

/ 0(0,0) y=0

f(
f(
b) f(z,y)=x+yensS: I
fs

El valor méximo sera de 3 y se alcanza en cualquier punto del segmento que une los puntos
A(3,0) y B(1,2) y el valor minimo serd de 0 y se alcanza en el punto O(0,0).

Problema 21.6.2 (2 puntos) Se desea rellenar una pifiata para un cumpleafios con juguetes de
1, 2 y 5 euros. Por cada cinco juguetes de 5 euros debe haber un juguete de 2 euros, por cada dos
juguetes de 2 euros debe haber tres de 1 euro. Si para rellenar la pinata se compran juguetes por
valor de 228 euros, jcuantos juguetes de 1, 2 y 5 euros habria que comprar para introducir en la
pinata?

Solucién:

Sean x los juguetes de un euro, y los de dos euros y z los de tres euros

T+ 2y 4+ 52 = 228 =12
—Sy+z=0 = ¢ y=38
20 —3y =0 z =40

Problema 21.6.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por
5 b
f(z) = ax —|—;+2m

donde a y b son parametros reales.

a) Calcule a, b para que la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto (1,2) sea paralela a
la recta y = —4x.
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b) Determine todos los valores de a y b para que f(z) tenga un punto de inflexién en el punto
(1,2).

Solucion:

a) f1)=a+b+2=2= a+b=0

b
f’(m):2am—ﬁ+2:> m=f(1)=2a—b+2=-4= 2a—b=—6

{ a+b=0 :>{a -2
2a — b= —6 b=2

b) f(1)=a+b+2=2= a+b=0

f”(sr:)z?a—&—i—gz "1)=2(a+b)=0= a+b=0

Luego no hay solucién tinica, los pardmetros tienen que cumplir a = —b.
2 1 — 4
Problema 21.6.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos con P(A) = B P(B) = 3 P(A|B) = 5
a) Calcule P(AN B).
b) {Son A y B incompatibles? Justifique la respuesta.
Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucién:
—. P(ANnB) — 7 g 4( 1) 2
P(AIB)= ———— = P(ANB)=P(AIB)P(B)==(|1—=) ==
W PAB) = Lo (ANB) = PABIP(E) =3 ((1-3) = ;
— — 2 2
b) P(ANB) = P(A)— P(ANB) = P(ANnB)=PA)—P(ANB) = ETE= 0, luego los

sucesos son incompatibles.

Problema 21.6.5 (2 puntos) Para que una determinada marca de chocolate estudie entre sus
clientes la demanda de sus cajas de bombones, se desea estimar la proporcion de cajas grandes en
relacién al nimero de cajas de bombones vendidas, P.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional de la demanda es P = 0,2, determine el tamano
minimo necesario de una muestra de ventas de cajas de bombones para garantizar que, con
una confianza del 99 %, el margen de error en la estimacién no supera el 8 %.

b) Tomada al azar una muestra de 200 cajas de bombones vendidas, se encontré que 25 habfan
sido cajas grandes. Determine un intervalo de confianza al 95 % para la proporcién de cajas
grandes en relacién a la venta total de cajas de bombones.

Solucion:
a) NO=0,99=1—a=— a=0,01 = %:0,005
P(Z < Zyp) :1—%:1—0,005:07995: Zaj2 = 2,575y E = 0,08

1- 0,2-0,8
E =z PE=P) s 008 = 2,575/ 2208
/ n n
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2,575\
>0,2-0,8<’ ) = 165, 765625
"= 0,08
Luego n = 166.
25 «
b)p:%:0,125,n=200yNC:0,95:1—a:> a=0,06= o =0,025

P(Z < Zoyo) :173:170,025:0,975:> Zay2 = 1,96

p(1—p) 0,125 - 0,875
Za/2 - 96\ 550 0,0458

IC = (p— E;p+ E) = (0,125 — 0,04584; 0,125 + 0, 04584) =
(0,07916; 0, 17084)

21.7. Julio 2021 - Opcién A

Problema 21.7.1 (2 puntos) Se consideran las matrices:

a 1 1 —2
A= -1 2 0 ;. B= 1
0 —a -1 -1

a) Calcule los valores del pardmetro real a para los cuales la matriz A tiene inversa.
b) Para a = 2, calcule, si existe, la matriz X que satisface AX = B.
Solucién:

a) |Al=—-a—-1=0= a=-1= 347! Vac R {-1}

2 1 1 2/3  1/3  2/3
b) Sia=2= A= -1 2 0 |= A'= 1/3  2/3 1/3
0 —2 -1 -2/3 —4/3 -5/3
2/3  1/3  2/3 -2 —-5/3
AX=B=— X=A"'B= /3  2/3 1/3 1 = -1/3
-2/3 —4/3 —-5/3 —1 5/3

Problema 21.7.2 (2 puntos) Una empresa tecnolégica se plantea la produccién y lanzamiento de
dos nuevos cables de fibra 6ptica, el modelo A2020 y el modelo B2020. El coste de producir un
metro del modelo A2020 es igual a 2 euros, mientras que el coste de producir un metro del modelo
B2020 es igual a 0,5 euros . Para realizar el lanzamiento comercial se necesitan al menos 6000
metros de cable, aunque del modelo B2020 no podran fabricarse mas de 5000 metros y debido al
coste de produccién no es posible fabricar méas de 8000 metros entre los dos modelos. Ademés se
desea fabricar una cantidad de metros del modelo B2020 mayor o igual a la de metros del modelo
A2020.

a) Represente la regién factible y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) Determine el niimero de metros que deben producirse de cada uno de los modelos para
minimizar el coste.

482



Solucion:

Sean x metros del modelo A2020 e y metros del modelo B2020.

a) Regién factible:

T +y > 6000

y < 5000 6000 < x 4+ y < 8000
r +y < 8000 r—y<0

y>a 0 <y < 5000

x>0 x>0

y>0

Los vértices a estudiar serdan: A(3000,3000), B(4000,4000), C(3000,5000) y D(1000,5000)

—

e \\
gy T_x4y=8000
\\Wooa e B
-
“—_D(1000,5000) }cjayy\; C(3000,5000) i
\ .
\ (4000,4000)
Sy
/ (3000,3000) \\
- - 2y
/// \;
e \\\ o
— |oww -
//

b) La funcién objetivo es f(x,y) = 2z + 0,5y en S:
£(3000, 3000) = 7500
£(4000, 4000) = 10000
#(3000, 5000) = 8500
£(1000, 5000) = 4500
El valor minimo seré de 4500€ y se alcanza fabricando 1000 metros del modelo A2020 y 5000
metros del modelo B2020.

Problema 21.7.3 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real definida por:

22 —z—1
f(m)z{ 3a

T

si x<3

si >3

a) Determine el valor del pardmetro real a para que la funcién f(x) sea continua en todo su
dominio. ;Para ese valor de a es f(z) derivable?

b) Para a = 1, calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréifica de la funcién en el punto de
abscisa x = 1.
Solucién:

a)

@ Continuidad en z = 3:

lim f(z)= lim (z?—2z—1)=
r— 37 r—> 3~
lim f(x) = lim 3£ —a = f continua si a =5
r—> 3% z— 31t T
f3)=5
Cuando a = 5 las dos ramas son continuas y también lo es en x = 3 = f es continua

en R.
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@ Derivabilidad en z = 3 para a = 5:

) 20 —1 si <3 f37)=5
Fx) = —1—2 si >3 - S =
x
f no es derivable en x =3
Luego f es derivable en R — {3} para a = 5.

b) Paraa=1enz = 1lafunciénes f(z) =2’ —az—1= b= f(1)= -1y fl(z) =22 -1 =
m = f/(1) = 1. La ecuacién de la recta tangentees y + 1 =2 — 1= y =2 — 2

\. /

Problema 21.7.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que
P(A)=0,5, P(B)=0,8, P(AUB) =0,9.

a) Estudie si los sucesos A y B son independientes.

b) Calcule P(A|B).

Solucién:
a) PAAUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=0,9= P(ANB)=0,1
P(A)-P(B)=0,5-0,2=0,1= P(ANDB)=P(A)- P(B) = Ay B son independientes.
b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1—(P(A)+ P(B)— P(ANB))=1-(0,5+0,2—
0,1)=04
pAE) < ZACE) 04
P(B) 0,8

Problema 21.7.5 (2 puntos) El peso de los huevos producidos en una granja avicola se puede

aproximar por una variable aleatoria de distribucién normal de media p y desviacién tipica o = 8
gramos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 huevos, obteniéndose una media muestral de 60
gramos. Determine un intervalo de confianza al 95 % para pu.

b) Suponga que p = 59 gramos. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de 10 huevos, la media muestral, X, esté comprendida entre 57 y 61 gramos.

Solucién:
N(p;8)
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) n=20,X=60y NC=0,95=1—a= a=0,05— %:0,025
P(ZgZa/Q):1—%:1—0,025:0,975: Zaj2 = 1,96

o 8
— =1,96—— = 3,5062
\/ﬁ V20

IC = (X — E; X + E) = (60 — 3,5062; 60 + 3,5062) = (56, 4938; 63, 5062)

E = Za/g

b) u=59ymn=10

P(57 < X < 61) = P 57— 59 gzgw = P(-0,79 < Z < 0,79) = P(Z <
8/V10 8/v10

0,79) — P(Z < —0,79) = P(Z < 0,79) — (1 — P(Z < 0,79)) = 2P(Z < 0,79) — 1
2.0,7852 — 1 = 0,5704

21.8. Julio 2021 - Opciéon B

Problema 21.8.1 Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parametro real a:

r+2ay+2=0
—zrz—ay=1
—Yy—2z=—-a

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro real a.

b) Resuelva el sistema para a = 3.

Solucion:

1 2a 1 0
a) A= -1 —a 0| 1 |,|Al=1-a=0= a=1.
0 -1 —-1]|—a

» Sia € R— {1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sia=1:
B 1 2 1] 0 Fi
A=| -1 -1 0| 1 |=| FKR+FH |=

cCor oo
I

b) Sia=3:
z+6y+2=0 r=2
-z —-3y=1 = y=-—1
—y—z=-3 z=4

485



Problema 21.8.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

3 — 222

f(x):m

a) Calcule el dominio y las asintotas de f(z).
b) Determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

a) Dom(f) =R — {1}
Asintotas:

@ Asintotas verticales: x = 1

it @ — 227 {—1} B oy @ — 227 {—1} B
o= @—1)2  Lo+] ~ %0 AN o2 o] T

@ Asintotas horizontales: No hay

i 3 — 222 _ oy 3 — 222 _
z—l>Izloo (:L' — 1)2 =T 3:—1>I—i[-100 (1’ — 1)2 -

@ Asintotas oblicuas: y = mz +n

. fl@) i 3 — 222 , 3 — 222
m= lim ~“4 = lfjm ———~—  — |im ———~  —
t—co T g——oco x(ax2 —2x4+1) =2o-ocoxd—222+1x

n= lim (f(z)—mz)= lim (M z):

T—r—00 T—r—00 .’1,‘2 — 2:5 —|— 1 N
; —T o o
()0 v
x(2? — 3z + 4)
b) f(x) = TR =0= x=
(—O0,0) (Oa 1) (1,+OO)
f'(x) + - +
f(x) | creciente | decreciente N\ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—o0,0) U (1,00), v decreciente en el intervalo (0, 1),
tiene un méximo en el punto (0, 0).

¥y >

yex ) //
ol
Mix(0,0) _— /
T @0
= /
.o =t



Problema 21.8.3 (2 puntos) Se sabe que la derivada de una funcién real f(x) es:
f'(x) = 32% + 8x
donde a y b son parametros reales.
a) Determine la expresién de f(z) sabiendo que f(1) = 11.
b) Determine los méximos y minimos locales de f(z), si los hubiera.
Solucién:

a) f(z) = / (322 +8z) dr = 23 +42*+C, como f(1) = 11 = f(1) = 14+4+C =11 = C = 6.
Luego f(x) = 2 +42% +6

8
b) f’(x):3x2+8x:():>x:0yx:—§

f"(0) =8> 0= 2 =0 minimo
/' (x) =6x+8=
1" 8 8 s

f (_§> =-8<0= z= —3 méximo

. . (o . 8 418

Hay un minimo relativo en (0,6) y un méximo relativo en ~31 97 )"

Problema 21.8.4 (2 puntos) Un colegio tiene alumnos matriculados que residen en dos municipios

distintos, A y B, siendo el nimero de alumnos matriculados residentes en el municipio A el doble

de los del municipio B. Se sabe que la probabilidad de fracaso escolar si se habita en el municipio

A es de 0,02, mientras que esa probabilidad si se habita en el municipio B es de 0,06. Calcule la
probabilidad de que un alumno de dicho colegio elegido al azar:

a) No sufra fracaso escolar.
b) Sea del municipio A si se sabe que ha sufrido fracaso escolar.

Solucién:
Sean A: alumno matriculado residente en el municipio A, B: alumno matriculado residente en el
municipio B, F: alumno con fracaso escolar y F': alumno sin fracaso escolar.

0,02 —F
A <
0,98 ~F

1

a) P(F)= P(F|A)P(A)+ P(F|B)P(B) =0,98- g +0,94- % =0, 9667
P(F|A)P(A)  0,02-2

= = 0,4004
P(F) 1-0,9667

b) P(A|F) =
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Problema 21.8.5 (2 puntos) El tiempo necesario para cumplimentar un test psicotécnico se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p minutos y desviacién
tipica ¢ = 3 minutos.

a) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacién de p sea menor de 1 minuto con un nivel de confianza del

95 %.

b) Suponga que p = 32 minutos. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria

simple de tamano n = 16 pruebas, el tiempo medio empleado en su realizacién, X, sea menor
que 30,5 minutos.

Solucion:
N(p,3)

a)NC:Oﬂ5:1—a:¢a:0ﬁ&:>%:Oﬁ%

P(ZSZQ/Q):1—%:1—0,02520,975z Za/2 = 1,96
yE=1

1,96 -3
1

E:@WilzélzL%jfzﬁnZ(

vn vn

2
) = 34,5744

Luego n = 35.

b) p=32yn=16

P@ngmmp(z<3u5_%)

——— | =P(Z<-2)=1-P(Z<2)=1-0,9772 -1 =
<) =P s (z <2

0,0228
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Capitulo 22

Ano 2022

22.1. Modelo 2022 - Opciéon A

Problema 22.1.1 (2 puntos) Se considera la matriz A =

(el V]
—_Q =
L

a) Determine los valores del pardmetro real a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Calcule, para a = 0, la matriz inversa A~
Solucién:

a) [A|=2(a—-2)=0= a=2= FA ' Vac R {2}

2 1 1 1/2 0 —1/2
b) Sia=0= A= 1 0 2 |= A= 1/4 —-1/2  3/4
01 1 —~1/4  1/2  1/4

Problema 22.1.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por:
r+y>3, 20+y<8 zx+2y<10, >0, y>0

a) Represente graficamente la regién S y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) Obtenga el valor médximo de la funcién f(z,y) = 2z + 3y en S, indicando el punto de la
regién en el cual se alcanza el maximo y el valor maximo alcanzado.

Solucion:
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L4 s . D(0,3)
a) La region factible S es: B\ .0

r+y>3 =0
E(0,3)
2x + Yy S 8 W
z+2y <10
2,y >0 o . B4,0)

Los vértices a estudiar serdn: A(3,0), B(4,0), C(2,4),

lucid ol
D(0,5) y E(0,3) Solucién por solver

b) La funcién objetivo es f(x,y) = 2z + 3y = I ——— B
£(3,0)=6 o W S S I
f(4,0)=8 T E———
f(2,4) =16 : s |
f(0,5) =15 . ° i
f(0,3) =9 : 5 |

El médximo se encuentra en el punto C'(2,4) con un - = |
valor de 16. & ‘ =4 ||

Problema 22.1.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real f(x) = v/1+ a2

a) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa z = 0.

1
b) Calcule/ 2xf(x) dx
0

Solucion:

a) r=a=0= b= f(0)=1

, - 2z - T o B
f(x)fwlﬂcgf\/1+m2:$m—f(0)70

y—b=m(z—a) = y—-1=0= y=1

t=1+2>
b) F(w)=/2x\/1+x2d:c:/2x(1+x2)1/2dx: dt:%ﬁx :/th1/2;l—t:/t1/2dt:

dr = — v

3/2 2./(1 + 22)3 2

t +x

——yc=M"""J 1 ¢

3/2 * 3 *

1

442 2
/0 2mf(:b)dx:F(1)—F(O):T—§:

42— 2
%:1,219

Problema 22.1.4 (2 puntos) Una empresa de reparto de comida a domicilio reparte platos de dos
restaurantes. El 60 % de los platos que reparte proceden del primer restaurante y el 40 % restante
del segundo. El 50 % de los platos que reparte del primer restaurante estdn cocinados con productos
ecoldgicos, siendo este porcentaje de un 80 % para el segundo restaurante. Elegido un plato al azar:

a) Calcule la probabilidad de que esté cocinado con productos ecolégicos.

b) Si el plato seleccionado no estd cocinado con productos ecolégicos, obtenga la probabilidad
de que proceda del segundo restaurante.
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Solucidn:
Sean A primer restaurante, B segundo restaurante, F ecolégica y E no ecoldgica.

0,5 E
%) P(E) = P(EJA)P(A) + P(E|B)P(B) = g <f

0,5-0,6+0,8-0,4 =0, 62

b) P(BIE) = PEIB)P(B) _ 0,2:0.4 _ o b —_

P(E) - 1-0,62 B

=

Problema 22.1.5 (2 puntos) El tiempo diario de juego con videoconsolas de un estudiante de
secundaria sigue una distribucién normal de media u y desviacion tipica 0,25 horas.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 25. Calcule la probabilidad de que la media
muestral X no supere las 2,9 horas si g = 2,75 horas.

b) Sabiendo que para una muestra aleatoria simple de 64 personas se ha obtenido un intervalo
de confianza (2,9388;3,0613) para p, determine el nivel de confianza con el que se obtuvo
dicho intervalo.

Solucion:
N(11;0,25)

N,
a) n=25 X =~ N(2,75;0,05)

_ 2,92
(X§2,9):P<Zg%>:P(Z§3):0,9987

)

_2,9383+3,0613

b) X : — 3,00005 y 2E = 3,0613 — 2,9388 = 0,1225 — E = 0,06125
o 0,25 8-0,06125
E =200 = 0,06125 = 2, /0 = 2,9 = ©—2 _1 96
a2 m a2 e T fel? 0,25

P(Zgza/g):P(Z§1,96):O,975:173:> a=0,05= NC=1-a=0,9

Luego el nivel de confianza es del 95 %.

22.2. Modelo 2022 - Opcién B

Problema 22.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro

real a:

T—y+z=2
r—y+az=-1
20 +y+2=6

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro real a.
b) Resuelva el sistema para a = —2.

Solucion:
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- 1 -1 1] 2
A= 1 -1 a|-1 |; |Al=31-a)=0= a=1
2 1 1] 6

» Sia € R— {1} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sia=1:
1 -1 1 2 Fy 1 1 1] 1
A= 1 -1 1]-1 = Fy — Fy = 0 0 0| -3 —
2 11 6 F3—2F, 0 3 —-1| 2
Sistema incompatible
b) Sia=-2:

r—y+z=2 x =2
T—y—2z=-1 =< y=1
20 +y+2=6 z=1

Problema 22.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por

10

f(x):xQ—&—Qa:—S

a) Determine el dominio de f(x) y calcule sus asintotas.

b) Obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y determine los extremos
relativos indicando si corresponden a méaximos o minimos.

Solucion:

a) ¥ +22 -3=0= r=1yx=-3 =Dom(f) =R —{-3,1}.
Asintotas:

@ Verticales:

e Enz=-3:
y 10 0] _,
im ———=|—|=
a— —3- 22 + 22— 3 0+ >
" 10 {10}
m ———=|— ==
e— —3+ 22 + 22— 3 0~ >
e Enz=1:
I 10 {10}
m ————=|—|=-
s—1- 22 +2x—3 0~ >
" 10 {10} N
m ———=|—|=
r— 1+ 22 + 22 — 3 0t o
@ Horizontales: y = 0.
1 544
m 0 m Ty




@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) f/(z)m0:> r=-—1

(—OO,—l) (_17+OO)
f'(x) + -
f(x) | creciente | decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —3) U (=3, —1), y decreciente en el intervalo

(=1,1) U (1, 00), tiene un méximo relativo en el punto | —1, 7
\

=3 = \

\
\ ce4
/ \\( )

Mix(-1-5/2) P40 y=0

d
[

ol

Problema 22.2.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real definida por:

ax? =2z si x<2

fz) =

In(x—1) si z>2
a) Determine para qué valores de a € R la funcién f(z) es continua en su dominio.

b) Para a = 1, halle el drea de la regién acotada delimitada por la funcién f(z), el eje de abscisas
y las rectas © = —1, x = 0.

Solucion:

a) Las dos ramas son continuas.
Estudiamos la continuidad en x = 2

lim f(z) = lim (az®—2z) =4a—4

T— 2~ r— 27

lfm f(z)= lim In(z—1)= — da-4=0=a=1

r— 21 r— 21

£(2) = 4a —4
Sia=1= f es continua en todo el dominio de la funcién Dom(f) = R.

b) En esa rama f(x) = 2° — 2z que corta al eje de abscisas en = 0. Luego el tinico punto de
corte con el eje OX estd en la frontera del intervalo [—1,0].

0 3 0 4
51:/ (m2—2x)dx::%—x2 ==

-1
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4
S =15 = 3= 1,333 u?

Problema 22.2.4 (2 puntos) Entre los deportistas profesionales, el 50 % disfrutan de una beca
de alto rendimiento y el 30 % estd cursando estudios superiores. Se sabe también que el 10% de
los deportistas profesionales disfrutan de una beca de alto rendimiento y ademas estan cursando
estudios superiores. Seleccionado un deportista profesional al azar, calcule la probabilidad de que:

a) Disfrute de una beca de alto rendimiento o esté cursando estudios superiores.

b) No disfrute de una beca de alto rendimiento, sabiendo que no estd cursando estudios supe-
riores.

Solucién:
Sean B disfruta de beca y E estudia cursos superiores.
P(B)=0,5 P(E)=0,3y P(BNE)=0,1
a) PBBUE)=P(B)+P(E)— P(BNE)=0,5+0,3—0,1=0,7
—— P(BNE P(BUFE 1-P(BUFE 1-—
P(E) 1-P(E) 1-P(E) 1-0,3

=0, 4286

Problema 22.2.5 (2 puntos) Una empresa que gestiona una aplicacién de movilidad sostenible
sabe que el tiempo que tardan en llegar a la universidad en coche los estudiantes se puede aproximar
por una variable aleatoria normal de media y minutos y desviacién tipica ¢ = 6 minutos.

a) Una muestra aleatoria simple de 81 universitarios proporciona un tiempo medio de traslado
hasta la universidad de 44 minutos. Calcule el intervalo de confianza al 90 % para estimar p.

b) Determine el tamano minimo de una muestra aleatoria simple para obtener un intervalo de
confianza para p de amplitud a lo sumo de 3 minutos, con un nivel de confianza del 95 %.

Solucién:
N (u;6)

a) Tenemos X =44, n =81y NC =90%
NC=0,90=1—a—=— a=0,10 — %:0,05

P(Z < Zay) :17%:170,05:0,95: Zoy = 1,645

6
E= za/g% - 1,645ﬁ —1,0967

IC=(X - E,X +FE)= (44— 1,0967; 44 + 1,0967) = (42, 9033; 45, 0967)
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b) E:§:1,5yNC’:95%

NC=09=1—a=— a=0,05— %:07025
P(ZgZa/g):l—%:1—0,025:0,975:> Ty = 1,96

6 1,96-6)°
E:za/gizl,96—:1,5:>n2( : ) — 61,4656
vn vn ,
Luego n = 62.
22.3. Ordinaria 2022 - Opcién A
2 0 1
Problema 22.3.1 (2 puntos) Se considera la matriz A= o -1 1
0 a 1

a) Determine los valores del pardmetro real a para los cuales la matriz A es invertible.
b) Calcule A™! para a = 1.
Solucién:

a) |[A|=a®>-20—-2=0= a=1+3
JA7 Vo e R— {1+ V3}

b) Sia=1:
2 0 1 2/3 —1/3 —-1/3
A= 1 -1 1 | = A= 1/3 —2/3 1/3
0 1 1 -1/3  2/3  2/3

Problema 22.3.2 (2 puntos) El duefio de una empresa que organiza fiestas infantiles quiere hacer
chocolate con leche y dispone para la mezcla de 30 litros de leche y 20 litros de chocolate liquido.
Por cada litro de chocolate debe echar como maximo 3 litros de leche, y por cada litro de leche
debe echar como maximo 1,6 litros de chocolate. Adem4s, solo dispone de botellas para envasar 45
litros de chocolate con leche. Por cada litro de leche de la mezcla puede obtener un beneficio de 1€
y por cada litro de chocolate un beneficio de 2€. Determine cudntos litros de leche y de chocolate
liquido debe mezclar para obtener el maximo beneficio y calcule el beneficio que se obtiene.
Solucién:

Sean z la cantidad en litros de leche en la mezcla e y la cantidad en litros de chocolate en la mezcla.
flz,y) = 2 4+ 2y sujeto a

z < 3y z—3y <0 z—3y <0
y <1,6x 1,6z —y >0 8r — by >0
S:Q z4y<4y = S: ¢ x+y<4b = S:< z+y<4h
0<x<30 0<x<30 0<x<30
0<y<20 0<y<20 0<y<20

2
Los vértices a estudiar seran: O(0,0), A(30,10), B(30,15), C(25,20) y D (?5, 20).
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G P s
S g
e B
D(25/2,20) // y=20 \\\\ €(25,20)
P ~—_xiy=dS
i ~~__|B(30,15)
X/iy />></
// ////,4(30,10) ~
2 - ///ﬁj =30
- - (0,0)
f(0,0)=0
£(30,10) =50
flz,y) =z +2yen S: ;Egg’ ;g; i gg = El beneficio méximo serd de 65€ y se alcanza

25
f(?,20> =52,5

mezclando 25 litros de leche y 20 litros chocolate.

Problema 22.3.3 (2 puntos) La figura dada representa la grifica de cierta funcién f.

35 -3 25 -2 -15 -1 -0.5

0.5

05 1 15 2 25

1
15
2

La grafica representada tiene tangentes horizontales en x = -1, x =1,z =2y = = 4.
a) Determine razonadamente los intervalos en los que f’(z) > 0.

b) Determine razonadamente cudl es el signo de

/ 52 f(@) do

a) f'(z) > 0= f creciente (—2,—1)U (1,2) U (4,5).

b) /_52 f(:v)dx:/_z f(x)dx—l—/: F(@)dz = Sh + Sy

Tenemos S; >0, S; <0y |Si| > |S2] = S1+ 52 >0

Solucion:

Problema 22.3.4 (2 puntos) Sean A y B sucesos de un experimento aleatorio tales que: P(A) =
0,6, P(A|B) =0,4y P(A|B®) =0,8. Siendo B° es el suceso complementario de B. Calcule:

a) P(B).

b) ¢Son Ay B independientes? Justifique su respuesta.
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Solucion:
Por costumbre utilizaremos B = B¢.

a) P(A|B) = P(;l(;)B) —0,4— P(ANB) = 0,4P(B)
HMB%:PgEXﬂ:QS:#PQMMﬂ:QSHB)

P(ANB) = P(A) — P(ANB) = 0,6 — 0,4P(B)
0,6 —0,4P(B) = 0,8P(B) = 0,8(1 — P(B)) =
0,6 — 0,4P(B) = 0,8 — 0,8P(B) = 0,4P(B) = 0,2 =>

1
P(B)=5=0,5

b) P(ANB)=0,4P(B)=0,4-0,5=0,2%# P(A)- P(B)=0,6-0,5=0,3 = Ay B no son
independientes.

Problema 22.3.5 (2 puntos) Una cementera rellena sacos de cemento cuyo peso en kilogramos
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media desconocida y
desviacion tipica igual a 2 kg.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamafnio 20 y se obtiene que su media muestral es 50 kg.
Determine un intervalo de confianza del 99 % para el peso medio de un saco de cemento.

b) Determine el tamafio minimo de la muestra para que el error maximo cometido en la esti-
macién de la media sea menor que 1 kilogramo, con un nivel de confianza del 90 %.

Solucion:
N(p,2)
a) NC=0,99=1—a=— a=0,01 = %:0,005
P(Z< Zyp)=1- % = 0,995 = Z,/5 = 2,575

o 2
E = Zyjy—= = 2,575—= = 1,1516
vn V20
IC=(X-E, X+ E)=(50-1,1516,50 + 1,1516) = (48,8484;51, 1516)

o
5—0,05

P(Z < Zyp) = 1-%:0,95:> Zoyy = 1,645

b) NC=0,90=1-a= a=0,1=

P
E:ZQ/Q% — 1= 1665 = —n> (1,645 -2)? = 10,8241 = n = 11.

22.4. Ordinaria 2022 - Opcién B

Problema 22.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
tro a € R:

rt+ay+z=a
ar—y—az =20
r+y+z=1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
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b) Resuelva el sistema para a = 2.

Solucion:

A= a -1 —a|0 |; |4 =2a1-a)=0= a=0, a=1

» Sia#0ya#1= |A] #0= Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Sia=0:
1 0 10 Fi 1 0 10
A= 0 -1 010 = Fy = 0 -1 010 =
1 1 1)1 F; — Fy 0 1 0|1
F 1 0 110
Fy = 0 -1 010 —
Fs+ Fy 0 0 0]1
Sistema Incompatible
m Sia=1:
1 1 1|1 Fy 1 1 1 1
A= 1 -1 -1|0 |=|F”AR-F |=[ 0 -2 —2|-1 |=
1 1 111 F3; — Fy 0 0 0| O
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sia=3:
x+2y+z=2 x=1/4
20 —y—2z2=0 = (¢ y=1
rty+z=1 z=-1/4

Problema 22.4.2 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real

2?2 —x+1
fe)=—-1—
a) Determine sus asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).
b) Calcule f'(x) y halle el valor de f’(2).

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales: z =1

lim

a:zf:chl_ [ 1
z—1- x—1 o

0—



@ Horizontales: No hay

; 22 —z+1 ; 2 —z+1
lIm — =—00, lim = 400
T——00 Jj—l r—+00 Jj—l
@ Oblicuas: y = mx +n
2
— 1
m= tim T8 gy oL
r—oo I T— 00 xre —
; 22 —z+1 , 1
n= Jin (1) - me) = i () = g () =0
y=ux

x? —2x

b) f(x) = TR i (2)=0

Problema 22.4.3 (2 puntos) Un escultor quiere dividir un alambre muy fino en dos trozos que
se utilizaran para delimitar, respectivamente, un cuadrado y un rectangulo cuya base debe medir
el doble que su altura. Posteriormente, se fabricaran ambas figuras planas con un material que
cuesta 16 céntimos de euro/ cm? para el cuadrado y 10 céntimos de euro/ 2 para el rectangulo. Si
el alambre inicial mide 450 cm, determine la funcién de coste total de ambas figuras. Obtenga la
longitud de cada trozo de alambre para que el coste total de estas piezas sea minimo.

Sugerencia: Exprese el coste total en funcién de la altura del rectangulo y utilice 3 cifras decimales
para realizar los calculos.

Solucion:
X
y
X 2y
225 — 2
e L(z,y) = 4z + 6y = 450 = y = Tx

» Oz, y) = 162> +20 -y =
225 — 22\2  4(56x2 — 4500 + 253125
C(x)=16x2+20< ”C) _ 456z vt )

3 9
16(28x — 1125 448 448
n C’/(x) = L =0= z = 40,179 cm C//(QL') = ? — 0/1(40,179) = 7 >
0= = =140,179
225 —2-40,1
cm es un minimo relativo, con y = %0779 = 48,214 cm

= Para el cuadrado necesita 4x = 4 - 40,179 = 160,714 cm y para hacer el rectangulo 6y =
6 - 48,214 = 289,284 cm

Problema 22.4.4 (2 puntos) Una carta escogida al azar es eliminada (sin ser vista) de un mazo
de 52 cartas de pdker, en el que hay 13 cartas de cada palo (diamantes, corazones, picas y tréboles).
Una vez eliminada, se escoge al azar una carta, entre las que quedan en el mazo, y esta segunda
carta es observada.
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a) Calcule la probabilidad de que la carta observada sea de diamantes.

b) Si la carta observada no es diamantes, calcule la probabilidad de que la carta eliminada
tampoco lo haya sido.

Solucién:
Dq: diamante en la primera extraccién y Ds: diamante en la segunda extraccion.

39 13 13 12 1

P(Dy) = P(D;NDy) + P(D1NDy) === - 2 4 2. 22—~ 0,25
a) P(D2) = P(Dy0 Do) + PN D2) =5 - o9+ 557 = 1 =0,
—— pP(DinDy, 32.38 8
b) P(D;|Ds) = (D10 D) _ 5 5L = =2~ 0,7451
P(Dy) 1-1 751

Problema 22.4.5 (2 puntos) Considere una poblacién donde observamos una variable aleatoria
X con distribucién normal de media p y desviacién tipica o. Sea X la media muestral de una
muestra aleatoria de tamafo 10.

a) Determine el valor de o sabiendo que I = (58,2;73,8) es un intervalo de confianza del 95 %
para fi.

b) Si o = 20, calcule P(—10 < X — u < 10).

Solucion:
N(p;0)
73,8 — 58,2

a) n = 10, 3

=78y NOC=0,95=1—a=> a=0,05=> %:0,025

P(Zgza/2)=1—2=0,975:> Zosy = 1,96
7,8V/10

E=Zy 0= 7,8=1,96—— = ¢ = - — 12,58

Vn V10 1,96
b) n=10y o =20 = X : N( ~a)—>Y-N< i)—N( ﬂ)—N( 16,32)

y . M7 M M?\/ﬁ I‘L7m /’[/77
_ ~10 ~10

P(-10<X —p<1 :p( Z ):

(10 < X = p < 10) 6,32 =7 6,32

P(—1,58 < Z < 1,58) = P(z < 1,58) — P(z < —1,58) =
P(z<1,58) — (1 — P(z < 1,58)) = 2P(z < 1,58) — 1 = 20,9429 — 1 = 0, 8858

22.5. Ordinaria 2022 (coincidente)- Opcién A

Problema 22.5.1 (2 puntos) Se consideran las matrices:
010
A= 1 00
010
y B= A+ al, donde I es la matriz identidad de orden 3 y a es un ntimero real.

a) Calcule A(A% — A%)

b) Calcule los valores de a para que las matrices B y AB sean invertibles.

500



Solucion:

010 010 1 00 a 10
A= 1 0 0 |, B=A+al=| 1 0 |4al 01 0 |=([1a 0
010 010 0 0 1 01 a
010 010 1 00
a) A= 1 0 0 100 =010
010 010 1 00
1 00 010 010
A3=4%2.4= 01 0 1 00 |=(1001]=4
1 00 010 010
100
A=A A=A-A=| 0 1 0
100

AP = A3 A2 = A A2 =AP=A
AA2 A = AP AP =A-A=0

b) |Bl=a(a* -1)=0= a=0ya==41= JA~! YVac R - {0,+1}
|AB| = |A||B| =0-|B| = 0 = la matriz AB no es invertible, independientemente del valor
de a.
En conclusién, no hay valores de a que hagan invertibles a las dos matrices.

Problema 22.5.2 (2 puntos) Un almacén de legumbres al por mayor tiene sacos de dos tipos, con
capacidad para 5 kg de peso y con capacidad para 10 kg de peso. Sélo tiene 180 sacos de capacidad
10 kg. Debe poner a la venta como mucho 2000 kg de alubias en sacos de ambos tipos. Por cada
3 sacos de 10 kg puede vender como mucho 2 sacos de 5 kg, y como minimo tiene que poner a la
venta 20 sacos de 5 kg y 60 de 10 kg. Por cada saco de 10 kg obtiene un beneficio de 5 € y por
cada saco de 5 kg obtiene un beneficio de 2 €. Determine cuantos sacos de cada tipo debe vender
para obtener el maximo beneficio y calcule el beneficio que se obtiene.

Solucién:

Sean x el nimero de sacos de 5 kg e y el numero sacos de 10 kg.

La funcién objetivo es f(z,y) = 2z + 5y sujeta a las restricciones (regién factible):

y < 180 y < 180

5z + 10y < 2000 x + 2y <400
S : 2y > 3x = S 3xr—2y <0

x> 20 x> 20

y > 60 y > 60

Los vértices a estudiar serdn: A(20,60), B(40,60), C(100,150), D(40,180) y E(20, 180)

v

—_ -
80— D(0,180)
E(20,180) T T =
e _ctitogs0)
=
N /
0
//
4(20,60) y’ S
0(0,0)

B
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£(20,60) = 340
£(40,60) = 380
f(z,y) =2z + 5y en S: { f(100,150) = 950
£(40,180) = 980
£(20,180) = 940
El beneficio maximo sera de 980 € y se alcanza con la venta de 40 sacos de 5 kg y 180 de 10 kg.

Problema 22.5.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
2z —a si T <=2
f(z)= 2 si —2<x<1
x+b si x>1

a) Determine los valores de a y b que hacen que f sea continua en R.

/_03 f(x)dx

b) Para a = b = —8, calcule

Solucién:
a) Las tres ramas son continuas, habra que estudiar la continuidad en z = =2 y « = 1.
En x=-2:
lim f(z)= lim (2z—a)=-4-a
T——2" rT——2"
lim  f(z) = lim 2?=4 = 4-a=4= a=-8
r——2+ z——2+
f(=2)=4
Enzx=1:
lim f(z) = lim 2> =1
r—1— 1-
lim f(z)= lim (x+b)=14b = 1=14+b= b=0
z—1t —1+
) =
2¢ + 8 si r< =2 0 -2 0 9
b) f(z) = 2 si —2<x<1 / f(x)de = / (22+8) dx—i—/ o dv = x* + 8x] _,+
xr—8 s x>1 -3 -3 -2
231° 17

-2

Problema 22.5.4 (2 puntos) Sean Ay B sucesos independientes de un experimento aleatorio con
P(B)=1/2.

a) Calcule P(A) para el caso en que P(AU B) = 3/4.

b) Calcule P(A) para el caso en que P(AN B°) =1/4.
Nota: B¢ denota el suceso complementario de B.

Solucién:
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a) Ay B sucesos independientes = P(AN B) = P(A)P(B)

P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(AN B) = P(4) + P(B) ~ P(4)P(B) = & = P(A) + ; -
SP(A) = SPA)=> - =1 = PA)=

b) P(ANB) = P(4) - P(ANB) = P(4) ~ P(A)P(B) = | = P(A) ~ 5 P(4) = S P(4) =
i = P(A) = %

Problema 22.5.5 (2 puntos) Para estimar la proporcién poblacional de las familias que tienen
internet en una determinada ciudad se ha tomado una muestra de familias al azar.

a) Si la proporcién poblacional fuese P = 0,8, determine el tamafio minimo necesario de la
muestra de familias para garantizar que, con una confianza del 99 %, el margen de error en
la estimacién no supera el 6 %.

b) Tomada al azar una muestra de 200 familias, se encontré que 170 tenfan internet. Determine
un intervalo de confianza al 95 % para la proporcién de familias que tienen internet.

Solucion:

a) p=0,8=— ¢g=1—-p=0,2
NC=09=1—a=— a=0,01 — %:0,005

P(Z < Zoy) :1—%:1—0,005:07995: Zay2 = 2,575

0,8-0,2
E = 200y 22 = 2,575/ 2= = 0,06
n n

. 2,5752-0,8-0,2
1 0,062

= 204,694 =5 n = 295

170
b) n =200y p= o5 = 0,85 = g =1-0,85=0,15
NC=09=1—a— a=0,05— %:0,025

P(Z < Zus) :1-%:1—0,025:0,975$ Zaj2 = 1,96

| Pq /0,850,15
E = o — = 1, — = U, 494

IC = (p—E,p+ E) = (0,85 — 0,04949; 0, 85 + 0, 04949) =
(0,80051, 0,89949) = (80, 051 %; 89, 949 %)

22.6. Ordinaria 2022 (coincidente)- Opcién B

Problema 22.6.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
troa € R:
2ae+z=1
ar—y+z2=0
ay+z=a+1
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a) Discuta la compatibilidad del sistema para diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucion:

a)

)

1
0 Al = —a(a+2) =0 =
a+1

== a =

Sia#0ya# —2=—Rango(4) =3 :Rango(Z) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sia=0:
0 0 111
A= 0 -1 1]0 = [ F, = F3 ] — Sistema Compatible Indeterminado
0 0 111
Sia=-2:
—4 0 1|1 Fi —4 0 1] 1
A= -2 -1 1] 0 = | 2k —-F | = 0 -2 1]-1 =
0 -2 1]-1 F3 0 -2 1]-1
F —4 0 1
Fy = 0 -2 1|-1 — Sistema Compatible Indeterminado
F; — Fy 0 0 0] O
b) Sia=0
—y+z2=0 =< y=1

Problema 22.6.2 (2 puntos) La siguiente figura representa la grafica de una funcién lineal a tro-
zos f:[0,6] — R

= N W B W 4

3
a) Determine razonadamente el valor de la integral definida / f(z)dx
0
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3 6
b) ;Cudl ntmero es mayor, / f(z)dz o / f(x) dz? Razone tu respuesta.
0 0

Solucion:
3
base - alt -4
)/ f(as)dx:{S: aseaura}:i% _6

2 2
/f _ 32
; flz dx—/ flx dx—l—/ f(z 3=3
Luego/o f(x) d:c>/0 f(z)dx

Problema 22.6.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real dada por la siguiente

expresion:
3

f(x)zm

a) Obtenga el valor de la constante K para que la recta tangente a la funcién en z = 9 sea
paralela al eje de las z. Indique la expresion de dicha recta.

b) Para K = 3, senale los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) y clasifique
los extremos relativos de esta funcién.

Solucion:

a) La pendiente de esta tangente m = f'(9) = 0.
x2(x — 3k) 243(k —3)

3 81
Para K =3 = f(x):(xfig)z: f(g):Z
La recta horizontal es y = %
3 2(p _
b) f(x):(xfi?)y: f( )ZMZO: r=0yxz=9
( ) (_0070) (073) (379) (9a OO)
[ + + - +
f(z) | creciente /| creciente , | decreciente Y\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (0,3) U (9, 00) y decreciente en el (3,9). La

funcién tiene un minimo relativo en el punto (9, —

y=81/4 Min(9,81/4)
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Problema 22.6.4 (2 puntos) Ganar en el juego del gambén depende de la actitud de los partici-
pantes. E1 50% de ellos son pesimistas y se sienten perdedores antes de haber jugado. El 30 % no
lo ve claro y el resto son optimistas y se sienten ganadores antes de jugar. La probabilidad de que
ganen los primeros es 0,5, de que ganen los segundos es 0,7 y de que ganen los tltimos es 0,9.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un jugador escogido al azar gane el juego?.

b) ;Cuadl es la probabilidad de que el ganador sea alguien que se haya sentido un perdedor antes
de haber jugado el juego?

Solucién:
Sean P, a se sienten perdedores, N no lo ve claro, O son optimistas y G gana el juego.

05 G

- 0,7 G

P( ) <

b) P(Pe|G) = &) e) R
| 0(5 €(|) 5) P(G) b
ogi = 0.390625 '<(

Problema 22.6.5 (2 puntos) Sea una poblacién donde observamos la variable aleatoria X con

distribucién normal de media 20 y desviacién tipica 5. Sea X la media muestral de una muestra
aleatoria de tamano 25.

a) P(G) = P(G|Pe)P(Pe) + P(G|N)P(N)+
P(G|O)P(0) =0,5-0,540,7-0,3+0,9-0,2 = 0,64

G|Pe)P(Pe)

a) ;Cudl es la distribucién de X?
b) Calcule P(19 < X < 22).

Solucién:
N(20,5)
a) Y~N( i) = N(20;1)
~ Hy \/ﬁ - 3
b) P(19<Y<22):P(19_20 <Z< 22120) =P(-1<Z<2)=

PZ<2)—-P(Z<-1)=PZ<2)-(1-PZ<1)=PZ<2)+PZ<1)-1=
0,9772 40,8413 — 1 = 0,8185

22.7. Extraordinaria 2022 - Opcion A

Problema 22.7.1 (2 puntos) Sea a € R. Considere las matrices

—a 1 1 1 1 1 T 1
A= 0 -1 1 , B= -1 1 0 , X = y , Y = 0
a 1 1 1 1 2 z 2

a) Determine los valores del pardmetro real a para que A tenga inversa.
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b) Calcule, para a = 1, la solucién del sistema (A — B)X =Y.
Solucién:

a) |[Al=4a=0= a=0
JA™' Va € R — {0}

b) Sia=1:
-1 11 11 1 -2 0 0
A-B= 0 -1 1 )—-( -1 10 |= 1 Wil
111 11 2 0 0 -1
—-1/2 0 0
(A-B)t=| —-1/4 —-1/2 -1/2
0 0o -1
(A-B)X=Y = X=(A-B)'Y =
r —1/2 0 0 1 —-1/2
y | = -1/4 -1/2 -1/2 0 |=| —-5/4
z 0 0 -1 2 —2
1 5
= —— = —— :—2
x 27 y 47 z

Problema 22.7.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por
Ty — 8z < 3400, 3z — 8y < 2000, 1lx + 14y > 9500, = < 1200, y < 1000
a) Represente graficamente la regiéon S y calcule las coordenadas de sus vértices.

b) Obtenga el valor minimo de la funcién f(z,y) = 22 +y en S, indicando el punto de la regién
en el cual se alcanza.

Solucion:
a)
Ty — 8x < 3400 8x — Ty > —3400
3z — 8y < 2000 3z — 8y < 2000
S : 11z + 14y > 9500 — 11z + 14y > 9500
x <1200 x <1200
y < 1000 y < 1000
; ‘//
=
\E( M ifzzzm
- B
0(0,0) ///_/—/
/4/7/ \\

Los vértices a estudiar seran: A(800, 50), B(1200, 200), C(1200, 1000), D(450,1000) y E(100,600).
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b) f(z,y) =2x+yen S:
(800,50) = 1650
(1200, 200) = 2600
(1200,1000) = 3400 —
(450, 1000) = 1900
£(100, 600) = 800
El valor minimo de la funcién en S se alcanza en el punto E(100,600) con un valor de 800.

f
f
f
f

Problema 22.7.3 (2 puntos) Considere las funciones reales de variable real f(z) = 2% —4x +3y
g(z) = —2? + ax + 3.

a) Se define h(z) de la siguiente manera:

o= {16 4 e

glx) si xz>1
;Qué valor debe darle a la constante a € R para que la funciéon h sea continua en R?

b) Para a = 2, halle el drea de la regién acotada del plano que estd delimitada por las graficas
de fy deg.

Solucién:

a) h(x)—{ 22 —4rx+3 si z<1
Tl =22 4az+3 si oz>1
estudiar la continuidad en z =1
lim h(z) = lim (2* —42x+3) =0
1- 1-

T— T—
lim h(z) = lim (—2®+ar+3)=a+2
rz—1t

las dos ramas son polinémicas y continuas. Hay que

r—1t

h(1)=0
Para que h sea continnaenz=1— a+2=0— a = -2
En conclusién si a = —2 la funcién h es continua en R.

b) f(z)=g(z) = 2* — 4 +3=—-2>+22+3=—= 2> —62=0=—= =0y x=3.

23 3
F(x):/(f(z)—g(x))dw:/(ZIQ—GI)dx:%73x2+0 51:/0 (f(z) —g(x)) dx =
_F

F(3) 0)=-9

S = |Sl| =9 7.L2
//

/

Problema 22.7.4 (2 puntos) Supongamos que el espacio muestral de cierto experimento aleatorio
es la unién de los sucesos A y B. Esto es, E = AU B. Ademds suponga que P(ANB) =0,2y
P(B)=0,7.

a) Calcule P(A°).
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b) Calcule P(A°U B°).
Nota: A°y B¢ son, respectivamente, los sucesos complementarios de A y B.

Solucion:
Por costumbre utilizaremos B = B°.

a) PLAUB)=P(E)=1=P(A)+ P(B)— P(ANB) =
1=P(A)+0,7-0,2= P(A)=0,5= P(A)=1-0,5=0,5
b) P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,2=0,8

Problema 22.7.5 (2 puntos) Una muestra de tornillos, tomada de una companiia encargada de
fabricarlos, ha permitido obtener un intervalo de confianza del 95 % para estimar la proporcién de
tornillos con defectos de fabricacion, siendo 0,2 y 0,3 los extremos de dicho intervalo.

a) Estime la proporcién de tornillos con defectos de fabricacién a partir de esa muestra y dé
una cota del error de estimacién al nivel de confianza considerado.

b) Utilizando el mismo nivel de confianza, ;cudl serfa el error maximo de estimacién si esa
misma proporcién se hubiera observado en una muestra de 700 tornillos?

Solucion: o
NC=0,9%5=1-a— a=0,00—= 5:0,025

P(Z < Zyps) = 1—%:0,975:> Ty = 1,96

a) IC=(p— E,p+E)=(0,2,0,3) = 2E=0,1 = E=0,05yp=0,25

b4 0,25-0,75
b) E = Zu s\ 2 = 1,961/ 2212 — 0,032
) 2\ 96 -0 0, 03208

22.8. Extraordinaria 2022- Opcion B

Problema 22.8.1 (2 puntos) Considere el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
tro a € R:

r+ay+z=2
r—az=0
r+y+z2=2

a) Discuta la compatibilidad del sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucion:

1
Z:

— =

2
0 |; [Aj=1-a*>=0=a=-1, a=1
2

= o Q

1

» Sia# —1ya#1= |A|# 0= Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)
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» Sia=-1:

1 -1 112 3 1 -1 1| 2
A= 1 0 11]0 =| Fh,—F | = 0 1 0] -2 =
1 1 112 F;— Fy 0 2 0| 0
Fi 1 -1 1| 2
Fy = 0 1 0] -2 =
F3 —2F, 0 0 0] 4
Sistema Incompatible
= Sia=1:
1 1 112 F 1 1 111
A= 1 0 —-1|0 =| Fh—-IF | = 0o -1 —-2|-2 -
1 1 112 F;— Fy 0 0 0] 0O
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sia=0:
T+z=2 =0
z=0 - y=20
r+y+z=2 z=2

Problema 22.8.2 (2 puntos)

b
a) Determine los valores de los pardmetros a,b € R para que la funcién f(z) = az + — verifique
T
que f(2) =4y f'(2) =0.

1
b) Encuentre todas las asintotas de la funcién g(x) = = + —.
x

Solucién:

b

W) f@)=azt L = fla)=a— o

b
fQ)=4= 2a+-=4 :>{4a—|—b:8 :>{a:1
f/(2):O:>a*Z:O 4a—b=0 b=14
2
1
b) Asintotas de g(z) = £+
@ Verticales: x =0
L 2?41 1 ,or? 41 1
lim = = —o00, Ilim =|—| =40
x>0~ T 0— z—0t X 0+
@ Horizontales: No hay
. 2?41 . a?+1
lim = —00, lim = 400
T——00 X T—+00 T



@ Oblicuas: y = mz +n

2
1
9@) _ o, T

m = lim 1 ;— =1
T—00 I r—oo I
241 1
n = lim (g(z) —ma) = lim (:r + —x) = lim <7) =0
T—00 T—r00 x rx—o0 \ I
y==x

Problema 22.8.3 (2 puntos) Un investigador ha desarrollado un fertilizante para un determinado
cultivo. Los estudios de mercado indican que los ingresos, I(x), en miles de euros, vienen expresados

[)()I la fuIlCl(’)Il
I(I) - 507,

en la que x representa la demanda del producto, expresada en miles de litros. Por otra parte,
los costes de produccion que asume la empresa, en miles de euros, se expresan en funcién de la
demanda mediante la funcién C(x) = 10 + 2z + z°.

a) Proporcione una expresion para la funcién beneficio en términos de la demanda z y encuentre
la cantidad de producto que deberia venderse para maximizarlo. Obtenga también el beneficio
maximo.

b) Determine entre qué valores deberia encontrarse la cantidad demandada de fertilizante para
que el coste medio, C(x)/z, no supere los diez mil euros.

Nota: Exprese los resultados con 2 cifras decimales.

Solucién:
a) La funcién beneficio serfa:
170 —
B(z)=I(z) - C(x) = xw
B 11722 — 3200z + 1000

— (10 4 2z + 2?) =

B(z) =

100
_ 1600117 1000 ars 91 litros

11'?0 1600
= B (7
50

1
de B (%) = 208, 8034188 = 208803, 42€

B'()

es un maximo relativo con un beneficio

B"(z) = ) <0= z = 1600

117

C 242x+10 2422410
b) (z) 2”422+ Sloﬁ%,mgoﬁ

xXr X
38 410
T g 2 € [1,550510257; 6, 449489742].

T
Los costes medios inferiores a 10.000 euros se consiguen con una produccién comprendida
entre 1550,51 y 6449,48 litros.

Problema 22.8.4 (2 puntos) Tres amigas (Ana, Berta y Carla) elaboran una lista para hacer una
fiesta sorpresa a una compaiiera de trabajo. Ana enviara el 30 % de las invitaciones, Berta el 40 %
y Carla las restantes. El 2% de los nombres de la lista de Ana son incorrectos y las invitaciones
no llegaran a su destino. En las listas de Berta y Carla, los porcentajes de nombres incorrectos son
3% v 1%, respectivamente.
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a) Calcule la probabilidad de que una invitacién no llegue a su destino.
b) Si una invitacién no llegd a su destino, jcudl es la probabilidad de que la haya enviado Ana?
Solucién:

A la envia Ana, B la envia Berta, C' la envia Carla, N no llega y S si llega.

a) P(N)= P(N|A)P(A)+ P(N|B)P(B)+ P(N|C)P(C) =
0,02-0,3+4+0,03-0,4+0,01-0,3=0,021
N[A)P(A) 0,02-0,3
P(N) 0,021

b) P(A|N) = il = 0,2857

Problema 22.8.5 (2 puntos) Considere una poblacién donde observamos una variable aleatoria
X con distribuciéon normal de media desconocida y desviacién tipica igual a 15. Se toma una
muestra aleatoria simple para estimar la media muestral que arroja un intervalo de confianza
cuyos extremos son 157,125 y 182,875.

a) Calcule el valor de la media muestral.

b) Si el tamano de la muestra es 9, jcudl es el nivel de confianza para este intervalo?

Solucién:
N(p;15)
a) IC = (X — E; X + E) = (157,125; 182, 875) =
- 157,125 —;— 182,875 — 170
o 182,875 — 157,125 12,875
2
o 15 12,875

b) E = Za/gi — 12,875:Za/27 — Za/g =
NG V9
P(Z <2,575) 20,995021—5 — a=0,01l—= NC=99%

= 2,575

22.9. Extraordinaria 2022 (coincidente)- Opcién A

Problema 22.9.1 (2 puntos) Sea a € R. Considere las matrices

—a 1 -2 1 2 1 1
A= 0 -1 1 , B= 0 -1 0 , Y = 0
a a -1 1 1 2 2

a) Determine los valores de a para que A tenga inversa.

b) Calcule los valores de a para que la solucién del sistema (A — B)X =Y sea

X = -1
0

Solucion:
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a) |[Al=ala—2)=0= a=0ya=2
A Va € R - {0,2}

b) Sia=1:
—a 1 -2 1 2 1 —a—1 -1 -3
A—-B= 0 -1 1 — 0 -1 0 = 0 0 1
a a —1 1 1 2 a—1 a—1 -3
—a—1 -1 -3 0 1
0 0 1 -1 = 0
a—1 a—1 -3 0 2
1 1
0 = 0 — l—-a=2=— a=-1
1—a 2

Problema 22.9.2 (2 puntos) La plataforma digital Plusfiz va a lanzar un nuevo canal de cine y
deporte y tiene que elaborar una propuesta piloto de contenidos, teniendo en cuenta que el tiempo
dedicado al cine no puede ser mayor que el tiempo dedicado al deporte. La propuesta piloto debe
tener una duracién entre 600 y 900 minutos, debe tener al menos 200 minutos de cine y como
mucho 500 minutos de deporte. Ademads, con la emisién de la propuesta la plataforma obtiene 15€
de beneficio por cada minuto de emisién de cine y 10€ de beneficio por cada minuto de emisién
de deporte. Determine cuantos minutos de cine y cuantos de deporte debe tener la propuesta para
obtener el médximo beneficio y obtenga el beneficio que obtiene la plataforma con dicha propuesta.
Solucién:

Sean x el tiempo de cine e y el tiempo de deporte.

-
z—y <0
<y
— <
600 < = + 1 < 900 iiy;ggg
S:{ @>200 - Y=
x > 200
y < 500
S y < 500
¥R y=>0
\ . \\ e /
S D(200,500)  y=500 "~ (‘1400500) L
g e ﬂ{
E(200,400)
\-WRW\ (300,300) = \\
= g TR
// - \\\\ Ry
The
\
——joen
A

Los vértices a estudiar seran: A(300, 300), B(450,450), C (400, 500), D(200,500) y E(200,400).

& f(z,y) =152+ 10y en S:
£(300, 300) = 7500
£(450,450) = 11250
£(400,500) = 11000 =
£(200,500) = 8000
£(200,400) = 7000
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El beneficio méximo de la propuesta se obtiene con 450 minutos de cine y 450 minutos de
deporte y es de 11250€.

Problema 22.9.3 (2 puntos)

1
T
a) Halle/o mdl‘

b) Considere f(z) = Zfﬁ y g(r) =Inz
x

Halle la derivada de la funcién compuesta f o g(z)

Solucion:
1

1 1
T 1 4x 1
L N R -
a)/o 22 +5 " 4/0 207 5 0= sl

1 1.7
(07 —1n5) = 2oz ~0,08412

b) Por la regla de la cadena (f o g)'(z) = f'(g(z))g ()

oy 22% =5 ~ 2(Imx)* -5
f(z) = —m = f'(g(x)) = m
g'(x) = 7
1N g oy 2(mx)?*-5 1 2(nz)?-5
(fog)(x)=f(g(x))g'(z) = TR 7= rema? To?

Problema 22.9.4 (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos asociados a un mismo experimento aleatorio.
Suponga que P(A) =0,7, P(B¢)=0,7y P(ANB) =0,2.

a) ¢Son Ay B independientes? Justifique su respuesta.

b) Calcule P(A° N B°).
Nota: A® y B¢ son, respectivamente, los sucesos complementarios de Ay B

Solucion:
Por costumbre utilizaremos B = B°.
a) P(AnB)=0,2y P(A)P(B)=0,7(1-0,7) =0,21 =
P(ANB) # P(A)P(B) = Ay B no son independientes.
b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =
1-(P(A)+P(B)—P(ANB))=1-(0,740,3-0,2) =0,2

Problema 22.9.5 (2 puntos) El peso en gramos de ciertas bolsas de palomitas se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacion tipica igual a 10.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamaflo 20 y se obtiene que su media muestral es de
200. Determine un intervalo de confianza del 95 % para el peso medio de dichas bolsas de
palomitas.

b) Determine el tamafio minimo de la muestra para que el error maximo cometido en la esti-
macién de la media sea menor que 0,5 gramos, con un nivel de confianza del 90 %.

Solucién:
N (p;10)
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a) NO=0,95=1—a=— a=0,05— %:0,025

P(Z< Zopp)=1- % = 0,975 = Zop = 1,96
o 10
E=27y 92 =1,96—
A V0
IC = (X — B, X + E) = (200 — 4, 3827; 200 + 4, 3827) = (195, 6173; 204, 3827)

= 4,3827

b) NC=0,90=1-a= a=0,10= %:0,05
P(Zgza/2)=1—%:0,95:> Zoyy = 1,645
1 1
T 05=1,645-2 6,45
Jn Jn 0,5

2
E = Zu :>n2< ) = 1082,41 = n = 1083

22.10. Extraordinaria 2022 (coincidente)- Opcién B

Problema 22.10.1 (2 puntos) Considere el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
tro a € R:

T+2y+z=2
ar —z=10
ay+z=a

a) Determine a para que el sistema NO sea compatible determinado.

b) Resuelva el sistema para a = 2.

Solucién:
a)
- 1 2 112
A= a 0 =1|0 ]; |Al=ala—1)=0=a=0, a=1
0 a 1|a
Estos valores son los tinicos que hacen a este sistema NO compatible determinado.
b)
T4+2y+z=2 r=0
2c —2=0 == y=1
20+ 2=2 z=0

Problema 22.10.2 (2 puntos) Se considera la funcién f(z) = { (ozxxz_;)g zi i § 1

a) Determine los valores de a € R que hacen que f sea una funcién continua en su dominio.

b) Para a = 1/2, determine, si existen, los puntos de corte de la grafica de f con el eje de las x.
Solucién:

a) Las ramas son continuas, son polinomios, hay que calcular a en z =1
lm f(z) = lim (az® —1)=a—1
r—1— r—1—
lm f(z)= lim (r—a)*>=(1-0a)? = a—1=(1-a)
z—1t z

i
—1+
fl)=a-1
cualquiera de estos valores la funcién f es continua en el dominio de la funcién.

?—= a=1ya=2 Con
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b) Sia:%:>f(x): ( 1)2

Enlaramaxﬁlesf(m):%—l

2
Corte con el eje OX: hacemos f(x) =0 = L _1=0= 2= +V2 la solucién positiva

2
no es valida esta fuera del intervalo, luego el punto de corte es (—v/2,0)
1\2
En larama x > 1es f(z) = (x— 5)

1\? 1
Corte con el eje OX: hacemos f(z) = 0 = <1: — 5) =0= z = 2 la solucién no es

valida esta fuera del intervalo.

Problema 22.10.3 (2 puntos) Un ensayo clinico indica que la cantidad de glucosa en sangre en
ratones tras la ingesta de un determinado farmaco depende del tiempo transcurrido, ¢ (en minutos),
segin la siguiente funcién expresada en mg/dl:

f(t) =90+ Ct?e™/5 0<t<60

a) Obtenga razonadamente el valor de la constante C' sabiendo que la tasa de variacién ins-
tantdnea de la cantidad de glucosa a los 5 minutos de la ingesta del producto es 15/e.

b) Para C = 3, indique a partir de qué momento disminuye la cantidad de glucosa en san-
gre. Senale también la cantidad maxima de glucosa en sangre alcanzada tras la ingesta del
farmaco.

Nota: Exprese los resultados con 2 cifras decimales.

Solucion:

a) fl(t)ZW’f/(E)):g:E:CZ?)

e e

~ 3te71/5(10 — t)
B 5

b) SiC =3= f(t) =90+ 3t2"5y f'(t) =0=t=10

(0, 10) (10, 60)
F) + -
f(t) | creciente /| decreciente N\

La funcién es creciente en el intervalo (0,10) y decrece en el (10,60) con un méximo relativo
en el punto (10; 130, 60).

La cantidad de glucosa aumenta hasta los 10 minutos donde alcanza el maximo con 130,60
mg/dl. A partir de este tiempo decrece hasta los 60 minutos.

Problema 22.10.4 (2 puntos) Un virus muy peligroso estd presente en el 5% de la poblacién
nacional. Se tiene un test para detectar la presencia del virus que es correcto en el 85 % de los
casos. Es decir, entre los portadores del virus, el test ha dado positivo el 85 % de las veces y entre
los no portadores ha dado negativo el 85 % de las veces.
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a) Si se practica el test a un individuo de la poblacién escogido al azar, jcudl es la probabilidad
de que dé positivo?

b) Si da positivo, jcuél es la probabilidad de que el individuo escogido realmente sea un portador

del virus?
Soluci6én: o
I esté infectado, I no estd infectado, Po el test muestra positivo y Po el test muestra positivo.

a) P(Po) = P(Po|I)P(I) + P(Po|T)P(I) = ,giﬁ
0,85-0,05+0,15-0,95 = 0,185 b mE=be
P(PolI)P(I) 0,85-0,05 S o R
b) P(I|Po) = == ~— =0,2297 § _
) PUPo) P(Po) 0,185 ’ 75;::p0

Problema 22.10.5 (2 puntos) El 64% de los individuos de una poblacién tienen una misma
caracteristica. Se escoge una muestra al azar de 120 individuos.

a) {Cudl es la distribucién aproximada que sigue la proporcién de individuos con esa carac-
teristica de la muestra?

b) Halle la probabilidad de que mds del 70% de los individuos de la muestra posean dicha
caracteristica.

Solucion:

a) Se trata de B(120;0,64), como n = 120 > 10, np = 76,8 > 5y ng = 43,2 > 5 se puede
aproximar mediante una normal N (np;/npq) = N(76,8;5, 26)
Como lo que se pide es la distribuciéon de una proporcién con n = 120 > 30, np = 76,8 > 5
y ng = 43,2 > 5, serfa una normal

/Pq /0,64 -0, 36
N\ p, )—_N ,64;\/ ———— ] = N(0,64;0,04
(p . (06 120 (0,64;0,0438)

0,7 — 0,64

0,0438 ) (Z 2 1,37) (Z < 1,37) 0,9147

m1%¥>an=P<Zz
0,0853
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Capitulo 23

Ano 2023

23.1. Modelo 2023 - Opciéon A

1 -1 a
Problema 23.1.1 (2 puntos) Considere la matriz A= a 1 -—a
1 1 1

a) Determine los valores de a para los cuales la matriz A es invertible.
b) Calcular A~! para a = 1.
Solucién:

a) |Al=a*+2a+1=0= a=—-1= FA ' VacR—-{-1}

1 -1 1 /2 1/2 0
b) Sia=1= A= 1 1 -1 |=A=[ -1/2 0 1/2
1 1 1 0 —1/2 1/2

Problema 23.1.2 (2 puntos) Una empresa de transportes ha comprado dos furgonetas, una gran-
de y otra mediana. La normativa vigente solo permite circular un maximo de 400000 km a la grande,
250000 km a la mediana y un total de 600000 km entre ambas. Por las rutas que establece la em-
presa, por cada kilémetro que recorre la furgoneta grande, la mediana circula como méximo 2 km;
y por cada kilometro que recorre la furgoneta mediana, la grande hace un méximo de 4 km. Por
cada kilémetro de circulacién de la furgoneta grande se obtiene un beneficio de 10 céntimos y por
cada kilometro de circulacién de la mediana un beneficio de 5 céntimos.

Determine el maximo beneficio posible y el niimero de kilémetros que debe recorrer cada una de
las furgonetas para obtenerlo.

Solucién:
Sean z el nimero de kilémetros recorridos por la furgoneta grande e y los de la mediana.
= La regién factible S es:
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x <400000

y < 250000

z 4+ y < 600000

20—y >0

z—4y <0

z,y >0
Los vértices a estudiar serdn: O(0,0),
A(400000, 100000), B(400000,200000),
C(350000, 250000 y D(125000, 250000)

/17/(125000,250000»

y=250000 C(350000,250000)

X+E600000
B(400000,200000)

i"’><
_——14(400000,100000)

2xy=0

=0

0(0,0)

= La funcién objetivo es f(z,y) = 10z + by =

Solucién por solver

£(0,0) = —T
f(400000 100000) = 4500000 m “ :” :
(400000, 200000) = 5000000 : —

£(350000,250000) = 4750000 e

f(125000 250000) = 2500000 2
El méximo beneficio se obtiene cuando la furgoneta -
grande hace 400000 kms y la mediana 200000 kms, sien- -
do este beneficio de 5000000 céntimos, es decir, 50000€ =

Problema 23.1.3 (2 puntos) Se pide:

a) Represente la grifica de la funcién f(z) 3 — 3z + 1 prestando especial atencién a la
determinacion de sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. Determine los valores de x
en los que f alcanza méaximos o minimos relativos.

b) Represente la gréfica de g(x) = f(xz — 3) + 2, donde f es la funcién del apartado anterior.
Solucién:

a) Calculamos

@ Dom(f) =R
@ Puntos de corte:
e Con OY = f(0)=1= (0,1)
e Con OX = f(z)=2"-32+1=0= (—1,9;0), (0,35;0) y (1,5;0) (complejos
de obtener y no necesarios)
@ Asintotas no tiene.
@ Monotonfa: f/'(z) =322 -3 =0= z =+1
(_007_1) (_171) (_17+OO)
f(=) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente
La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1) U (1, 00), y decreciente en el intervalo

(—1,1), tiene un méximo relativo en el punto (—
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@ Curvatura: f/(z) =6x=0= =0

.0 | 0.r5)
TN — -

f(x) | convexa —~ | concava —

La funcién es convexa en el intervalo (—oo,0) —~ y céncava en el (0, +00) —. Tiene un
punto de inflexién en (0, 1)

@ Representacion grafica:

i /
/N /

/ PI(0,1)
(-1,9;0). (0,35;0)  /(1,5:0)

\\/
/ Min(1,-1)

b) f(z — 3) es la traslacién horizontal derecha de 3 unidades de la funcién f(z) y g(x) =
f(z —3) + 2 es la traslacién vertical hacia arriba de dos unidades de la funcién f(z — 3).

/ )
/ //
/ //

1/
o e Ax-3)+2 /

Problema 23.1.4 (2 puntos) Considere el lanzamiento de un dado equilibrado. Sea A el suceso
el resultado es 1 0 2, B el suceso el resultado es 2 0 3 y C el resultado es par.

a) Verifique que P(A|C) = P(B|C) = P(AN B|C).
b) Calcule P(AU B|C).

Solucién:
1
a) P(A|C) = - casos favorables sélo hay uno que salga el 2 y 3 casos posibles 2 0 4 o 6.
P(B|C) = = casos favorables s6lo hay uno que salga el 2 y 3 casos posibles 2 0 4 o 6.

3

1

g 1

P(ANnB|C) = 3 AN B = {2} luego sblo hay un caso favorable y 3 casos posibles 2 0 4 o 6.
1

Luego: P(A|C) = P(B|C) = P(ANB|C) = 3

1
b) AUB={1,2,3} = P(AUB|C) = 3 s6lo hay un caso favorable de tres posibles.
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Problema 23.1.5 (2 puntos) Para una poblacién en la que se observa una variable aleatoria X con
distribucién normal, de media desconocida y desviacion tipica igual a 1,5, se tomé una muestra
aleatoria simple para estimar la media poblacional y se obtuvo un intervalo de confianza cuyos
extremos son 11,0703 y 12,9297.

a) Determine el valor de la media muestral.
b) Si el tamano de la muestra fue 10, jcudl es el nivel de confianza del intervalo obtenido?

Solucion:
N(;1,5)

— 11 12,92
2 X = ,0703; 19297 _

b) y 2E = 12,9297 — 11,0703 = 1,8594 = E = 0,9297

12

~/10-0,9297
4 1,5

1,5
B = z0pp—= = 0,9207 = 20— = 20/

NG V10
P(Z < 20p2) = P(Z<1,96)=0,975 =1~ 5 = a=0,06— NC=1-a=0,95

—1,96

Luego el nivel de confianza es del 95 %.

23.2. Modelo 2023 - Opcion B

Problema 23.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-

tro a € R:
r+ay=a
ax +y+az=0
z=1

a) Discuta la compatibilidad del sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema para a = 2.

Solucion:

A= D JAl=1-a>=0= a =+l

o Q=
o = 2
_=Q O
— o Q

» Sia € R—{£1} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y el
sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

= Siaga=-1
1 -1 0] -1 Fy 1 -1 0] -1
A= -1 1 -1 0 = Fy+ Fy = 0 0 —-1]-1 =
0 0 1 1 F3 0 0 1] 1
Fi 1 -1 0] -1
Fy = 0 0 —-1]-1 —
F3+ Fy 0 0 0| 0

Sistema compatible indeterminado
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m Sia=1:

1 1 01 F 1 1 0] 1
A= 1 1 110 =| IKh-F | = 0 0 1|-1 =
00 1|1 F3 0 0 1|1
F 1 1 0|1
Fy = 0 0 1]-1 -
F5 — Fy 0 0 0 2
Sistema incompatible
b) Sia=2:
r+2y=a T = -2
20 +y+22=0 =< y=2

Problema 23.2.2 (2 puntos) Se pide:

a) Determine el drea de la regién acotada del plano limitada inferiormente por el eje de las x y
2

superiormente por la pardbola y = 9x — z~.

b) Determine el drea de la regién acotada del plano limitada inferiormente por la pardbola
y = 9z — 2 y superiormente por las rectas tangentes a esa parabola en los puntos de corte
con el eje de las x.

Solucion:

a) 9z — 22 =0 = 2 =0y 2z = 9. Los limites de integracién son los extremos del intervalo
[0,9]. La funcién en este intervalo es positiva (f(3) = 18 > 0) y el resultado de la integral
debe de ser positiva.

? 243

9 2 3
9z x
2 2
= - de = — — | =— =121
S /0 9z — 2%) dx 5 51, 5 ,ou

v

b) f'(x) =92z
En (0,0) la pendiente de la recta tangente es mg = f'(0) = 9 = y = 9z es la recta tangente
en (0,0)
En (9,0) la pendiente de la recta tangente es mg = f'(9) = -9 = y = —-9(x - 9) = y =
—9z + 81 es la recta tangente en (9,0)
Calculamos el punto corte de ambas rectas:

{y=9m :{x:9/2
y=—9z +81 y = 81/2
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9.81/2
El drea del tridngulo formado por las dos tangentes y el eje de abscisas es A = 7/ =

729 2
el

729 243 243
El 4rea buscada es S = A — S = < "3 =1 = 60,75 u?

0(0,0) (’Wl\\

Problema 23.2.3 (2 puntos) Una pasteleria hace diariamente una cantidad fija de dulces cuya
masa requiere de un tiempo de reposo, el cual tiene que ser de una a dos horas. La pasteleria usa
un ingrediente secreto. La cantidad necesaria de ingrediente secreto, medida en gramos, varia en
funcién del tiempo de reposo de la masa segin la siguiente funcién:

1
Q(t):§t4—3t2+5, 1<t<2

siendo t el tiempo de reposo medido en horas.

a) La produccién diaria de dulces tiene un coste fijo de 150 euros méds el coste por el uso del
ingrediente secreto, el cual cuesta 100 euros/gramo. Obtenga la funcién que representa el
coste de produccién diaria de estos dulces y encuentre el tiempo de reposo de la masa que
minimiza dicho coste. Indique el valor del coste minimo.

b) Obtenga el tiempo de reposo que maximiza el coste de produccién e indique la cantidad de
ingrediente secreto que se necesitaria en este caso.

Solucioén:
1
a) C(t) = 150 + 100 <§t4 —3t*+ 5) =50 (t* — 6t + 13)

C'(t) =200t (* —3) =0= t = 4++/3, la solucién negativa no es relevante.

C"(t) = 600(t> — 1) = C”(v/3) = 1200 > 0 = t = v/3 horas es un minimo relativo con
un coste de C'(v/3) = 200€

Tenemos C(1) = 400 y C(2) = 250 = el minimo calculado es absoluto.

b) Por la visto en el apartado anterior el méximo coste se produce en ¢ = 1 hora de reposo con

5
una cantidad de Q(1) = 5= 2,5 gramos.

Problema 23.2.4 (2 puntos) Se pide:

a) Se tienen 7 sobres cerrados. Uno de ellos contiene un premio y el resto son sobres vacfos. Se
lanza un dado y luego se descartan tantos sobres vacios como el dado indique. Posteriormente,
se escoge al azar uno de los sobres que restan.

b) (Cuadl es la probabilidad de escoger el sobre premiado?
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c¢) Si sali6 el premio, jcudl es la probabilidad de que el resultado del dado haya sido el 1?7

Solucion:

a) Sean G gana el premio y sea Q = {1,2,3,4,5,6} el espacio muestral del dado.

Tenemos: P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = ¢

Tenemos: P(C]1) = ¢, P(G]2) = % P(GJ3) = i P(GI4) = % v P(G5) = % P(Gl6) = 1
b) P(G) = P(G[1)P(1)+P(G[2)P(2)+P(G[3)P(3)+P(G4)P(4)+P(G[5)P(5)+P(G6)P(6) =
6 6 5 6 46 3 6 2 6 6 2 ’
¢) P(1|G) = P(C;'(lc);;(l) =585 % ~ 0, 06803

120

Problema 23.2.5 (2 puntos) Para estimar la proporcién de estudiantes de una determinada fa-
cultad que utilizan la cafeteria se toma una muestra de estudiantes al azar.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional es P = 0,55, determine el tamafio minimo necesario

de la muestra de estudiantes para garantizar que, con una confianza del 98,02 %, el margen
de error en la estimacién no supera el 10 %.

b) Si la muestra aleatoria fue de 100 estudiantes, de los cuales 70 utilizaban la cafeterfa, de-
termine un intervalo de confianza al 95 %. para la proporcién de estudiantes que utilizan la
cafeteria.

Solucion:

a) Tenemos NC = 98,02 %
NC=0,9802=1—a= a=0,0198 = %:0,0099

P(Z < Zopy) = 1-%: 1-0,0099 = 0,9901 = Z,/5 = 2,33

0,4
E:za/m/% :2,33\/%:0,1:>

2,33
n > ( (; 1 ) (0,55 - 0,45) = 134, 365275 = n = 135

70
~ 100 N
NC=0,95=1-a= a=0,05= 5 =0,025

«
PZ< Z =1-—
( N a/2) 2

b) n =100, p =0,7y NC = 95%:

1-0,025 = 0,975 = Z,/ = 1,96

/DG /0,7-0,3
E:Za/2 Z:1,96 W:0,0898

IC = (p—E,p+E) = (0,7—0,0898;0,7+0,0898) = (0,6102;0,7898) = (61,02 %; 78,98 %)
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23.3. Ordinaria 2023 - Opcién A

Problema 23.3.1 (2 puntos) Se considera la matriz A dada por

1 -1 1
A=12 1 0
1 0 1

a) Estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

b) Determine la matriz X tal que

1
A-X=1[1
1
Solucion:
/2 1/2 —1/2
a) [A|=2#0= 3471 =| -1 0 1
-1/2 —-1/2  3/2
1 /2 1/2 —1/2 1 1/2
by X=A11]=| -1 0 1 1)=( 0
1 -1/2 —1/2  3/2 1 1/2

Problema 23.3.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por la siguiente
expresion:
f(r)=62*+ae®* -2, acR

1
a) Obtenga el valor del pardmetro real a sabiendo que / flz)de =e—1.
0

b) Para a = 1, obtenga la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de
abscisa x = 0.

Solucién:
1
a) / f(x)dx:2x3+aew—2m];:ae—a:e—1:> ae—1)=e—1= a=1.
0

b) La ecuacién punto pendiente de una recta es y —b = m(z — a), en nuestro caso a = 0.
flx)=62+¢e" —2= fl(x)=122+e" = m=f(0)=1yb=f0)=—-1= y+1=
r=—=y=x—1

Problema 23.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por la siguiente

expresion:
4

—x
—_ si <0
2+ 1 -

xTr) =

f(z) w2 .

si x>0
r+1

a) Indique el dominio de la funcién f(z) y analice su continuidad, sefialando el tipo de discon-
tinuidad si la presenta.
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b) Determine las asintotas de la funcién anterior.
Solucién:
a) @ Continuidad en x = 0:
4
lim =0
x— 0~ 1‘2 —+ 1
2241 —
lim =1
=0+ -+ 1
f(0)=0

lim f(x) # lim f(z) = f no es continua en x = 0 hay una discontinuidad no
z— 0~ z— 0t

évitable, la funcién tiene un salto.

—x . .
@ Enlaramaz <0= f(z)= pOp el denominador no se anula para ningin valor de

2
T
esta rama y, por tanto, es continua en toda la rama.

2

1

@ En la rama z > 0 = f(a:)zx_:_l
x

el denominador se anula para x = —1 valor que
no esta en la rama y, por tanto, es continua en toda la rama.
@ En conclusién, f es continua en R — {0}.

@ En conclusién, Dom(f) =R, en z =0es f(0) =0.

b) Asintotas:

—
z?2+1
esta rama y, por tanto, no tiene verticales.

lim f(x) = —oo = no hay horizontales.
T—r —00

f(x)

m = lim ——* = +o00 = no hay oblicuas.
r— —00 I

@ Enlaramaz <0= f(z)= el denominador no se anula para ningin valor de

2
@ Enlaramaz > 0= f(x):x
T

1
+1 el denominador sélo se anula en x = —1 y no esta

en esta rama y, por tanto, no tiene verticales.
lim f(x) = +00 = no hay horizontales.

xr— +00
2
1

m= lim 1@ _ gy ZFL_

r— +oo I r— 400 x4 + X )

z¢4+1 1—=
- o= () (123) <
y=z-—1

Problema 23.3.4 (2 puntos) Sean dos sucesos A y B tales que P(A) = 0,55y P(B) = 0,1.
Ademads se sabe que P(BJA) = 0,89, donde B es el suceso complementario de B. Calcule las
siguientes probabilidades:

a) P(AN B).

b) P(AN B), siendo A el suceso complementario de A.
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Solucién:

_ P(ANT

a) P(BA) = (P(”A)) ~ 0,80 — P(A)— P(ANB) = 0,80P(A) —s P(ANB) =
0,11P(A) = 0,11 - 0,55 = 0, 0605.

b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1- (P(A)+ P(B) — P(ANB)) =
1—(0,55+0,1—0,0605) = 0,4105

Problema 23.3.5 (2 puntos) La capacidad en mililitros de un bote de champ se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacion tipica igual a 10 ml.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamario 20 y se obtiene que su media muestral es de 200
ml. Determine un intervalo de confianza del 95 % para la capacidad media de los botes de
champi.

b) Determine el tamafio minimo de la muestra para que el error maximo cometido en la esti-
macién de la media sea menor que 0,5 mililitros, con un nivel de confianza del 90 %.

Solucion:

N(p;10)
a) NO=0,95=1—a = a=0,05=>%:0,025
[0

5 1-0,025=0,975 = 25,2 = 1,96

P(Z<Za/2):].—

X =200y n = 10:

o 10
E = 292 —1,06—— — 4, 3827
2 n V20
(X — E,X + E) = (195,6173; 204, 3827)
b) NC=0,90=1—a— a:0,10:>%:0,05

P(Z<za/2):1f%:170,05:0,95:> Zayz = 1,645

10
E= za/Q% = 0.5 =1,64—% = n= 102,41

n = 1083

23.4. Ordinaria 2023 - Opcién B

Problema 23.4.1 (2 puntos) Una pasteleria tiene 220 bufiuelos de chocolate, nata y crema. Hay
el doble de bunuelos de nata que de crema. Ademds, el doble de la cantidad de los bunuelos de
crema mas el triple de los bunuelos de chocolate es igual al doble de la cantidad de los bunuelos
de nata. Calcule la cantidad de bunuelos que hay de cada tipo.

Solucién:

Sean z el numero de bunuelos de chocolate, y el nimero de bunuelos de nata y z el nimero de
bunuelos de crema. Se tiene que

z+y+2z=220 z =40
y—2z=0 = (y =120
3r—2y+22=0 z =60

928



Problema 23.4.2 (2 puntos) Se desea producir pintura verde en dos tonalidades, VERDEI y
VERDE2, mezclando pintura azul y amarilla en distintas proporciones. Un litro de pintura VER-
DEL1 necesita 0,3 litros de azul y 0,7 litros de amarillo, mientras que un litro de pintura VERDE2
necesita 0,5 litros de azul y 0,5 litros de amarillo. Actualmente se dispone de 20 1 de azul y 28 de
amarillo. El beneficio por litro de la pintura VERDEL es de 1 euro, y por litro de pintura VERDE2
es de 1,2 euros. No se pueden producir mas de 30 litros de pintura VERDEIL. ;Cuédntos litros de
pintura VERDE1 y VERDE2 debe producir para maximizar sus beneficios? ;Cual sera el beneficio
obtenido?

Solucién:

Sean z litros de pintura VERDEL e y litros de pintura VERDE2.

azul | amarillo | beneficio
VERDE1 | 0,3 0,7 1
VERDE2 | 0,5 | 0,5 1,2
20 28
Region factible:
oo N
\\,@fjé\ .
0,3z + 0,5y < 20 3z + 5y < 200 \\‘%’\‘7\?\
0,7z 4+ 0,5y < 28 . Tx + 5y < 280 \w\sf: e
z <30 x <30 s
z,y >0 z,y >0 AN
0(0,0) A(30,0)

Los vértices son 0(0,0), A(30,0), B(30,14), C(20,28) y D(0,40)
La funcién objetivo es f(z,y) =« + 1,2y

El beneficio maximo es de 53,6€ vendiendo 20 1 de VERDE1 y 28 1 de VERDE2.
Problema 23.4.3 (2 puntos) Se consideran las siguientes funciones reales de variable real:
flz) = —2® +22° + 42, g(z) = 4z
a) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x).

b) Calcule el drea de la regién acotada limitada por las gréficas de las funciones f(z) y g(x) en
el primer cuadrante del plano cartesiano.

Solucion:

2
a) f'(z) = 32 +da+4=0= x=2yx:—§

(=00, =2/3) | (=2/3,2) (2,0)

T ¥ -
f(x) | decreciente N | creciente /' | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —2/3) U (2,00) y creciente en el (—2/3,2).
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b) f(z)=g(r) = —2*+22°=0 = 29=0yz; =2.
4

X 1’3

Fa)= [ (f(2) - g(x)) do = / (ma® + 20ty do = =2 2
2 4 4 ,
5= | [ (@)~ g)de| = 1)~ FO)| = |5 ~0| = § 2 1330

38)

0(0,0)

Problema 23.4.4 (2 puntos) El Ministerio de Educacién y Formacién Profesional convoca regu-
larmente unas ayudas al estudio. En el curso 2019-2020 las ayudas destinadas a las Ensenanzas
Obligatorias representaron el 56,5 % del total, el 24 % correspondieron a Ensenianzas Universita-
rias, mientras que el 19,5 % restante fueron para Ensenanzas Postobligatorias No Universitarias.
Las ayudas concedidas son financiadas o bien por el ministerio o bien por la Comunidad Auténoma
a la que pertenece el estudiante. Concretamente, en el curso 2019-2020, las ayudas financiadas por
el ministerio representaron el 13,8 % del total de ayudas de Ensenianzas Obligatorias, el 86,1 % de
las Universitarias y el 80,3% de las Postobligatorias No Universitarias. Eligiendo una ayuda al
estudio al azar de las anteriormente descritas, calcule la probabilidad de que:

a) Sea financiada por el ministerio.
b) La ayuda sea de Ensenanza Obligatoria, sabiendo que ha sido financiada por el ministerio.

Solucién:
Sean O las ayudas son destinadas a las Ensenanzas Obligatorias, U las ayudas son destinadas
a las Ensenanzas Universitarias, P las ayudas son destinadas a las Ensenanzas Postobligatorias
No Universitarias, M las ayudas han sido financiadas por el ministerio y M las ayudas han sido
financiadas por la Comunidad Auténoma.

a) P(M) = P(M|O)P(O) + P(M|U)P(U) + P(M|P)P(P) =
0,565 - 0,138 4 0,24 - 0,861 + 0,195 - 0,803 = 0, 4412
P(M|O)P(O) _ 0,565-0,138

b) P(OIM) = P(M) ~  0,4412

=0,1767

Problema 23.4.5 (2 puntos) El 30 % de los individuos de una poblacién tienen una titulacién
universitaria. Se escoge una muestra al azar de 120 individuos.

a) {Cudl es la distribucién aproximada que sigue la proporcién de individuos con titulacién
universitaria de la muestra?

530



b) Halle la probabilidad de que més del 35% de los individuos de la muestra sean titulados
universitarios.

Solucion:

a) p=0,3ymn=120. Tenemos n > 30, np =36 >5yng=84>5— ﬁ%N(p, @> =
N(0,3;0,0418)

b) P(p>0,35) = <Z> M) =P(Z>1,2)=1-P(Z<1,2)=1-0,8849 = 0,1151

= 70,0418

23.5. Ordinaria-coincidente 2023 - Opcién A

Problema 23.5.1 (2 puntos) Se considera la matriz A dada por
-1 1
= (1)
a) Calcule A% — A.

b) Estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

(o V)

Soluciodn:
2
s . (-1 1> 7(—1 1)7(0 1>7<—1 1)
a) A A*<—12 —1 2) -1 3 ~1 2

b) [A] = —1 40— 3471 = (:? })

Problema 23.5.2 (2 puntos) En una cooperativa se produce aceite de girasol y de oliva. Hay que
producir al dia como minimo 10 litros de aceite de girasol y 24 litros de aceite de oliva. Ademas,
los litros de aceite de oliva producidos deben ser al menos el doble de los litros de aceite de girasol
y no hay capacidad para producir en total més de 75 litros al dia. Sabiendo que un litro de aceite
de girasol da un beneficio de 1 euro y que un litro de aceite de oliva da un beneficio de 3 euros,
jcuantos litros de aceite de cada tipo habra que producir para maximizar el beneficio? ; Cudl sera
ese beneficio?

Solucién:

Sean x litros de aceite de girasol e y litros de aceite de oliva.

Region factible:

D(10,69)

T xty=75
LL\\\ B
) )
r+y <75 o e
Yy > 2.’1} g ey
= -
€T Z 10 A(l“i’ = Bﬁ}d} =24

y>24 e
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Los vértices son A(10,24), B(12,24), C(25,50) y D(10,65)
La funcién objetivo es f(z,y) = = + 3y

£(10,24) = 82
f(12,24) = 84
£(25,50) = 175
£(10,65) = 205

El beneficio méximo es de 205€ vendiendo 10 1 de girasol y 65 1 de oliva.
Problema 23.5.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real
f(z)=az* +4x+5

a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién f(x) tenga un extremo relativo en
el punto de abscisa = = 1.

b) Para a = 1 obtenga la ecuacién de la recta tangente a la funcién f(x) en el punto de abscisa
z = 0.

Solucién:
a) fllzr)=2ax+4= f'(1)=2a+4=0= a=-2.

b) La ecuacién punto pendiente de una recta es y — b = m(x — a), en nuestro caso a = 0.
fl@)=2>+40+5= fl(z)=20+4= m=f(0)=4yb=f0)=5= y—5=
dr = y=4x+5

Problema 23.5.4 (2 puntos) El informe ALADINO es un estudio de la Agencia Espanola de
Seguridad Alimentaria y Nutricién (AESAN) que se realiza a escolares de 6 a 9 aflos residentes en
Espana. En el informe de 2019, el 50,2 % de los escolares encuestados tenfan entre 6 y 7 afios, los
restantes tenfan entre 8 y 9 afios. Segun los estandares de la Organizacion Mundial de la Salud
(OMS), se observé que el 23 % de los escolares estudiados presentaban sobrepeso y que en el grupo
de escolares con 6-7 anos de edad el 78 % no tenia sobrepeso. Eligiendo un escolar al azar, calcule
la probabilidad de que:

a) Tenga sobrepeso y pertenezca al grupo de escolares con 6-7 afios de edad.
b) No tenga sobrepeso y pertenezca al grupo de escolares con 8-9 afios de edad.

Solucién: B
Sean A entre 6 y 7 afios, B entre 8 y 9 afios, S tiene sobrepeso y S no tiene sobrepeso.

= P(SNA = =
Tenemos P(S|A) = (P(A)) = P(SNA)=P(S|A) - P(A)=0,78-0,502 = 0, 39156
S S S S
A 0,39156 | 0,502 |—> | A | 0, 11044 | 0,39156 | 0,502
B B 0,11956 | 0,37844 | 0,498
0,23 0,77 1 023 | 0,77 1

a) P(SNA)=0,11044.
b) P(SN B) = 0,37844
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Problema 23.5.5 (2 puntos) Para estimar el porcentaje de paises firmantes de la Agenda 2030
que cumplen en 2022 al menos la mitad de los objetivos de desarrollo sostenible se tomé una
muestra de paises al azar.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional es P = 0,20, determine el tamafio minimo necesario
de la muestra de paises para garantizar que, con una confianza del 95 %, el margen de error
en la estimacién no supere el 5 %.

b) Si la muestra aleatoria fue de 34 paises, de los cuales 10 cumplian al menos la mitad de
los objetivos de desarrollo sostenible, determine un intervalo de confianza al 95% para la
proporcién de paises firmantes que cumplen en 2022 al menos la mitad de los objetivos de
desarrollo sostenible.

Solucion:

a) NC=0,95=1—a— a:0,05:>%:(),025

P(Z < zyp) =1— 75 =1-0,025=0,975 = z,/5 = 1,96

| R

P=0,20y Q=0,80

P 2.
E= Za/ﬂ/TQ = 1,96\/0’71& = 0,05 => n > 245,8624 = n = 246

10
b) p= g5 =0,2041, ¢ =0,7059 y n = 34

I 0, 2941 0 7059
= am/ =1,961/ 27 —0,1532

(p— E,p+ E) = (0,141;0,4473)

23.6. Ordinaria-coincidente 2023 - Opcién B

Problema 23.6.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardme-
tro a € R:
T+y—z2=2
204+ ay =1
r—2y+z=-1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = —1.
Solucién:
o 1 1 -1 2
a) A= 2 a 0] 1 = |A|=2a+2=0= a=-1
1 -2 1 |-1

® Siae R—{-1} = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) =ntimero de incégnitas
— sistema compatible determinado (solucién tinica)
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/11 12 F 11 -1 2 F
A= 2 -1 0|1 =| FR-2F |=1 0 -3 2 |-3 |=|F
1 -2 1 |-1 Fs—Fy 0 -3 2 |-3 Fy—Fy
1 1 -1 2
0 -3 2 |3 — sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0 01]0
b) Sia=-1:
1
T+y—z=2
{*3y+2z:—3 - y=1+§)‘
z=A

Problema 23.6.2 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real

Fo) = {e‘”z si <0

|22 +a si x>0
a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién f(x) sea continua en su dominio.

b) Para a = 1, obtenga el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grifica de la
funcién f(x), el eje de abscisas y las rectas x =1y = = 3.

Solucion:

a) @ Las dos ramas son continuas, independientemente del valor de a.

- Continuidagl enz =0:
lim e* =1

z— 0~

lim 2z4+a)=a = a=1
rz— 0t

f(0)=1

b) Sia =1y el drea pedida se encuentra en el intervalo [1,3] hay que comprobar si la rama
f(x) =2z + 1 corta al eje de abscisas dentro del intervalo: 2z +1 =0= x = —1/2, luego
la funcién no corta al eje de abscisas dentro del intervalo y los limites de integracién seran 1
y 3.

3
Sz/ (2m+1)dm:$2+m]?:12—2:10u2
1

Problema 23.6.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real

T+ 2
r—3

fx) =
a) Halle el dominio de la funcién y determine sus asintotas.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
Solucién:

a) Dom(f) =R — {3} y sus asintotas:
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@ Verticales en x = 3:

lim x = —}——oo
es3-x—3 L0—]
lim m+2—{i}—+oo
es3+x—3 Lot

@ Horizontales en y = 1:
, T +2 , T+ 2

lim = lim =1
T— —o0 T — 3 T—+oo x — 3

@ Oblicuas no hay por haber horizontales.

b) f'(z) = —(x_%)? # 0 = no hay extremos relativos. Como f'(z) < 0 Vz € R — {3} la

funcion es decreciente en todo el dominio de la funcion.

¥

=1

Problema 23.6.4 (2 puntos) En un festival de musica acttian varios grupos del panorama nacional
e internacional reconocidos en la industria musical actual. Los artistas se agrupan por estilo musical
en las siguientes categorfas: el 25 % son bandas de musica indie, el 35 % de k-pop y el resto de musica
trap. Ademds, se sabe que son nacionales el 75 % de los grupos indie, el 15% de las agrupaciones
de k-pop y el 60 % de los artistas trap. Eligiendo un grupo musical al azar, calcule la probabilidad
de que:

a) Sea nacional.
b) Toque musica indie, sabiendo que es nacional.

Solucién:
Sean I musica indie, K musica k-pop, T musica trap, N musica nacional y N musica no nacional.

N

a) P(N)= P(N|I)P(I)+ P(N|K)P(K)+ P(N|T)P(T) =
0,75-0,25+0,15-0,35+0,6 - 0,4 = 0,48

NI|I)P(I)  0,75-0,25

P(N) 0,48

P
b) P(I|N) = ( = 0,390625

Problema 23.6.5 (2 puntos) El porcentaje de agua en el cuerpo humano se puede aproximar por
una variable aleatoria normal de media p y desviacion tipica o = 8 puntos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 personas, obteniéndose una media muestral de
65 puntos. Determine un intervalo de confianza al 99 % para u.
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b) Suponga que p = 67 puntos. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de 10 personas, la media muestral, X, este comprendida entre 65 y 69 puntos.

Solucion:
N (1;8)

a) NC:0,99:1—a:>a:0,01:>%:07005

P(Z < 24p2) = 1-%: 1-0,005 = 0,995 => 2,2 = 2,575
X =65y n=20:
o 8
E=zy5— =2,5Th— = 4,6063

Vn V20

(X — B, X + E) = (60,3937; 69, 6063)

- 8
b) N(67;8) = X ~ N (67;—) = N(67;2,5298
) N(67;8) 71 ( )
P(65 < X < 69) = 05 = 67 <Z< 09 =67 _ P(—0,79< Z <0,79) = P(Z < 0,79) —
8/v/10 8/v/10

)
N
IA
s
2
Il

2P(Z <0,79) —1=2-0,7852 — 1 = 0,5704

23.7. Extraordinaria 2023 - Opcion A

Problema 23.7.1 (2 puntos) Se considera la matriz A dada por
0 0 6
A=| 1/2 0 0
0 1/3 0
a) Determine A3 y A2023,

b) Estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

Solucion:
0 0 6 020 100
a) A= 1/2 0 0 |, A%= 00 3 |,42=( 010
0 1/3 0 1/6 0 0 0 0 1
0 0 6
A9 — (AHTIA=T - A=A=( 1/2 0 0
0 1/3 0
b) [Al=1#0= A ' =A?yaque A- A’ =A* =] =
020
At = 0 0 3
1/6 0 0

Problema 23.7.2 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real
fz) = 2® 4 222
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a) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa z = 1.
b) Determine los extremos relativos de la funcién f(z) indicando si son méximos o minimos.

Solucién:
a) f’()—3$2+4x:>m f()="7a=1yb= f(a) = ()
La ecuacién punto pendiente de una recta es y — b = m(z — a) y—3="7xz-1)
y="Tr—4
/ 2 4
b) fl(z) =32 44z =0—= 2=0,2=—3
f"(0) =4 > 0= z =0 minimo

" _ 4 4
['(x) =6x+4 = f//(_g):_4<0:> T=-3 maximo

Problema 23.7.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real.

2 .
_Jaxr"+3 si o x<2
f(x)—{ e* si xz>2

a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién f(x) sea continua en su dominio.

b) Calcule el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grafica de f(z), el eje de
abscisas y las rectas t =2y x = 3.

Solucién:
a) Dom(f) =R

Continuidad en z = 2:

lim f(z) = lim (az® +3) =4a+3

T2~ T2~

lim f(z) = lim (%) = ¢&? = da+3=¢=
z—2t z—2t1
f2)=¢

e2—-3

~ 1,007264024

b) f(z) =e* # 0= sdlo hay un recinto de integracién 5; : [2, 3]:
3

S1 :/ e’ dx = eg”]g =ed —¢?
2

=191 =€ — e* ~ 12,696 u*
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Problema 23.7.4 (2 puntos) Un estudio europeo sobre hébitos alimenticios y actividad fisica
indica que el 27,4 %de mujeres espafiolas mayores de 16 anos practica semanalmente alguna acti-
vidad fisica durante al menos 150 minutos, y que el 65,1 % consume de 1 a 4 porciones de fruta o
verdura al dia. Ademads, el 76,3 % de estas mujeres dedica semanalmente al menos 150 minutos a
practicar alguna actividad fisica o consume de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia. Calcule
la probabilidad de que eligiendo una mujer espanola mayor de 16 anos al azar:

a) Dedique semanalmente al menos 150 minutos a practicar alguna actividad fisica y consuma
de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia.

b) No dedique semanalmente al menos 150 minutos a practicar alguna actividad fisica, sabiendo
que no consume de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia.

Solucién:
Sean A practica actividad fisica y F' come de 1 a 4 porciones de fruta.
Tenemos: P(A) = 0,274, P(F) =0,651y P(AUF)=0,763

a) P(AUF) = P(A) + P(F) — P(ANF) = P(ANF) = P(A) + P(F) — P(AUF) =
0,274 + 0,651 — 0, 763 = 0, 162

—— PANF) PAUF) 1-P(AUF) 1-0,763
b) P(AIF) = P(F) 1-P(F) 1-P(F) 1-0,651

=0,6791
Problema 23.7.5 (2 puntos) Para estimar la proporcién de empresas que tuvieron pérdidas du-
rante el primer ano de la pandemia se tomé una muestra de empresas al azar.

a) Sabiendo que la proporcién poblacional es P = 0,55, determine el tamano minimo necesario
de la muestra de empresas para garantizar que, con una confianza del 99,01 %, el margen de
error en la estimacién no supere el 10 %.

b) Sila muestra aleatoria fue de 100 empresas, de las cuales 70 tuvieron pérdidas, determine un
intervalo de confianza al 95 % para la proporcién de empresas que tuvieron pérdidas durante
el primer ano de pandemia.

Solucion:

a) NC=0,9901=1—-a = a=0,0099 = %:0,00495

P(Z< Zop)=1- % — 0,99505 —> Zo 5 = 2,575

5 0,55 0,45
E=Zu % = 0,1 = 2’575‘/T — n > 164, 1079687 => n = 165.

b) NC=0,95=1—a= a=0,05= %:0,025
P(ZSZQ/Q)zl—%:O,975:> Zosy = 1,96

n = 100, ﬁ:%:o Ty§=03=

E = Za/g\/ 71 , 96/ ——— 0 7 0 5 =0,0898

IC=(p—-F p+E (0, 7 0 0898;0,7 + 0,0898) = (0,6102; 0, 7898)
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23.8. Extraordinaria 2023 - Opcion B

Problema 23.8.1 (2 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente
del pardmetro real a:

ar+y+2z=1
r+ay+2z=a
r+2y4+az=1

a) Discuta el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 0.

Solucion:

a)

A= Al =ad® - Ta+6=0=a=-3, a=1, a=2

—_ = Q
N QO
L NN
Q=

@& SiaeR—{-3,1,2} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n? de incégnitas y
el sistema es compatible determinado. (Solucién dnica)

& Siag=—-3:
-3 1 2 1 I -3 1 211
A= 1 -3 213 = | 3F+F | = 0 -8 8| -8 =
1 2 -3 1 3Fs + Fy 0 7T —-7| 4
Fy -3 1 2 1
Iy = 0 -8 8| -8 =
8F5 + TF; 0 0 0| —24
Sistema Incompatible
@& Sig=1:
1 1 21 I 11 21
A= 1 1 21 =| IhLh—F | = 00 00 =
1 2 111 F;—F 01 —-110
Sistema Compatible Indeterminado
@ Sig=2:
- 2 1 2|1 P 2 1 21
A= 1 2 22 = | 2F,—F, | = 0 3 2|3 =
1 2 211 2F3 — Fy 0 3 2|1
P 2 1 2|1
F = 0 3 2| 3 =
F;— Iy 0 0 0|-2

Sistema Incompatible
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b) Sia=0:

y+2:=1 v =-1/3
xr+2z=0 =< y=2/3
x+2y=1 z2=1/6

Problema 23.8.2 (2 puntos) Una entrenadora personal debe disenar una rutina para un cliente
con una duracién entre 45 y 60 minutos repartidos entre ejercicios de fuerza y cardiovasculares.
El tiempo dedicado a los ejercicios de fuerza no puede superar al de los cardiovasculares, aunque
el tiempo dedicado a los ejercicios de fuerza debe ser de al menos 20 minutos. La entrenadora
considera que para su cliente el beneficio de un minuto cardiovascular es doble que un minuto de
fuerza. ;Qué duracién de cada tipo de ejercicios resulta més beneficiosa para su cliente en la rutina
programada? ;Y la menos beneficiosa?

Solucién:

Sean x tiempo de entrenamiento de fuerza e y tiempo de entrenamiento cardiovascular.

a) La regién factible:

€(20,40)
x+y <60
45<§ z+y <60 T+ y> 45 D(20,2
S : =Y — <y
x> 20
>0 x> 20 x=20
v= y=>0
00,0

45 45
Los vértices a estudiar seran: A <?, 0l

b) f(z,y) =x+2yen S:

45 45 135
NEES I

22 2
£(30,30) = 90 —
£(20,40) = 100
£(20,25) = 70

El entrenamiento méas beneficioso seria con 20 minutos de fuerza y 40 de cardiovascular, con

una duracién de 100 totales.

El entrenamiento menos beneficioso seria con 22,5 minutos de fuerza y 22,5 de cardiovascular,

con una duracién de 67,5 totales.

Solucién por solver

R R R
25 25 25 o 25
s

,,,,,,,

.......
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Problema 23.8.3 (2 puntos) Considere la funcién real de variable real

2
r)=x+ —
fla)=a+ =
a) Halle el dominio de la funcién y determine sus asintotas.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

Solucién:
2 2242
f@) =+ =
x x
a) Dom(f) = R — {0}
Asintotas:
@ Verticales: z =0
T 2?42 {2} ) % +2 {2} N
im =|—|=-00, lim =|—| =4
z—0- T 0- [ 0t
@ Horizontales: No hay
, z2+2 , x2+2
lim = —00, lim = 400
xr— —00 X xr— 400 X
@ Oblicuas: y = mz +n
2
m= tm L8 gy T2
r—o00 I T—00 xr
242 2
n= lim (f(z) — ma) = lim (QIj + —x> = lim (7) =0
T—00 T—r00 x r—o00 \ I
y=x

, 22 -2

b) fi(z) = — =0= z=+V2
T

(-0, =V2) | (=V2,v2) | (V2,50)
f'(@) + -

f(x) | creciente /| decreciente N | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —v/2) U (v/2,00) y decreciente en el (—v/2,0) U
(0,v/2), con un maximo relativo en (—v/2, —2v/2) y un mfnimo relativo en (v/2,2v/2).

Problema 23.8.4 (2 puntos) La Agencia Estatal de Investigacién Espafiola convoca regularmen-
te el Programa Ramoén y Cajal para la contratacién de investigadores de trayectoria destacada
en dos modalidades: general y jovenes doctores. En la convocatoria 2021 se presentaron 2159 so-
licitudes en la modalidad general y 1316 en la modalidad de jovenes doctores. El porcentaje de
investigadores seleccionados en la modalidad general fue el 16,1 %, mientras que en la modalidad
de jévenes doctores fue del 21,1 %. Eligiendo un investigador al azar, entre los solicitantes, calcule
la probabilidad de que:
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a) Sea seleccionado para recibir una de las ayudas Ramén y Cajal.
b) La solicitud sea de la modalidad general, sabiendo que el investigador ha sido seleccionado.

Solucién: B
Sean G modalidad general, D jévenes doctores, S seleccionado y S no seleccionado.
Tenemos: P(G) = = 0,6213, P(D) = 1 —0,6213 = 0,3787, P(S|G) = 0,161 y
P(S|D) =0,211

2159 + 1316

a) P(S) = P(S|G)P(G) + P(S|D)P(D) = o <
0,161 -0,6213 + 0,211 - 0, 3787 = 0, 179935 < 1w
S|G)P(G) 0,161 -0,6213 2 - e

P( _
b) P(G|S) = P(S)  — 0179935 =0, 55592 z

Problema 23.8.5 (2 puntos) La distancia diaria en kilometros recorrida por un autobus urbano
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida u y
desviacion tipica igual a 2 kilometros.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamafio 20 y se obtiene que su media muestral es de 50
kilométros diarios. Determine un intervalo de confianza del 99 % para la distancia media
recorrida diariamente por los autobuses urbanos.

b) Determine el tamafio minimo de la muestra para que el error méximo cometido en la esti-
macién de la media sea menor que 1 kilémetro, con un nivel de confianza del 90 %.

Solucion:
N(1;2)

a) n=20, X =50y NC=99%=0,99=1—a= a=0,01 = %:0,005

P(ZSZQ/Q):I—

| R

= 0,995 = 2,5 = 2,575

2
E= za/Q% = 2,575

IC=(X-E,X+E)=(50—1,1516;50 + 1,1516) = (48, 8484; 51, 1516)

=1,1516

b) NC=90%=0,90=1—a = a=0,10 = %:0,05

P(Z < za2) :17%:0,95:» Zaj2 = 1,645

2
NG

1,645 -2

2
1 ) =10,8241 = n =11

E=1= 1=1,645 :>n2(
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23.9. Extraordinaria-coincidente 2023 - Opcion A

Problema 23.9.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A y B dadas por
5 2 1 0 1
A= ( 2 1 ) B= ( 01 1 )

a) Determine la matriz X tal que, A- X = B.

b) Calcule B - B' - A™!, donde B’ denota la matriz transpuesta de B y A~! la matriz inversa
de A.

Solucion:
a) Como |4 =1#0= 3A‘1:( 72 B )

2
5
A-X:B:>X:A*13:< ! _2>(1 0 1);( 1 -2 —1)
01 1

Problema 23.9.2 (2 puntos) Una familia acaba de comprar una parcela y desea construir en ella
una piscina rectangular. Tiene que decidir el largo y el ancho de la piscina sabiendo que el largo no
puede ser mas de 2 veces el ancho, y que 3 veces el ancho no puede sobrepasar a 2 veces el largo.
Ademas, el perimetro debe tener 30 metros como maximo y quieren que la piscina tenga al menos
4 metros de ancho. ;Qué dimensiones deben elegir si quieren una piscina lo més larga posible?
Solucién:

Sean z largo de la piscina e y ancho de la piscina.

a) La region factible:

<2y z—2y<0
3y < 2z 20 —3y >0
S : 2¢+2y <30 — rz+y <15
x>0 x>0
y=4 y>4

A(64)

4 B(8.4)

0(0,0)

Los vértices a estudiar serdn: A (6,4), B(8,4), C(10,5) y D(9,6).
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b) f(z,y) =xen S:

Solucién por solver

£(6,4)=6 S S S S
f(87 4) = 8 ‘ lare i mRz mRz mR 0;( a 10
F(10,5) =10 : - ——t—
7(9,6) = :
El médximo largo es de 10 m con un ancho de : =
5 m. :

Problema 23.9.3 (2 puntos) Dada la siguiente funcién real de variable real

ar?e® 3 si x <3
x =
f() 1’271’*6 ) 3
— s =z
2 — 3x

a) Obtenga el valor del pardmetro real a para que la funcién sea continua en = = 3.

b) Para a = 1, determine los maximos y minimos relativos de f(z) en el intervalo (—o0,1).

Solucion:

a) Continuidad en x = 3:

lim f(x) = lim (az?e” ) =9a

r—3~ r—3" 5
r“—x—06 0 20 — 1 5
1, = 1, 7:|: :|: 1, = — ﬁ
Jim, flz) = lm =5 0] .05 22-3 3
f(3) =9a
9a—§:>a—j
3 o7

b) f(z) =23 = f

a la rama (—o0, 3].

f(x) = (2 + 4o+ 2)e" % = { ;::2(1)2):

Problema 23.9.4 (2 puntos) Sean dos sucesos A y B tales que P(A) = 0,57, P(B) = 0,46 y
P(AN B) =0,28. Calule las siguientes probabilidades:

a) P(AUB.

() = 2(x+2)e”® =0 = 2 =0y 2 = —2. Ambos puntos pertenecen

2¢ % > 0 = x = 0 Minimo
= 2% < 0= z=—-2Médximo

b) P(B|A) siendo A el suceso complementario de A.

Solucién:
a) P(LAUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)=0,57+0,46 — 0,28 = 0,75

_ P(BNA) P(B)-P(ANB) 0,46 —0,28

b) P(Bl4) P(A) = P(A)  i-07 04180
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Problema 23.9.5 (2 puntos) La longitud en metros de un coche se puede aproximar por una
variable aleatoria normal de media p y desviacion tipica o = 0,2 metros.

a) Determine el tamano minimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error
maximo cometido en la estimacion de p sea menor de 4 centimetros con un nivel de confianza
del 95 %.

b) Suponga que g = 4 metros. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria
simple de tamano n = 36 coches, la longitud media, X, sea mayor de 4,04 metros.

Solucion:

a) NC=0,95=1—a— a=0,05— %:07025

P(Z < Zos) = 1—%:0,975:> Zoya = 1,9
o 0,2

B = Zapp = 0,04 = 1,96~

= n>96,04 = n=97.

— 0,2
b) n=236,u=4 XﬁwN(zl; ’ ):N4;0,0333
) p=4y 75 ( )
_ 4,04 — 4
P(X24,O4):P(Z2’07):P(Zzl,2):
0,0333

1-P(Z<1,2)=1-0,8849 = 0, 1151

23.10. Extraordinaria-coincidente 2023 - Opcién B

Problema 23.10.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del
parametro a € R:
2ac +y+2z=2
z—az=0
3r—y—2z=2a

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 1.
Solucién:
a)
2a 1 2| 2

A= 1 0 —a|0 |; |[Al=-2d*-3a-1=0=
3 -1 —1|2a

1
a=-1, a=——
2

& SigeR—{-1, —%} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y

el sistema es compatible determinado. (Solucién tinica)
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1
- S = ——
1a B

- —1 1 2 2 Fy -1 1 212
A= 1 0 12| 0 |=| R+F |= 01 5/2|2 |=
3 -1 —-1|-1 Fs+3F; 0 2 5(5
F -1 1 212
Fy = 01 5/2|2 | =
3 —2F, 00 01
Sistema Incompatible
@ Sig=-1:
—2 1 2 2 F -2 1 212
A= 1 0 1] 0 |=| 2+F | = 01 42 |=
3 -1 —-1]-=-2 2F; + 3 0 1 42
Fy -2 1 2|2
Fy = 0 1 4|2
F;—F 0 0 0]0
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sia=1:
20 +y+22=2 x=2/3
r—2z=0 = y=-2/3
3x—y—z=2 z2=2/3

Problema 23.10.2 (2 puntos) Se considera la siguiente funcién real de variable real dependiente
de un parametro real a:
f(x) = =% + 4ax® — 17z + 5a

a) Calcule el valor de a para que la pendiente de la recta tangente a la gréifica de la funcién
f(z) en el punto de abscisa x = 1 sea la misma que la pendiente de la recta g(z) = V3 — 4z.

b) Para a = 0, obtenga el drea de la regién acotada del plano delimitada por la grifica de la
funcién f(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y = = 2.

Solucién:

a) f'(z) = —32? +8ax — 17 = m = f'(1) = —20 + 8a.
gd@)=—-4= ¢'(1)=4como f'(1)=¢'(1) = —20+8a=-4=— a=2

b) Sia=0= f(z)=—2® - 17t =0 = x =0y z = £V/17. Ninguno de estos valores estdn
dentro del intervalo de integracién, luego sélo hay un drea a estudiar Sy : [0, 2].

2 4 272
17
51:/ (—ad —1Tz)de = — = — —2 | = _38+0=38
0 4 2 0
S =S| = 38 u?

546



Problema 23.10.3 (2 puntos) Se considera la siguiente funcién real de variable real:

2
¢ +4x +3
)= ——"—
flay =
a) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.
b) Determine las asintotas de la funcién.

Solucién:

3
=0= z=+V3

(7007*\/5) (7\/57 \/g) (\/gaoo)
f'(z) + - +
f(x) | creciente /| decreciente N, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —v/3) U (V/3,00) y decreciente en el (—v/3,0) U
(0,4/3), con un méximo relativo en (—v/3,4 — 2v/3) y un minimo relativo en (V3,4 + 2v/3).

b) Dom(f) = R — {0}

Asintotas:

@ Verticales: x = 0

o x4+ 4x+3 3 2244z +3 3
im ———=|—| =-00, lM ——— =|—| =4
z—0— x 0- z—0t x 0+
@ Horizontales: No hay
; 2?2 +4x+3 , 2 +4x+3
lIm ——— =—-00, lim —— =+00
Tr——00 X Tr—400 x
@ Oblicuas: y = mzx +n
2
m = lim @: lfm wzl
r—o0 I r—>00 x
244 3 4 3
n= lim (f(z) —mz) = lim (wfx) = lim ( T > =4
T—00 T—00 x T—00 x
y=z+4
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Problema 23.10.4 (2 puntos) Un restaurante de comida répida sirve el 40 % de los mentis para
consumir en el local, el 35% es transportado por motoristas a domicilio (delivery) y el resto
de ments son recogidos por los clientes en el local (take-away). El restaurante tiene un mend
vegetariano que es consumido por el 8 % de los clientes en el local, el 5% de los pedidos a domicilio
v el 12% de los recogidos en el local por los propios clientes. Eligiendo un ment al azar, calcule la
probabilidad de que:

a) Sea vegetariano.
b) Haya sido llevado a domicilio por un motorista, sabiendo que es vegetariano.

Solucién:
Sean L consume en el local, D se transporta a domincilio, R lo recoge el cliente, V ment vegeta-
riano y V menu no vegetariano.

a) P(V)=P(V|L)P(L) + P(V|D)P(D) + P(V|R)P(R)
0,08-0,4+0,05-0,35+0,12-0,25 = 0,0795
V|D)P(D))  0,05-0,35
P(V) ~0,0795

=0,2201

b) P(D|V) = B

Problema 23.10.5 (2 puntos) La vida media de una persona medida en semanas se puede apro-
ximar por una variable aleatoria normal de media p y desviacién tipica ¢ = 300 semanas.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 personas ya fallecidas, obteniendose una media
muestral de 4020 semanas. Determine un intervalo de confianza al 99 % para pu.

b) {Qué tamanio de muestra serfa necesario para que la longitud del intervalo anterior no sobre-
pase las 100 semanas?

Solucion:
N (3 300)

a) n=20,X=4020y NC=99%=0,99=1—a = a=0,01 = %:0,005

P(Z < 2gp)=1— % — 0,995 = 245 = 2,575

300
E= za/Q% = 2,575 755 = 172,7363

IC = (X — E,X + E) = (4020 — 172, 7363; 4020 + 172, 7363) = (3847, 2637; 4192, 7363)

100 300 (2,575 . 300)2
b) FE=—= =2 — > ) =2 2 =9
) 5 50 = 50 ,575\/ﬁz>n7 =) 38,7025 = n 39

548



	Año 2000
	Modelo 2000 - Opción A 
	Modelo 2000 - Opción B 
	Junio 2000 - Opción A 
	Junio 2000 - Opción B 
	Septiembre 2000 - Opción A 
	Septiembre 2000 - Opción B 

	Año 2001
	Modelo 2001 - Opción A 
	Modelo 2001 - Opción B 
	Junio 2001 - Opción A 
	Junio 2001 - Opción B 
	Septiembre 2001 - Opción A 
	Septiembre 2001 - Opción B 

	Año 2002
	Modelo 2002 - Opción A 
	Modelo 2002 - Opción B 
	Junio 2002 - Opción A 
	Junio 2002 - Opción B 
	Septiembre 2002 - Opción A 
	Septiembre 2002 - Opción B 

	Año 2003
	Junio 2003 - Opción A 
	Junio 2003 - Opción B 
	Septiembre 2003 - Opción A 
	Septiembre 2003 - Opción B 

	Año 2004
	Modelo 2004 - Opción A 
	Modelo 2004 - Opción B 
	Junio 2004 - Opción A 
	Junio 2004 - Opción B 
	Septiembre 2004 - Opción A 
	Septiembre 2004 - Opción B

	Año 2005
	Modelo 2005 - Opción A 
	Modelo 2005 - Opción B 
	Junio 2005 - Opción A 
	Junio 2005 - Opción B 
	Septiembre 2005 - Opción A 
	Septiembre 2005 - Opción B 

	Año 2006
	Modelo 2006 - Opción A 
	Modelo 2006 - Opción B 
	Junio 2006 - Opción A 
	Junio 2006 - Opción B 
	Septiembre 2006 - Opción A 
	Septiembre 2006 - Opción B 

	Año 2007
	Modelo 2007 - Opción A 
	Modelo 2007 - Opción B 
	Junio 2007 - Opción A 
	Junio 2007 - Opción B 
	Septiembre 2007 - Opción A 
	Septiembre 2007 - Opción B 

	Año 2008
	Modelo 2008 - Opción A 
	Modelo 2008 - Opción B 
	Junio 2008 - Opción A 
	Junio 2008 - Opción B 
	Septiembre 2008 - Opción A 
	Septiembre 2008 - Opción B 

	Año 2009
	Modelo 2009 - Opción A 
	Modelo 2009 - Opción B 
	Junio 2009 - Opción A 
	Junio 2009 - Opción B 
	Septiembre 2009 - Opción A 
	Septiembre 2009 - Opción B 

	Año 2010
	Modelo 2010 - Opción A 
	Modelo 2010 - Opción B
	Junio 2010 - Opción A
	Junio 2010 - Opción B
	Septiembre 2010 - Opción A
	Septiembre 2010 - Opción B

	Año 2011
	Modelo 2011 - Opción A 
	Modelo 2011 - Opción B 
	Junio 2011 - Opción A 
	Junio 2011 - Opción B 
	Septiembre 2011 - Opción A 
	Septiembre 2011 - Opción B 
	Septiembre 2011 (Reserva)- Opción A 
	Septiembre 2011 (Reserva)- Opción B 

	Año 2012
	Modelo 2012 - Opción A 
	Modelo 2012 - Opción B 
	Junio 2012 - Opción A 
	Junio 2012 - Opción B 
	Junio 2012(coincidente) - Opción A 
	Junio 2012(coincidente) - Opción B 
	Septiembre 2012 - Opción A 
	Septiembre 2012 - Opción B 

	Año 2013
	Modelo 2013 - Opción A 
	Modelo 2013 - Opción B 
	Junio 2013 - Opción A 
	Junio 2013 - Opción B 
	Junio 2013 (coincidente)- Opción A 
	Junio 2013 (coincidente)- Opción B 
	Septiembre 2013 - Opción A 
	Septiembre 2013 - Opción B 
	Septiembre 2013 (coincidente)- Opción A 
	Septiembre 2013 (coincidente)- Opción B 

	Año 2014
	Modelo 2014 - Opción A 
	Modelo 2014 - Opción B 
	Junio 2014 - Opción A 
	Junio 2014 - Opción B 
	Junio 2014 (coincidente)- Opción A 
	Junio 2014 (coincidente)- Opción B 
	Septiembre 2014 - Opción A
	Septiembre 2014 - Opción B
	Septiembre 2014 (coincidente)- Opción A
	Septiembre 2014 (coincidente)- Opción B

	Año 2015
	Modelo 2015 - Opción A 
	Modelo 2015 - Opción B 
	Junio 2015 - Opción A 
	Junio 2015 - Opción B 
	Junio 2015 (coincidente)- Opción A 
	Junio 2015 (coincidente)- Opción B 
	Septiembre 2015 - Opción A 
	Septiembre 2015 - Opción B 
	Septiembre 2015 (coincidente)- Opción A 
	Septiembre 2015 (coincidente)- Opción B 

	Año 2016
	Modelo 2016 - Opción A 
	Modelo 2016 - Opción B 
	Junio 2016 - Opción A 
	Junio 2016 - Opción B 
	Junio 2016 - Opción A (Coincidentes)
	Junio 2016 - Opción B (Coincidentes)
	Septiembre 2016 - Opción A
	Septiembre 2016 - Opción B

	Año 2017
	Junio 2017 - Opción A 
	Junio 2017 - Opción B 
	Junio 2017 (coincidente) - Opción A 
	Junio 2017 (coincidente) - Opción B 
	Septiembre 2017 - Opción A 
	Septiembre 2017 - Opción B 
	Septiembre 2017 (coincidente) - Opción A 
	Septiembre 2017 (coincidente) - Opción B 

	Año 2018
	Modelo 2018 - Opción A 
	Modelo 2018 - Opción B 
	Junio 2018 - Opción A 
	Junio 2018 - Opción B 
	Junio 2018 (coincidente)- Opción A 
	Junio 2018 (coincidente)- Opción B 
	Julio 2018 (extraordinaria)- Opción A 
	Julio 2018 (extraordinaria)- Opción B 

	Año 2019
	Modelo 2019 - Opción A 
	Modelo 2019 - Opción B 
	Junio 2019 - Opción A 
	Junio 2019 - Opción B 
	Junio 2019 (coincidente)- Opción A 
	Junio 2019 (coincidente)- Opción B 
	Julio 2019 (extraordinaria)- Opción A 
	Julio 2019 (extraordinaria)- Opción B 
	Julio 2019 (extra-coincidente)- Opción A 
	Julio 2019 (extra-coincidente)- Opción B 

	Año 2020
	Modelo 2020 - Opción A 
	Modelo 2020 - Opción B 
	Julio 2020 - Opción A 
	Julio 2020 - Opción B 
	Julio 2020 (coincidente)- Opción A 
	Julio 2020 (coincidente)- Opción B 
	Septiembre 2020 - Opción A 
	Septiembre 2020 - Opción B 

	Año 2021
	Modelo 2021 - Opción A 
	Modelo 2021 - Opción B 
	Junio 2021 - Opción A 
	Junio 2021 - Opción B 
	Junio 2021 (coincidente) - Opción A 
	Junio 2021 (coincidente) - Opción B 
	Julio 2021 - Opción A 
	Julio 2021 - Opción B 

	Año 2022
	Modelo 2022 - Opción A 
	Modelo 2022 - Opción B 
	Ordinaria 2022 - Opción A 
	Ordinaria 2022 - Opción B 
	Ordinaria 2022 (coincidente)- Opción A 
	Ordinaria 2022 (coincidente)- Opción B
	Extraordinaria 2022 - Opción A 
	Extraordinaria 2022- Opción B
	Extraordinaria 2022 (coincidente)- Opción A 
	Extraordinaria 2022 (coincidente)- Opción B 

	Año 2023
	Modelo 2023 - Opción A 
	Modelo 2023 - Opción B 
	Ordinaria 2023 - Opción A 
	Ordinaria 2023 - Opción B 
	Ordinaria-coincidente 2023 - Opción A 
	Ordinaria-coincidente 2023 - Opción B 
	Extraordinaria 2023 - Opción A 
	Extraordinaria 2023 - Opción B 
	Extraordinaria-coincidente 2023 - Opción A 
	Extraordinaria-coincidente 2023 - Opción B 


