EXAMEN 12 BACHILLERATO CIENCIAS — Geometria

Ejercicio 1. (1 pto.)

Escribe la ecuacion de la mediatriz del segmento de extremos A (—1; —2) y B (3; 4).
Recuerda que la mediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico de
los puntos X (x,y) que equidistan de los extremos del segmento de modo

que: d(X,A) = d(X, B). Otra forma de decirlo es que la mediatriz es la
recta que pasa por el punto medio y es perpendicular a un segmento.

Para resolver el ejercicio debemos suponer que d(X,A) = d(X,B), para
A(-1; -2),B(3; ) yX(xy).

d(X,A) =/ (x + 1)2 + (y + 2)2

d(X,B) =/(x = 3)* + (y — 4)?

Igualamos y elevamos al cuadrado:
JE+ D2+ (y+2)2=/(x —3)2 + (y — 4)2
>+ + (@ +2)2=x-3)2+y—4)?

S>x2+2x+1+y +4y+4=x>—-6x+9+y?—8y+16
>2x+14+4y+4+6x—9+8y—16=0=>8x+12y—20=10

simplificando = 2x+3y—5=0

Ejercicio 2. (1 pto.)
Escribe la ecuacién de la bisectriz del angulo formado por lasrectas3x+y—2 =0y

x + 3y — 6 = 0 ¢Cudntas hay? ¢Cdmo son? Representa graficamente la solucién.

Recuerda que la bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de los puntos
X (x;y) que equidistan de los lados de un dngulo. Si el dngulo estd formado
por las rectas ry s; entonces d (X,r) = d (X, s).

Seanr:3x+y—2=0 ; s:x+3y—6=0

Por la definicion de bisectriz:



d(X1) 3x+y—2 3x+y—2‘ d(Xs) x+3y—6
,r - = = ,S = |l——
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Al quitar las barras tenemos dos posibles soluciones

1) 3x+y—2=x+3y—6=>3x+y—2—-x—-3y+6=0
= 2x—2y+4=0 = x—-y+2=0

2) 3x+y—2=—(x4+3y—6)=23x+y—2+x+3y—-6=0
= 4x+4y—-8=0 = Xx+y—2=0

Representamos las rectas dando valores a las x y vy; despejando para al
menos dos puntos:

parax=0=>y—-—2=0=>y=2

r:3X+y_2zo{paray=—4=)3x—4—2=0=>3x=6$X:2

6
parax=0=>3y—6=0:>y=§:2

paray=0=>x—6=0=>x=6

............’ y =X + y J— 2




Las bisectrices son dos que con las rectas forman angulos iguales dos a dos,
estas son rectas perpendiculares. Para representarlas dar valorax y vy:

parax=0=>-y+2=0>y =2
X_y-l_z=O{paray=0=>x+2=0=>X=—2

parax=0=>y—-—2=0=y=2
X+y_2=0{paray=0:x—2:0=>x:2

Ejercicio 3. (2 ptos.)
Calcula la circunferencia que pasa por los puntos A (2; 3); B(—4; —1) y C (6; —3).

Sabemos que el centro de la circunferencia esta sobre todas las mediatrices.
Calcular las mediatrices de los segmentos AB y AC.

La mediatriz de AB:
AB = (-4 —2;—-1-13) = (—6;-4)
El punto medioes V1: A + %,ﬁ =(2;3)+(-3;-2)=(—1;1)

El vector perpendicular a AB =1 AB = (4; —6)
La recta que pasa por M (—1; 1)con vector director (4; —6) es

x+1 -1
; =y_6 S —6(x+1) =4(y—1)

>—-6x—6=4y—4=56x+4y+2=0=>3x+2y+1=0

La mediatriz de AC:
AC = (6—2;-3—3) = (4,-6)
El punto medio es N: A +~AC = (2;3) + (2;—3) = (4;0)

El vector perpendicular a AC =1 AC = (6;4)
La recta que pasa por M (4; 0)con vector director (6; 4) es

x—4 y-0
n—— =" =>4(x—4)=6(y—0)

2>4x—-16=6y=>4x—-6y—16=0=>2x—-3y—-8=0




- Y

s

Resolviendo el sistema con las rectas m y n, se obtiene el punto de
interseccion de ambas: T
{(1)3)( +2y+1=0 Resolver por reduccion, { (D9x+6y+3=0

(2)2x—3y—8=0 efectuar:2 - (2)+3-(1) ((2)4x—6y—16=0

13x — 13 = 0= 13x = 13 = x = ] Sustituir el valor de x en (D

—4
3-1+2y+1=0=3+2y+1=0=2y=—4=y=—=-2

Las rectas se intersectan en O (1; —2) que es el centro de la circunferencia.

Para calcular el radio es la distancia de (1;—2) a cualquier punto; por
ejemplo A(2; 3):

d((2;3),(1;-2)) =2 - D2+ (3 +2)2 = /(1) + (5)2 = V26

La ecuacion de la circunferencia de centro (1; —2) y radio v 26:

x—1?+(y+2)% = (V26) = (x— D)2 + (y + 2) = 26

Recuerda que la circunferencia es el lugar geométrico donde los puntos
equidistan de un centro P(py; p,) a una distancia r llamada radio de la
circunferencia. La ecuacion candnica o reducida de la circunferencia es:

(x—p)?+ (@ —p)* =717



Ejercicio 4. (2 ptos.)

Una elipse tiene focos en (—3;2) y (3; 2) y pasa por el punto H(5; 2). Calcula su ecuacién y
dibdjala. ¢Cual es el valor de su excentricidad?

Recuerda que una elipse es el lugar donde dados dos puntos F; y F,
denominados focos todos los P tiene una suma de distancia hacia los focos
es constante: d(P; F;) + d(P; F,) = 2a. Dados dos numeros positivos a
y b; y un punto (x,; y,)llamado centro, la ecuacion candnica o reducida de
la elipse es la siguiente:

() + (52 =1

Para calcular de ecuacidn de la elipse que tiene focos en (—3;2) y (3; 2),
se aprecia claramente que su centro se encuentra en el punto medio de los
dos focos:

(r0i30) = (52 2) = (©:2)

La distancia entre focos es igual a 2c:

d((—3;2);(3;2))=J(—3—3)2+(2—2)2=6=2c=>c=g=3

Como el punto (5;2) pertenece a la elipse, calculemos la distancia entre ese
punto y los focos que es igual a 2a.

d((5;2); (=3;2))+d((5;2); (3;2)) =

=J(5+32+2-2)24+/(5-3)2+(2-2)2=8+2

10
=10=2a=>a=7=5

Por el Teorema de Pitagoras de la elipse: a? = b? + c¢?, despejamos b:

b=va?—c?=452—-32=16=4

La ecuacion de la elipse quedaria:

(50 + () == @+ ()

2
=1




Se representa graficamente:

La excentricidad de la elipse:

Ejercicio 5. (2 ptos.)
Considera la hipérbola x? — y? + 4y — 8 = 0. Calcula:

a) Su ecuacién reducida
b) Su centroy focos.
¢) Su excentricidad

Recuerda que una hipérbola es el lugar donde dados dos puntos F, y F,
denominados focos todos los P tiene una diferencia de distancia hacia los
focos es constante: |d(P; F,; ) —d(P; F,)| = 2a. Dados dos nimeros
positivos a y b; y un punto (x,; o) llamado centro, la ecuacién candnica o
reducida de la hipérbola es la siguiente:

(-5 =

a) Hallar la ecuacién reducida: x> —y? + 4y — 8 = 0

Completar los cuadrados: 1(x — 0)2 —1(y —2)2+4—-8=10
1 1 4 x\2 Yy —2\2
T . . 2 _ . 2 — - (= —
Dividir entre 4: 2 x—0) 2 (y—2) 2 = (2) ( 2 ) 1



b) Su centroy focos.
A partir de la ecuacion canodnica se sabe que el centro es en (0; 2)

Para esta hipérbolaa =b = 2

Por el Teorema de Pitagoras de la hipérbola: ¢ = a? + b?, despejamos b:

c=+a2+b2=422+22=1/8
Los focos son: Fy (—¢; 2) = (—V/8; 2) yF,(c;2) = (+/8;2)
c) Su excentricidad

V8

e = 1= ~ 1,41 = siempre es mayor a 1

Ejercicio 6. (2 ptos.)
El vértice de una pardbola vertical con las ramas hacia arriba es (2; —8). Sabiendo que pasa por

el punto (0; —6), escribe la ecuacién de la paradbola, represéntala y calcula su foco.

Recuerda que dado un punto llamado foco F y una recta r llamada
directriz, la pardbola es donde se encuentran los puntos P de manera que
hay la misma distancia hasta el foco que a la directriz: d(P; F) = d(P; r).
La ecuacion candnica de la pardbola es:
(x - xo)2

2p
Para calcular la ecuacién de la pardbola sustituimos el valor del vértice
(2; —8) en la ecuacion:

Y=Y =

Despejamos p
_x=2)2  (x—2)?

yg=—m 2 TS
y 2p P= oG5 +8)

Sustituir los valores del punto (0; —6) que pertenece a la parabola para
hallar el valor de p:
B (x — 2)? B (0 —2)? 4
P=o2y+8)  2(-6+8) 2-2

=1



La ecuacién queda asi:

_(x—2)?

8
* 2

Se puede también representar de la forma: y = %xz —2x—6

p = 1 es la distancia entre el foco y la directriz;

Por tanto el foco tendra las coordenadas F (2; —7,5)
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