Numeros raciona]es

CLAVES PARA EMPEZAR
1. Descompon en factores primos.
a) 210 b) 270 C) 66 d) 92
a)210=2-3-5-7
b)270=2-3%-5
c)66=2-3-11
d)92=22-23

2. Descompon estos nimeros en factores primos y calcula su maximo comun divisor y su minimo
comun multiplo.

a) 18y 20 d) 18y 32
b) 28y 42 e) 48y 32
c) 18y4 f) 21y28

a)18=2-32y20=22-5—m.c.d. (18,20) =2y m.c.m. (18, 20) = 180
b)28=2%2-7y42=2-3-7—>m.c.d.(28,42) =14y m.c.m. (28, 42) = 84
c)18=2-3?y4=22—>m.c.d. (18,4)=2ym.c.m. (18, 4) =36
d)18=2-32y32=2>->m.c.d. (18,32) =2y m.c.m. (18, 32) = 288
e)48=2%-3y32=2°>—-m.c.d. (48,32) =16y m.c.m. (48,32) =96
f)21=3-7y28=22-7 —>m.c.d. (21,28)=7 ym.c.m. (21, 28) =84

VIDA COTIDIANA

Para conseguir un paquete de papel es necesario un tronco de unos 90 cm de alto y 20 cm
., . . 3 . 3 .

de diametro. Si el papel es reciclado, se consume 5 de la energia 'y 7 del agua necesaria

para producir papel nuevo.

¢ Para fabricar una tonelada de papel se requieren 15 m? de agua dulce y 9600 kwh de
electricidad. ;Qué cantidad de aguay electricidad se ahorraria si el papel fuese reciclado?

Cantidad de agua necesaria: %15 =6,43m3

Cantidad de energia necesaria: %%OO =5760 kWh



Numeros racionales

RESUELVE EL RETO

£Qué fraccion del cuadrado esta coloreada?

Cuadriculando el dibujo en 16 cuadritos, y contando cuantos de ellos estan coloreados, se obtiene que la fraccidn

coloreada es A .
16

______/_;K.______
I
1
!
)
]
I

Quitando una sola cifra de cada una de estas fracciones las conviertes en irreducibles.
19/95, 26/65, 16/64
26 24 2 16 14 1

B i St —

1
95 95 5 65 45 5 64 A4 4

£Qué hora del dia es si queda del dia % de las horas que han pasado?

x+%x:24—>%=24—>x=18

Son las 18:00 h.

El frutero vendio la mitad de los melones que llevaba mas medio melén. Después se comio
el melén que le quedd. ;Cuantos melones tenia?

X 1
X==+4+—-—+1—> x=3
2 2

El frutero tenia 3 melones.

ACTIVIDADES

1. Escribe, en cada caso, la fraccién que cumple estas caracteristicas.

a) El numerador es 3y el denominador es 4 unidades menor que el numerador.
b) El numerador es —5 v el denominador es 7 unidades mayor que el numerador.

3 -5
a) _—1_—3 b) -
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2. Determina si estas fracciones son equivalentes.
8 4
a) 7 y 17 BY—"Y =

a) 8 4_}{847:136

Sy~ — No son equivalentes.
7 17 7-4=28

- — Son equivalentes.
5 15

b) -6 v 718_) —-6-15=-90
5-(-18)=-90

3. Indica las fracciones que sean equivalentes.
12 3 6 —5 -3 6 4 —2

35 510" 15" 9 ' 15" 12" —40
1,4 2,86 3 6, =% =5, -3
3712 5715 5710 ' —40 15 9

4. Escribe cuatro fracciones equivalentes a estas.

4 4
a) — g) ——
) 3 ) =3
—4 —4
b) — d)y —
) 3 ) =3
)4 8 12 80 2 g4 _20 120 40 48
3 6 9 60 18 -3 —-15 -90 -300 -36
by =4_=8_-12_-80_ -2 g =4 -0 1200 28 -3
3 6 9 60 18 -3 =45 -900 =21 =24

5. Calcula el valor desconocido.

18 72 8 72
1M1 X DY=7
L. yJ6 _ 82
15 60 2 X
X 12 9 45
=T "X~
11.72 8-9
X=—"tZ_44 x=32 _4
a) 18 4 xX==
b) x=207 g o) x=322_,
15 16
512 9.25
x=2"2_4 _225
c) = f) x 5 =5
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i . 8
6. Da una fraccion equivalente a 7 ue tenga:

a) Como denominador 48.
b) Como numerador 32.
¢) Como denominador 4.
d) Como numerador 2.

a) 22 p) & _32 2.2 g 2.2
16 48 16 64 16 4 4

7. Halla el valor desconocido en cada caso y completa en tu cuaderno.

_g _ 48
a) —2 c d 8 =
U —— )
b) 6 = = e) —11 =
=) 5= 25
C) 7—10 f) —15 N
a)_2:__1o c)_7:__70 e)_11zﬁ
5 10 —-15
b) 622 d)s=28 f) —15-22>
7 6 -15

8. Escribe cinco fracciones equivalentes a 3 y otras cinco equivalentes a —4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a)3=0_20_12_15_45 b) q-—8_-10_~-12_-20_-60
2 30 4 5 15 2 40 3 5 15
9. Halla el valor de x e y.
X 5 vy X =21 6
q) — = — = = ) —=—=
)2 T8 " 30 ' T " 8 y
9 =27 40 8 32
A ) o e
X 6 10 X 3 y
x—224_ o x="2+4_ 4
a) 6 <) 28
5-30 28-6
y=2""--25 ==
6 -21
X:ﬁ:_z x:ﬂ:‘]S
b) _g 10 d 3832
=—""—=-145 y=""5=12
6 8
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10. Determina los valores desconocidos y completa en tu cuaderno.
S_»w_0O_ =3 _0

3 O 24 O 12

120 _ -84 0O _—6_101

d —— T e— L e— T — —_—
' 5 O 2 13 78
y2_15_40_ -30_ 20 o B _—16_-—4_ 40 60
379 24 18 12 —6 12 3 -30 -45
by 2_22_-18 30 -4 g 10 -84 12 -6 -3

1M 121 —99 165 —77 260 182 26 13 78

11. Escribe una fraccion equivalente a % y otra equivalente a % tales que tengan el mismo:

a) Denominador. b) Numerador,

a)

alN
Ny Ne}
N |
ol ;g
o
-
alN
1]
Ny Ne}
1]

8 .
20°

12. Obtén dos fracciones equivalentes por amplificacion y otras dos por simplificacion.
42 —3 18 100
V5 DT °% 9=

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) Amplificacion: 42_48 210 Simplificacion: 2_21_7
54 104 270 54 27 9
b) Amplificacién: S_4_ A Simplificacién: No es posible
7 105 —-56
¢) Amplificacién: 12 ->4 _ 198 simplificacion: 18 -7 _3
6 18 36 6 3
d) Amplificacion: 100 _ 200 _ —300 Simplificacion: 100 50 =5
—-40 -80 120 -40 -20 2

13. comprueba si son irreducibles.

34 —132 165 {52
a) 93 b) 18 C) 37 d) 23

a) 3—‘31 esirreducible porque 34 =2 - 17y 93 = 3 - 31 no tienen divisores comunes.

b) +§2 es reducible porque 132 =223 - 11y 48 = 2*- 3 tienen divisores comunes.

c) % es reducible porque 165=3-5-11y 87 =3 - 29 tienen divisores comunes.

d) g es irreducible porque 15 =3 - 5y 83 no tienen divisores comunes.



Numeros racionales

14. Obtén fracciones equivalentes a estas que tengan un denominador menor.
—300 b 242 i 32
750 726 80

a)

~300 60 30 -10 -2

750 150 75 25 5

242 121 _1_1
726 363 33 3
2 168

32 _ 4_2
80 40 20 10 5
15. Si en una fraccion uno de los términos es un niimero primo, ;se puede asegurar que es irreducible?

No, ya que si el otro término es miultiplo de dicho nimero primo, se podria simplificar. Por ejemplo:

Si el numerador es primo: %: %

Si el denominador es primo: % =15

16. Obtén la fraccion irreducible de estas fracciones.

50 28
a) — dy —
) 60 ) 16
b) —92 o —26
18 13
—50 14
et £y ot
¢ 36 ) 98
50 _50:10 _5 d)§_28:4_z
60 60:10 6 16 16:4 4
p) —22_—92:2_—46 e) Z%6_ 5
18 18:2 9 13
—50 _—50:2 25 f 141414 1
36 36:2 18 98 98:14 7

17. Indica cuales de las siguientes fracciones no son irreducibles y, en esos casos, calcula
la fraccidn irreducible.

40 7
a) — d) —
) 6 ) 2
28 —25
b) — g) —
) 15 ) 16
—9 —50
9 18 f a
a) 20_20 d) 7 esirreducible
6 3 2
b) 28 es irreducible e) -2 es irreducible
15 16
c) =_= f) -0 es irreducible
18 2 3

10
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18. Simplifica todo lo que se pueda estas fracciones.

105 -120 90 -28

90 _45 28 _ -7
136 68 160 40

. . 26 - ;
19. ¢De cual de estas fracciones es 17 la fraccion irreducible?

K 140

: 198 130
“f SSu8D

- 182
. 270 19
: 160

De 130 y de 182

85 119

20. Encuentra tres fracciones cuya fraccion irreducible sea cada una de las siguientes.

2 —9
a) — dy —
}9 ) 4
—3 8
h) — e) —
) 8 )5
7 —2
C) — f) —
)6 ) 3
Respuesta abierta:
g2 4_8 40 g =2_-9%0_-18_ 45
9 18 36 180 4 40 8 20
py S_—2_-12_-15 e)8_16_80_5
8 24 32 40 5 10 50 35
g7 1_28 70 f=2_-8_-30 200
6 12 24 60 3 12 45 300

11
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21. Agrupa las fracciones que tengan la misma fraccion irreducible.
50 12 15 18 36 9 30 10 45
75 18 10 27 24 60 20 15 30

-2 _= _&B & A B B A W
24 40 20 36 12 16 12 15 8
50 10 12 18 15 36 30 45 90
a) — VY — - Y == —rr oo Y o
75 715 18 ° 27 10 °24 720 30 ° 60
42 21 -5 -28 -2 —-45 -20 -15 , =10
b) =2 v - T A e ¥
24 12 40 © 20 15 36 16 12 8

22. Reduce a comun denominador estas fracciones y ordena de menor a mayor.

5°4 = 8 15" 8 ~ 16
1 2 6 4 1 =
) — —y— € — —VYy—
) 2997 TR
2 1 3 3 192 1
Sig Vg LT TR e
3 15 2 16 5 50 3 45 4 64 6 180
A S=—<t=—< =" d —=— < —=—<-=—
8 40 5 40 4 40 16 240 15 240 8 240
b) g:i<l:E<é:% e)l:£<£:%<gzﬁ
9 36 2 36 4 36 27 54 9 54 6 54
1 35 2 60 3 126 1 6 3 9 12 24
) -=——<=—<==—"— flo=—<—="<=-=>=
6 10 7 210 5 210 7 42 14 42 21 42
23. ordena de menor a mayotr.
4 -0 -21 -15 1 7
5 4 6 9 3 9
S _Z10 15 1 7 _4
6 4 9 3 9 5
24. Encuentra un valor de a que cumpla estas condiciones.
6 a 8 a 1
3 —<=<— by
) o 5 5 ) 2 2
a)a=7 b) a =1, por ejemplo.
25. Realiza estas sumas y restas.
5 4 6 18 7 8 —3 9 7 23 gl |
-+ —+—= — =+ —= —_—— —_—————
3T g 13 Vg T 990 "0 10 Ve %
35 33 -19 11
a) — b) = - d) =
) 9 ) 5 ) 10 ) 6

12
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26. Halla el resultado de estas operaciones.

5 3 —18 1 25 11 1 1 1
AVg+ag 3 g FTe HBFTETE P=-g R
-19 27 2 —181
a) > b) 2 02 ) 181
0 25 8 36

27. completa en tu cuaderno.

7 3 El 1
—_— ‘| I _ = 4+ —
8 O 4 9 3 3 3
16 1 25 O
b) — = +— e —=3+—
) 9 = 6 ) 7 7
14 25 1
C) — =2+ fy —=3+—
) 5 O ) 3 7
7 3 10
L1422 dy MY _3."
a) 2 1+4 ) 3 34
16 29 1 25
)3—1— 5 e) 7—3+—
14 4 25
—=24— f) ==3+—
c) o =2 ) g =3t
28. Encuentra el error y corrigelo.
28 1 36 3
a) —=4+— by —=4+—
) 6 6 ) 8 4
1 25 3 19 38
44—==2 b) 4+2=-"2==2
3 7% ) TITT T8
29. Efectiia estas operaciones.
5 8 12 38
9 .8 6 6
35 ol
) 10 14 ) 17 27
) =32 18 o (-2):(-2)
9 16 80 46
18 .2 7 33
g D2 b =L __)
6 4 }( 22 ( 42
) =80 _ ) —160 _-20
0 456 57
)126_63 y 162 27
80 40 102 17
) =576 _ 184 _ 23
144 640 80
)80 _g 21 1
12 924 4

13
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30. calcula y simplifica el resultado.

9o 4 7 2%
A9 7 33 9 (-5) 3
56 70 .( 6 2\,
mﬁ'z_&'( 28) d}( 90)'{ 2
1 —65
335 AT
b) —490 d) 1
9 1170

=1 —==1

et

—-82
s O_w_3 10 _0_ «a_|*%
5 10 3 5 3 10 15 10

32. Realiza estas operaciones.

2 5 6 7 5 4 6
3 4\ 5 4 12 3 5)
—_—— | . — — | — —_ —_——
b)(2 5) 6 ) 7 (5 a) ( 6
7 15 4 12\.[ 3
9T Wit
7 1\ 5 4 12\\./ 3
g [La-)-2 ) (7*(‘?))'( 7)
e)ii.i m}z'(_i)_;.é.(_i)
3°9 6 7'\ 5/ 3 4
f) i(i-f—i) n) 2((_£)}§)(_£)
3 \9 6, 7 5 3/ \ 4
2,13 22 Bl 8]
877 5 2 5§ 4
mzmi_g) Oyng_ﬁ)kg)
7°\4 14 5 2 5 4
a)E ‘3)ﬂ I)@ m);m
6 6 280 14
7 109 —45
b) 5 f) 6 ) n) oo
11 13 132 o =11
o 2 k) 254 -
c) 3 g) T ) T fi) S
d) 2 h) 8 l) 26 o) 28
12 105 15

14
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33. Calcula el resultado de las operaciones. Observa los diferentes resultados cuando se modifica
la posicion de los paréntesis.

2 3.7 5) 9 (3 .7 5)
s i e il St . M L
2 5 2 (tl 6, e 5 2 4 6
"9 B\ F 8 2 B\.7 .5
» g i gl ._ , — P R : i } —
B2 (5 2 ) 4 6 9 (2 5 e ) 4 6
a) 268 b) 247 ¢) 401 d) &1
155 210 210 30
34. Efectlia estas operaciones.
ﬂ_(i_._.l). iv(i_i)_ (—_1)
3) 6 4 6 ) R 9°\3 6 l_ 4
3 1\ 6 T 1 ) ( —6 )
b) (7 2) 5 - 9 (2 2) (d 3 5
a) 2 p) =3 o > d) =%
3 35 108 65
35. Clasifica estos niimeros decimales.
a) 9,090909... f) 1,121122111222...
b) 45,7 g) 5,24678678...
0):2:3333%.. h) —3,65
d) 0,0025 i) 1,11223344...
e) 321,03333... j) 3,2458458...
a) Decimal periddico puro. f) Decimal no exacto y no periddico.

b) Decimal exacto. g) Decimal periddico mixto.

c) Decimal periddico puro. h) Decimal exacto.

d) Decimal exacto. i) Decimal no exacto y no periddico.

e) Decimal periddico mixto. j) Decimal periddico mixto.

36. Indica qué numeros decimales representan estas fracciones.

7 13 2 4
)E b}% C)E d)g

o

7

a) — =0,07 — Decimal exacto. 2
100

c) §=O,éc’>c’>6...—> Decimal periddico puro.

b) %: 0,013131313...— Decimal periddico mixto. d) %:0,0AOAOAOA...-» Decimal periddico puro.

37. Escribe un numero decimal no exacto y no periddico con las cifras 3, 5y 8.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

El nimero 3,58558855588855558888.... es decimal no exacto y no periddico.

15
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Sin realizar la division, clasifica los nimeros decimales que equivalen a estas fracciones.

5 M 8 B 79
9 20 300 10 210 40
S % — Periddico. 18 _3_ Zi — Exacto. 71T, periédico
9 3 300 50 5%.2 210 30 3:5:2
E:lzi—»Exacto. §:Z—> Exacto. 2 _9 — Exacto.
20 10 25 0 2 40 2°.5

39. Determina los niimeros decimales que expresan estas fracciones y di cuantas cifras

40.

16

decimales tienen.

a) 2 C) 2 e) us g =
10 3 20 55
by =2 a2 fy 2 h) -2
100 8 40 a8
a) %: 0,3 — Una cifra decimal. e) %: 0,05 — Dos cifras decimales.
b) %: 0,56 — Dos cifras decimales. f) %: 0,05 — Dos cifras decimales.
) —?9 — —3 — Ninguna cifra decimal. g) % =0,29090... — Infinitas cifras decimales.
d) g =9,125 — Tres cifras decimales. h) %: 0,090909... — Infinitas cifras decimales.

Indica las cifras que forman el periodo y el anteperiodo, cuando exista, de los niimeros
decimales que se expresan con estas fracciones.

gl B 4B T
3 6 45 & 12

1 1 1 49
b) s d) 200 f) 50 h) ET)

a) 1 0,333...=0,3 — Periodo de una cifra.

b) %: 0,0222...=0,02 — Periodo y anteperiodo de una cifra cada uno.

c) %: 2,16666...= 2,16 — Periodo y anteperiodo de una cifra cada uno.

d) 2 0,001666...= 0,0016 — Periodo de una cifra y anteperiodo de tres cifras.

600

e) %: 0,555...= 0,5 — Periodo de una cifra.
f) %: 0,0111...= 0,01 — Periodo y anteperiodo de una cifra cada uno.

g) % = 3,08333...= 3,083 — Periodo de una cifra y anteperiodo de dos cifras.

h) 9 _ 2,7222...=2,72 — Periodo y anteperiodo de una cifra cada uno.

9
18
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41. Determina el tipo de nimero decimal que equivale a estas fracciones.

AN 2600 . 1050
18 35 1800 2 7485
2100 196 240
b) 3000 4 140 fi 120 h 4 800
a) 2:1,5 — Decimal exacto. e) 2600 _ 1,4 — Decimal periédico puro.
18 1800
b) 2100 — 0,7 — Decimal exacto. f) 4_820,4 — Decimal exacto.
3000 120
c) 1 0,4 — Decimal exacto. g) 1050 =0,70 — Decimal periédico puro.
35 1485
d) & = 1,4 — Decimal exacto. h) —42:(?0 =0,05 — Decimal exacto.

42. Encuentra la fraccion irreducible que corresponde a estos niumeros decimales.

43.

a) 0,6 f) 594
b) 2,08 g 6525
) 12,5 h) 0,148
d) 42,06 ) 100,48
e) 28,542 i) 0,0008
a) 0,6-2 f) 5,00— 227
5 50
b) 2,08 =22 g) 652,513
25
Q) 125-2 h) 0,148 = 5
250
d) 42,06 =219 i) 100,48 = 2212
50 25
e) 28,542 — 1421 i) 0,0008 = ——
500 1250

Los numeros decimales de cada grupo tienen una caracteristica comtin. Exprésalos
en forma de fraccion y determina esa caracteristica.

a) {0,3; 0,6}

b) {0, 02,03, 02; 05; 0,6;07; 0,8}
{0,0% 0,02; 0,03; 0,04; 0,05; ...}

d) {0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05; ...}

¢

17
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a) o,é:1 0,Z>=Z
3 3
Tienen denominador comdun, 3, y ambas suman la unidad.

b)o,i:l 0,2= 0,§=§ 0,21:3 0,5== o,?::é 0,7:Z 0,8=
9 9 9 9 9

NeJEN
O | 00

Tienen denominador comun, 9, y los numeradores coinciden con la cifra del periodo.
0 00I=—-  002=2  003==  00i=%  005=-..
90 90 90 90 90
Tienen denominador comun, 90, y los numeradores coinciden con la cifra del periodo.

d) 0.0i=—  0m=2 00B==  00i=2 00B=>..
%9 %9 % %9 %9

Tienen denominador comun, 99, y los numeradores coinciden con la cifra no nula del periodo.

44. Encuentra la fraccién generatriz de estos nimeros decimales.

a) 3,45 f) 1,356
b) 0,08 g) 0,1258
c) 24,7 h) 4,453
d) 0,007 ) 5,6005
e) 0,008 ) 0,6672
a) 3,45 31 f) 1,356 = 343
90 990
b) 0,08 =2 g) 0,1258 = 82
99 4950
c) 24,7=28 h) 4,453 1483
9 333
7 N~ 55949
d 7 5,6005 = 22727
) 0,00 900 i) 5 9990
e) 0,008 — —— i) 0,6672 = 29
125 1800

45. Escribe, en cada caso, una fraccion que cumpla estos requisitos.
a) Representa un numero decimal exacto con dos cifras decimales.
b) Representa un nimero decimal periddico puro con una cifra decimal de periodo.
€) Representa un nimero decimal periédico mixto con una cifra en el anteperiodo y dos cifras periodicas.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

c) 4,852 = 2402

a) 4,85= Z4
20 495

b) 45-41
9

18
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46. Clasifica los siguientes niimeros, indicando todos los grupos a los que pertenecen.

a) —4,562 e) 5,875
—4 10

b) — f) —

) 9 ) 5

C) 24,0923 g —76,43333333...

d) 1,23223222322223... h) 4,5
a) —4,562 es racional decimal exacto. e) 5,875 es racional decimal periddico puro.
b) %4:—0,21 es racional decimal periddico puro. f) 2 es racional entero positivo.
c) 24,0923 es racional decimal periédico mixto. g) —76,43333333... es racional decimal periddico mixto.
d) 1,23223222322223... es irracional. h) 4,9 es racional decimal periédico puro.

47. Escribe, en cada caso, tres numeros racionales que cumplan estas caracteristicas.

a) Son mayores que —1y menores que 1.
b) Su parte entera es 1y tienen periodo.
¢) Son periodicos mixtos menores que 0.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) —0,4, 0,05y 0,57 b) 1,9, 105 y 1,923 c) —0,39, —0,905 y —0,0625

48. Escribe tres niimeros irracionales comprendidos entre 0 y 1.

49

50.

Respuesta abierta. Por ejemplo, 0,01011011101111...; 0,252255222555... y 0,101112131415...

ACTIVIDADES FINALES
. Expresa estos enunciados como una fraccion.

a) Ocho de cada quince personas utilizan diariamente el teléfono movil.

b) Juan pide tres trozos de una pizza de diez raciones.

c) De los treinta alumnos de una clase, diecinueve saben tocar un instrumento musical.
d) Mario ha encestado tres de cada cinco lanzamientos.

e) Javier no ha sabido resolver dos de siete problemas.

f) De los nueve boligrafos que tengo, dos no tienen tinta.

8 3 19 3 2
a) 5 b) 0 c) 30 d) < e) 2 f)

0N

Escribe la fraccién que representa la parte coloreada de cada figura.

a) b) c) d)

d)

Wl =
gl w

19
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52. Representa en la recta numérica estas fracciones.

3 23 1
a) s d) E g 2
5 2 25
b) — e) —— h)y —
) 6 ) 7 ) 6
24 —16 . —29
¢) — f) —— ) —
) 3 ) 5 ) 9
-16/5
a) i i i ¢ i i f) —HHd i i i
0 3/5 1 -4 -3 -2 -1 0
-11/4
b) —i ; { i i ¢ I g) —i o1 i i
0 5/6 1 -4 -3 -2 -1 0
25/6
o —t+—+t+—+—t+—t+—t+—t+—t—+ h) —4 o+ i
0 1 24/3=8 3 4 5 6
-29/9
d) —1 : H-e++H i) = H i i
1 2 3 23/7 4 -4 -3 ) 1
e) —t—t+—t—t—+—
-1 -2/7 0
53. ¢Qué fraccion representa cada letra?
a) ——t —t —t—t—t
-3 -2 —1
B
D) ———e :
1 2
¢
C) et ) }
6 7
2 —8 1 6 2 38
a)—2—§ ? b)1+€ g C)6+€ F
54. Indica la fraccién que representa cada letra.
Phtedt fot bt ietiptiie]
0 A 18 2 C 3 D4
A=3 g=9 c=12 p=12
5 5 5 5
55. comprueba si las siguientes fracciones son equivalentes.
3 21 3 24 7 21 —4  —20
s ot — . g) — —_ — —_———
TR 9V ETRET & 5 Y0
3 21 6 3 =7 =28 2 8
-y = —y = f) —y—— hy =y—
LR TR ' 5 V0 5775
a) Son equivalentes: 3-70=210=10-21 e) No son equivalentes: 7 - 15 = 1021
b) No son equivalentes: 3-70 =7 - 21 f) No son equivalentes: =7 - 40 = —28 -5
c) Son equivalentes: 3-64=192=8-24 g) No son equivalentes: -4 - 10 = —-20-5
d) Son equivalentes: 6-5=30=10-3 h) No son equivalentes: 2-15 = 5-8
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Numeros racionales

56. calcula el valor de x para que las fracciones sean equivalentes.

X 6 10 X —4 32 14 42
a-—=— 0 —=— g) — = — g — = —
12 9 3 15 X 16 X 9
9 6 2 120 —1_ X —6 _ 90
N A oy N By —memat S M
V=7 95T "7 5w T
a)x_ﬂ:S )X:M:SO e)x:_4'16:— g)x_wz
9 3 32 42
b) x=2%-6  d) x=122 300 fx="2=-1 h) x=1%0_ 165

57. completa en tu cuaderno para que se cumpla la igualdad.

g2_6_0_10_ 0O
5 O 40 O 100

w=S_—5_0_-%_0

6 O 42 O 60
a) 2_06 _16_10_ 40 b)%5_*75_*_35_*_25_*_50

5 15 40 25 100 90 42 30 60

58. Obtén, por amplificacion, tres fracciones equivalentes a cada una de estas.

5 6 2 1 3
a) 3 b) 5 C) 5 d) 3 e) 7
Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) 2_20_60_400 dy 1_6 _ 36 _ 30
312 36 240 8 48 283 2880

py 6_12_24_120 e) 3 _=6_-36_-144
510 20 100 7 "4 84 336

0 =2_—6_-18_-%0
9 27 81 405

59. calcula, por simplificacion, tres fracciones equivalentes a cada una de las siguientes.

a) = 16 ) 750 a 1400
1000 4500 3430
540 —270 168

) 72 9 900 n 1008

Respuesta abierta. Por ejemplo:

o 16 _—8_—4_ -2 4 =20 _-27_-9_-3
1000 500 250 125 900 90 30 10
p) 340 _270 135 _15 e) 1400 _ 700 140 20
72 36 18 2 3430 1715 343 49

750 75 15 1
c) = —

168 84 42
4500 450 90 6

fy o8 84 42 1
1008 504 252 6
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60. Calcula fracciones equivalentes a estas con denominador un nimero comprendido

entre 200 y 300,
7 2 9 5 -7
a— b — c) — d) — e) —
8 11 5 9 3
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) Z_175_210_ 259 d) 3_115_120_125
8 200 240 296 9 207 216 225
by 240 _50 _ 54 e) 2L _—M9_ 539 658
1220 275 286 3 201 231 282
) 2_3/8_495_52
5210 275 290
61. Halla la fraccion irreducible.
20 —4 Ky —54 —27
a)— b — C) — d) — e
8 48 12 92 36
2 0_5 -5 _ -
8 2 92 46
b) =4 _ =1 ) =2 _-8
48 12 36 4
32 8
c) ===
12 3

63. Calcula la fraccién irreducible descomponiendo numerador y denominador en factores primos.

36 108 —225 252
a 60 b) 48 0 125 d 441
a) 36 23 3 9 225 -3.5 -9
60 22.3.5 5 125 5 5
b)@——ZZBB—E d)@——7'22'32—£
48 2.3 4 a1 7237

64. Senala cuales de estas simplificaciones de fracciones estan mal hechas y razona por qué.

2 _HA+n_MN 20 ¥»B+5 5

d = — Q) —=L"—"—"- ==
}13 H+2 2 ) 18 1+3 3
2 4.11 M 40 40:20 2
by &= =21 — d —= ==
14 2.7 7 80 80:20 4

a) Mal, pues no se pueden simplificar sumandos del numerador y del denominador.
b) Bien.
c) Mal, ya que no se pueden simplificar sumandos del numerador y del denominador.

d) Bien, aunque se podria simplificar mas.

65. Escribe una fraccion equivalente a % y otra a % que tengan el mismo denominador.

24
4

|
~N| A~
N
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i i p —f —9 ;
66. Escribe una fraccion equivalente a T y otra a T que tengan el mismo numerador.

—7_ 63 -9 _ 63

3 27 5 35

67. ordena de menor a mayor estas fracciones.

55,3 92 4
4" 4’ 4,45-'4
12 9 8 6 7
)__i__f__y_
55 5 5° 5
51 17 5
| L B S S
"5 8 6516
5 2 4 10 16 8 6 7 9 12
a) S<-—S<o<—<— C) —<——<=<=<—
3 3 3 3 3 5 5 65 5 5
b)—2<—§<1<§<Z d) B P
4 4 4 4 4 6 6 6 6 6

68. ordena de menor a mayor estas fracciones.

g 2@ 28,5 VO S QU S
9'4'3‘7\;8 on gt 3% h 11
Z I 7 3. 3 3 3 3
i Sl L L Gt By B
}3 Z: b 6y 9 ) 16" 4 5 7\!r 10
a)2.2.5_5.5 o 2..2..2_2_ 2
9 8 7 4 3 3 7 9 11 15
by Ll 1. 72.7 9 3.3 .3 3.3
9 6 5 3 2 5 10 16 7 4

70. Escribe una fraccion comprendida entre:

Aatys  d-2y-3

R b

c)%v% f)-%v-%
R
R R T
N A
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71. Completa en tu cuaderno.
1 0O _5 3 8

a) =<—d— bP=<=
)2 8 8 }7 O

72. Efectlia las siguientes operaciones.

3 1 5 8 1 2
gt 983y
9 3 7 5 5 5
—_——t— = = —_——t—_———
B) 5 10 2 4 Bs 6 12 3
17 =17 7 35
)3 b5 ° 3 ) 2

73. Calcula el resultado de estas operaciones.

1 , 2 B (ia 2 2
a)(T_?)_(dTJ =3 (d' 8 4)
5 3 (1 1 3 1 4
m3+z‘&"ﬁﬂ m@+§y%‘3+3)
) =76 ) 121 y =171 d) &7
21 60 56 15

74. Halla el resultado de estas operaciones.

RIS
N R N
) o2 ) =22 ) =2 d) ="
75. completa en tu cuaderno.
B2-O=-2  dO0-—=-—=
‘—;\)1;21 b)% c)g d)%
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76.

7.

78.

'

Numeros racionales

Resuelve estas operaciones.

a}é_i;(i_i) )1+(_z_3) -

2 5 10 , 4 3 9 6

6 5 3 7 2

by 5 =2 (‘z) e’(‘? z)'(3‘€)
il 2 7 3 4 1
8 Hil-alre 1%

-17 221

35 ) Sy ) 350

47 -85 1

b) 7 4= s

Calcula.

3 1 3 1 1 3 2
a}z“z‘a (‘5)‘ o552 )5
ploda(Beal)n gl fBI2.)

2 4 2 8 5 10 5
a) = b) 22 ) 2 ) o
60 26

o(2eend a3
wi-z(3-7)5  9¢{F-3)3+7)
a) 2 b) 9 0 > d) =
Resuelve estas operaciones.

dEB-(8) 0 FE-E)
O R L
a) ; ) 2 ) 2 ) 2
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80.

81.

82.

26

Numeros racionales

Completa los huecos en tu cuaderno.

o] fet | =09
D)E'D_ Z e) ( S)D 3
3 3 3 411
C)7'ED 5 f)g.ljl 2
[lol,1_3
Y1337 %
(1 4 -4 -6
N5 =5
oll-3.3.3_56
| 9 7 8 27
oll=Ll.L.1_30_15
| 456 4 2
[l —10 2
e)_—T-(—5)—§
[]_ 4 —2
ﬂ_—g-(-?)—T
Efectlia estas operaciones.
1.1.(5 .3 AR
) E"a'(@ 3)'2 2 éi(d'
T V8 oY B e TP
b}(_EJFE)'(@ 3)'2 d)( 5 1
a)__‘?’,I c)__28
132 15
b)‘_1 d)—103
44 60

5 3
9 3)'2
2)_3;2
9 2

Calcula el resultado de estas operaciones con fracciones.

5 8 1 2l 2 >, 3.
3)574( 9).(4 3) C)2+4(
5,3)(.2)., 2 5.3
0 (?TI) (_?)'4 3 d3+3 K

7 43
a)E C)ﬂ
T

2

9

):a




Numeros racionales

23. Indica la parte entera y la parte decimal de estos numeros. En el caso de los decimales
periodicos, sefiala su periodo y su anteperiodo.

a) 1,25 e) —5,678678678
by —24,777... f) 4,8456767...
C) 0,08999... g 1,010011000111...
d) 19,353535... h) —752,5
a) Parte entera: 1 Parte decimal: 25
b) Parte entera: —24 Parte decimal: 777...
Periodo: 7
c) Parte entera: 0 Parte decimal: 08999...
Periodo: 9 Anteperiodo: 08
d) Parte entera: 19 Parte decimal: 353535...
Periodo: 35
e) Parte entera: =5 Parte decimal: 678678678
f) Parte entera: 4 Parte decimal: 8456767...
Periodo: 67 Anteperiodo: 845
g) Parte entera: 1 Parte decimal: 010011000111...
h) Parte entera: —752 Parte decimal: 5

84. Razona qué tipo de niimero (entero, decimal exacto o periédico) expresan las siguientes

fracciones.
27 51 22
a) g d) 5 ) —_‘I
S
4 15 19
C) e f) Tl i) %0
a) %: % — Decimal exacto, porque el denominador de su fraccion irreducible solo tiene 2 como factor.

b) Entero, porque el numerador es multiplo del denominador.

41, Decimal periddico, porque el denominador de su fraccion irreducible tiene factores distintos de 2 y 5.

C =
)24 6

d) Decimal exacto, porque el denominador solo tiene como factores 2 y 5.

e) _3—?64: _1—157 — Decimal periddico, porque el denominador de su fraccidn irreducible tiene factores
distintos de 2y 5.
f) ; = g — Decimal periddico, porque el denominador de su fraccidn irreducible tiene factores distintos de 2 y 5.

g) Entero, porque el numerador es multiplo del denominador.

h) 4% = % — Decimal exacto, porque el denominador de su fraccién irreducible solo tiene como factores 2 y 5.

i) Decimal periédico, porque el denominador tiene factores distintos de 2 y 5.
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85. Clasifica estos niimeros decimales en racionales e irracionales indicando el criterio que utilizas.

a) 4,565656... e) —1,285
b) —3,123456... f) %’

5 53
Ry )
d) 0,040044000 W =

. 99

a) Racional, porque es decimal periddico puro.

b) Irracional, porque es decimal no exacto y no periddico.

c) g: 0,5, es decir, es racional porque es decimal periddico puro.

d) Irracional, porque es decimal no exacto y no periddico.

e) Racional, porque es decimal exacto.

f) _?6: —1,2, es decir, es racional porque es decimal exacto.
8) g—g —0,58, es decir, es racional porque es decimal periddico mixto.

h) %: 0,13, es decir, es racional porque es decimal periédico puro.

86. Expresa en forma decimal estas fracciones.

1 7 377
) 912 ® 700
—3 = —1
o) =5 ® 3 M S50
4 25 9
95 5 ) 50
a) -~ 0,03 d) L —0,583 g) 3 377
30 12 100
b) —2- 02 e) =3- 0,375 h) =~ 0,001
9 8 990
0 2_08 f)y 20,25 ) 20,18
5 99 50

87. Expresa, mediante una fraccion y mediante un niimero decimal, la parte coloreada

de cada una de las figuras.
a) b) c) d)

=05

(g
—

=05

Ah)
—

b) — =075 d) — = 0,1666...

Blw N[=
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88. EXpresa estos niimeros decimales exactos como una fraccion irreducible.

a) 84

b) 76,53 0 —9235  d) 13,0062
a) 84— 452 c) —9,235— —1 8%/
b) 76,53 = 203 d) 13,0062 = 2981
100 5000

29. ordena de menor a mayor los m]meros de cada uno de los grupos.

4. = 5 1. .=
a) = 054; = —; 0,554
'3 9" 2

4

a) 1<O,5A4<O,55A4<§<—
2 9 7

b) E<6<1234<124<E
6 5 9

5.713
by —; 1,24, — —; 1,234
) 6" 9’

90. Encuentra la fraccion que corresponde a estos niimeros decimales.

a) 2,777... Db) 567878... ) 952525... d) 0,076444...
a) 2,7-2 b) 5,678 = 2>/ c) 95,25 — 2430 d) 0,0764 = 55
9 165 99 1125
91. Expresa en forma de fraccion estos nimeros.
a) —5 d) 5,84 g) 74
b) 8,7 e) 0,456 h) 2,6825
c) 5634 f) —0,752 ) 00125
Respuesta abierta. Por ejemplo:
-10 146 148
—5="— d) 5,84 = 74 =
3 2 ) 25 gl 2
79 137 &~ 26557
b) 8,7= 456 = h) 2,6825 ="~
)8 9 e) 0,456 = 300 ) 9900
o) 5,631 = 28 f) —0,750= 2% i) 0,0125 = 12>
495 125 9999

93. Transforma estos niimeros decimales en fracciones y realiza la operacion.

a) 59 + 8333... d) 9,5777... + 3,75
b) 2,333... + 56,444...  €) 4,8999... + 2,565656...
C) 34,666... — 7,888... f) 3,1818... + 0,0606...
59 75 427 862 375 2399
a)59+83="2422-22 d) 9,57+3,75="2
)59+ 1079 30 ) 9.57+ 90 100 180
b) 2,3+ 56,4= 21 4208 _529 e) 4,89 +2,56— 341,254 _ 7391
99 9 90 99 990
¢) 34,6-78=212_71_241 f) 3,7840,06= 1 4 &
9 9 9 99 99

86

17

33
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94. Ccalcula el resultado en forma de fraccion.
a) 4,7 —283-15 C) 12,64 -
b) (5724 +1,9):054  d) 15,75

F42:06
1,86 —0,2)-38
a) 4,7-28315=23 28115 _103

9 99 10 198

0 578+ 19) 0 51— (568 )54 (760 5t _zst
990 9 99 990 ) 99 180

c) 12,621+4,2:o,6:—”38 3.6 267
% ' 9 10 135

100 (90 9)10 100 900 900

d) ‘15,757(1,8870,2)38 1575 [196(;3 5] 38 1575 5624 8551

95. Indica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, justificando tu respuesta
a) Cualquier numero decimal puede expresarse en forma de fraccion.
b) Un nimero entero se puede expresar como una fraccion.

) En un numero decimal periodico, las cifras decimales se repiten indefinidamente después de la coma
d) Si un numero decimal tiene como periodo 0, es un nimero decimal exacto.

a) Falso, porque los decimales no exactos y no periddicos no se pueden expresar como fraccién

b) Verdadero, la fraccidon sera el cociente del nimero y la unidad.

c) Verdadero en el caso de los decimales periddicos puros, pero no en el de los periddicos mixtos

d) Verdadero, ya que se puede eliminar la parte decimal.

96. Alejandro y sus 13 amigos han comido cada uno 2 raciones de tarta. Las tartas se sirven divididas
en 10 raciones. Escribe, con una fraccion, la cantidad de tartas que han comido

Entre todos han comido @Z % .

97. Un profesor propone 5 actividades y asigna un cuarto de hora para realizarlas. Escribe con
una fraccion el tiempo, en horas, que le corresponde a cada actividad.

4 2
At “M""'W
—_—
i 7 -
"""ﬂ-‘h

Cada actividad ocupa un tiempo de 1:5:2i de hora.
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99. Segln las estadisticas, 7 de cada 12 pacientes mejoran con el primer tratamiento asignado
por su médico. Calcula cuantos pacientes no mejoraran con el primer tratamiento si cada
médico pasa consulta a 540 enfermos.

% del total mejoran — 1—%: % del total no mejoran — % de 540 = 225 pacientes no mejoran.

100. Cuatro de cada cinco electrodomésticos que se venden son de color blanco, y una décima
parte son negros. Calcula cuantos electrodomésticos blancos y cuantos negros ha vendido
un establecimiento de un total de 140 aparatos.

%140 =112 aparatos son blancos.

%~ 140 =14 aparatos son negros.

. sy 4 : 1 ;
101. Unos amigos recorren 105 km en bicicleta. El primer dia hacen T del camino, y el segundo
o i . ; o .
dia, 15" dejando el resto para el tercero. ;Cuantos kildbmetros recorren cada dia?

1.5 dia — % - 105 = 35 km 35 dia — 105 — (28 + 35) = 42 km

o i 4 -
2°dia - 77 - 105 = 28 km

103. La octava parte del huerto de Pedro esta sembrada con tomates. Si la superficie que no
lo esta es de 982,5 m?, ;jqué superficie total tiene el huerto?

Sea x la superficie del huerto. Entonces:

%-x=982,5 m? — x

- 982%5'8 =1122,86 m? es la superficie que tiene el huerto.

o F 10 " - i
104. Una piscina que esta llena hasta los 3 de su capacidad, necesita 720 litros para estar
completamente llena. Calcula la capacidad de la piscina.
Sea x la capacidad de la piscina. Entonces:

3

'ER X =720 litros— x = =3120 litros.

720-13
3

105. Un trozo de tela mide 5,4 m y representa las tres séptimas partes del total. ;Cual es la longitud
total de la tela?

Sea x la longitud de la tela. Entonces:

3 54.7

7~X:5,4m—> X= =12,6 m.
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106. Una barrica de 12000 £ de capacidad se vacia hasta que quedan sus tres décimas partes.
iCuantos litros se han extraido?

Se han extraido siete décimas partes, es decir:

%.12000 — 8400 litros.

107. Los cinco doceavos del total de los alumnos de un instituto son hijos lnicos. Si 322 tienen
algin hermano, ;cuantos son hijos tinicos?

Sea x el numero de alumnos del instituto. Entonces:

lX:322 - X
12

_ 3227~12 =552 alumnos en total.

Asi, %652 =230 alumnos son hijos Unicos.

108. En la clase de Marcos llevan gafas 16 alumnos, que representan las cuatro novenas partes
del total. ;Cuantos alumnos no llevan gafas?

Sea x el niumero total de alumnos de la clase de Marcos. Entonces:

gX:M) — x:%:% alumnos en total.

g% =20 alumnos no llevan gafas.

109. ¢(Cuantas botellas de tres cuartos de litro se necesitan para embotellar 600 £ de vino?

Se necesitan 600:%: 800 botellas de tres cuartos de litro.

110. ¢Cuantas botellas de un tercio de litro de refresco hay en 7 £?

En 7 litros hay 7: %: 21 botellas de un tercio de litro.

111. Siuna botella de agua pequena tiene una capacidad de un quinto de litro, ;cuantas botellas
pequenas podemos llenar con 12 £ de agua?

Con 12 litros de agua podemos llenar 12:%: 60 botellas de un quinto de litro.
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112. El hijo de Isabel tiene la mitad de la séptima parte de la edad de su madre. Si Isabel tiene 42 afios,
icuantos anos tiene su hijo?

Su hijo tiene %-;42 =3 afios.

113. carlos decide hacer un viaje de 210 km en tres etapas. En la primera recorre dos séptimos
del total del trayecto, y en la segunda, la tercera parte de lo que queda. ;Qué distancia
recorrera en la tercera etapa?

2107[3+1.§].210=100 km
7737

114. Héctor gasto en la entrada de cine una tercera parte del dinero con el que salié de casa.
con la cuarta parte del dinero compro una bolsa de palomitas y le quedaron 15 €.
iCon cuanto dinero salioé de casa?

l+1:les la fraccidn del total que gastd. — 15 €= i)( _ 1512 =36 €.
3 4 12 12 5

Salio de casa con 36 €.

115. En la biblioteca hay 5000 libros. De ellos, una quinta parte son novelas, y del resto, la mitad
son literatura infantil. ;Cuantos libros de literatura infantil hay?

Hay %-%5000 =2000 libros de literatura infantil.

116. En un almacén de fruta, verdura y conservas se utilizan cinco octavas partes del espacio
para almacenar fruta y dos terceras partes del resto para almacenar verdura. Las conservas
ocupan todo el espacio restante. ;Qué fraccion del total ocupan?

5 23] 1 L,
1— §+§~§ =3 es la fraccién del total que ocupan las conservas.

117. Con la cuarta parte de una botella de 2 £ y una sexta parte de otra botella de tres cuartos
de litro se llenan cinco sextas partes de una vasija. ;Cual es la capacidad de la vasija?

Sea x la capacidad en litros de la vasija. Entonces:

1~2+1-§ _2 litros se utilizan para verter en la vasija.
4 6 4 8
gz %X — X :%:% de litro es la capacidad de la vasija.
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DEBES SABER HACER
1. Calcula el valor desconocido para que las fracciones sean equivalentes.
4 X 24 8 —3 X
V55~ P12 % 9% "m0
a)x:m:% b)x:H:A c)x:73'120:—36
15 24 10
2. Calcula la fraccion irreducible.
o 32 b 165 o 105 132
72 90 126 68
52 13 =165 —11 105 5 -132 -33
a) 2= ) =1 ¢) 1 o=> e
72 18 90 6 126 6 68 17
3. Ordena de mayor a menor.
> _1 ®B 3 _8&8 B
9 5 4 8 3 5
8 _-1.3_5_13_13
3 5 8 9 5 4

4. Ordena de menor a mayor.

5 — 72 16
1.6 — 16 == ==
! 3 e 45 9

L6="2 <185 <1665<2 <18
45 3.9

—
o
)

5. Realiza estas operaciones.

03 (G- o3B3

6. Un granjero quiere vallar un terreno de 2275 m de perimetro. El primer dia hace los % del trabajo,

2 P
y el segundo dia, los 5 :Cuantos metros faltan por vallar?

3 2 29 6 6
Faltan:l—(7+g)—1—¥—£ >£-2275—390m
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

118. La mayoria del papel comercial que se vende corresponde a unos formatos de tamafo
establecidos. Son los tamafnos DIN A.

El formato de referencia es el denominado A0, que es una hoja de papel de 84,1 cm de ancho
y 118,9 cm de largo, y cuya superficie mide 1 m2, A partir de esta medida se crean las medidas
inferiores.

Cada formato debe tener un lado igual a -;— del lado mayor del formato inmediatamente

superior y el otro igual al lado menor de este.

a) Completa en tu cuaderno las medidas de todos los tamarios de DIN A.

A0 Al A2 A3 A A5 A8 A7 A8 A9 A0
841 x 1189

b) En una empresa de publicidad quieren crear carteles con formatos distintos a los DIN A. Para ello han
tomado un DIN A2 y |o han cortado como indica la imagen.

Calcula las dimensiones de los formatos M1, M2 y M3 que han creado.

e
s
o
a) AO— 841x1189 A4 — 210,25 x 297,25 A8 — 52,56 x 74,31
Al — 594,5 x 841 A5 — 148,63 x 210,25 A9 — 37,16 x 52,56
A2 — 420,5 x 594,5 A6 — 105,13 x 148,63 A10 — 26,28 x 37,16
A3 — 297,25 x 420,5 A7 — 74,31 x 105,13
b) My, — 420,5 % % -594,5=420,5 % 297,25 cm M, — 420,5 % % -594,5cm=420,5%x 198,17 cm

Ms — 420,5 x % - 594,5 cm = 420,5 x 99,084 cm
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

119. calcula las siguientes diferencias.

a) Con los resultados, efectla esta suma.

‘1111{1

26 1220 ' 30
b) A la vista de lo obtenido, ;cuél crees que sera el resultado de esta suma?
1 1 T 1 _ 1 ' 1 : 1

__i..__} —_—

2t e Tt T

1001000
11 111 11 1o 11
22 3 4 12 5 6 30 2 3 6 4 5 20
a)l+l+i+i L U A I O O U WO
2 61220 30 2'2 33 44 55 6 6 6
b) L L L O PP S S 2
1001000 1000 1001 2 6 12 20 30 42 1001000 1001 1001

120. Sivaciamos estos dos recipientes en una jarra, ;cual es la proporcion de agua y de vinagre en ella?

MEzcLa MEzcLa
2 partes de agua 3 partes de agua
1 parte de vinagre 1 parte de vinagre

Suponiendo la misma cantidad de liquido en ambos recipientes, la cantidad de agua es %Jrg =% y la cantidad

7

de vinagre es lJrlf—
Brees e ts
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PRUEBAS PISA

121. En una carrera de velocidad, el «tiempo de reaccion» es el tiempo que transcurre entre el disparo
de salida y el instante en que el atleta abandona el taco de salida. El «tiempo final» incluye tanto
el tiempo de reacciéon como el tiempo de carrera.

En la tabla siguiente figura el tiempo de reaccion y el tiempo final de 8 corredores en una carrera
de velocidad de 100 metros.

calle  Tiempo de reaccion(s)  Tiempo final (s)

1 0,147 10,09
2 0,136 9.99
3 0,197 9,87
4 0,180 No acabo la carrera
5 0,210 10,17
6 0,216 10,04
7 0,174 10,08
8 0,193 10,13

» |dentifica a los corredores que ganaron las medallas de oro, plata y bronce en esta carrera,
Completa la tabla siguiente.

Medalla Calle Tiempo de reaccion (s) Tiempo final (s)
ORO

PLATA

BRONCE

* Hasta la fecha, nadie ha sido capaz de reaccionar al disparo de salida en menos de 0,110 segundos.

Si el tiempo de reaccion registrado para un corredor es inferior a 0,110 segundos, se considera que se
ha producido una salida falsa, porque el corredor tiene que haber salido antes de oir |a sefial.

Si el tiempo de reaccion del corredor que ha ganado la medalla de bronce fuera menor, ;ipodria haber ganado
la medalla de plata? Justifica tu respuesta.

(Prueba PISA 2003)

Medalla Calle Tiempo de reaccion (s) Tiempo final (s)

ORO 3 0,197 9,87
PLATA 2 0,136 9,99
BRONCE 6 0,216 10,04

Para el ganador de la medalla de bronce:
10,04 — 0,216 = 9,824 s es la duracion de la carrera.

9,99 — 9,824 = 0,166 s — Para haber ganado la medalla de plata tendria que haber realizado un tiempo de
reaccidon comprendido entre 0,110 y 0,166 segundos.
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CLAVES PARA EMPEZAR
1. Calcula las siguientes potencias.
a) (—5)° c) (—5¢ e) (—17
b) 5° d) 5 f) 1
a) —125 c) 625 e)-1
b) 125 d) 625 f)1

2. Calcula estas raices cuadradas.

a) V16 b) ¥v7 o) V36 d) v10 e) V12

a) V16 =4 c) V36 =6 e) V12 =3,46...
b) V7 =2,65... d) 410 =3,16...

VIDA COTIDIANA

Los microscopios electrénicos nos permiten diferenciar objetos separados tan solo por 0,0002
milimetros, es decir, podemos ver objetos mas pequefios que las células.

« Un cientifico esta observando dos células separadas por 3,2 - 107 m. ;Las puede diferenciar si
utiliza un microscopio que permite observar objetos separados por 0,0001 mm?

3,2:107m=3,2-10* mm > 1 - 10™* mm — El cientifico si puede diferenciar las dos células con el microscopio.

RESUELVE EL RETO

122 =144 212 = 441
132 =169 312 = 961
Encuentra otro niumero de dos cifras que cumpla la misma propiedad.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

112=121 222=484

Halla un niumero que al elevarlo al cuadrado y sumarle 2 se convierta en un nimero al cubo.

Las dos soluciones que existen son 5y —5.

Un niimero racional soy y mi raiz es mayor que yo mismo. Con premura y sin desvio sefiala
donde estoy.

Cualquier nimero racional comprendido entre 0y 1, ambos sin incluir, cumple la condicidn dada.

i Puedes escribir, solo con unos y ceros, un niimero irracional?
Si, por ejemplo, 1,01001000100001...
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ACTIVIDADES

1. Escribe en forma de potencia estas multiplicaciones y halla el resultado.
A 20 D020 P20 202002 2
b) (—4)- (—4) - (—4)- (—4)-(—4)

o33

a) 29=512 b) (-4)° = —1024 o) [73]3 __ &
5] = 15

2. Corrige los errores.
G
Y ) )

5 5
b) (—=5)°*=(-5-3 d) =52 = (—5)-(—5)
a)5*=5-5-5-5 c) —[1] =[—1]
5 5
b) (-5)°=(-5) - (-5) - (-5) d) -5°=—(5-5)
3. Completa en tu cuaderno.
a) (O)* = —_1825 b) () = 4° = 256
3
a) [—g] e b) (2)¢ = 4% = 256 o bien (~2)° = 4% = 256
4. Calcula estas potencias.
4
a 3 d) (—3)° g2 0,2° ) (—%)
7 1
b) (—3)~* e) (—3) h) (0,2) k) ( -E)
_ A 4y
— N4 3 R plale
0 (-3 f 02 ) (3) ) (3)
a) 81 d)1 g)1 j) 625
1 8
b) Py e)-3 h) 0,2 k) -3
N 27 16

5. Resuelve.
1 |
(—5) +(—0,128)° + (—1)?

-2+1+1=0
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6. Escribe estas fracciones como potencia de exponente entero negativo.

1 —27 —1 625
a) o D) = C) 203 d) =7
a) 77 b) [—3]7 0 (~3)°
3
7. Resuelve estas operaciones entre potencias.
: Iy AT
o oo a(Z(2)
D)S?.S:i f) 2-8:-92-3
.l 1 ,] 3 .
ofz) (z) o
3 3 3 5 6 1. 6 1
2 (3) (3) JOKE
3 N 7
a) (-3) 0 [2] 2 e) [2]
3) -
b) 5 d) [4] f2
8. Halla el resultado.
a) (=23 (=2 C) (—3)33(—3) ‘
' 3 3
3™ 13
by (=) 2-(—1F d) (_E) -(—-4“)
P 2\ (2" 16
e @[5 15 -
b) (-1)=1 d) [_1]71 -
4

9. Sefala qué desigualdad es cierta.
1)3 1
a (2 =72

1

17 1
Verdadera, —| =—<-—
a) Verdadera, porque [2] 8<4

b) [2- (—=M]* <

10. Halla el valor de estas potencias.

a) 25+ 2 d) (—4y - (—4p - (—4)

b) 25:23 e) (—4y : (—4p.(—4)

Q) 3-3.3 fy (7 -4y
a) 28 =256 c)3=1594323
b)22=4 d) (-4)'5=—-1073741824

b) Falsa, porque [2-(71)}4 =(-2)' =2 =16>%

e) (—4)*=—64
f)28°=1
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11. Simplifica estas expresiones hasta expresarlas como una sola potencia.

a) 7424 d) 8 :(—2)°

b) 8-3:2-3 e) (—3)2-(—4)=2

c) (—5)e-3¢ f) (=10)~*: (=5
a) 14* c) (-15)¢ e) 122
b) 473 d) (-4)° f)2

12. EXpresa como una sola potencia.

a 11é-11* d) 25% ;88 g 14%:28

b) 254 .52 g) 25145 )87 188

(o] I e f f) 8 -8°8 [) 7% 218
a) 11 d) 5° g)7°
b) 511 e) 28° h) 815
c) 112 f) 81 i) 2173

13. Expresa el resultado como una sola potencia.
a) (3¥-34-39:3°
b) (=20 - (=2 - (—2y
Y {—TR (=T (=7r

2)-(3)(3)

0 (3)(3)

-3)- (35
9/ \ 9/I'N9/ \9

f) (=8P [(—5¢:(—5)]

) 36 ) (<7F -1 (1Y
a c) (-7)=7° e) [?] =[§]
b) (-2)° 6> f) (-5 =5
14. Simplifica estos productos de potencias.
a) 5253 d) 4732 g —728-(—4y
b) 8 .16? e) —128.18° h) 322 - (—24)
C) 63-12° f) (—63p- 212 i) 542-(—18)
a) 5" d) 2” g) 3°.2%
b) 2% e) —2"".3" h) —2.3°
c) 2°.3° f) -32.7 i)3".2
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15. Escribe en notacion cientifica estos nimeros.

a) 567000000 €) 0,00000000334

b) 842300000000  f) 0,0000642435

¢) 493000000 g) 12,00056

d) 315000000000  h) 253
a) 5,67-10° e) 3,34-10°°
b) 8,423-10" f) 6,42435.10°°
c) 4,93-10° g) 1,200056-10
d) 3,15-10" h) 2,53-107

16. Transforma estas operaciones en niimeros escritos en notacion cientifica.

a) 267,8 - 10000 c) 1800 -10°°

b) 0,0005 - 102 d) 0,00082 - 10
a) 2,678-10° c) 1,8-10°
b) 5-10”7 d) 8,2-10"

17. Escribe en notacion cientifica.
a) 58-212 b) 750 - (5% - 247 ¢} 2571264108
a) 58.28.2° =16-10°
b) 7,5-102-10* =7,5-102

c) 5:5%:10°=2,5-10"

18. EXpresa estos niimeros en notacion cientifica.

a) 650000000 d) 12675000000000
b) 90000000000 e) 393000000000
C) 44400000 f) 1000000000000

a) 6,5-10° d) 1,2675-10%

b) 9-10" e) 3,93.10"

c) 4,44.10 f) 10"

19. Expresa estos nilmeros en notacion cientifica.

a) 0,0025 d) 0,00000000113
b) 0,0000008 e) 0,000000752
) 0,000054 f) 0,000000004
a) 2,5-10°° c) 54-10° e) 7,52-1077
b) 8-10”7 d) 1,13-10°° f) 4-10°
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20. EXpresa estas cantidades en metros y luego escribelas en notacion cientifica.

a) 12000 km d) 28000000000dm
b) 3820,06 dam e) 0,0000000079 hm
€) 0,0051mm f) 310084625 cm

a) 12000 km =12000000 m=1,2 - 10’ m

b) 3820,06 dam =38200,6 m = 3,82006 - 10* m

¢) 0,0051 mm = 0,0000051 m=5,1-10"%m

d) 28000000000 dm =2 800000000 m =2,8 - 10° m

e) 0,0000000079 hm = 0,00000079 m=7,9-107 m

f) 31008 462,5 cm = 310084,625 m = 3,10084625 - 10° m

21. corrige los errores cometidos al escribir estos niimeros en notacion cientifica.
a) 375000 = 375 - 10°
b) 375000000 = 375 - 108
c) 3750000= 3-10°
d) 0,00375 = 375-10°
e) 0,00000375 = 3,75 - 10¢
a)375000=3,75 - 10° d) 0,00375=3,75-1073
b) 375000000 = 3,75 - 10% e) 0,00000375=3,75-10°°
c) 3750000 = 3,75 - 10°

22. EXpresa en notacion cientifica.

a) 27-5° ) B10s
b) 2¢: 108 g) 210. 58
c) 73-10-¢ f) 66104 ;25
a) 2*.2°.5°=1,6-10" d) 81:107° =8,1.10°
b) 64:10° =6,4.10"7 e) 22.28.5° =4.10°
c) 343-107¢ =3,43-10"* f) 1458.10" =1,458-10’

23. Completa en tu cuaderno con un niimero escrito en notacion cientifica.
a) 10,5 millones de € = [] céntimos de €.
b) 45700 toneladas de tomate = [] kg de tomate.
c) 600000 huevos = [] docenas de huevos.

a) 10,5 millones de € = 1,05 - 10° céntimos de €.
b) 45 700 toneladas de tomate = 4,57 - 107 kg de tomate.
¢) 600000 huevos = 5 - 10* docenas de huevos.
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24. Halla el resultado de estas operaciones.

a) 7,524-10*+ 3,1-10°* g (7,2-10%-(1,4-1079)
b) 4,6-10* 4+ 5,7 - 10° h) (5,08 -10%- (2,7 - 10%)
) 39-10%+1,27-10°2 i) (325-107")-(8,01- 109
d) 9,6-10" — 7,31-10° ) 7,2-107):(2-10%
e) 4,85-10" — 9,58 - 107 k) (2,1-107%):(8,4-10°%)
f) 1,8-10°3 — 4,27 -10* ) (1,2-10°9):(6-10%)
a) 1,0624.10°° e) 4,84042.10" i) 2,60325-10"
b) 6,16-10° f) 1,373-10°° j) 3,6-107
c) 1,66-10°? g) 1,008-10° k) 2,5
d) 9,5269-10 h) 1,3716-10" [) 2.10°

25. completa en tu cuaderno.
a)6-10°+ J =9-10°
b) 34-10°— [J = 7,6-10°
C) 6,42-10*+ [J = 9,256-103
a)6-10°+8,4-10*=9-10*
b)3,4-10°-2,64-10°=7,6-10°
c)6,42-10%+8,614-103=9,256-1073

26. Resuelve esta suma: 7,8 - 10 + 5 - 10%. Luego, utiliza la calculadora para realizarla.
£Qué ocurre? ;Por qué crees que sucede esto?

7,8-10%°+5-10%=1,28 - 10

La calculadora devuelve error, porque no es capaz de expresar exponentes mayores que 99.

27. Efectlla estas operaciones con raices.
a) 3v12 — 4v12 + 5v12 — v12
b) —V7 —2vV7 +3V7 + V7
) 4¥10 -2
d) —av1a:2v2
a) 312 =613 c) 4420 =85
b) V7 d) 214 V2 =-4y7

28. Calcula.
a) V3-v4 +v25-43
by (V3 -v2)

a) 23 +5/3 =73 b) 6
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29. Efectiia, respetando la jerarquia de las operaciones: (V3 — v2) - v3 + 5v6.
3-v6+5V6=3+46

30. Extrae los factores que sea posible de las siguientes raices.

a V8 g V100 m) V864

b) V18 h) v216 n) V1800

) V24 ) V350 fi) v2304

d) V48 ) vasa 0) V2450

e) V54 k) V504 p) Y4375

f) ¥72 ) /540 a) V9065
a)/8 =22 g) 10 m) /864 = 124/6
b) 18 =342 h) V216 = 6v/6 n) /1800 = 30+2
c)v24 =246 i) /350 =514 fi) 48
d) V48 =43 i) 22 0) /2450 =352
e) /54 =36 k) /504 = 6:/14 p) 4375 = 257
f)V72 =642 ) /540 = 64/15 q) \/9065 = 74/185

31. completa en tu cuaderno.

a) v5¢ =5
bj- 38 =22
c) ¥58 =5
d) ¥v7° = 7¢
e) V2037 =2-3
fj V5578 = 5% 72

g ViF-39=115.3
h) V25-78-130 = 27413

a) J5" =5 e) V2.3 =2.3
b) V3 =3 f) \5°.7¢ =5°.72
c) \/5° =5° g) V11°.32 =173
d) V72 =7 h) /22.78.132 =2.74.13
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32. completa en tu cuaderno.

a) V29 = 2v/2
b) V3@ = 323
c) V57 = 535
d) v78-58=7-5v5

e) ¥5°.3°=52-3v5
f) ¥32-79.11° = 32. 7411
g) ¥20.57.13" = 542-13

a) V2 =22 e) V5° .32 =52.35
b) V/3° =33 f) V3 -72.11=32.74T1
) V5 =55 g) V/2.57.13 =5J2.13

d) V72-5° =755

33. Extrae de la raiz todos los factores que sea posible, sin efectuar las potencias.

a) V252 o) V75
b) V47 f)y v3°
0 Y16* g V5
d) V36" h) v18°
a) J5' =5 e) V7' =777

b) 2" =27 f) V3° =33
c) 27 =2° g) 5 =55
d) V6t =¢* h) V18° =+/3°.2° =3°.222

34. Resuelve estas operaciones con raices sacando factores de las raices.
a) V8 +v32 — V128
b) 2v27 — 2243 + v2187
c) 5V6 — 2v12 + V18 —8vV24
d) —v125 — 3v45 + 6v20 — V80

a) 2V2 + 442 -8J2=-22

b) 63 183 +27/3 =153

€) 5v6 — 443 4+ 32 166 = 16 — 43 + 32
d) —5V5 - 95 +12V5 —4/5 = —65

35. Clasifica en racionales o irracionales:

a) V4,2 e) — Vi i) (V3)

b) 0,001234 f) 249 ) 2+v7
1 1

¢) —36 g 3v7 k) i 77

d)o h) 2v/3 ) ¥20 -v5
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a) Irracional. e) Racional. i) Racional.
b) Racional. f) Racional. j) Irracional.
c) Racional. g) Irracional. k) Racional.
d) Racional. h) Irracional. 1) Racional.

36. Con las cifras 1, 2 y 3, escribe un nimero:

a) Irracional. ¢) Decimal periédico puro.
b) Decimal exacto. d) Decimal periddico mixto.
:Cudles de ellos son nimeros reales?

a) 1,123123312333... c) 3,12121212...
b) 2,31 d) 2,311111...

Todos son reales.

37. (EXisten nimeros irracionales con un niimero exacto de cifras decimales?

No. Por definicion, son aquellos que tienen un nimero ilimitado de cifras decimales no periddicas.

38. Trunca y redondea estos nlimeros a las décimas y a las milésimas.

a}% e) 4,90238 ) %
b) 0,62 f) 0,012345... ) V8
0 V3 g 753 K) 1,999
d) 0,06 h) 31,07921 h V6

Décimas W HESIGES

Truncamiento Redondeo @ Truncamiento Redondeo

a) ; 0,1 0,1 0,142 0,143
b) 0,62 0,6 0,6 0,626 0,626
c)\3 1,7 1,7 1,732 1,732
d) 0,06 0,0 0,1 0,066 0,067
e) 4,90238 4,9 4,9 4,902 4,902
£)0,012345... 0,0 0,0 0,012 0,012
g)75.3 75,3 75,3 75,333 75,333
h) 31,07921 31,0 31,1 31,079 31,079
i)g 1,6 1,7 1,666 1,667
i)V8 2,8 2,8 2,828 2,828
k) 1,999 1,9 2,0 1,999 1,999
1) V6 2,4 2,4 2,449 2,449

39. Halla el error absoluto y relativo cometidos al truncar 3,8976 con dos cifras significativas.
E,=3,8976 —3,8=0,0976
E,=0,0976:3,8976 = 0,025
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40. ¢En cual de los siguientes casos se comete mayor error?
a) Al aproximar 513,89 kg a 520 kg.
b) Al indicar un peso de 2,57 kg, cuando el objeto pesa realmente 40 g mas.
a) E,=(520-513,89) : 513,89 =0,0119
b) E,=(2,61-2,57):2,61=0,0153

El error relativo es menor en el apartado b).

41. Representa estos intervalos e indica dos niimeros racionales y dos irracionales en cada uno.
a) (2,5 c) [—2,8]
by (—3, —1) d) 0,7

Respuesta abierta. Por ejemplo:

D) ——t ; —0—
1 2 5 6
Racionales: 3yg Irracionales: V6 y ©
b) Q l Q
-3 -2 -1
Racionales: —2 y—g Irracionales: —/5y —/2
c) -ttt
-2 0 8
Racionales:Oy—g Irracionales: /5y —/2
d) —f——— l l l —t——
0 7
Racionales:4yg Irracionales: <15 y 2 ++/7

42. Escribe tres nimeros que pertenezcan a cada uno de estos intervalos.
a O 1 c) [—2;0,5)
b) (—3,5; 2] d) [1;1,1]
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a)0,5;0,123y 0,876
b) —2,43;0y2
c) —-1,02;-0,3333...y 0,49
d)1;1,01y1,1

43. Indica el intervalo que se representa.

e B U I v 2
Bf — =t
2 6

a) [-3, 3] b) (-2, 6)

49



Potencias y raices

44. Representa estos intervalos e indica alguno de sus puntos.
a) [0,1] b) [0,1,0,9] c) [0,11;0,12]
:Cuantos puntos hay en cada intervalo?

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) ¢ ¢ Puntos: 0; 0,2; 1
0 1
b) | ¢—t—+—+———1—1 | Puntos: 0,1; 0,2222...; 0,9
0 01 0,9
c) R P W W - - Puntos: 0,11; 0,113333...; 0,12
0,0,102 1
En cada intervalo hay infinitos puntos.
=l 1 1 | 1 1 1 1 1
1 I I I 1 I 1 U
0,1 0,11 0,12 0,2

45. Escribe en forma de potencia y calcula el resultado.
a 3:-3:-3:-3-3-3-3-3
b) (—2):-(—2):-(—2)
c)07-07-07-07-07
1 i 1! 1
4 (‘3)'(‘5)‘(‘3)'(‘5)

e} 26:26-26-2,6

a) 3 — 6561 d) [%1]4 =[%]4 -
b) (-2)°=-8 e) (2.6)' = 45,6976

c) (0,7)° =0,16807

46. Escribe en forma de producto y calcula el resultado.
-
a) (—5° ) (5) g) 3¢
"
b) (5) &) 27 h) (—0,5)"

3
) (0,2)* f) (——jﬂ) ) 0,16

a) (-5)-(-5)-(-5) =125 RN

o [4}2) -2 0 3.3.3.3.3.3_729

9 (222} (2)-+e: h) (~0,5)-(-0,5)-(~0,5)-(~0,5)=0,0625
S BRE-
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47. Escribe, si es posible, estas expresiones en forma de potencia.

g) 2+9:49+«9:9 e) (=2)- (=3 (=2 (=3 - (=2 (=3
Bl B3+ 3 +3+ 3+ fY(6+6+6+6) -6
C)4-4-4+4 g) 23+ 23+23+ 23
) 285 ZE4 245 85«54 5545 45:5:5+5
a) 9° e) 6°
b) No es posible. f) 122
c) No es posible. g) No es posible.
d) No es posible. h) No es posible.

48. EXpresa cada nimero como potencia de un nimero positivo.

9 27
a) % d) P g 0,25
4
b) 64 Q< h) 100000
0 81 i ) 0,001
125 '
9 (37 27 (3 A
) 73] ) i=[3) 9 0.25=(3] =3
2
b) 64—=2° e) f:[g] h) 100000 = 10°
9 3
c) 81=3* f) l—[l]s i) 0,001=10"
- 125 |5 R

49. EXpresa cada niumero como potencia de un niimero negativo.

—1
a) —32 d) 128 g) 049
—125 25
. oy
a) 32— (2 d) —_17[—_1]7 ) 0,49 =(~0,7)
- 128 | 2 8) BA7=1=5
6 125 (-5} 25 _(=5)
b 64=(-2) e)T_[z] h) 16_[4]
s am? N =27 (=3)
¢) —27=(=3) ) 10000 = (~10) ) _[ 4]
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50. Calcula estas potencias.

a) —2 d —(-2¢ @ (-2
b) (~2? g8 W --g
c) —(—21 fy 2-2 ) —2-4
a)-16 c)-4 e)-1 ) iy =
87 16
b) -8 d)-16 fl h) -
4 8
51. Halla el valor de a en cada caso.
a) (—2)7 = 64 d) 50 = 625
b)y3 =9 e) a* =16
C) (—3)2 = —243 f) (—ay = —128
a)a=6 b)a=-2 cJa=5 da=4 e)a=2 fla=2
52. calcula estas potencias.
l ' l ® Z\0
8)(2) d)(3) 2) (1,6)
2Y" 2 _m-2
b) (5) &) 0,15 h) (—1)
_2) e (—_4)
C}( 3) f) (—0,1) i) 3
27 20 400 .
a)2 c) 5 e) [?] =5 g)1l i)l
b) ; d)9 f) —1000 h) 1

53. Corrige el error cometido en cada caso.

a) (=29 = (=2) - (—2) d) (—1) = —(—1)

4 4
b) 3-3 = (—3) e) —(—2¢ =2
3 4
C) (=5 = (=9 + (=3 + (=9 f}(z) 9

€) (=5)° =(=5)-(~5)-(~5) = ~125= (~5)+(~5) +(~5)=~15
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54. Efectiia estas operaciones.

1\ 1\
a (1-3) 21-(3)
b) (1 } 3) e) (1—3)
1P ‘1)3
o (1+ 2) h1-(2
2 3 -1
oG- 9l % 3] -2
2) 4 2 8 2
3" 2 17
il 1-2=-1 1——=<
b)[ ] 3 d f 8 8
55. Calcula el resultado de estas operaciones.
1 Y 1 ( 1 ) !
) (4 2) A 3 2
R 1%%, 1
B a3) *2
1 1 2 2
afz) “la)  E) -2
2 4 3 2
11 17 19
a) [T] =% c) 2+4=6 e) 9+§—?
N 1 -5
b) [—] =4 d) 372=7 f) 9—4=5
56. Indica el signo del resultado en cada caso.
a) (—1,59% d) —5,6%
b) 375™ e) (—03 ™
C) (—4,222...)%5 f)y —(—24)°
a) Negativo. c) Negativo. e) Negativo.
b) Positivo. d) Negativo. f) Positivo.
57. Determina si estas igualdades son verdaderas o falsas.
a) 0,23 =53
. 25
b) (0,6)2 = —
) (0,6) 31
1 3
P il
c 7#=07 (7 )
d) (—4)3 = (—64)"
7"’ 7
a) (0,2)° :[E] =57 — Verdadera. c) 7 ¢ﬁ~73 — Falsa.
b) (0 8)2 = [9]2 =5 —[5]2 — Falsa d) (—4)° = [_—1]3 I (—64)" — Verdadera
“le) T 9 ' 4] e '
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58. Expresa el resultado con una sola potencia.
a) 2¢-2%.28
o) e St
o {~ahel—ap- o
R ,
0(3)(z)3)
g) 33:32.3°¢
f), (=29 (28 (=28

2 (3) ()6

hy 77.7-2.7-
22 GE )37 e [2]
b) 5° d) [%] f) 28 h)79=1
59. Resuelve estas operaciones.
a) [(—2*: (=2 - [(—2°F
b) (3-2- 3-8
€) (—5Y«[(—=5)F %« (—5)?
we gy
% [(5) ‘(EH
_az3]2 _2-12‘ —2\3
& (?)‘ ) -(?)
1 5 1 ] 1 2
b )
a) (-2)" o) (-5 o (-2
e Al el

60. Efectiia dando el resultado en forma de potencia.

54

a) 43 + {_5)3
b) (—=12)7:(=3)

o[
o[
a) (-20)°

b) 47

g) (—3)5.25.55
f) 168 (—4)*- 3

g 26 . (—8)6: 48

h) 182:32: 22

2
0 [g] e) (~30)5
d) 5% f) 124

g) 4°

h) 32



Potencias y raices

61. completa en tu cuaderno.

a2-0d=2 dy (=3)2:[J = (-3

b) (—4y-[] = (—4)» e)[J:5=5
7)-o=(F) (-3)-1-3)

C)(z) EI—2 ) B B ~ K s
a) 2. 22=2°

b) (—4)° - (—4) = (—4)°

(3)(3)-(3)
©\2 2)=\2,

d) (—3)12: (—3)° = (—3)°
€) 5:56 =5

62. completa estas igualdades en tu cuaderno.
a) [(—5P)2 : (—5) = (-5 c) (735:70 =1

b) (125 - O = (—3)* d) 117+ (1132 = 110
a) [(—5F1*: (—5) = (—5)° Q) (770 =1
b) [(—3) - (—3)* = (—3)™ d) 11°- (11%° = 11

63. Expresa estas operaciones con una sola potencia.

ay 230 d) 161-82

b) 4425 e)1252% - 2572

C) (=70 (4972 f) 2-%i372-
a)3 d) 2710
b) 23 e) 52
c) (-7)* f) 2

64. EXpresa con una sola potencia.

a) (42 -2¢ @) (=P (-3¢
b) (=3 - (—3) f) 9¢.81"

C) (167%)*- 83 g (—16) 2 (—4p
d) 251 (—=5b)* h) (—423 . (—23)°
a) 216 e) (-3)°

b) 310 f) 312
Q2% g2
d)50=1 h) 23
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65. Resuelve estas operaciones.

e
a) (51328 e) (—) vgme
2
—1 3
b) (162 - 8° H (T) .36
1 2
C) 812274 g) (—):43
4
SR C)
d)49.(7 T g
1 4 -9 1__
a) 535 c)3 e)2 g)d4t=4
b) 273 d) 7% f) (-3)° h) 52

66. Justifica si son ciertas o no las igualdades.

a) 9-1= —9 d) (—3)3=(—3)2.3"
b) (-2 = 2* € 473 = (—a)y - (— 4
C) (=3 =3"° fy @5 1=2¢

a) Falsa: un nimero es positivo y el otro negativo.

b) Falsa: (—2) *=2"*

c) Verdadera: (—3) ® = (-1) ¢-3°°

d) Falsa: (—3) 3 = (—3)"2-(—3)"' # (—3) 2. 3!
e) Falsa: (—4)7 '« (—4)* = (—4)P + 473

f) Falsa: (2 5) 1 = 25

67. Indica y corrige el error cometido en cada caso.
a) 0,52+ 0,42= (0,5 + 0,47 = 0,9
hh(1—2=17—-22=1—4
OFR+2+1=E+2+1-(3+2+1)
d 1t =3
a) Hay que realizar las potencias y después la suma, no al revés:
[5]2 [4]2 25 16 M
+ _

S =] =S = =0,410,9* =0,81
10) {10} 100 100 100

b) Hay que realizar la operacion del paréntesis y luego la potencia, no al revés:
(1-2) =1=1-4

c) Hay que realizar las potencias y después las sumas, no al revés:
9+4+1=14=(34+2+1)-(34+2+1)=36

d) Hay que realizar las potencias y después la suma, no al revés.

13 1
1423 g2 ]
t2727° 7%
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69. Expresa el resultado de cada division como una sola potencia.
a) 38:(—23)
b) (=92 (—9)
C) (—12)1%:12%; 125
d) 314 (=31 (—31)
e) (—0,5®:(—0,5°:(—0,5°

a) 3t d) —31%
b) (—9)® e) (0,5)*
c) —127

71. Resuelve estas operaciones.

a) [(—127-62° g [(—50)2- 204"

b) (18" - 3] h) [(—42)*: 142

el (53072 ) [1574:457%]73

d) [(—=3)*- &) ) (=17 -102p

e) [10-5:2-3]-2 K) [24-5:673)°

f)y (143:7-2)¢ ) [16°:471)
a) [122:67] =2 g) 20" :(—50)3]’1:_2*5.52
b) [3:18] ' =2 h) {(2.3.7)“ :(2.7)3}72 =272.72.3°
¢) [5'-30° =52.2".3" i) [45°:15"] * =5¢
d) [67:3'] =[2°:3] =273 j) [-1:10°] =107
e) [ :(2.5)5]’3 — 6.5 k) 620 =237
f) [14°.72] =22.7% l) [4:47] =27

72. Resuelve.
A=Y= € —2F (=0

b) 3%« [(—3)*]2 f) (=28 ~(—2-9
c) (—83.21 g (=3 (—3%
d) (=222 hy 4-3.2°2
a) (—2)™*- (—2)f = (—2¢ e) 27
b) 3*-34=3=1 f) 20=1
c) (=22 274 = (—2) g —38
d) —273.273 = —2-6 h) 26.272 = 2%
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73.
a) (5% - 252
b) [92: (—27))¢
0) [(—22F -8
a) [5°-5'] =5"

b) [3':37]' =3

74.
a) 3-94:277
b) (2-5 - 22t

a) 3°.3:3%=3"

75.
a) 40" [(—4)y]¢
b) (—45)" - [(—15F] ¢
C) (92:274 -

Expresa el resultado como una sola potencia.

d) (6*- 36%)
e) [37F - (—27)F
f) (162 64%)° - 4*

C) 236 '215 — 251 e) 336 .330 :366

d) [63 ~64]6 — 302,92 f) [28 :218]5 .98 942

Expresa como una Unica potencia.

6) 25¥1B8 125
d) (5-1:59)2
b) 2"

) 5¢:5°.5° =58 d) 5°

Efectlia las siguientes operaciones entre potencias, simplificando el resultado todo lo que puedas.

(633672

1

(24) (39

a) 512 = 2315 . 2--?2 e 5!2 _ 2108
b) _330‘515‘3 18 , 5 18 —
c) 3% *27-37)=27.3"
d) [17°:(=2-3)]"'=-2.3

d)

_.312_ 5 3

76. Simplifica y expresa el resultado en forma de potencia.
b s O Ena
a) 33—25 b)% 8 % d) *”32'52

Descompon en factores primos el numerador y el denominador de estas fracciones,

(—12)- %0
40 - (—16)
108 - 75
80-243

C)

d)

-22.3.3.5.2 3 22.3%.5%.3 5

77.
y simplifica el resultado.
5 36 - 25
(—15)-8
—45- 27
b Ao ey
) 8130
22.32.52  _3.5
a) _2
-3.5.2° 2
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78.

79.

80.

81.

82.

Potencias y raices

Expresa como potencia de base 10 el resultado de las siguientes operaciones.
a) 0,000000001 - 1000000

b) 0,0000000010 - 10000000

¢) 0,00000000001 : 1000000000

d) 0,000001: 1000

a) 1073 b) 10?2 c) 107 d) 107

Escribe en notacion cientifica.
a) Tres billones y medio.
b) Doscientas milesimas.
¢) Diez millonésimas.
d) Cien mil millones y medio.
a) 3,5-10% b)y2-10"

c)1.-10°° d) 1,000005 - 10"

Escribe, con todas sus cifras, estos niimeros escritos en notacion cientifica.

a) 4,54 - 10° d) 3,005-10-*

b) 1,7682-10°° e) 211-10°%

c) 9,6 - 107 f) 5975107
a) 4540000 c) 9600000000 e) 0,0000000211
b) 0,000017682 d) 0,0003005 f) 59750000

Sin hacer las operaciones previamente, ;sabrias decir cudl es el orden de magnitud
del resultado de estas operaciones?

a) 6,3-10%2+ 4,5-10? c) (2,6-10%-(3,1-109
by 7,7 - 104 — 7,2 - 104 d) (5-107:(2,5- 109

a) 3 b) 3 c) 7 d) 1

Halla el resultado de estas operaciones.

a) 52-10°+7,9-10°

b) 1,4:10¢—86-10"7

c) 37-107*—2-107

d) 29-107*-3,15-10?
a) 7,952-10°

b) 5,4.107

e) 4,359:10 °-6,1-10°7
f) [56-107%:[1,6-1074
g [9,6-10"]:[4-109

h) [4,5-10779:[1,5- 109
c) 3,68-10°* e) 2,65899-1077

d) 9,135.10°2 f) 3,5-10

g) 2,4-10"

h) 3-10°¢
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83. completa en tu cuaderno.

a 6-10°+ 1 =9-10°

b) 3410 — [ = 7,6 - 10°

c) 6,42-10*+ [ = 9,256-10°

d)1,85-102-[] =555-10"°

e) 87-10°:0 = 29-10%
a) 9-10° —6.10° =8,4.10" d) 5,55-10°:1,85-102 =3-10"*
b) 3,4-10°—7,6-10° = 2,64-10° e) 8,7-10°:2,9-10% = 3.10°

c) 9,256-107° —6,42-10* =8,614.103

85. Resuelve estas operaciones.

1 8 g 8 1V
e v 3 B o B s
a) 5= 32— 425 c) V4 3 0,4 (3)

b) 1,22 -F%—\/ﬁm d)%-\/2,25+0,1zzi

NE)
1 8 1 8 1197
18,9 5.1 248 044117
353+ 6 €) 243 -04+5=7¢
1 4 E
b) 144+ ~9+3=—-4,31 d) 5+15+0,01: =2,08

26. Realiza estas operaciones con raices.
a) 53 —2v3 +4/3 c) 5v5-2v3
b) V8 — 4v8 + 3v8 d) 8v6 :2v3

a) 43 b) 0 c) 1015 d) 442

87. Extrae de la raiz todos los factores que sea posible.

a) V12 d) vas

b) v40 e) V75

¢) V50 f) V98
a) 43 c) 5v2 e) 5v3
b) 2410 d) 3v5 f) 742

28. Introduce en la raiz los nimeros que la multiplican.

a) 7V3 d) 4ve6

b) 5v/5 e) 6421
1 3

C) E\/ﬁ f) gﬁ
a) ii7 0 E;@ e) V75
b) T35 d) V58 f Jg
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89.

91.

22,

93.

Potencias y raices

Extrae los factores que sea posible de las raices y simplifica las fracciones.

% RN -y
AN PV 9V YV

a) %m b) gﬁ q 12 d)

[GINN

Extrae de las raices los factores que sea posible y después realiza las operaciones.
a) 3v8 — 2v18 d) 7V98 —2v8

b) 2v27 + 5v75 e) 9v125 + V45

¢ —v32+4v128 ) —6v48 + 8v243

a) 62-632=0 d) 4942 — 42 =452
b) 643 +25V3 =33 e) 45V5 +3v5 =485
) —42 +3242 =282 f) —243 +72J3 =483

Efectlia estas operaciones.
a}zs/_—%«/z_7+%\@ ) 6v2 + 5v3 — 8v8 — 5V27
b) —4v27 + 3v36 + 5v12 — 7Véa e)%“@_a@m/s—_m—s

C)2\/§-‘3\/§-\/§|%\/§ f)‘/g_o-‘/f:-‘/?-ﬁ-ﬁ
a) 2x/§—§x/§+7«/§=g«/§ d) 642 +5v3 — 1632 — 1543 = —10:/3 — 1042
b) —124/3 + 18+ 1043 —56 = —38— 24/3 e) %zx/ﬁ—zox/ﬁ&/ﬁ—\h—:—wzf—g\/ﬁ
18 5= 35 4 197
c) \/§+E«/§ f) E«/§74«/§+§«/576\/§+«/§=7 o V2

Indica, de forma analoga al ejemplo, a cuales de los conjuntos numéricos pertenecen
estos nimeros.

0,52222... — Real racional decimal periédico mixto positivo

a) —5,67 0 V5 e) —vé g) 1,232233222333...
3 18
b) 7,999... d) -y f) 3,148 h) ==

a) —5,67 — Real racional decimal exacto negativo.

b) 7,999... — Real racional decimal periddico puro positivo.
c) +/5 — Real irracional positivo.

d) 2:0,375 — Real racional decimal exacto positivo.

e) —/6 — Real irracional negativo.

f) 3,148 — Real racional decimal periédico mixto positivo.
g) 1,232233222333... — Real irracional positivo.

h) %18:76 — Real racional entero negativo.
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94. Clasifica, en racionales o irracionales, estos niimeros.

a) 2+ 7 d) (v3)'

b) 4vV9 e) 51t — 1

) 8Va +v2 f) Viz+12+ 12
a) Irracional. c) Irracional. e) Irracional.
b) Racional. d) Racional. f) Racional.

95. Escribe cuatro nlimeros irracionales que estén expresados con una raiz y otros cuatro
que no tengan raiz.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
Irracionales con raiz:</5,3—+/2, V3 +1y~7 ++/2

Irracional sin raiz: 1,010011000111...; 0,12345678...; 4,25255255525555... y 28,303132333435...

96. Indica si son racionales o irracionales.

a) La suma de dos irracionales.
b) La suma de un racional y un irracional.
c) La suma de dos racionales.

a) Puede ser racional o irracional. b) Irracional. c¢) Racional.

97. ordena de menor a mayor estos niumeros.

2v3 3v2 V2+3 V2+43 3V3-2
V5 <\V2+3<3/3-2<24/3<3/2

98. Trunca y redondea con dos cifras significativas.

a) 3,06 e) v6 —1

b) 6,935 f)y 4—+v3

c) 1,009 g v2+3

d) 0,6785 h V5 +29
a) 3,06 Truncamiento: 3,0 Redondeo: 3,1
b) 6,935 Truncamiento: 6,9 Redondeo: 6,9
c) 1,009 Truncamiento: 1,0 Redondeo: 1,0
d) 0,6785 Truncamiento: 0,6 Redondeo: 0,7
e) V6 —1=1449... Truncamiento: 1,4 Redondeo: 1,4
f) 4—3=2,267... Truncamiento: 2,2 Redondeo: 2,3
g) V2+3=4,414... Truncamiento: 4,4 Redondeo: 4,4
h) V5 +2,9=5,136... Truncamiento: 5,1 Redondeo: 5,1
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99. (cuales son los errores ahsoluto y relativo que se cometen en estas aproximaciones?

. ., 1
a) 0,17 como aproximacion de z

b) 0,13 como aproximacion de %,

C) 2,7778 como aproximacion de %.

d) 3,14 como aproximacion de .
e) 0,7 como aproximacion de v0,5.

1
a)Ex= 30 ,=0,02 d) E;=1,59...- 1073 ,=5,06...- 10
1
b) E.= 200 E,=0,04 e)E,=7,10...- 1073 E,=0,01...
1 -6
c)E,= E,=8-10
) Eo 45000 ’

100. Escribe un namero tal que:
a) Al redondearloy truncarlo a las décimas, dé el mismo resultado.
b) Al redondearlo a las centésimas, dé como resultado 5,87.
¢) Al redondearlo a las centésimas, dé como resultado 11,56 v el error absoluto cometido sea 0,003.
d) Al truncarlo a las décimas, dé como resultado 0,7 y el error absoluto sea 0,025.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

a)1,23 b) 5,8685 c) 11,563 d) 0,725

101. Escribe y representa los intervalos que correspondan.

a) Numeros mayores que —2 Yy menores o iguales que 4.

b) NUmeros mayores que 3y menores que 5.

c) NUmeros mayores o iguales que —6 Yy menores o iguales que 0.
d) NOmeros mayores o iguales que 0y menores que 2.

a) —2<x<4 —(-24] €) 6<x<0 —[-6,0]
ottt 4
-2 0 4 -6 0
b) 3<x<5 —(3,5) d) 0<x<2—10,2)
¢ } < ¢ : Q
3 5 0 2

102. Escribe dos intervalos que contengan estos numeros.
17 =28 21
8}3YT b) 2\{5){? C) —?}r“f,ﬂ

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a)(2,5)y[3;4,5] b)(4.9)y (2,10] c)[-5.2)y(-6,3]
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103. Indica dos niimeros racionales y otros dos irracionales pertenecientes a estos intervalos.
a) (0,8) b) (—3,4] 0 [—12 d) 3,6)

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) Racionales: 2V% c) Racionales: —%y’l
Irracionales: v2 y+/10 Irracionales: /2 yx/ﬁ—%

b) Racionales: % yf% d) Racionales: 5y2—:
Irracionales: <3 y~/7 Irracionales: = y 24/5

104. ¢Qué intervalo tienen en comiin estas parejas de intervalos?
a) (—4,00y(=21]
b) [-3,21y[—1,0)
c) (—5,21y[—25)

a)(-2,0) b) [-1,0) c)[-2,2]

105. Asocia cada elemento de la columna izquierda con uno de la columna derecha.

a) —3<x< —1 L [—3,1]

by —3<x<1 I (—3,1]

Q) —3<x<1 . (—3, —1)

d) —3<x<1 V., [—3,1)
a) 3<x<-1—(-3,-1) €) —3<x<1—[-3,1]
b) —3<x<1—[-3,1) d) -3<x<1—(-3,1]

106. En el arbol genealogico se pueden expresar relaciones como potencias. Expresa en forma
de potencia cuantos abuelos, bisabuelos y tatarabuelos tienes.

Abuelos: 22 Bisabuelos: 23 Tatarabuelos: 2*

107. Un nifo ha ideado una cadena de favores. Su idea es que cada persona realice un favor a otras
tres personas y, después, cada una de estas tres haga lo mismo, y asi sucesivamente.

a) iCuantos favores se realizaran en el sexto eslabon de la cadena?
b) ¢En qué eslabon se habran realizado 59049 favores?

a) 36=729 favores b) 59049 favores = 3%; por tanto, es el décimo eslabdn.
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108. En un contenedor hay 7 cajas, en cada caja hay 7 bolsas, en cada bolsa hay 7 estuches
y en cada estuche 7 lapices. ; Cuantos lapices hay en 7 contenedores?

Hay 7° = 16 807 lapices.

109. ¢Cuantos segundos tiene el mes de septiembre? Exprésalo mediante un producto de potencias.

El mes de septiembre tiene 30 - 24 - 60 - 60 = 28 - 3* - 53 segundos.

110. (Cuantos milimetros hay entre Madrid y Valencia sabiendo que 357 km de carretera separan
estas dos ciudades? Exprésalo en notacion cientifica.

357 km=3,57 - 108 mm

111. Halla el valor de la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 2 cm y 3 cm, con
un error menor de una centésima.

Aplicando el teorema de Pitagoras y llamando h a la hipotenusa se tiene:
h?=22+3%— h=413 =3,60555...

Respuesta abierta. Por ejemplo: 3,60 cm

112. Un piso tiene una superficie de 117,13 m2 y la de otro es 73,65 m2, Redondea y trunca la superficie
de cada piso a metros cuadrados. Indica qué aproximacién es mas precisa.

73,65 m?

En el primer piso, el redondeo y el truncamiento coinciden. Es 117 m?. Las dos aproximaciones son igual de
precisas ya que el error relativo coincide en los dos casos.

En el segundo piso, el redondeo es 74 m? (el error relativo es 4,75 - 1073); y el truncamiento, 73 m? (el error
relativo es 8,83 - 1073). Es mds precisa la aproximacion por redondeo.

113. Marta dice que el lado de un cuadrado de area 27 cm? mide, aproximadamente, 5,2 cm.
Pedro dice que el lado de un cuadrado de area 34 cm? mide, aproximadamente, 5,83 cm.
¢Cual de los dos ha cometido mayor error?

Calculo de Marta:

Ea

Area=1> — =27 E,= \\/27 —5,2\ =0,00385 E= ‘ =7,407 - 107
V27

Calculo de Pedro:

A ) _ _ _ _ Ea _ —4

Area=P — = /31 Ea—‘\/3475,83‘— 0,00095 E,= ‘ =l 1,632 - 10

Marta ha cometido mayor error.
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114. Un litro de gasolina cuesta 1,198 €. ;Cuanto tengo que pagar por 27 litros?
1,198 - 27 =32,346
Tengo que pagar 32,35 €.

115. Un alumno afirma que la longitud de una circunferencia de didmetro 12 cm mide 37,6992 cm.
£Qué aproximacion del numero = ha tomado?

L=27 =12%
37,6992 =121 — © = 3,1416

Ha tomado la aproximacion a las diezmilésimas.

DEBES SABER HACER
1. Calcula las siguientes potencias.
a) (—2¢ c) —(—8&) €) —(—2F
b) (—3¢ d) —4? f) 42
a)4d c)64 e)8
b) -27 d)-16 f) 16

2. Calcula estas potencias.

a) 23 d) 42 g) (—5,02)3
b) (1,3)°2 e) (—372 h) (—2)~¢
-2 3 -2
1 —3 . 1
@ (3) L (?) ) (—z)
1 _ 1 _ 5105 &+ =L — 0065 j— 0 c — 0,0079047629
) 55=g=0 2 = 16— 0062 & (5027 126506008
] 1 1 1 - 1 ]
) 37 = Tgg = 001710 @) o7 =g =01 ) 7 = 16 = 00625
3
) 22 =4 S 125 N (—@) =
1 5 4629 i) (—6) =36

3. EXpresa como potencia unica.

5

a) (2 C) [=6F e)

5 ay
b) [(—3)°]* d) ‘( 3 )

B 15
a) 212 b) (—3)° ¢) —6!2 d) (l) e) (—%) f) 58

-3)

=51

4

4. Realiza las siguientes operaciones con niimeros en notacion cientifica.

a) 32-102 + 2,1-10° ) (1,5-10%) - (3,6 - 10?)
b) 1,2 104 — 2,1 - 103 d) (1,8-102):(7,2- 10
a) 2,42-10° b) 9,9-10° c) 5,4-10° d) 2,5-10°°
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5. Extrae factores de las raices y después realiza las operaciones.

6v27 + V3 — 24243
183 +4/3-18/3=+/3

6. Trunca y redondea el niimero 14 = 3,7416573... a las:

a) Décimas. b) Centésimas. c) Milésimas.

a) Redondeo: 3,7 Truncamiento: 3,7
b) Redondeo: 3,74 Truncamiento: 3,74
c) Redondeo: 3,742 Truncamiento: 3,741

COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

116. La mayoria de las células son microscépicas, es decir, no son observables a simple vista.
con relacién a su tamaiio, las células se pueden dividir en tres grupos:

» Células macroscopicas: se observan a simple vista. Por ejemplo, la yema del huevo de las aves,
que puede medir hasta 1 centimetro.

= Células microscépicas: se observan unicamente con el microscopio éptico. Por ejemplo,
un glébulo rojo mide aproximadamente 7 - 10-¢ m.

= Células ultramicroscopicas: son sumamente pequeias y solo observables con el microscopio
electrénico. Por ejemplo, el virus de la gripe mide 1,2 - 107 m.
a) ¢Qué tipo de microscopio se necesita para observar los siguientes tamanos de células?
6-104 1,2-10-4 05107 456-10°"° 7,1-103
b) Las células humanas tienen tamafnos muy diferentes: desde los glébulos rojos, que miden7 - 10-¢m; o los
espermatozoides, de 5,3 - 10~ m; hasta algunas neuronas, gue pueden llegar a medir 1 m.

Si colocamos globulos rojos en fila, ;cuantos se necesitan para llegar a cubrir una neurona
de un metro?

a) 610 — Optico. 1,2 - 10~ — Optico. 0,5-10~" — Electrénico.
4,56 - 107" — Electrénico. 7,1-10° — Optico.
1
b) ———=142857 glébulos rojos.
) e 8 j
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

117. Una potencia de exponente entero positivo, ;es siempre mayor que la base? ;En qué casos?

No, es mayor que la base solo si la base es mayor que 1.

118. Sea la serie formada por los nimeros que determinan las superficies de los cuadrados que
resultan ser el cuadruple de su anterior, siendo el primero el de superficie S.

a) ¢cual es la superficie del cuadrado que ocupa la posicién octava en la serie?
b) iCual es la serie formada por los nimeros que determinan los lados de esos cuadrados?

a) La serie es S, 4S, 4°S, 43S, 44S, ... La posicidn octava la ocupa 4’S =16384 - S

b) La serie es /S, 2J/S, 44/S,8S, 1645, ...

119. Una potencia de exponente entero negativo, ;es mayor que la base? ;Hay algunos valores
de la base para los que la potencia sea menor?

Estudiamos la potencia a° segun los valoresde ay b.

. . a’>asib par
eSia=1-a"=a=1 *Si —1<a<0—1 , p
a’ <a si b impar
eSi0<a<1—a">a eSia<-1-a">a

eSia>1—-a"<a

120. Reflexiona y responde.
¢EN qué casos ocurre que va < a? iY va > a?
Para que va < a debe ocurrir que a>1.

Para que v/a > a debe ocurrir que 0<a<1.

121. Utilizando el procedimiento anterior, representa los siguientes niimeros reales.

a) V6 b) V8 0 V7 d) V11

a), b)yc)
(V&) =22+ 12
(V6) = (v5) + 12
(V7) = (V6) + 12
(v8) = (v7) + 12
d)
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122. Explica razonadamente la forma de representar los siguientes niimeros reales.

2 4
WY (V2] . g . o
a) [E] +[§] =5 — Dibujamos la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 5
\/E 2 \/§ 2 \/_
b) [2 +17= [2] — Dibujamos la hipotenusa de un tridangulo rectangulo cuyos catetos miden 72 y1.
2 2 2
c) [\f —s—[%] = [\f] — Dibujamos la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos miden g y% .
W (17 (V5] , , 11
d) [E] +[Z] =7 — Dibujamos la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 2 yZ .

123. ¢Qué namero representa el punto P en cada caso?

a) b)
! 1 ! P ! ! ! LP
(IJ T T T t; é T T T d:

Representa de forma exacta el nimero v2 + v/3.

a)J16+4 =+/20 . Por tanto, P representa al nimero~/20 .
b) 16 +9 =5. Por tanto, P representa al nimero 5.
Para representar de forma exacta el nimero v2 ++/3 :
P+r= (ﬁ)Z — Dibujamos la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 1.

(ﬁ)z +P = (\/§)2 — Dibujamos la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos midenv2 y 1.

Trasladamos con el compds la medida de +/3 a partir del punto que representa~/2 y obtenemos la
representacion de+2 +4/3 .
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PRUEBAS PISA

124. La onza troy es una medida de masa que se usa (inicamente en joyeria. En el mercado del oro,
una onza de este metal se paga a 1550 €.

En una joyeria tienen una balanza con precision de hasta la milésima de gramo.

¢A cuantos euros asciende el error que puede cometer esta balanza?
¢Merece la pena usar esta balanza?

En la misma joyeria también trabajan con diamantes. En este caso, la unidad oficial para
: e : 1
los diamantes es el quilate, que equivale a 5 de gramo.

Si el precio medio del quilate de diamantes es de unos 25 000 €, ;tiene sentido utilizar ahora la
balanza?

Para el oro:
1 onzatroy=31,1034768 g

Precio de 1 g de oro = 1950 _ 49,83 €

31,1034768
1073 de error supone 1073 - 49,83 = 0,05 € de pérdida. — Si merece la pena usar la balanza.
Para el diamante:
1 quilate=0,2¢g

25000 _ 155000 €.

Precio de 1 g de diamante =

1073 de error supone 1073 - 125000 = 125 € de pérdida. — No merece la pena usar la balanza.
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125. Jimena trabaja en una tienda que alquila DVD y juegos de ordenador.

En dicha tienda, la cuota anual de socio es de 10 zeds. El precio de alquiler de los DVD para
los socios es inferior al precio para los no socios, tal y como se muestra en la siguiente tabla:

Precio de a[q_UHer de un DVD Precio de alquiler
para los no socios de un DVD para los socios
3,20 zeds 2,50 zeds

» El afo pasado, Tomas era socio de la tienda de alquiler de DVD. Gasto un total de 52,50 zeds, incluida
la cuota de socio. ¢ Cuanto habria gastado Tomas si ho hubiese sido socio y hubiese alquilado el mismo
numero de DVD?

» ;Cual es el numero minimo de DVD que tiene gue alquilar un socio para cubrir el coste de su cuota? Escribe
tus calculos.

(Prueba PISA 2006)
¢ x=numero de DVD alquilados.
52,50 zeds = 10 + 2,5x — x = 17 DVD alquilé Tomas siendo socio.
De no haberlo sido, habria gastado 17 - 3,20 = 54,4 zeds.
e 10+2,5x=3,2x—> 10=0,70x — x = 14,28

Por tanto, alquilando 15 o mas DVD se cubre el coste de la cuota de socio.
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CLAVES PARA EMPEZAR
1. EXpresa algebraicamente estas relaciones.
a) El cuadruple de un numero.
b) La tercera parte de un nimero mas 1.
¢) La quinta parte de un nimero impar.
d) El cuadrado de la mitad de un numero.

a) 4n b) 5+ ) @ d) [gr
7. Resuelve.
veo o @@
by (—2)° d) (—2¢ f) (—29)
a) 6 6% =6 d) (=2 =64
b) (—2) = —32 e) [%]9: [%]3 =[%]6
IR TR
VIDA COTIDIANA

En 1985, Hillebrand tecle6 en su maquina de escribir varias frases comunes. Concluy6 que la mayoria
tenian menos de 160 caracteres, que finalmente se fijé como la longitud maxima para un SMS.

* Mandamos el SMS: «MANANA VOY A LA FIESTA». El destinatario afade: «Y YO», y lo reenvia,
repitiéndose este proceso varias veces. {Cuantos amigos se afaden a la fiesta hasta lograr
la longitud maxima de un SMS?

Contando espacios, «MANANA VOY A LA FIESTA» tiene 22 caracteres.
Ademas, hay que contar con un espacio final para la respuesta.

Cada respuesta «Y YO» contiene 4 caracteres.

Ademas, hay que contar con un espacio final para la siguiente respuesta.
22+1+5n=160

5n=137—->n=27,4

Como mucho se afiaden 27 personas.
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RESUELVE EL RETO

Construimos piramides con cubos. Si tenemos una bolsa con 140, ;hasta qué altura podemos llegar?

1+4+9+16+25+36+49 =140 — Podemos hacer una torre de 7 pisos.

Algunos nimeros se pueden expresar como la suma de una sucesion de niimeros consecutivos:

3=2+1

18=3+4+5+6

¢Puedes escribir las 5 primeras potencias de 2 de esta forma?

No se puede.

Una ameba se reproduce cada minuto dividiéndose en dos amebas. Si dos amebas,
reproduciéndose, llenan un tubo de ensayo en 2 h, ;cuanto tardaria una ameba sola?

Si tenemos 2 amebas, en el primer minuto habra 2 - 2! = 4 amebas. En el segundo minuto habra 2 - 22 = 8 amebas,
y en el minuto 120 habra 2 - 2120 = 2121 gmebas.

Si al principio hay 1 ameba, en el primer minuto habré 2! amebas, en el segundo 22, y en el minuto 120 habrd 2120,
Para llegar a 21! amebas tienen que pasar 2 horas y 1 minuto. Asi, en el minuto 121 habra 22! amebas.

Si tengo 50 € y cada dia gasto la mitad del dinero que tengo, ;cuando gastaré mi tiltima moneda?

Gasto dia 1: 25 €

Gasto dia 2: 12,50 €

Gasto dia 3: 6,25 €

Gasto dia 4: 3,125=3,13 €
Gasto dia 5: 1,56 €

Gasto dia 6: 0,78 €

Gasto dia 7: 0,39 €

Gasto dia 8:0,195=0,20 €
Gasto dia 9: 0,095 =0,10 €
Gasto dia 10: 0,045 = 0,05 €
Gasto dia 11: 0,02 €

Gasto dia 12: 0,01 €

Gasto dia 13: 0,005 = 0,01 €

La ultima moneda se gasta el dia 13.

Quedan
Quedan

Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:
Quedan:

:25€
:12,50 €
6,25 €
3,12 €
1,56 €
0,78 €
0,39€
0,19€
0,09 €
0,04 €
0,02 €
0,01€
0€
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ACTIVIDADES

1. Di cuales son los términos a,, a, y a, de las siguientes sucesiones.

8) 6,7,8,9, 10,

D)0, =2, = h—6,—8 ..

) 1,0,1;0,01;0,001; 0,0007; ...

) s M e s I

€) —2,—=4,—8 —16 —32,..
a)a1=6,a3=8,as =11 djai=-1,a3=-1,a6 =1
b)ai1=0,as=-4,as=-10 e)ar=-2,03=-8, a6 =64

c)a1=1,a3=0,01, as = 0,00001

2. Escribe la regla de formacion y los 6 siguientes términos de cada una de las sucesiones.
a).3;6,12,24, ... €3, =, =5,—9,
B).3,7, 11,15 ... d) 3,4,7,11,18,29, ...
a) Cada término es el doble que el anterior: as =48, as =96, a7 = 192, as =384, as = 768, a0 = 1 536.
b) Cada término es igual al anterior mas 4: as =19, as =23, a7 = 27, as = 31, as = 35, a10 = 39.
c) Cada término es igual al anterior menos 4: as =-13, as = —17, a7 = —21, as = —25, a9 =29, @10 = —33.

d) El primer término es 3, el segundo es 4, y el resto es la suma de los dos términos anteriores:
as=47,a6=76,a7 =123, as =199, a9 =322, a10 = 521.

3. Haz una sucesion con términos a, = 2, a, = 3y a, = 4, siendo los siguientes términos
la suma de los tres anteriores.

2,3,4,9,16,29,54,99, ..

4. Escribe los 8 primeros términos de las sucesiones que tienen como término general
las siguientes expresiones.

aa =n+3 0) an=—
n 2
, +5
bya,=nmn—9 d)an=2:_2
a)4,5,6,7,8,9,10, 11 c)%,1,%,2,%,3,%,4
b) -8, -5, 0, 7, 16, 27, 40, 55 d) gzz, %, %, %:%, g, g, %=g, %

5. Obtén los términos tercero, quinto y décimo de estas sucesiones.

8l g, =2-a,_;+3 siendoa, = —3
b)a,=a,_,+3-a,_, slendoa, =2ya,=5
a)az=-3,a5=-3,010=-3 b)as =11, a5 =59, g10 =3 842
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6. Determina el término general de la sucesion 1, 3, 5, 9, 15, 25, 41, ...

On=0n-1+an-2+1

7. Determina si las siguientes sucesiones son progresiones aritméticas.

a) —10, —20, —40, —80, ...

b) —4,0,4,8, ..

012148

d) 6,9,15,24,39, ...
a) No es una progresion aritmética. c) Es una progresion aritmética con d = % .
b) Es una progresién aritmética con d = 4. d) No es una progresidn aritmética.

2. Obtén la diferencia y el término primero de estas progresiones.
a) a,=51—1 b) a,=—3n+ 10
a) La sucesidon es =6, -1, 4, ... porloque d =5y a1 = —6.

b) La sucesiénes7,4,1,..porloqued=-3ya1=7.

9. Calcula el término general de la progresion aritmética que tiene estos dos términos.
—17 —45

as = iy = ——

4

a12=a5+7d—>—47f=—¥+7d—>d:—1

aS:a1+(n—1)d—>—¥:a1+(5—1)'(—1)*81:—%

an:a1+(rI—1)d:—%+(n—1) =

10. Halla la diferencia de estas progresiones aritméticas.
a) 3:5, 7.9/
B) —1, =& —=T1,;="18,:
5 11

7
BhE e
3 3

c
) 3

a)d=2 b)d=-5 Qd=

WIN

11. Averigua la diferencia de las progresiones aritméticas cuyo término general es:

ala,=4 -5 C) 8,=—6n+1
n-+1 3—n
b) a, = 2 d) a,= .
a)d=4 |o)o/=1 c)d=-6 0|)t7/=—1
2 4
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12. calcula la diferencia de las progresiones, conocidos dos términos.

a) a; = 21 C) an = 60

36:_8 64:3
a)21=12+3d—d=3 ¢) 60 = —60 + 6d — d = 20
b)34=-8+7d > d=6 d)83=3+16d —>d=5

13. En una progresion aritmética, el primer término es 5 y la diferencia es —2. Determina a,.

an=5+(n-1)-(-2)=-2n+7

14. En una progresion aritmética, el tercer término es 9 y la diferencia es 7. Halla el primer término
y el término general.

az=a1+(3-1):d—>9=a+2-7—>0a1=-5

an=-5+(n-1)-7=7n-12

15. Encuentra el término general de estas progresiones aritméticas.

1 1 3 2
a) ; 2,33,8,... d) 05 10 5
D) T 0, E o e) 50,40, 30, 20, ...
7 7 21
¢ 51209260 ) ommim — T
) ' ' ' ’ )4! 2r 4! r
a)an=-7+(n-1-5=5n-12 d)a =i+(n—1)-l=—n
! 710 1010
_ 3 3_3 _ —
b)an——§+(n—1)‘§—§n—3 e)a,=50+((n—1)-(=10)=-10n + 60
7 7 _7
=5+ - /= - h=—+ - —_=—
c)an=5+(n-1-7=7n-2 f)a 2 (n—=1 2 4n

16. Escribe el término general para cada una de estas progresiones aritméticas.

g, :Eé

a)1=36+5d >d=-7;  a1=43; an=43+(n-1)-(~7) ==7n +50
b)53=26+3d >d=9;  a1=-100; an=-100+(n-1)-9=9n-109
€)50=25+5d >d=5  ai1=5; an=5+(n—1)-5=5n
d)28=35+7d >d=35 a1=-7; an=-7+(n-1)-3,5=3,5n-10,5
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17. Calcula la suma de los 25 primeros términos de estas progresiones aritméticas.

a) 2,6,10, 14, ... ¢) 50, 40,30, 20, ...
113 2 57 11
b) 10'5 10' 5 d) 33 3. —
a)a=2 d=4 a,=98 — 525=(61+225)25 525:(2+28)'25:1250
1.5
wasl ool a8l eeen o [otdl®
c)a,=50 d=-10 4,=-190 — SZS:W—»SZS:W:—WSO
[§ @].25

12. Halla la suma de los 100 primeros términos de las progresiones aritméticas con estos
términos generales.

an +5
ala =2n—7 b) a, = 3
1 _ .
a) 5, —(@H8) 100 o (-5+198):100 o 00
2 2
b) 5, = BHEII0 g GHISI00_ g

19. De una progresion aritmética se sabe que los términos cuarto y quinto suman 28.
iCuanto sumaran los 8 primeros términos?
(aw +as)'8 (84 +85)~8

a+a=a,+a,=28 — § = > = > =28-4=112

20. Halla la suma de los 20 primeros términos de las siguientes progresiones aritméticas.

o525 olncy

olte 9fils
a) 8y =24+19-(-3)=-33 — szozwz—%
b) @, =44+19-(-2)=6 — szozwzsoo
€)a, =312 a,=122 — S, :W:MAO

b [
dia=—1 ay=- = Sy="—"'—=75
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21. Halla la suma de los 18 primeros términos de las siguientes progresiones.

1 2 4 5
a). 1,.7,.18.19, ... o, =l =
) ) 33 33
517 197 g—2 =7 —1 15
2" 6" 62" T R U T
C) 12, =9, — & — 3.0 f) 145, 130, 115,100, ...
a) 518:(a1+am)~18 N 518:(1+1O3)~18:936
2 2
5 49]
247708
b) smzw N 518:[2—6:%
2 2
s, (Bta)18 o (12439)18
2 2
[1+6].18
a,+a;) 18
d) 518:% — S = 5 57
[;3 ;71].18
e) 518:(a1+a18)-18 s, = 4 4 _ —333
2 2 2
f) 518:—(a1+§8)'18 - 518=—(145_1210)'18=315

22. Dada la progresion aritmética con a, = 10 — 5n, halla la suma de los 25 primeros términos.

6= (8+85)25 5 - (5-115)-25 ., .
2 2

23. Halla la suma de los 45 primeros términos de las progresiones cuyos términos generales
son los que se indican a continuacion.

a)a,=4n—3 C)a,=-3n+5
n—4 8—n
b) a, = d a, =
) an 3 ) a, 5
a) 545:(8—1+845).45 - 545:—(14_177)‘45:4005
2 2
41
[—1+—]~45
b) 545=M — S, = 3 — 285
2 2
0 345:(a1+a45)-45 N SAS_(2—130)~45:_2880
2 2
[7 37]
L1145
d) SASZW — Sy = S ; —_135

79



Progresiones

24. Calcula la suma de los 30 primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que
la suma de los 15 primeros es 240y a, = —5.

(-5+as)-15

S, =240 = — a, =37

a,,=37=-5+14d — d=3,8,=-5+29-3=82

(8:+85)-30 (-5+82)-30

S =
30 2

=1155

25. calcula la suma de los 50 primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que
la suma de los 20 primeros es =160y a,, = —27.

5, =160 @

8y =-27="11419d — d=-2,8,=11+49 - (-2)=—87

(8,485)-50 (11-87)-50
2 - 2

Sy = =—1900

26. Quiero colocar 7 filas de macetas de manera que en la primera fila pondré 3 macetas,
y cada una de las siguientes filas tendra 3 macetas mas que la anterior.

¢Cuantas macetas colocaré en total?

8,=3,d=3,8,=3+6-3=21

(@,+a,)-7 (34217

= =84
2 2

S, =

27. ¢Son progresiones geométricas?

a) 1,4,8,12, ...
—1 —5 —25 —1
b =1 =5 =25 125
24 8 16
51l e T e Y
d —1,—3,—9;—12,.
gl 111
127" 9" 3’

Son progresiones geomeétricas las sucesiones de los apartados b), c) y e).
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28. Obtén el primer y el tercer término de:

1T (1)"

a) a,=(—2-3" C)é‘n:"s—'('g)
b)a,=5-2"" d) @y =3 «(—1)*2
a)ar1=(-2)-3'=-6 a3=(-2)-33=-54
b)a1=5-2'"1=5 a3=5-23"1=20

141 3+1
L BT
dai=3-(-1)*?=-3 a3=3-(-1)3*2=-3

29. Calcula el término general de la progresion geométrica que tiene estos dos términos.

o B o 128
* 5 ! 5
N VA

Habitualmente daremos la solucién obtenida tomando la raiz positiva:

. 1 1 on-2
Sir—2ya—— — g —_L.o_
Ya=30 7%= 5

Andlogamente, se obtendria la solucidon tomando la raiz negativa:

. 1 n-1
fr=-2vy a=— =—.(=2 =
Si Yy a 10 — g, ( )

30. Teniendo en cuenta que son progresiones geomeétricas, halla el término general
y el término a,.

a) 5,15, 45, ... b) 3, 3v3, 9, 9v3, ...
a)a,=5-3""— a,=5-3""=1215

b) a,=3-(v3) =(\3)"" — a,=(v3) =273

i s 1
31. En una progresion geométrica, a, = 2y a, = 5 calculaa ya,.

L S
2 2

. 1 7" N1

Sir=— -4 4.2 —4.02 =2

i 2—»61 a, 4[2] as 4[2] 2

. rl ,IN—‘\ 14 ,]

Sir=— — a=-4 =(=4).|—— =(=4)|—=| =—=
a o =(-4)[-3] a=(-4-) =7
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32. Halla la razén de estas progresiones geométricas.
a) 1,4,16,64, ...

b) =3, —3v2, —6, —6v2, ...

d —4,12, —36,108, ...

3 -9 27
_A4_6_64_ _2_2_ 2 _
a)r—1—4—16_ c)r_j_ﬁ_£_3
2 2 2
-32 -6 —6\2 12 -36 108
b) r= = = =/2 dr=—=——"—=——"-—-_3
) -3 32 -6 ) -4 12 =36

33. Averigua la razén de las progresiones geométricas cuyo término general es el que se da,
indicando para cada una de ellas el primer término.

i 1 n+1
3) ay = 4-(~2)"" St (3)
D} a.l'J = % : 5” d) a;] — 3 ' 2” 2

a)a1=4-(-2)°=4;r=-2

b)CIl:; -51=;;r=5

2
= - . :_g‘ =
c)ai=-6 [—] 3,r

d)ai1=3-21=2;r=2

N w

34. calcula la razén de estas progresiones geométricas de las que conocemos:

33:2 3532_64
12, = 50 9 la, = —1
aé—-—g— a, =48
D) d) 16
- & =37
10 4
a) 50=2.r* ->r=45 c) f1=—64-r3—>r:%
-9 -4 3 16 1
b) —=—7r" > £= d) = =48.1° — r=—
V=5 7 ) &1 — 73
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35. Encuentra el término general de las siguientes progresiones geométricas.

a) 2,10, 50, 250, ..

r
M b)v5,5,5V5,25, ..

a)an=a1-r""t=2.5""1

b)an=a1-r""1 =\/§~(\/§)M: (\/g)ﬂ

c)an=qg1-r"? =_§1~(—2)”’1 =(=2)"*

d)an=al-r’"1=%-2”'1=3-2”'3

36. Escribe el término general de estas progresiones geométricas de las que conocemos:

a4, = —32 a,=—3
8 |a, =1 D) \a, = —a8

n-1
a)1=—32-r5—>r=—%;a1=64;a,,=64-[_%] =(=2)"
b)-48=-3-P2—>r=+4;

3

- _ > ,4n—1:_ ,4n—4

dn ol 3

Sir=4—a= >
Iy

S -3 =3 _ay-l=—_3.(—ay-4

Sir=—4—a “ an = (—4) 3-(-4)

37. Halla la suma de los 10 primeros términos de estas progresiones geométricas.

a) 3, —12,48, —192, ... c) Ry
13 9 27
b) ¥5,5,5v5, 25, ... d == = =,..
) V5,5,5V5, 25 ) 322 o
a-(ro—1) 3-((-=4)° -1
o )_ (( ) ):—629145

a) S, = =
) S r—1 —4-1

7a1~(f1°—1)7ﬁ‘((ﬁ)w‘1)73124@7
b) S, = e e A Ty =785 43905

-1 10
a-(ro—1) <=2 -1 41
€) S = 1(r—1 )% (—2—1 ) 38

1
(o _ —.(3"° 1
d) smza1 (rr4 )_2 (31 ):14762
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38. Calcula la suma de los 9 primeros términos de las progresiones con términos generales:
a) a,=7-(v5)"
b) a, = 4-(—3)"2
a) a, :35~(x/§)n_1

o, (" 1) 35.(\/5—9—1)

S = = = 54605 +27335
r—1 51
4 o
b) & =—=-(=3/""

_an(r-) *%((*3)94) _ 19684

r—1 -3-1 3

329. Una carretera se bifurca tras 3 km en linea recta. Cada una de las ramificaciones se vuelve
a bifurcar tras otros 3 km, y asi sucesivamente hasta un total de 6 veces.
i Cuantos kilometros acumulan todas las bifurcaciones?

La sucesion esa, =3 -2"".

_a1.(r6—1)_3.(26—1)_
e R R

189 —3=186 — Las bifurcaciones acumulan 186 km, sin contar el tramo inicial.

40. Calcula la suma de los 7 primeros términos de estas progresiones geométricas:

a=1 32:_3
6120,1
a 1 b ‘ C 1
) rTE )83-—0,4 }34—-'3
,]7
1= =1
a,-(r'—1 [[2] ]
a5 271 _127
r—1 1 64

2
b) 0,4=0,1-r> > r=42

a-(r’-1) _01(2"-)

Sir=2 — 5, = =12,7
r—1 2-1
a-(r' 1) 01-((-2) -1
Sir=-2—5,= (7= _ (-2 ):4,3
r—1 2-1
1 1
) —==-3r" > r=+—
) =3 -t
7
1 a,(r’ - _9[[;] R
Sir=—,a=-9 — 5 =- = -
—1 1, 81
3
7
a,(r’ -1) 9.[[_;] sy
Sir=—,a8=9 - S =— = ==
r—1 _1_1 81
3
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41. Halla la suma de los 6 primeros términos de las siguientes progresiones.

6.21 63:""2
Alr=3 C){r:—z
53:8
85—'9
2
6 6
a)sé_a1(r 1)_1(3 71):364
r—1 3-1
16
32:|[=| —1
12 . aw'(r6_1) [[ ] ]
b)s_aw-[z]—naw_32 Se=—fp = T =63
2
1 6
B , 1 _aw~(r‘°—1)_—§'((—2) —1)_2
o -2=a- - —a=—7 R
il aa N I 0 B T
d) 9=a,-(\3) —a=1 Se=—f——= e _J__1_13J§+13

s . E =% v o W
42. calcula la suma de los 10 primeros términos de una progresion geométrica cona, = 2(v5).

a,=2v5-(v5)"  a=25 r=+5

s _alr=1) Ng'((ﬁ)m ‘1) _ 6248\5

- =1562+/5 47810
r—1 V51 V51

43. La suma de los n términos de una progresion geométrica es 504, Calcula el nimero de términos
sabiendo que a, = 256 y a, = 8.

a,=a,-r’— 256=8 r*-r=2

_a(r"=1) .

" r—1 2-1

44. El sabado pasado, Paula envié un correo electrénico a tres amigos. Al dia siguiente, cada uno
de los amigos de Paula que recibieron el correo lo reenvio a otros tres amigos, y asi
sucesivamente. Si ninguna persona ha recibido el mensaje mas de una vez, calcula cuantas
personas recibieron el mensaje hasta el sabado siguiente.

a-(r'=1) 3.(3-1)

S, = = 3279 personas
r—1 3-1
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45. Halla la suma de todos los términos de estas progresiones geomeétricas.
a) 100, 25; 6,25, 1,5625; ...
b) 10;1;0,1;0,01; ...
c) 20:4;0,8,0,16; ...

25 1 100 400
a) r=—2=-5
100 4 173

46. Calcula la suma de todos los términos de una progresion geométrica conr = 0,2y a, = 4.

r—02-5-——4 __s
1-0,2

47. Halla la suma de todos los términos de estas progresiones geométricas.

2 [—1Y P\
a) Bn—g'(T) C) a, = 8(3)
2r1‘| 1 2)“1
by 8 =5 (3) :dp = 10’(5_
a)a:z[ 1] 1”’10__1 r__l_)S—i_%—__Z
" _2'[_2] S I A E
2
b)a1=6,r=§—> :1_%=18
3
<) an = -8 1]2 [1] = r=iﬁs_2*58_—2
"_[5'5'1 %' 5 T 175
1
1 2 0 1
d =— r== __10 _1
Jar= 15755 S 12 6
5

43. En una progresion geométrica, S = 20 y a, = 5. (Cuanto vale la razon?

20— =3
1—r 4
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49.

52.

B2
I,

Progresiones

Calcula el capital final que se obtendra al invertir, con un interés compuesto, 1200 €:
a) Al 2% anual durante 5 anos.

b) Al 3% anual durante 4 anos.

) Al4,2% anual durante 8 anos.

5 8
a) cf:1200-[1+%] =1324,90 € c) cf=1200-[1+%] =1667,72 €

3 4
b) c :1200-[1 —] =1350,61€
)G *700

50. calcula el capital que hay que invertir con un interés compuesto del 3,4% anual durante

6 anos, 5 meses y 12 dias, para que al final de la inversion se obtengan 1245 €.
Expresando el tiempo en afios t =6 + 0,417 + 0,0329 = 6,4499 afios

34 6,45
1245=C~[1+'—] — C=1003,49 €
100

. ¢Qué da mayores beneficios, un depoésito de 5 anos al 6% o uno de 10 anos al 3%?

6 5 3 10
C,=C-|1+—| =C-1,338 C,=C|1+—| =C-1344
f [ +1oo] f [ +1oo]

El depdsito de 10 afios al 3 % genera mayores beneficios.

Escribe mas términos en estas sucesiones.

a) 4,7,10,13, ... d) 5,10,15, 20, ...
b) —6,12,—24,48,... e) 3,33,333,3333,...
C) 3,4,6,9,13,... f) 15, =2.8,=45,...

a)4,7,10,13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, ...

b) -6, 12, —24, 48, -96, 192, —384, 768, ...
c)3,4,6,9,13,18,24,31,39,48,58, ...

d) 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, ...

e) 3, 33, 333,3333,33333,333333,3333333, ...
f)1,-2,3,-4,5,-6,7,-8,9,-10, 11, -12, ...

Observa la sucesion: 1, 3,5, 7, 9, ... y responde.

a) {Cuéales son los términos a,, y a,,?

b) ¢Qué posicion ocupan los nameros 11y 17?

€) ¢Cuantosy que terminos hay entre el nimero 23 y el nimero 357

a)an=2n-1—aun=21ya7=33
b)2n-1=11—>n=6; 2n-1=17—>n=9
c)2n-1=23 —>n=12; 2n-1=35—->n=18

Hay 5 términos a13, 14, a1s, 016 Y 17 que toman los valores 25, 27, 29, 31y 33, respectivamente.
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54. contesta razonadamente si el niimero 31 es uno de los términos de las siguientes sucesiones
y, si lo es, di qué posicion ocupa.

al 20571219 b4, 710, 13:18,149,4
La sucesion es recurrente y el término general es: an=an-1+an-2
31=12+19=as
La sucesion es aritmética y el término generales: an=3n+1

31=3n+1—>n=10—> a1 =31

55. Copia en tu cuaderno y completa estas sucesiones con el término que falta.
a) 1,827, 1,125, ...
B} =85,—9.~13. L1~ 21; 00

€) 2,5 0,114, ..

d)-7,1,21,28, 35,

£}1,8,9; [1:8T;

¢ Cual es su regla de formacion?
a) El término general es n>. El término que falta es 64.
b) El término general es an = -1 — 4n. El término que falta es —17.
c) El término general es an =3n — 1. El término que falta es 8.
d) El término general es an =7n. El término que falta es 14.
e) El término general esan=3""1. El término que falta es 27.

56. Escribe los 4 primeros términos de estas sucesiones dadas por su regla de formacion.
a) Su primer término es —4 y cada término se obtiene sumando 5 al anterior.
b) Su primer término es 7 y cada término se obtiene restando 3 al anterior.
C) Su primer término es 100 y cada término se obtiene dividiendo entre 10 el anterior.
d) Su primer término es —3y cada término se obtiene elevando al cuadrado el anterior.

a)—4,1,6,11, ...
b)7,4,1,-2,..

c) 100; 10; 1; 0,1; ...
d)-3,9, 81,6561, ..

57. Siendo a, = 5, forma las sucesiones tales que cada término es:
a) El doble del anterior.
b) El resultado de sumar 9 al anterior.
C) El resultado de sumar al anterior su cuadrado.
a) 5, 10, 20, 40, ...
b) 5, 14, 23, 32, ...
c) 5, 30, 930, 865 830, ...
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58. Escribe los 7 primeros términos de la sucesion cuyo término general es el que se da.

a)a =2n+1 e a==5—2-@3-n)

b)a =4n—3 fya=nmn+n-2

ca=7-3n ga.={n —i3p
n+1 T-—2n

d a = h)a, =

) a, > ) &, 3

a)3,5,7,9,11,13,15
b)1,5,9,13,17, 21, 25
c)4,1,-2,-5,-8,-11, 14

3 5 7
1, 5.2 5,3 5.4
) 2 2 2

e) 1,8, 15,22,29,36,43
f) 0, 4, 10, 18, 28, 40, 54
8)4,1,0,1,4,9,16

bl g 5 7 g M 1
3 3 3 3 3

59. Obtén los 4 primeros términos de la sucesion cuyo término general es el siguiente.

a)a=(1-2" da=n+1?
B ln 1 - i;]
b) a”—(z) e) a"_(z)
C) g,=(—2p*" f)a,=4-(n—2p

a)-2,-4,-8,-16

b) 1,

00| —

11
> 7
c)4,-8,16, -32
d) 4,9, 16, 25

60. comprueba si el nimero 27 es un término de cada una de las siguientes sucesiones y averigua
el lugar que ocupa.

a)a,=4n+3 da,=n—-—n—3
bya =2n—1 e)a, =3(n— 2
c)a,=5n+7 fla,=n+2n—28

n
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a)4n+3=27—>4n=24—->n=6 — as =27
b)2n-1=27—>2n=28 > n=14 — a1a =27
C)5n+7=27—>5n=20—>n=4—qas=27
d)n?-n-3=27—->n=6—qas=27
e)3-(n—-2)*=27—->n=5—-as=27

f)n?+2n-8=27—>n=5—as=27

61. Escribe los términos que se piden.

Il
—_
I
—
=

3
W
e |

a) a,ya, siendoa,

b) a,ya, siendoa,=——n

) a,ya,siendoa,= n*- (—1)
d) a,ya, siendoa, = 2n —n? + 3

a)az=(-1)*-9=9 as=(-1)°-12=-12
1 7 1 26
=——2=—— = _——_3=—"F
b) a2 1 1 as 5 5
c)aa=4-(-1)* =64 as=53- (-1)°=-125

d)as=12-36+3=-21 as =16 -64+3=-45

62. Determina el cuarto y el quinto término de estas sucesiones, de las que conocemos los tres
primeros. ¢{Puedes escribir el término general?

a) a, = primera cifra decimal del nimero .
segunda cifra decimal del nimero =.
= tercera cifra decimal del numero =.

o o
[

b) a, = redondeo a las décimas de V3.
= redondeo a las centésimas de v'3.
= redondeo a las milésimas de V3.

longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 cm.
longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 2 cm.
longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 3 cm.

2
L oL L L ®
Il

a)n=3,1415926 — a,=5ya,=9 — No se puede escribir el término general.
b) \/3 =1,732050808... — a, = 1,7321y a. = 173205 — No se puede escribir el término general.

c) La sucesion es: v/2,22,3v2,442,... — a,=4J2, a.=5J2, a,=n/5
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63. Averigua los primeros términos de estas sucesiones definidas de forma recurrente.

a) a,= —3,a,= 2ya,= 2a,_,+ 3a,_,
By
b) a,=4,a,= 6ya, = —"——1
) ' an-2
— - - a” 1
C)a,=2a,= 8yaﬁ_—7+n
T 1M 17 15 35
- —5,—-4,— 4,6, =, ——,——.... 2,87, —,—,..
a)-3,2,-5-4,-23, b) > 12 % c) 52

64, Halla el término general de estas sucesiones.

a) 1,2:3:4.5:4 e) 6,8,10,12,14, ...

b) 2,4,6,8,10, ... fy —2,—4,—6,—8,—10, ...

€) 15357 D B 24,816,382 ...

) =1,14,8.5,7,x N8B, —6.9,~12:15, .
a)an=n e)an=2n+4
b)an=2n fyan=-2n
cJan=2n-1 glan=2"
d)a.=2n-3 h)an=3n-(-1)""1

66. Halla el término general de las sucesiones.

1. 3 4. T 9 9 9 1
Wigaees  Upvewm e
A FlL dnd 56 7 8
FYFTE S S5
glai 1 n13715
2"4" 8" 16" 32' 2'4"8" 16"
a) a,= d) g, =
i 2T
b) &, ——— ) g, =12
+1 n
1 2" -1
8, == f) a, =
C) n 2/’1 )an 2n

67. Escribe el término general de la sucesion que se obtiene:

—t A - 1
a) Multiplicando por 3 cada término de la sucesiona, = 2n — —

3

- = o 1
b) Sumando 3 a cada uno de los términos de la sucesion cuyo término general esa, = 2n — —.

3

a)an=6n-1 b)an=2n+%
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68. Las siguientes sucesiones estan relacionadas con la sucesion de término general a, = n>.
Di cual es esa relacion y, a partir de ella, escribe el término general de las sucesiones.

a) 2,8,18,32, 50, ... €):3,6,11,18,27, ...

16 25 15 92

b) 4,9,16,25, ... d) 3’ 3 3

a) Es el doble de la sucesion — a, =2n°
b) Empieza en el segundo término — a, = (n+17°

c) Suma 2 a cada término — a, =n*+2

(n+3)’
3

d) Empieza en el cuarto término y divide la sucesién por3 — g, =

69. comprueba si son progresiones aritméticas y calcula su término general y la diferencia.
8) 3,692 12,15,
by 2.—2.2 —22 ...

C) 3,6,12,24,48, ...

d} 3.0, =3,—6,—9, ...
a) Si es progresién aritmética: an=3nyd =3

b) No es progresidn aritmética.

¢) No es progresién aritmética.

d) Si es progresion aritmética: an=6-3nyd=-3

70. Escribe el término general de estas progresiones aritméticas.
a)a,=7yd=2
b)a,=3yd= —4

da,=—-1yd=14
e)a,=8yd= —3

c)a=-—-5yd=—2 fy a,= —9yd=3
a)an=5+2n d)an=4n-5
b)an=7-4n e)an=11-3n
c)an=-3-2n flan=3n-12

71. calcula la diferencia y el quinto término de las progresiones aritméticas.
a)a,=3ya,=7
b) a,=4ya, = —8

c) a, =

d) a,

8ya, = 23
Oya,=5

92

a)d=am—-a1=4
b)ar=a3+4d > -8=4+4d —>d=-3
c)as=a3+3d—>23=8+3d—>d=5
d)aw=as+5d >5=5d >d=1

ags=a1+4d=3+16=19
Ogs=0g3+2d=4-6=-2
Ogs=03+2d=8+10=18

as=0
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72. Encuentra los términos sexto y octavo de estas progresiones aritméticas.
a)a,= —6ya,= —22 ¢ a,=7ya,= 34
b) a,=12ya,= 42 da,=7ya =3
a)an=04+8d —>-22=-6+8d—>d=-2
as=as+2d=-10 as=as+4d=-14
b)az=02+5d ->42=12+5d >d=6
as=a7—d=36 as=a7+d=48
c)as=a1+3d —>34=7+3d—>d=9
as =as+2d =52 as=as+4d =70
djas=a3+4d —>3=7+4d—>d=-1

as=a7—d=4 as=a7+d=2

73. Averigua el término general de estas progresiones aritméticas.

a)a.=3yd=2 d a,=24ya, = —3
b)ya,=70yd= —15 e)a,= —6ya,=18
) a,= —12yd =12 fy a,=8ya,= 28

a)an=as+(n—-5)-d—>an=2n-7

b)an=a1w0+(n—10)-d — a,=220—-15n

cJan=a2+(n—-2)-d—>an=12n-36

d)as=a3+3d —>-3=24+3d >d=-9
an=a3+(n—-3)-d—a,=51-9n

e)an=as+4d —>18=-6+4d —>d=6
an=as+(n—8)-d— an=6n-54

f) a6=as+2d —-28=8+2d—>d=10

an=a4+(n_4)'d—>an=10n_32

74. comprueba que los siguientes términos generales son de progresiones aritméticas, halla
su diferencia y los 5 primeros términos.

a)a,=3n—1 0 a=5-5
b)a,=3—4n d) a,= 4n
a)2,5,8,11,14,.. > d=3
b) -1, -5, -9, -13, -17, .. > d = -4
¢)0,5,10,15,20,.. > d=5
d)4,8,12,16,20,.. > d=4
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75. calcula el lugar que ocupa el niimero 24 como término de estas progresiones aritméticas.
a)a,=3n+6 ca=8—n
b)a,=2n—10 d)a = 4n + 12
a)24=3n+6—>n=6—>0as=24
b)24=2n-10 >n=17 > a7 =24
c)24=8 —n— n=-16 — No pertenece a la sucesion.

d)24=4n+12 >n=3 > a3=24

76. Para las siguientes progresiones aritméticas, calculaa, dya,.
a)a, = 13ya,, =41 —a, € a,=6ya,=21-a,
b)a,= —1ya,—a,= —4 d a,=2ya,=25+34,
a)aa=13=a1+3d
011=41-02=41-01-d=01+10d — 41 =201 + 11d
Resolviendo conjuntamente: a1=4yd=3 - an=4+(n—-1)-3=3n+1
b)ar=—-4+as=—-4+a1+4d=01+6d—>—-4=2d—>d=-2
as=-1l=a1+2d—a1=3
Con lo que el término generales:an=3+(n—1)-(-2)=5-2n
c)as=6=a1+2d
as=21-ag1=a1+7d —>21=2a:1+7d
Resolviendo conjuntamentea1=0yd=3 —»an=(n—-1)-3=3n-3
d)as=25+a1=a1+5d > 25=5d >d=5
2=2=a+d—01=-3

Con lo que el término generales:an=-3+(n—-1)-5=5n-8

77. Sabiendo que estas sucesiones son progresiones aritméticas, completa en tu cuaderno
los términos que faltan.

1 S 4 = . =
a 0= 0200 000020
qE-9E S 8
b 3.5/ 00525 ] a O, [, D'E' D,g
5_1
6 2 1 1125 /
V=T 2 "5 3236 "E

b)d=@25—15:@4=2)=05=1;1,52;25;3
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79. Anhade el nimero de términos indicado para que se forme una progresion aritmética.
a) 3términos entre 1y 9.
b) 4 términos entre 3y 18.
) 5términos entre —4 y 20.
d) 6 términos entre 2y 58.

a)as—a1=4d=8—>d=2 Llasucesidnes:1,3,5,7,9,..

b)as —a1=5d=15—d =3 Lasucesidénes:3,6,9,12,15,18, ..
c)ar—a1=6d=24 —>d=4 Llasucesiones: 4,0, 4,8, 12,16, 20, ...
d)as—a1=7d =56 —-d=8 Lasucesidones: 2,10, 18, 26, 34, 42, 50, 58, ...

20. Halla la suma de los 12 y de los 25 primeros términos de la progresion aritmética cuyo término

generalesa, = —4n + 3.
a=-4+3=-1 a,=—4-12+3=-45 8y =—4-25+3=-97
12
5,18t 3) M2 g 6o 076

2

(& +8y)-25 _ (-1-97)-25

=-1225
2 2

525 =

21. Calcula la suma de los 30 primeros términos para cada progresion aritmética.
5

a)a,=8ya, =28 C) a_3=%ya4:g
b) a,=70yd= —15 d)d= —3ya,= 4a,
a)as—as=2d=20—d=10
a1=0a4—-3d—>01=8-30=-22
a3 =a1+29d — a3 =-22 +290 = 268

5= (—22+2268)~30 3690

b) a1 =a10—9d — a1 =70+ 135 =205
030 =01+ 29d — a3 =205 - 435 =-230

S, — (205—230)-30 __375
2
c)as—a :d=l
4 3 3
1 2 1 1 29 19
a1=a3—2d —a1= E—gz—g a30=01+29d — a3 = —g-i-?:?
[%14-%]-30
33027:']40

d)as=4as—>a1+8-(-3)=4-(a1+3-(-3)) > a1=4
az=01+29d > ax=4+29-(-3)=-83

SN £ -
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82. Averigua el término general de la progresion aritmética en cada caso.

a) S, = —528ya,,= —3 c) S, = 6682ya, =1
b) S,,=1960ya,= 11 d)Ss,=0ya =28
a) Sm=—528=w — —66=2a,-3 — a,=-63
a,=a+15d - —-3=-63+15d —d =4 a,=a,+0n-1-d—a,=-67+4n
b)a, =a,—2d=11-2d 8y =a,+34d =11-2d + 34d =11+ 32d
535:1%0:(a“+8235)’35:(22+32Od).35—>1%O:(11+15d)~35—>d:3
a,=5 a,=a,+n-1-d—a,=3n+2
(a,+as,)-52

C) Sy, =6682= —6682=(1+1451d)-26 - d =5

a,=a,+in-10-d—a,=5n1-4

d) a=4-7dya,=a,+5d —>S13=0=w

—0=8-7d+8+5d -d=38

a,=8—56=—43 a,=8n-56

83. Utiliza las progresiones aritméticas y suma.
a) Los 50 primeros numeros naturales.
b) Los nimeros pares menores que 101.
) Los multiplos de tres entre 100 y 200.
d) Los numeros impares menores que 80.
e) ¢Cuantos numeros pares consecutivos se deben sumar para que el resultado sea 111307
f) ¢Cuantos nimeros impares consecutivos a partir de 1 se deben sumar para obtener 2916?

(8, +8y)

a) g, =n - 5, =22 0 =(1+50)-25=1275

b)a,=2n — 2n=100 — n=50

Ssﬁw = (2 +100) - 25 = 2550

c)a,=99+3n a,=102 a,;=198

(8,+a5)-3

S= 3 =4950

d)a,=2n-1— 2n—-1=79 — n=40

3:—(a1+a240)'40 =(1+79)- 20 = 1600

e) 11130 : 2 =5565. Bastaria con sumar dos pares consecutivos: 5564 + 5566 =11 130. No obstante, si sumamos

desde el primer nimero par, S, = (@ +;”)'n = (2+§n).n =11130 »n*+n-11130=0—n =105

Habria que sumar los 105 primeros pares.

f) Sn:(a1+2an)'n:(1+2l72—1).n =2916 — n? =2916 — n = 54
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84. Halla 5 términos de una progresion aritmética sabiendo que suman 80 y la diferencia es 4.
(8,+a5)=(a,+a,)="2a,

@i+3)5_ 52, 5 5,4 16
2

g:m:(
2

a,=8a,=12a,=16,a,=20,a =24

85. ¢Cuantos términos de la progresion aritmética 5, 7, 9, ... debemos sumar para que el resultado
de la suma sea 7807

(5+a,)-n

a,=2n+3 S,=780= ;780-2=(5+3+2n)-n—>n*+4n-780=0—>n=26

26. Escribe los primeros términos de estas progresiones geométricas.

a)a,=2yr=3 C)a=3yr=4

bya,=—-1yr=3 da,=—-2yr= -2
a)2,6,18,54,162, .. c) 3,12, 48,192, 768, ...
b)-1,-3,-9,-27,-81, .. d) -2, 4,-8,16,-32, ...

88. ¢Cuales de las siguientes sucesiones son progresiones aritméticas y cuales geométricas?
Calcula su diferencia o su razon.

a) 1,8.9. 27, d) —4.4,—4,4,...
B) A3 55T D e) 64,16,4,1, ...
1 ™ 11
C) Z o= f) — —,1,5,...
! 24 ) 25" 5
a) Geométrica de razén 3. d) Geométrica de razon —1.
b) Aritmética de diferencia 2. e) Geométrica de razén 1_11 .
c) Geométrica de razon % . f) Geométrica de razon 5.

29. Sefala las progresiones geométricas.
a)a,=6éya,= —2a
b)a,= —3ya,=(-1-a,_,

¢) a,=4ya =5-+a _,
d)a,=5,8,=2ya,=a,_,+3a,_,

78 n 1

€ a, = 256ya,= —

a) Geométrica de razén —2

Las progresiones b), c) y d) no son geométricas.

e) Geométrica de razén %
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90. Halla el término general de estas progresiones geométricas.

aa,=—1yr=2 d)a=—-2yr=-2
b)a,=3yr=—4 e a,=1yr=4
1 2
C) 31--8yr——-§ f) a,= —9yr-—-§
a)an=(-1)-2""1 d) an=(-2)"
b)an=3'(_4)n_1 e)an=4n_1
1”—1 2n—1
h=06"|—= flan=(-9)- |=
c)an=8 [ 3] ) an = (~9) [3]

91. Di cual es el término general de estas progresiones geométricas.

3 2
a) ad=270yr=5 ) a?=—12yr=§
b)a,=5yr=-5 da,=1yr=10
n-4 n-1
a) an=270-[§] =%
2 2
b) a,=5-(-5""
2y o
d) a,=10""°

92. Calcula los 5 primeros términos y la razén de estas progresiones geométricas.

a) a,= (=3 0 8,=2""
b)a, =3-(—2n*" d) a,= %siendoa1 = 2401
1111 1
-3,9,-27,81,-243,.. > r=-— R U
a) 3/9/ /8/ 3/ —r 3 C) 2'2'8" 16 —r 2
b) 12, -24, 48, =96, 192, ... — r =2 d) 2401, 343, 49,7, ... > r= ;

93. Encuentra la razon y el cuarto término de estas progresiones geomeétricas.
a)a,=3ya,=é6 C) a,= 32ya, = 2048
b)a,= —16ya,=4 d) a, = 243ya, = 2187

a)r=6:3=2;a:=3-23=24

b)l’=4:(_16)=_;1,'04=aa'r—>04=4- [—%] =-1

c)r’=2048:32=64 —>r=+8
Sir=8—as=a3-r—a2=32-8=256 Sir=-8—as=0a3-r—as=32-(-8)=-256
d)r’=2187:243=9 —>r=+3

Sir=3—as=as:r—a1=243:3=81 Sir=-3—ais=as:r—a1=243:(-3)=-81

98



Progresiones

94. Halla los términos tercero y sexto de estas progresiones geométricas.

a) a,= 243ya,= 27 ) a,= 12ya,= 432
16 8
b)a,=—-ya,=+ d)a,=—1ya, =1

a)r2=27:243=%—>r=:|:%—>5ir=%—>a3=aszr2=243: =2187; ae=as-r=243- - =81

O | =

1
3
Sir=—% s as=as:r?=243: [—%] =-2187; as=as-r=243- [—%] =-81

816 5 85 57 125
byr=22=2% =gy-r==2.= =4 =qg3-r*P=4-.|2| =2
)r 505 2—)03 ax-r ) ; ds = a3 [2] 5
€)r’=432:12=36—>r=+6—>Sir=6—a3=a;-r=12-6=72; gs=aa-r*=432-36=15552

Sir=—6—a3=0a2-r=12-(-6)=-72; as=as-r* =432 - 36 = 15552
dr=1:(-1)=-1—>a=aa:r=-1:(-1)=1; g6=as-r!=-1-1=-1

95. Calcula el primer término y la razén de estas progresiones geométricas.
a)a,=12ya, =3 C) a,=128ya,= —512
b)a,= —6ya,=6 d) a,=01ya, = 0,001

a)r2=3:12=% —r= :I:% —>Sir=%,a4=al-r3—>al=12:

|

Sir=—%,a4=al-r3—>al=12: [——] =-96
b)r=6:(-6)=-1;02=01-r—0a1=(-6): (-1) =6
c)r=-512:128=-4;a6=0a1-r" — a1 =128 : (-1024) = —%

d)r*=0,001:0,1=0,01—>r=+0,1—Sir=0,1—0a3=a1-r*—>a1=0,1:0,01 =10
Sir=-0,1—>a3=a1-r*—01=0,1:0,01=10

96. Completa en tu cuaderno con los términos que faltan en las siguientes progresiones geomeétricas.

a) 10,1 [1:0,007; (] 0 O,~ O, O
3 12

1 1 1 3 81

D) D'E' X D.g. ] d) D'E' ], D'T

a) 1;0,1; 0,01; 0,001; 0,0001
w3111 1 1
'2' 6’ 18" b4’ 162

1 1
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s i g 12 . 2
97. El tercer término de una progresion geométrica es 5 y la razon es 10. ;Qué lugar ocupan estos
niimeros dentro de la progresion?

12
a) —— b) 240000
) 200 )
12 12 1
nZas- T3> —— =2 10" 3 — =10""3—>n=1
3 an=as 50 5 ~ 700 -0

b)an=a3-r"~3— 240000 = % -10""*—100000=10""3*—>n=8

98. Dos términos consecutivos de una progresion geométrica son 3 y 4. Averigua qué lugar ocupan
. 27
sabiendo que a, = sy

n-1
r=£;an=3=z.[£] —n=3 Por tanto, a3 =3 yas =4.
3 16 (3

99. ¢Es 3720087 uno de los términos de la progresion aritmética cuya razon es 3 y cuyo término
sexto es 17017

an=as-r""5—3720087=1701-3""%— 2187 =3""%— n=13. Es el término a1s.

100. calcula la suma de los 5, 10 y 15 primeros términos de la progresion geométrica cuyo término
generalesa = 2 -(—5)"-".

el 2les-

s, = =1042
o 51
a.-(r°_1 2-((=5)"° =1
5, = - )—>SWO=M =-3255208
r—1 —5-1
a.-(r*—1 2-((=5)"° =1
gwsz%_,sﬁ:% =10172526042

101. Obtén la suma de los 7 primeros términos de las progresiones geométricas cuyo término general
es el que se da a continuacion:

g a=(-2-3+*1 ¢)a= (-3 -20+2
b} an === d) a.r: = {_2}” L
7 7 , ,
a) S7=mﬂs7:_18'<3 - — 19674 9 57:ay(r _1)H57=_24'(2 —1) - 3008
r=1 3-1 r—1 2—
1 /a7 :
b) 57_—f*'| *}57_?_ 3 d) 57— P —>S7_ 51 =43
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102. Halla las siguientes sumas de términos en progresiones geomeétricas.
a) 6 primeros términossia, = 7yr = 4.

b) 10 primeros términos sia, = %y r=3.
) 8 primeros terminos sia, = 10yr = 0,2,

a,-(r'-1) 7-(4° 1)

a)s =2\ _ _9
) So= P Si= 555
4 10
b4 3" -1) 331 11809
b) &, =53 == Spp=— S = -
1977 S N 81
18
10 [7] 1

c)s_m_,s_ [5 ]_195312

o1 T 1., 15625

a1

103. Calcula, si es posible, la suma de todos los términos de estas progresiones geométricas.
)10 204:0,08....
b) 16;12,9;6,75; ...

a) gzﬁ_@:&:é
1—r 12
a 16

b) S=——>S=—7=64

) 1—r 3

104, Escribe los 5 primeros términos de estas progresiones geométricas.

1 — 4
a) a, = —-yla suma de todos sus términos es -

1 _ 1
by r= 5 y la suma de todos sus terminos es TS,

1

a)S—Jiuaﬂ——i—ﬂr—l Laam%ﬁnesl-l-l-i——L
T1-r 9 1-r 4 3'12"48'192' 768"
a 15 a L 33 3 3
by s=—2 2% __,53-3 La sucesiones 3,—, —,——,——, ..
) 1—r 2 L1 5'25'125" 625
5

105. Halla la suma de los 9 primeros términos de una progresion geométrica sabiendo
que a, = 160y a, = 20.

(22 =1
r*=8—r=2-a=10 Sy = = Sy = = =5110
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. A . . 781 1
106. La suma de los 5 primeros términos de una progresion geométrica es 500, yr= 3
a) Escribe los primeros términos de la progresion.

b) Calcula la suma de todos los términos de la progresion y compérala con la dada.

15
a,-|| 2] -1
a-(r'=1) 781 [[5] ] 5
a) S =————~ e S — g, ==
VS=—7" "0 1, 97
5
511 1 1

Con |l | i6 T T T
on 10 que la sucesion es 4" 220" 100" 500

5
by s=_f g4 _ 2
1 116

1

[Sal

Ambas sumas son practicamente iguales: % =1,562y 12—: =1,5625

107. Un arbol de rapido crecimiento multiplica su altura por 1,2 cada ano. Si al comenzar el afio media
0,75 m, iqué altura tendra dentro de 10 afios? ;Cuanto crecera en esos 10 afios?

Es una progresion geométrica, conr = 1,2y a, = 0,75.

ap = 0,75 - 1,2° = 3,87 m medira a los 10 afios, por lo que habra crecido:
387 —-0,75=312m

102. Dejamos caer una pelota desde una altura de 1 metro, y en cada uno de los botes que da sube
a una altura igual que la mitad del bote anterior. ;A qué altura llegara en el quinto bote?

Es una progresion geométrica, con r = 0,5y a, = 1. El quinto bote
es el término sexto de la progresion: @, = 1 - 0,5° = 0,03125 m

109. Lanzamos un balén que da botes a lo largo de un pasillo, como se ve en la figura.

T;’Eﬁbf&\

Y 23m >~

Si al séptimo bote choca con la pared y se para, ;qué distancia habra recorrido?

i i 2
Es una progresion geométrica, con r = 3Yya = 1.

1 "
La suma de los 7 primeros términos es: §; = ——————

102



Progresiones

110. Observa las figuras y responde.

O

1cm 2cm 3cm 4cm

a) ;Qué tipo de sucesion es la gue se forma con los perimetros de los cuadrados?
b) Y con las diagonales de los cuadrados?
C) Y con las areas de los cuadrados?

a) La sucesion de los perimetros es 4, 8, 12, 16, ... Es una progresion aritmética con d = 4.
b) La sucesidn de las diagonales es 2,242,342, 442,...Es una progresién aritmética con d =+/2 .
c) La sucesidén de las dreas es 1, 4, 9, 16, ...

No es ni progresién aritmética ni geométrica. El término general es a» = n%.

111. Fijate en la figura y describe las sucesiones de las medidas que se piden.

a) Medidas de los lados de los cuadrados.
b) Medidas de las areas de los cuadrados.

a) La sucesion de las medidas de los lados de los cuadrados es 1, 2, 4, 8, ...
Es una progresion geométrica con r = 2.
b) La sucesidn de las medidas de las areas de los cuadrados es 1, 4, 16, 64, ...

Es una progresién geométrica con r =4.

112. Observa estos rectangulos.

1om [ ) () (.

2cm 3cm 4cm 5cm

Describe la sucesion de las medidas de las diagonales y halla la del rectangulo que ocupa
el duodécimo lugar.

La sucesion es /5,410,417,/26, ...y 8, =y1+(n+1] — a, =170

112. La longitud de los lados de un heptagono estan en progresion aritmética. Hallalos sabiendo
que el menor mide 2 cm y el perimetro es 77 cm.

572( —>77:(

—a1+a7).7 —a, =20
2 7

2+a,)-7
2

8,=a+6d —-20=2+6d—-d=3

Con lo que las longitudes de los lados son: 2, 5, 8, 11, 14, 17 y 20.
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114. La suma de las edades de tres hermanos es la tercera parte de la edad de su abuelo. Halla sus
edades sabiendo que estan en progresion geométrica con r = 3 y su abuelo tiene 78 anos.

_a(r-1) 26:81(33_1)

= — a,=2
s r—1 3-1 !

Las edades de los hermanos son 2, 6 y 18.

115. Durante los cuatro primeros meses de vida, un bebé ha ido ganando cada mes un 20% de peso.
Si al nacer pesaba 2900 gramos, ;cual ha sido su peso al final del cuarto mes?

Los valores que toma el peso del bebé cada mes, estan en progresiéon geométrica.
Para averiguar el peso que tenia el bebé al final del cuarto mes, hay que calcular as.

01=2900,r=1,2,a5=2900-1,2*=6013,44 g

116. Una escalera tiene todos los peldafios iguales menos el primero, que mide 20 cm. Al subir
100 escalones, la altura ascendida es de 1505 cm. ;Qué altura tiene cada peldano?

h =altura de uno de los 99 peldafios iguales.
1505-20=99-h— h= %=1Scm

Se podria considerar que los 99 escalones forman una progresién aritmética de diferencia d =0.

117. Un montanero planifica la subida a la cima de una montana de la siguiente manera: el primer
tramo sera de 625 m, el segundo de 500 m, el tercero de 400 m, el cuarto de 320 m... Si alcanza
la cima el octavo dia, ;cuantos metros mide la montafa?

La sucesién 625, 500, 400, 320, ... es una progresion geométrica de razén r :% .
Sumamos los 8 primeros términos:

8
625- [g] -1
S, = - —2600,712m

112. Una rana esta en el borde de una charca circular de 9 m de radio. Quiere llegar al centro dando
saltos. Comprueba si llegaria de alguna de las siguientes formas.

a) El primer salto es de 3 m, y luego avanza dando saltos cuya medida es la mitad de la medida del salto anterior.
b) El primer salto es de 4 m, y luego avanza dando saltos cuya medida es la mitad de la medida del salto anterior.

¢) El primer salto es de 3 m, y después avanza dando saltos cuya medida es dos tercios de la medida del salto
anterior.

d) El primer salto es de 2 m, y después avanza dando saltos cuya medida es tres cuartos de la medida del salto
anterior.
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Los saltos forman una sucesién geométrica y la distancia que recorre la rana es la suma de ellos.

a) La ecuacién que resulta de la suma de n términos de la progresién formada por los saltos es:

~ -1
2

, que no tiene solucién. De esta manera no llega al centro.

~ -1
2

9—

b) Andlogamente, 9= tampoco tiene solucién. De esta manera tampoco llega al centro.

B

c) En este caso llegaria dando infinitos saltos, ya que S = =9.

it

1—

WIN

d) De la misma manera, 9= no tiene solucién y tampoco llega al centro.

Blw

119. Quigue recorre en bici 1500 m su primer dia de entrenamiento. Cada dia aumenta en = lo que

recorre el dia anterior. Su objetivo es llegar a recorrer 100 km en total en un mes, entrenando
todos los dias. ;Podra conseguirlo a ese ritmo?

Las cantidades recorridas cada dia forman una sucesidon geométrica con r =

Wl

Hallamos la suma de los 30 primeros términos:

4

30
1500-| - —1
a-(r" -1 [[3] }
Sy = = =25193,99549 km
R [
3

Luego no conseguird el objetivo.

120. El primer metro de excavacion de un pozo cuesta 20 €, el segundo 5 € mas que el primero,
el tercero 5 € mas que el segundo y asi sucesivamente.
a) ¢Qué profundidad se alcanzaré con 1350 €7
D) ¢Cuanto costaria excavar un pozo de 300 m?
¢) Utiliza las progresiones y expresa el gasto de la excavacion en funcion del nimero de metros de
profundidad.

Progresion aritmética cond =5ya,=20.

(a,+a,)-n (20+15+5n)-n

2

a) 1350=S, = —1350= —5n*+35n-2700=0—>n=20
(8 +8,,)-300  (20+1515)-300

2

b) n=300— S, = =230250 €

0 (@+8,)-n_(20+15+5n)-n _ 5n°+35n o

2 2 2
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121. Durante 2015, una empresa de autobuses transporté 500 000 pasajeros. Las previsiones para
los proximos 6 anos son incrementar en un 4% anual el nimero de pasajeros.
Si se cumplen las previsiones, ;cuantas personas transportara la empresa entre 2015 y 2020?

Las personas que transporta cada afo se ajustan a una progresion geométrica con a1 =500000y r = 1,04.
La cantidad pedida es la suma de los seis primeros términos de esa progresion.

B 500000.(1,046 —1)

A =3316487 personas
1,04 -1

122. Una empresa de coches tuvo una produccion en el mes de enero del afio pasado de 25000 unidades
de los modelos que fabrica.

A partir de febrero, cada mes, la produccion fue un 15% mas alta que el mes anterior. Determina
la cantidad total de coches que esta compaiiia produjo el afio pasado.

Los coches fabricados cada mes forman una progresién geométrica con g1 =25000y r =1,15.
La cantidad pedida es la suma de los 12 primeros términos de esa progresion.

~25000-(1,15" 1)

Sp= =725042 coches
1,15-1

123. La poblacion de una ciudad es de 20000 habitantes. Si esta poblacion crece a un ritmo
de un 2% al afio, icuantos habitantes tendra dentro de 10 afios?

Se pide el término a11 de una progresidon geométrica con r = 1,02 y a1 = 20000

a11 =20000 - 1,02%° =24 380 habitantes

124. La poblacién de un pais es de aproximadamente 100 millones de habitantes y se estima que
dentro de 20 afos sera de 144 millones de personas. Calcula su tasa de crecimiento anual
(tanto por ciento del crecimiento de poblacion) en ese periodo.

a1=0a1-r°—144=100-r®—-r=1,018 Latasa de crecimiento anual es 1,8 %.

125. Si depositamos 5000 € al 4% anual el 31 de diciembre, ;qué capital final tendremos al acabar
cada aio tras cada uno de los siguientes periodos de tiempo?

a) Tres anos. b) Cinco afos. C) Seis afos.

C=5000€,r=4%

t 3
a) q;c-[wﬁ] :5000.[1+&] =5624,32 €

t 5
4
b) ¢ =c|1 L] :5000.[1 7] =6083,26 €
)G [+1oo 700

t )
] zsooo-[wi] =6326,60 €
100

106



Progresiones

126. calcula el capital que a un interés compuesto del 4,5% produce en cuatro afos un capital
de 59626 €.

t
q:o[u&] — 59626 =C-1,045* — C=50000 €

127. En una situacion de interés compuesto, un capital de 10000 € se convierte en 10527 €
al cabo de dos anos. ;Cual es el interés al que se invirtio el capital inicial?

2

t
C, =C~[1+L] = 10527:10000.[1+L] Lr=2,6%
100 100

128. calcula el capital inicial que hay que invertir con un interés compuesto del 3% mensual
para obtener finalmente 2100 € después de 4 anos.

48

t
c, =C~[1+L] _>2100=c.[1+i] 5, C=508,20€
100 100

129. Halla el capital que, con un interés compuesto del 10% anual, produce 133,10 € en 3 afos.

t 3
r 10
C,=C|1+—| —133,10=C-[1+—| — C=100€
f [+1oo] [ﬂoo]

130. Si un capital de 5000 € se convierte en 6000 € en una situacion de interés compuesto al cabo
de 2 afios, ;cual es el interés al que ha estado invertido el capital inicial?

_ et N )6y _.]6_
BOI0ESSH00 (1'100) \/5_1'100 100 V5 I
r

> 100 = 0,095 — El interés seré del 9,5%.

DEBES SABER HACER
1. Escribe los 5 primeros términos para:
a) Una sucesion en la que el primer término es 5 y cada término se obtiene sumando 2 al anterior.
b) Una sucesion en la que el primer término es 2, el segundoes 2 - 0,5 = 1; el terceroes 1-0,5 = 0,5.

a)5,7,9,11,13 b) 2;1,0,5;0,25; 0,125

2. Obtén los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones.

a) 8;:=1,4,=3,8 =8 ,—4

2 n—1

— — — n-1
b) b, = 2,b,= 4,b, = 5=

a)1,3,-2,5, -7 b) 2; 4; 2;0,5; 0,25

107



Progresiones

3. En estas progresiones aritméticas:
a) a, = 13ya, = 5,calculad,a,ya,
b) b, =45yb, = 6,calculad, b,,yb,.
a)d=5-13=-8;an=13+(n—1)-(—8)=21-8n; a8 =21 - 64 =—43
b)d=6-45=1,5b,=45+(n—-1)-1,5=3+1,5n; bio=3+15=18

4. En una progresion aritméticaa, = 8 y d = 5. ;Qué niimero de término es el 1332
Halla la suma de todos los términos hasta él.

@n=133=8+(n—-1)-5=3+5n—n=26 —a» =133

@+a,)n_
2

_ (84133)-26 1833

Sn = 526

5. En una progresion geométrica a, = 60y a, = 3840. Calcula:
a) Larazony el término general.
b) La sumay el producto de los 8 primeros téerminos.
15

a)P=%% =64 r=+£8Sir=8—a1=60:8= = — g,=
a, 2 2

. 8n—1 =15- 23n—4

> Sir=—-8 > a=60:(-8)= 7§ v an= 7§ (=8) =15 - (<2)*
7,5-(8% -1 7,5-((—8) =1
b)Sir=8— s, :%:17975587,5 Sir=-8— S _((8)1)__13 981012,5
Para obtener el producto multiplicamos todos los términos.
Sir=8—a1= E,02=E -8,03=E -82,04=E -83',6752E -84,06=E -85,07=E -85 gs= i . 87
2 2 2 2 2 2 2 2

’ L Ql+243+4+45+6+7 = [E]g . g8

01'(12'03'(14'as~(15-ay-(13:[E]
2 2

ir=- =D =D 8) as= — 2 (=82 gz — 2 (=8, as= — 2 - (-8)% as= — - (-8)°

Sir=-8—m 2,02 > (—8), a3 > (—8)%, aa > (—8)° as > (—8)%, as > (-8)>,
8 8

ar= —% ' (_8)6, as = —% ' (_8)7—>a1'(12'03'(14'05'(16'07'(18: [fﬁ] : (—8)1+2+3+4+5+6+7: [g] - 8%

6. En un aparcamiento cobran 0,25 € por la primera hora de estacionamiento, y por cada hora
siguiente, el doble de lo cobrado en la hora anterior. ;Cuanto se pagara por 8 horas?

Se trata de una progresién geométrica de razén 2y a,=0,25 . La cantidad pedida es la suma de los 8 primeros

términos.

. 8_
s 0% (2°-1)

: =63,75€
2-1

7. calcula el capital que, invertido a un interés compuesto del 5%, produce en 4 afios un capital
final de 1500 €.

1500=C=1,05*— C=1234,05€
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

131. con la aparicién de los nuevos teléfonos inteligentes
o smartphones han empezado a proliferar los virus telefénicos.

Existen varios tipos de virus, uno de ellos es el denominado
gusano, que se transmite a través de SMS o MMS Y no requiere
la interaccion de los usuarios para ser ejecutado. Su principal
objetivo es reproducirse y propagarse a través de otros moviles,
por lo que puede copiarse infinitas veces infectando todos los
terminales que tenga a su alcance.

Por ahora el riesgo real de que un movil sea infectado es muy bajo debido a la variedad
de sistemas operativos de nuestros terminales (Android, Apple, Windows Mobile...).

Imagina que un movil ha sido infectado con un gusano que se contagia
via MMS. El gusano elige aleatoriamente a 5 personas de sus contactos
y les manda un MMS. Al abrirlo, la persona que lo recibe activa el virus
(ue vuelve a repetir el proceso de la misma forma.

Si suponemos que las personas a las que se manda el MMS no
coinciden nunca, cuando el virus se haya autocopiado por décima
vez en un terminal, ¢cuantos moviles lleva contagiados?

Beod & 8B @ od

Los contagiados seran la suma de los 10 primeros términos de la progresion geométricaconr=5y a1 = 1.

a-(re=1 1.(5°-1
S = ( ): ( ) = 2441406 mdviles contagiados
" r—1 51

FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

132. ¢(Puede ser el niimero 0 el primer término de una progresion geométrica?
.Y de una progresion aritmética?

Si el primer término de una progresion geométrica es 0, todos los términos seran 0, ya que los demas términos
se calculan multiplicando el primero por la razén elevada a una cierta potencia. Por otra parte, no hay ningun
inconveniente para que el primer término de una progresion aritmética sea 0.

1332. Razona si puede existir una sucesion que sea, al mismo tiempo, progresion aritmética
y progresion geométrica. En caso afirmativo, pon un ejemplo.

Es posible si todos los términos de la sucesion son el mismo.
Seria una progresion aritmética con d =0y, a la vez, una progresién geométrica con r = 1.

Por ejemplo:

2)3,3,3,3,.. b 2222  o-1-1-1,-1,..
5555
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134. Discute si el término general de una progresion aritmética o geométrica puede ser
de laformaa, = n®, con p > 1 un nimero natural.

Para que fuera aritmética an +1 — a» deberia ser constante y no lo es porque depende de n.
Parap=2 —an+1—an=(n+1)2-n>=2n+1

Parap=3 —an+1—an=(n+13-n>=3n?+3n+1 Y asi sucesivamente.

(. @ , .,
Para que fuera geométrica ‘;—“ deberia ser constante y no lo es porque también depende de n.
n

a,, (n+1)
Parap=2— ;—“:( ;2) 0 +r722n+1:1+%+n_12
n
a,, (n+1) n*4+3m ) .
Parap=3 — ”—“:( i) _n+sn 3+3n+1:1+§+%+i3 Y asi sucesivamente.
a, n n n nm-'n

135. La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética (n > 1) es 153 y la diferencia
de la progresion es 2. Si a, es un nimero entero, ;qué valores puede tomar n?

La diferenciaes d = 2.

Ylasumaes: S, = (al+2a..)-n = [al+al+(nz— Medlen
2a,+2-(n—1)]-n

2

=(a+n—1)-n=153

El valor de n debe ser entero y, por tanto, sera divisor de 153.
Div (153) = {1, 3,9, 1/, b1, 153}

Hallamos qué valores sirven como solucion.
e n=3->3+3—1=51—=3 =49, a =0>51,a,=>53
y la suma hasta a; es 153.
e nN=9-245+9—-1=17-3=9a=11,a=13...
y la suma hasta a; es 153.
n=17->a+17—-1=9 = g =-—7, 8= —5,a8 = —3...
y la suma hasta a,; es 153.
e n=51-2a4+51—-1=3-=45=—-47, 3= —45,a, = —43...
y la suma hasta as; es 153.
n= 153 - 4 + ].53 —1=1- a = _151.3;_: = _149, a = —147...
y la suma hasta a;s; es 153.

136. Expresa de forma fraccionaria el nimero periédico 0,3; para ello escribelo de la forma:
0,3 + 0,03 + 0,003 + ...
y halla la suma de la progresion.
0,3 =0,3+0,03 +0,003 +...
Se puede expresar como la suma de los términos de una progresion geométrica con r=0,1y a1 =0,3.

03=5=_ _ 03 _1
1-r 1-0,1 3
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137. Obtén la fraccion generatriz de 2,8 utilizando la suma de una progresion.

Como2,8 = 2,8888... = 2 +|0,8 t 0,08 + 0,008 + O,C]'OOB,.,r

Suma de una progresion geométrica
cuyo primer términoes 3, = 0,8y r= 0,1

0,8
1-01

8 26
_2_5__

28=2+4 9

138. Consideramos una progresion geométrica cona, + 0y r =+ 0,y una progresion aritmética
con a, = 0. Sumando, término a término, estas dos progresiones obtenemos la sucesion:
1,1, 2, ... iCudl es la suma de los 10 primeros términos?

La progresiéon geométrica es a, y la aritmética es b, (conb,=0).Ylasumaes a, +b,.
a,+b,=1,ycomo b, =0, entonces a,=1.
Por tanto, tenemos que: a,=r""yb,=(n-"1-d.

a+b,=r+d=1-d=1-r
a,+b,=r*+2d=2 — 7 42.(1-N=2—=r"-2r=0—-r=0y r=2

Como rno puedeserQ,r=2yd=-1.

La suma de los 10 primeros términos es la suma de los 10 términos de cada una de las sucesiones.

1.(2° 1)
2-1
(0+(-1-9)-10
e

S = =511
=S =S +5y =466

Syo= —45

139. Dividimos el lado AC de un triangulo rectangulo ABC en 8 partes iguales, levantando desde
los puntos de division paralelas al lado BC. Si BC mide 10 cm, calcula la suma de las longitudes
de los otros 7 segmentos.

La distancia de A a cada division n de AC es §AC y, por semejanza de tridngulos, el lado paralelo a BC que pasa

por esa divisidn sera:

n_ —_
—AC— AC -
g™ HX=m—n=5—n, por lo que forman una progresion aritmética con d = > ya, =§.
8 4 4 4
X —10
[%+10]~8 5
Asi, S, =~"—~ —=|=+10|-4=45
¢ 2 [4+ ]
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PRUEBAS PISA

140. Roberto construye el esquema de una escalera usando cuadrados. He aqui los pasos que sigue:

— _

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

como se puede ver, utiliza un cuadrado para el Nivel 1, tres cuadrados para el Nivel 2, y seis para
el Nivel 3.

iCuantos cuadrados en total debera usar para construir hasta el cuarto nivel?
(Prueba PISA 2003)

Para pasar de nivel afiade el mismo nimero de cuadrados que el nivel al que accede.

Debera usar 10 cuadrados: 1 +2 +3+4=10

141. Una leyenda cuenta que el inventor del ajedrez presento su invento a un principe de la India.
El principe quedo6 tan impresionado que quiso premiarle y le dijo:

«Pideme lo que quieras, que te lo daré».
El inventor del ajedrez, sorprendido, pidio:

«Deseo que me entregues un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos
por la segunda, cuatro por la tercera, ocho por la cuarta, dieciséis por la quinta, y asi
sucesivamente hasta la casilla 64».

La sorpresa fue cuando calcularon la cantidad de trigo que representaba la peticion del inventor.
¢Cuantos granos de trigo pedia aproximadamente?

Expresa el resultado en notacién cientifica.
Se tiene la progresién geométrica: 1, 2, 4, 8, 16, ...
Los granos pedidos seran la suma de los 64 primeros términos de esta progresion:

s :a1.(r"4—1):1.(264—1):184.10“,
. r-1 2-1 '
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CLAVES PARA EMPEZAR

1. Averigua qué razones de cada grupo forman proporcion.

4 6 12 20 18
Q) — ==Y

5'7"15" 25 7 21
2 452810 10

b i R
) 35 6 35 12 s
gl 220 6 18
5 15 25 7 21
y2_10 4_28 5_10
315 5 35 6 12

2. Calcula el término que falta en cada proporcion.

5 40 10 12
85 51 X 8
b St e d T
) 2 X ) 2 X
a)x=ﬁ=24 c)x=10'8’4=7
5 12
b)x=¥=12 d) =16 — x = 44
3. Calcula.
a) 30% de 28 d) 25% de 8,4
b) 28% de 30 e) 7.5%de 1,2
c) 8,5% de 400 f) 4,5%de 4,5
a) 30.28 =84 o 8,5-400 —32 e) 7,5-12 = 0,09
100 100 100
b) 2230 —g4 g 284 -5 f) 2545 =025
100 100
VIDA COTIDIANA

Al sacar dinero en un cajero con una tarjeta de crédito, si lo hacemos en un cajero de nuestra
entidad no suele tener comisiones. Pero si la operacion la realizamos en un cajero de otra entidad,

la comisién que nos cobran suele oscilar entre el 4,5% y el 5% del dinero que saquemos del cajero,
con un minimo de entre 3 €y 4 €.

* ;Cuanto es el minimo y el maximo que nos cobrarian de comision por sacar 450 € en un cajero
que no sea de nuestra entidad?

Minima comision =4,5% de 450 = % =20,25€

Maxima comision =5 % de 450 = %30 =22,50€
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RESUELVE EL RETO
Si 2 conejos se comen diariamente 3 lechugas, icuantos conejos se comerian 90 lechugas
en 30 dias?

3-30 =90 lechugas. En 30 dias, 2 conejos comerian 90 lechugas.

Trece naufragos tienen agua para 13 dias bebiendo 1 ¢ diario por persona. El quinto dia uno de

ellos se marcha y se lleva una cantimplora llena. El agua dur6 exactamente lo que se esperaba.
iCuanta agua se llevo?

Suponiendo que se marcha el quinto dia después de haber bebido su litro diario, se llevé el agua que le
correspondia para 8 dias (desde el sexto dia hasta el decimotercero, ambos incluidos), es decir, 8 litros de agua.

Encuentra dos niimeros tales que al repartirles 100 € de forma directa o inversamente
proporcional, las cantidades sean iguales.

R_P _100 ,_100-a , 100

a b a+b ' atb'? a+b
p.a—p.p—0 _100-ab_,, 100-ab _100-b , 100-ab _100-a
_1+1 a+b ""(a+ba a+b'? (a+bb a+b
a b
P 100-a 100 0-b a—bop = OO~a:50 P2:’IOO~b:’IOO~<:-)Ha:bHP2:1OO~£-):50
a+b  a+b 2a a+b a+b 2a

Basta con que a y b sean iguales.

Si un bollo cuesta un 25% menos que una napolitana, ;qué tanto por ciento cuesta mas una
napolitana que un bollo?

bollo = % de la napolitana — napolitana = % del bollo — La napolitana cuesta un 33,33 % mas que el bollo.

ACTIVIDADES

1. Comprueba si las magnitudes A y B son directamente proporcionales.

MagnitudA 5 25 | 45
Magnitud8 15 | 50 | 90

Magnitud A 4 5 6
Magnitud B 7 875 | 10,5

_5 _ 6

5 25
a) No son proporcionales porque — = —. b) Si son proporcionales porque 875 105

15 50

\l\-b

2. completa en tu cuaderno, sabiendo que las magnitudes A y B son directamente proporcionales
con constante de proporcionalidad k = 3,2.

MagnitudA 832 144 | 192 | 32
MagnitudB = 2,6 4,5 6 10
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3. Indica dos magnitudes directamente proporcionales y haz su tabla de proporcionalidad.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Cerezas compradas (kg) 1 2 3 4
Precio (€) 3,50 7,00 10,50 14,00

4. Luisa utiliza 6 kg de harina para hacer 5 empanadas iguales.
a) ¢Cuantas empanadas podra hacer con 18 kg de harina?
b) ¢iCuantos kilos de harina necesitara para hacer 20 empanadas?

— X = ﬁ=15empanadas. b)ézi — X =
x 20

< |o

6
a) — =
)18

5. Mateo utiliza medio kilo de pasta para hacer macarrones para 5 personas.
a) (Cuantas personas pueden comer con 4,5 kg de pasta?
b) ¢Cuanta pasta se necesita para 12 personas?

5-4,5
0,5

a) —:; — X = =45 personas

05_5 _)X:o,55.12 12k

6. En un mapa, 14 cm representan 238 km en la realidad.
a) ¢Por qué longitud vienen representados 306 km?
b) Una longitud de 10 cm en el mapa, ¢que longitud real representa?

14 238 _ 14306
— X =

a) —=— —x =18cm
x 306 238

b) 4_28 _, x=10238 _ 170 m
10 X 1

7. El coche de Pedro consume, por término medio, 5,4 £ de gasoil cada 100 km. Si 1 litro de gasoil
cuesta 1,44 €, calcula.

a) El gasto en combustible en un viaje de 245 km.
b) Los kildmetros que puede recorrer con los 56 £ de gasoil que caben en el deposito.
¢) Los kilémetros que puede recorrer con 120,60 €.

a) 54 =@ —X= 5.4-245 =13,23 litros. 13,23 - 1,44 = 19,05 € se gasta en combustible.
X 245 100
by 24 10, =56100 _ 4 437 04 km
56 X 5,4
54-1,44 100

c)

=— —x=1550,93 km
120,60 X
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8. En un restaurante, el precio de un menu degustacion es tres veces y media el del ment del dia.
a) (Cuantos menus del dia se pueden consumir por el precio de 14 menus degustacion?
b) iCuantos menus degustacién se pueden consumir por el precio de 21 menus del dia?

a) =32 = 1435 _ 49 mens del dia.
14 X 1

b) 135 —Xx= 21 =6 menus degustacion.
X 21 3,5

9. Comprueba si las magnitudes A y B son inversamente proporcionales.
MagnitudA = 2 6 3
Magnitud B 6 2 4

MagnitudA = 5 6 7

MagnitudB = 15 14 13

a) Si son inversamente proporcionales porque 2 -6=6-2=3 -4,

b) No son inversamente proporcionales porque 515 #6 - 14.

10. completa en tu cuaderno, sabiendo que las magnitudes A y B son inversamente proporcionales
con constante de proporcionalidad k = 24.

Magnitud A 2 6 4 8
 Magnitud 8 12 4 6 3

11. Indica dos magnitudes inversamente proporcionales y haz su tabla de proporcionalidad.

Respuesta abierta. Por ejemplo, suponiendo que se va a recorrer una distancia fija:

Velocidad (km/h) 45 (0] 15 90
Tiempo (h) 2 1,5 6 1

12. Para construir un edificio, 28 obreros trabajaron durante 120 dias.
a) (Cuantos obreros habrian hecho falta para terminar el edificio en 90 dias?
b) ¢Cuantos dias tardarian 40 obreros?

a) 28_90 =212 =37,3 — 38 obreros b) %:L = 28120

— X =84 dias.
120 40

= — X
X 120 90
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13. Un grupo de 6 montafieros ha comenzado una escalada por los Pirineos. Van provistos
de comida para 15 dias.

a) Sifuesen 10 montaferos, ¢ para cuantos dias tendrian comida?
b) Para que la comida les durase 18 dias, ¢cuantos montaferos deberian ir?

a) 01 =150 - g gas. p) 618 =16
6 X 10

= — x =—— =5 montaiieros.
x 15 18
14. Un grifo que arroja 3 £ de agua por minuto tarda 8 horas en llenar un depésito.

a) ¢Cuénto se tardaria en llenar el depdsito si el grifo vertiera 4 £ por minuto?

b) iCuantos litros debe arrojar por minuto para llenar el depésito en 6 horas?

4 — X £=6horas.

a)

b) — x =—— =4 litros por minuto.

4
3-8
6

xlw wl
colon x|

15. Hay que pintar un edificio de 8 pisos. Se contrata a 12 pintores para esta labor.
Tardan 15 dias en acabar el trabajo.

a) iCuantos dias tardarian 20 pintores?

b) ¢Cuéantos trabajadores se habrian necesitado si se hubiese tenido que terminar de pintar el edificio
en 10 dias?

¢) (Cuanto habrian tardado los 12 pintores si el edificio hubiera tenido 6 pisos de altura?

a) 20_15 —>x=12j=9d|'as.
12 X 20
b) 12_10 —>x=m: 18 pintores.
X 15 10
c) La proporcionalidad es directa: gz% —>x=% =11,25 dias.

16. Establece la proporcion correspondiente a repartir 100 € entre 8y 14.
a) De forma directamente proporcional.
b) De forma inversamente proporcional.

a)i_f 10 5 —3636¢ p,=63,64¢€
8§ 14 8114
100 _ p =
b) R-8=F,14 =00 — P1= 63,64 €; P, =36,36 €
CRRT!
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17. Escribe dos situaciones de reparto directamente proporcional.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

Repartir cierta cantidad de dinero como remuneracién por un trabajo realizado entre varias personas de forma
directamente proporcional al tiempo empleado.

Repartir las ganancias de una primitiva entre los apostantes, habiendo apostado cantidades diferentes cada uno.

18. Si en un reparto proporcional todas las partes son iguales, ;como son las cantidades iniciales?

Las cantidades iniciales deben ser también iguales.

19. Reparte 150 en partes directamente proporcionales a estas cantidades.

a) 2ya ) 1,2y3 e 7,8y 10
b)7y8 ) 4,5y6 f) 8,10y 12
a) BB 10 o5 b =50;p,=100
2° 4 214
b)i:&:&:’lo — P1=70; P, =80
778 748
ob_B_BE__ 10 o5, p=25p,=50;P=75
17273 11243
A B R 10 45, p=40;p,=50;Ps=60
475 6 44516
b B B 10 o p=42.p,=48 Ps=60
77810 718+10
ph_B_B__ 10 o5, p =40;p,=50;P;=60
8 10 12 8110412

20. Reparte 70 de forma inversamente proporcional a:

a) 3y4d c) 4y10 e) 4,10y 20
b) 2y5 d) 6y15 f) 2,5y 10
70 — a0 p, =
a) P-3=F,-4=-—5=120 - P1=40; P2=30
374
70 —c0. p, =
b) P-2=PF,-5 =57 =100 — P1=50; P,=20
7_1’_7
70 —c0. p, =
¢) P-4=F,-10 = 5= 200 — P1=50; P> =20
70
70 —c0. p, =
d) A-6=P,-15= 7" =300 — P1=50; P2=20
6715
€) P-4=F,-10=P,-20 =0 =175 — P1=43,75; P =17,5; P1=8,75
2770 20
f) P2=F 5=P10= 0 =875 — PL=43,75; P, = 17,5, P =8,75
275770
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21. Reparte 70 en partes directamente proporcionales a:
a) 3y4d b) 6y8 c) 9y 12
Observa los resultados y obtén una conclusion.

P_PR__70

a) = =——=10 — P1=30; P2=40
3 4 314

by A2 0 5 p=30,p=40
6 8 618

c)ﬁ h__70 E—>P1—30 P2=40
9 12 9112 3

El resultado es igual en cada caso, porque repartir una cantidad, C, de forma directamente proporcionalaxey es
igual que repartirla entre 2x y 2y, o entre 3xy 3y, o entre 4x y 4y, etc.

22. Se han repartido 300 € en partes inversamente proporcionales a % % y % iCudl es la parte

correspondiente a %?

—

—p 130 55 L p_20.5-100

P _
7 34+5+7

1
:,Dz.g

w| =

23. Con 600 m? de agua, un agricultor debe regar cuatro parcelas de forma directamente
proporcional a sus superficies, que son 4, 5, 8 y 13 hectareas, respectivamente.
¢Qué cantidad de agua destinara a cada parcela?
PP P P 600

=2=3__4__ = _920 — P1=80m?% P2=100 m% P3; =160 m?; P4+ =260 m?
4 5 8 13 4+5+8+13

24. César quiere repartir 8100 € entre sus tres sobrinos de forma inversamente proporcional
a sus edades, que son 1, 4 y 10 afios. ;(Cuanto le dara a cada uno?

PA=Pa=P-10=—21%  _ 6000 — Py =6000 €; P2 = 1500 €; P2 =600 €
T4yt

25. Dona Alfonsa reparte sus tierras entre sus nietos en partes directamente proporcionales
a sus edades: 8, 12 y 15 afos. Si al menor le corresponden 12 hectareas, averigua
las hectareas repartidas.

Llamando x al nimero de hectareas: 12 R SN X =52,5 hectareas.

8 8+12+15

26. Sireparto 1200 proporcionalmentea 5y 6,y le doy 500 a 6 y 700 a 5, ;ha sido un reparto
inversamente proporcional?

No. Si hacemos el reparto de forma inversamente proporcional, tenemos cantidades diferentes:

1200 36000
KK
5+6

P-5=P-6=""r — P1= 654,54 ; P, = 545,45
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27. Estudia la relacion entre estas magnitudes.
a) En 2 semanas, 3 camiones han transportado 1200 toneladas de patatas.
b) Cinco personas consumen 7 kg de comida durante 6 dias.
¢) Ocho dias de vacaciones para 4 personas cuestan 1460 €.
a) N.2 de semanas y n.2 de camiones — P. Inversa. N.2 de camiones y toneladas de patatas — P. Directa.
N.2 de semanas y toneladas de patatas — P. Directa.
b) N.2 de personas y kg de comida — P. Directa. Kg de comida y n.2 de dias — P. Directa.
N.2 de personas y n.2 de dias — P. Inversa.
c) N.2 de dias y n.2 de personas — P. Inversa. N.2 de personas y dinero — P. Directa.

N.2 de dias y dinero — P. Directa.

28. El alquiler de 2 coches durante 9 dias cuesta 675 €. Calcula cuanto costara el alquiler
de 3 coches durante 7 dias.

Dinero y niumero de coches — Proporcionalidad directa.

Dinero y niumero de dias — Proporcionalidad directa.

Numero de coches Precio (€) Numero de dias
2 675 9
3 X 7
29_6/5 , 67537 se750¢
37 X

29. Dos maquinas funcionando 6 horas diarias consumen 1500 kWh al dia. Razona, sin hacer los
calculos, cual es el consumo del doble de maquinas funcionando la mitad de horas diarias.

Las dos relaciones (kWh consumidos al dia con maquinas y kWh consumidos al dia con horas de funcionamiento)
son de proporcionalidad directa; por tanto, al multiplicar una de ellas por dos, dividiendo entre dos la otra, el
consumo no varia.

30. Dos maquinas hacen 2,1 £ de zumo en 42 minutos.
a) ¢(Qué cantidad haran 6 maquinas en 20 minutos?
b) ¢Cuanto tardaran 3 maquinas en hacer 5 £7?
€) ¢Cuantas maquinas son necesarias para hacer 3 £ de zumo en 35 minutos?

Numero de maquinas y litros de zumo — Proporcionalidad directa.
Tiempo en minutos y litros de zumo — Proporcionalidad directa.

Numero de maquinas y tiempo en minutos — Proporcionalidad inversa.

Numero de maquinas Litros de zumo Tiempo en minutos
6 X 20
3 5 y
b4 3 35
2 42 21 - 321 42 . 3521 2 P
=.—==" - x=3litros b) =22, y= —.——==—7=3,43—4maquinas
a)é20 p )2 , y =1hora 6 min 40s c)42 3= q
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31. Dieciocho operarios, trabajando 6 horas diarias, han tardado é dias en tender 300 m de cable.

(Cuantas horas diarias tendran que trabajar 24 operarios durante 14 dias para tender 700 m
de cable?

Numero de operarios y horas de trabajo al dia — Proporcionalidad inversa.
Tiempo en dias y horas de trabajo al dia — Proporcionalidad inversa.

Numero de metros de cable y horas de trabajo al dia — Proporcionalidad directa.

Numero de operarios Horas de trabajo al dia Tiempo en dias Metros de cable
18 6 6 300
24 X 14 700
24 14 300 6 _6-18-6-700

186 700 x ° 24.-14-300

=4,5horas al dia

32. En el comedor de un colegio, el afio pasado tenian un presupuesto de 34000 € mensuales
para alimentar a 262 alumnos. Si este afio hay 22 alumnos mas pero el presupuesto solo ha
aumentado 1200 € mensuales, ;para cuantos dias les llegara el presupuesto?

Dinero y tiempo en meses — Proporcionalidad directa.

Numero de alumnos y tiempo en meses — Proporcionalidad inversa.

Presupuesto (€) Tiempo en meses Numero de alumnos
34000 1 262
35200 X 284
34000 284 1 ~35200-262

- L x="""""_0,955meses [128 dias
35200 262 X 34 000284

33. Nueve ordenadores encendidos durante 10 horas diarias producen un gasto de 2340 € anuales.
¢Cual seria el gasto si se encendieran 6 ordenadores méas durante una hora menos al dia?

Numero de ordenadores y gasto en € — Proporcionalidad directa.

Tiempo en horas al dia y gasto en € — Proporcionalidad directa.

Numero de Gasto en € Tiempo en horas al dia
ordenadores
9 2340 10
15 X 9
2.222340H :2340-15-9:3510€
15 9 X 10-9

34. cCalcula el porcentaje de los alumnos que realizan las siguientes actividades extraescolares
si en el centro hay un total de 432 alumnos.

a) 54 alumnos juegan al baloncesto.
b) 144 alumnos tocan un instrumento musical.
€) 62 alumnos participan en el club de lectura.
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432 — 54

a) HX:W:Q,S% juegan al baloncesto.
100 — x 432
432 — 144

b) Hx:w::ﬁ:&% tocan un instrumento musical.
100 — x 432
432 — 62

c) HX=@=14,35% participan en el club de lectura.
100 — x 432

35. Calcula el precio de un televisor que valia 360 € si se ha aumentado su precio un 5,8 %.

5,8
360 {1+ —
[+’IOO

] =360-1,058 = 380,88 €

36. Inés cosecha 70 toneladas de cereal, que vende a 100 € la tonelada de granoy a 20 €
la tonelada de paja. Si la paja supone el 25% del peso total del cereal, calcula el dinero
que obtiene.

Grano:0,75-70=52,5—52,5-100 =5 250

) — Gana 5600 €.
Paja:0,25-70=17,5—17,5-20 = 350

37. calcula la cantidad que se obtiene al aplicar a 462 €:
a) Un aumento del 8% y otro del 12%.
b) Dos disminuciones del 20%.

a) 462-1,08-1,12="558,84 €

b) 462-0,8-0,8 =295,68€

38. Calcula el interés que se obtiene por 2000 € durante 3 afos con un rédito del 2,8% anual.

~2000-2,8-3
100

/ =168 €

39. Al aumentar el precio de un producto un 28% y después rebajarlo un 12% obtenemos un precio
final de 527,85 €. i Cual era el precio inicial?

527,85

———=1468,62 £.
1,28-0,88

Llamando x al precio inicial: x-1,28-0,88 =527,85 — X =

40. Si el precio inicial de un producto se aumenta un 15% y después, sobre ese precio aumentado,
se disminuye un 15%, ;obtenemos el precio inicial?

No, porque los porcentajes se aplican a distintos numeros:

X-115-0,85=x-0,9775= X
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ACTIVIDADES FINALES

41. Di las magnitudes directamente proporcionales.
a) Litros de gasolinay precio que cuestan.
b) NUmero de horas de estudio y la nota en el examen.
¢) Cantidad de cada uno de los ingredientes al preparar una receta y numero de comensales.
d) NOmero de plazas de un sofa y precio del sofa.

Son directamente proporcionales: a) y c).

42. Escribe la formula que relaciona las siguientes magnitudes, haz una tabla con valores para
cada una y di si son directamente proporcionales.

a) Perimetro del cuadrado de lado /.

b) Longitud de la circunferencia de radio r.

c) Area del rectangulo de base 5 cm vy altura a.

d) Perimetro del rectangulo cuya base b es doble de la altura a.
a)p=4l

lado 1 2 3 4 |
Perimetro 4 8 12 16

, . . 1T 2 3 4
Si son directamente proporcionales, porque —===—=—
4 8 12 16
b)L=21r
Longitud 2r 4«
1 2 3 4

Si son directamente proporcionales, porque —=—=—=—
2 4x  6m 8w

c)A=5a

Altura 1 2 3 4

Area 5 10 15 20

Si son directamente proporcionales, porque 1,234
prop +POrAte 57590715~ 20
d)P=6a
~ Perimetro 6
. . . 1T .2 3 4
Si son directamente proporcionales, porque —=-—=—=_—
6 12 18 24

43. Copia y completa en tu cuaderno sabiendo que A y B son directamente proporcionales
y calcula la constante de proporcionalidad.

200 400 320 5000 1600

5 10 8 125 40 La constante de proporcionalidad es k = 40.

0,5 10 2,5 100 0,25
. La constante de proporcionalidad es k = 2,5.
B | 0,2 4 1 40 0,1
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44. Elabora una tabla con dos magnitudes de proporcionalidad directa en la que la constante
de proporcionalidad sea:

a) 3 b) 5 c) 1,85 d) 2,5 e 4 fl 32

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a)k=3 d)k=25

A 12 15 18 21 A 10 20 30 40

B 4 5 6 7 B 4 8 12 16
b)k=5 e k=4

A 5 10 15 20 A 8 12 16 20

B 1 2 3 4 B 2 3 4 5
c)k=1,85 f)k=3,2

A 37 925 185 22,2 A 64 128 256 51,2

B 2 5 10 12 B 2 4 8 16

45. (A cuantas horas equivalen estas cantidades?

a) 72000 segundos €) 52 cuartos de hora
b) 4800 minutos d) 4 dias
1 hora— 3600 s 1 hora — 4 cuartos de hora
a) qx=72000 =20 horas c) qx=5—2=13horas
X—72000s 3600 X — 52 cuartos de hora 4
1 hora— 60 min 1dia—> 24 horas .
b) ) Hx:@:%horas‘ d) —»x:E:%horas
X — 4800 min 0 4 dias — x 1

46. Sabiendo que una pulgada mide 2,54 cm, y un pie, 0,3048 m, responde:
a) ;Cuantos pies hay en 45720 cm?
b) iCuantas pulgadas hay en 1,905 m?
¢) ¢Cuantas pulgadas hay en 90 pies?
d) ;Cuantos pies son 696 pulgadas?

1pie — 0,3048 m i
a) P _,X:ﬂ:wOOples
X —457,2m 0,3048
1pulgada — 2,54 cm
p) ! PUgada =2, _x =195 _ 75 huigadas
X —190,5cm 2,54
1 pie — 48 cm 2
o) P —3048¢ Lox= 2% 6 083pies
X —1pulgada=2,54cm 30,48
1 pulgada — 0,083 pies
pulgada - Pest Ly =99 _ 4080 pulgadas
y — 90 pies 0,083

1 pulgada — 0,083 pies

— X = 696-0,083 = 58 pies
696 pulgadas — x
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47. Una caja de galletas contiene 8 paquetes de 200 g cada uno.

a) iCuantos paguetes hay en 64 cajas?
b) iCuantas cajas de galletas se completan con 216 paquetes?
€) ¢Cuanto pesaran 48 paquetes?

a)

1 cajas — 8 paquetes
) Paq }—>X=64~8=512 paguetes

64 cajas — x

1 caja — 8 paquetes

— X =216:8=27 cajas
X — 216 paquetes

1 paquete — 200 gramos
48 paquetes — x

c) } — X =200-48 = 9 600 gramos

48. Una rueda recorre 565,5 cm en tres giros completos. ; Cuantos metros recorrera tras 18 giros?
iCuantos giros completos ha dado si ha recorrido 384,54 m?

565,5 cm — 3 giros .
g }_>X=M=3393cm=33,93m

X — 18 giros

m— ir . i
565,5cm—3g OS} Lx=3B8%3 004 giros

38454 cm — X 565,5

49, Para elaborar una pizza de 20 cm de didmetro se usan 200 g de harina y 60 g de queso.
Halla la cantidad de harina y de queso necesaria para hacer una pizza de 25 cm de diametro.

Area Pizza 1: wr® =100w cm? Area Pizza 2: wr? = 156,25% cm?

=312,5 gdeharina

100 cm? — 200 gramos de harina 5 — 156,25-200
156,25m cm” — X ~ 100

100% cm? — 60 gramos de queso .
B —ove a }ax—w—%ﬁgdequeso

156,257 cm? — X 100

50. Si un kilo de carne cuesta 12,95 €, calcula el precio que habra que pagar por estas cantidades.

a) 200 gramos c) Tres cuartos de kilo
b) Medio kilo d) Un cuarto de kilo
a) 1000 g — 12,95 € _)X:’|2,95,200:2,59€
200g — x 1000
1000 12,95 €
b) g— :1295 500 — 648 €
500 g — x 1000
1 — 12,9
8 000 g ,95 € Cox e 12, 95 750 —971€
7508 — x 1000
1000 12,95 €
d) g—12, 1295250 50,
250 g — x 1000
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51. Indica cuales de los siguientes pares de magnitudes son inversamente proporcionales:
a) Velocidad a la que circula un coche y tiempo que emplea en realizar un trayecto.
b) NUmero de latas de refresco y su precio.
c) Litros de gasolina que gasta un coche y distancia recorrida.
d) Altura de los arboles en un momento dado vy longitud de la sombra que producen.

Son inversamente proporcionales las magnitudes del apartado a).

52. Calcula el valor de x en cada caso para que las magnitudes A y B sean inversamente
proporcionales:

18 3
6 X
4 X
1.2 3
25 15
X 10

53. Elabora una tabla con dos magnitudes de proporcionalidad inversa en la que la constante
de proporcionalidad sea:

a) 32 b) 18 C) 48 d) 64 e) 54

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) k=32 Magnitud A p) 4 8 16
Magnitud B 16 8 4 2
b) k=18 Magnitud A 2 3 6 9
Magnitud B 9 6 3 2
c) k=48 Magnitud A p) 3 4 6
Magnitud B 24 16 12 8
d) k=64 Magnitud A 2 4 8 16
Magnitud B 32 16 8 4
e) k=54 Magnitud A 3 6 9 27
Magnitud B 18 9 6 2
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54. Tenemos pienso para alimentar a 76 vacas durante 30 dias. ;Cuantos dias se podra alimentar
a una cuarta parte mas de vacas con la misma cantidad de pienso?

76—&-%-76:76—&-']9:95

76 vacas — 30 dias _)76_30295.)(_”(:7<’>v30:24 dias
95 vacas — X 95

55. Un grupo de 15 personas realizan un trabajo en cuatro semanas.

a) (Cuanto tardarian 14 personas? ;Y 207
b) Sise quiere acabar en 12 dias, icuantas personas se necesitarian?

a)

15 personas — 4 semanas . , ,
P - —>X=E=4,2857 semanas — Por tanto tardarian 4 semanas y 2 dias.
14 personas — X 14

15 personas — 4 semanas 15.4
— X =—— =3 semanas.
20 personas — X 20

b =—— =35 personas.
) X — 12 dias P

15 personas — 28 dias] , 1528
12

56. Ana, a 105 km/h, tarda 5 h en recorrer lo mismo que Pedro en 7,5 h. ;Qué velocidad lleva Pedro?

105 km/h — 5 horas} M 105-5

———==70km/h
X — 7,5 horas

1

57. Con un consumo de 4 horas diarias, un depdsito de gas dura 24 dias. ;{ Cuanto duraria con estos
consumos?

a) 6 horas al dia ¢) 3 horas al dia
b) 2,5 horas al dia d) 8 horas al dia

4 h/dia — 24 dias 4.24 ;

a) ) — X =—— =16 dias
6 h/dia— x 6
4 h/dia — 24 dias

b) | ] I :4——38 4 dias — 38 dias, 9 horas, y 36 minutos.
2,5 h/dia — x 2,5
4 h/dia— i

0 /d[a 24 dias —>x= 4.24 _ 3 dias
3 h/dia— x 3

d) 4h/d!a—>24 dias —>x:4 _ 12 dias
8 h/dia — x 8

58. El dueiio de una empresa reparte 6000 € entre sus 3 empleados de forma directamente
proporcional a los afios que llevan trabajando para él: 3, 5y 7. { Cuanto recibe cada uno?
A _ PR A 6000

=2="2=————-=400—-P,=1200 - P, =2000 — P, =2 800
3 5 7 34547
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59. Entre 3 obreros realizan un trabajo: el primero le dedica 58 h; el segundo, 35 h, y el tercero, 17 h.
iCuanto cobrara cada uno si les pagan 7 150 €?

PR R 71750

Do LY 45 P =3770 P, =2275—P,=1105
58 35 17 58+35+17

60. Ramon quiere repartir una cantidad € de forma directamente proporcional a x, y, z.
Responde razonadamente:
a) (Cual es la constante de proporcionalidad?
b) iQué parte le corresponde a x?
c) Sirepartiera el doble de C, ¢qué parte le corresponderia a x?
d) Si el reparto de C se hiciera de forma directamente proporcional a 2x, 2y, 2z, iqué corresponderia a 2x?

a) La constante de proporcionalidad es k = #,
X+y+2z
b) Llamando P a la parte que le corresponde a x, se tiene que P = x-k = #Cz .
+y+

¢) Llamando P: a la parte que le corresponde a x cuando la cantidad a repartir es 2C, se tiene
Xx-2C

que p=—""= |
X+Yy+2z

2x-C_ xC
2X+2y+22 X+y+2z

d) Llamando P1 a la parte que le corresponde a 2x, se tiene que P, =

62. carlos, Javier y Mario compraron un décimo de loteria de Navidad. Carlos puso 12 €; Javier, 5 €,
y Mario, 3 €. El décimo fue premiado, y en el reparto, a Javier le tocaron 20000 €. Calcula
cuanto le correspondié a los otros dos y la cuantia del premio.

20000 =5 - k=4000
(12 +5 + 3) - 4000 = Cuantia del premio = 80000 €
A Carlos le correspondio 12 - 4000 =48 000 € y a Mario 3 - 4000 =12 000 €.

63. Una madre reparte unos caramelos entre sus hijos de forma directamente proporcional a sus
edades, que son 2, 3, 8 y 12 afos. Si al mayor le han correspondido 36, calcula cuantos caramelos
ha repartido esta madre entre sus hijos.

36=12-k— k=3

(2+3+8+12) -3 =Caramelos totales =75

64. Tres amigos jugaron un décimo de loteria, que costo 20 €, y resulté premiado con 40000 €.
iCuanto recibié cada uno si el primero puso la mitad del dinero que el segundo y el tercero
la quinta parte del primero?

Llamando x a la cantidad que puso el tercero, 5x es lo que puso el primero y 10x lo que puso el segundo.

De esta forma se tiene que 16x = 20 €, de donde x = 1,25 €. Asi, el primero puso 6,25 €; el segundo, 12,50 €,
y el tercero, 1,25 €.

PP P, 40000

625 125 125 20

=2000—P,=12500€ — P,=25000 € — P, =2500 €
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65. Villapedrosa quiere premiar a los 3 mejores conductores de su parque movil. Repartira 2800 €
en vales de forma inversamente proporcional al niimero de multas recibidas. José, Marta

y Rubén son los tres afortunados: José, 1 multa; Marta, 2 multas, y Rubén, 4 multas.
icuanto dinero recibira cada uno?

%:16004)101:1600€—>F>2:800€HP3:400€

P-1=P,-2=P,-4=

67. Al repartir una cantidad en partes inversamente proporcionales a 2, 5 y 10, la cantidad que le
corresponde a 10 es 1250. Calcula la cantidad que se ha repartido y la que les corresponde a 2y 5.

1250:£—>I< =12500 [1+1+i]-12500: 10000 es la cantidad repartida.
10 2 5 10

Lo que les correspondea 2y 5 es:

P1=12500:2=6250

P,=12500:5=2500

68. Sirepartes una cantidad en partes inversamente proporcionales a 10, 7 y 3, la cantidad que le
corresponde a 3 es 50. ;Qué cantidad les corresponde a 10y 7?

k=3-50=150

A 10 le corresponden 150 : 10 =15, y a 7 le corresponden 150 : 7 = 21,43.

69. De acuerdo con un testamento, se reparten 359568 € entre tres personas en partes inversamente
proporcionales a su sueldo mensual. Calcula lo que le correspondera a cada uno si el sueldo menor

es % del sueldo intermedio, y este es % del mayor.

. 3x X
Mayor: x Intermedio: e Menor: )

359 568 1078 704x
k= 1 2 5 = 13 = 82977,23x
X 3x X
Mayor: 82977,23x: x = 8297723 €
Intermedio: 82977,23x: %TX = 110636,31 €
Menor: 82977,23x: % = 165954,46 €

70. cuatro fotocopiadoras realizan 30000 copias trabajando 3 horas diarias. (Cuantas copias se podrian
realizar con 5 fotocopiadoras trabajando durante 2 horas diarias?

Numero de fotocopiadoras y nimero de copias — Proporcionalidad directa.

Numero de copias y horas diarias — Proporcionalidad directa.

43_30000 3000052
52 X 4.3

= 25000 copias
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71. Una familia de 6 miembros consume 2 kilogramos de pan en 5 dias. ;i Cuantos dias le durarian
3 kilogramos de pan a una familia de 8 miembros con un consumo similar?

Numero de miembros de la familia y tiempo en dias — Proporcionalidad inversa.

Tiempo en dias y kg de pan — Proporcionalidad directa.

%%: % =5,625 dias — El pan les duraria 5 dias y 15 horas.

5
Z X
X

72. En un comedor reparten comida durante 12 dias a 480 personas dandoles una racion diaria
de 630 g. Si durante 15 dias tuvieran que repartir la misma comida entre 540 personas,
:qué cantidad tendria la racion?

Numero de personas y cantidad de la raciéon en gramos — Proporcionalidad inversa.
Tiempo en dias y cantidad de la racion — Proporcionalidad inversa.

540 15 630  630-480-12

SO —448g
480 12 X 540-15

73. En una localidad durante 100 dias, en invierno, se encienden 50 farolas cada dia 15 horas. Se paga
en total una factura de 22500 €. El alcalde, con la intencion de rebajar este gasto, hace dos
propuestas: encender 40 farolas durante 13 horas y 95 dias o encender 45 farolas solo durante
12 horas y 90 dias. ;iCon cual de las dos propuestas se conseguira rebajar mas el gasto?

Se trata de comprobar con qué propuesta se tienen encendidas menos horas las farolas, por lo que el gasto
sera menor. Esto ocurre con la segunda propuesta:

La hora de consumo cuesta: 22500 : (50 - 15 - 100) =0,30 €
Primera propuesta: 40 - 13 - 95 =49400 horas — Gasto: 49400 - 0,3 =14820 €

Segunda propuesta: 45 - 12 - 90 =48 600 horas — Gasto: 48600 - 0,3 =14580 €

74. Para transportar 40 toneladas de mercancias en ocho dias se necesitan 24 camiones.
:Cuantos camiones haran falta para transportar el doble de mercancias en seis dias?

Numero de toneladas y cantidad de camiones — Proporcionalidad directa.

Tiempo en dias y cantidad de camiones — Proporcionalidad inversa.

40 6 24 24.80-8

D22 L x = 64 camiones
80 8 x 40-6

75. Una barra de metal de 10 m de largo y 2 cm? de seccién pesa 8,45 kg. { Cuanto pesara una barra
del mismo material de 5 m de largo y 7 cm? de seccién?

10 m de largo — 2 cm? de seccion — 8,45 kg][

5 m de largo —— 7 cm? de seccion » x kg
' ') '
Directa A
Directa
10 2 845 20 845 _B85-845 _ ...
T Tm e x=——p—=14,79ke
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76. Calcula.
a) 15% de 220 d) 9.5% de 48
b) 38,6% de 1245 e) 17% de 349
c) 0,5%de 78 f) 72% de 980
a)220-0,15=33 c) 78 - 0,005 =0,39 e) 349-0,17 =59,33
b) 1245 - 0,386 = 480,57 d) 48 - 0,095 = 4,56 f) 980 - 0,72 =705,6

77. Halla estos porcentajes encadenados.

a) 209% del 6% de 300

b) 8,2% del 2,8% de 180

C) 46% del 17 % de 2600

d) 35% del 25% de 400
a)300-0,20-0,06 =3,6
b) 180 - 0,082 - 0,028 = 0,41328
c) 2600 - 0,46 - 0,17 = 203,32
d)400-0,35-0,25 =35

78. Razona si es verdadero o falso.

a) El 25% de 200 equivale al 50% de 100.

b) El 40% de 48 coincide con el 20% de 24.

C) El 20% de 50 es lo mismo que el 50% de 20.
d) El 20% de 7 mas el 30% de 7 es el 50% de 14.

a) 200 - 0,25 =50 =100 - 0,50 — Verdadero

b) 48 - 0,40 =19,2 # 24 - 0,20 = 4,8 — Falso
¢)50-0,20=10=20" 0,50 — Verdadero
d)7-0,20+7-0,30=7-(0,20+0,30)=7-0,5#14-0,5 — Falso

79. Indica qué tanto por ciento representa 45 con respecto a cada una de estas cantidades.

a) 90 ¢) 180 e) 225
b) 450 d) 270 f) 4500
a) 90— —a5 L _05.50% d) 2701 a5t 0% -1667%
100 100 100 100
b) 450- - =451 —01-10% e) 225 L —a5 L _0220%
100 00 100 00
t t t t
¢) 180 —45 L _025.25% f) 4500-— —45 L —0,01-1%
100 100 100 100
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80. Indica qué tanto por ciento representan.

a) 9de 45 c) 50 de 80 e) 2de 20
b) 3de4 d) 12de 15 fy 0,02de1
t t t t
a) 45— =95 ——=0,2-20% d) 15—=12—-—=08-80%
100 100 100 100
t t t t
b)4—=3—-—=0,75—75% e)20.-—=2—--—=01-10%
100 100 100 100
t t t t
c) 80-—=50—-—=0,625—62,5% f)1.—=0,02——=0,02—-2%
100 100 100 100

81. Halla el aumento o disminucion porcentual al pasar de una cantidad a otra.

a) De 50 a 55 e) De15a 20
b) De 35 a 40 f) De 400 a 450

c) De 55a 50 g) De20a15
d) De 40 a 35 h) De 450 a 400

a) 50x =55 — x=1,1 — Aumento del 10% e) 15x =20 — x =1,3333 — Aumento del 33,33 %

b) 35x =40 — x =1,1428 — Aumento del 14,28 % f) 400x =450 — x =1,125 — Aumento del 12,5%

¢) 55x =50 — x = 0,91 — Disminucién del 9% g) 20x =15 — x =0,75 — Disminucién del 25 %

d) 40x =35 — x = 0,875 — Disminucién del 12,5% h) 450x = 400 — x = 00,8888 — Disminucion del 11,11 %

82. (Cual es la cantidad que se obtiene en cada caso partiendo de una cantidad inicial de 180?

a) Un aumento del 2,3% €) Un aumento del 4%
b) Un descenso del 15%  d) Un descenso del 25,5%

a) 180 - 1,023 = 184,14 c) 180 - 1,04 = 187,2
b) 180 - 0,85 = 153 d) 180 - 0,745 = 134,1

84. Calcula el precio inicial de un producto que vale 32 € después de haber aumentado
su precio un 25%.

=2560€

125%—32]  100-32
100 % — X 125

85. Halla el precio inicial de un producto que vale 130 € después de aplicarle una rebaja del 10 %.

90 % — 130 :
o ]_>x:100130:144,44€

100 % — X 90
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¢Cual es la cantidad inicial de la que se ha partido en cada caso si la cantidad final es 240?

a) Un aumento del 32% ¢) Un aumento del 16,9%
b) Undescensodel 2,4%  d) Un descenso del 8%

) Jgf)zi:im] L 10(1);40 _1g15ie
B P T
TR 20
d) ?é:‘;/:_}zio] Lox=190:240_54087¢

Ernesto compra un ordenador de 670 €. A la hora de pagar hay que anadir un 21% de IVA,
pero le aplican un descuento del 25% porque esta en promocidn. ;Cuanto pagara
por el ordenador? ;Qué porcentaje resulta de aplicar el IVA y la promocion?

670-1,21-0,75 =608,03 € es el precio que pagara por el ordenador.

670 — 608,03

=9,25% es el descuento total.
670

Calcula el precio inicial de un producto que vale 108,90 € después de haber sido rebajado
un 10%, y luego, aumentado un 21% por el IVA.

108,9 1089

X-1,21.0,9=108,90 € — X =
1,21.0,9 1,089

=100 €

Halla el precio de compra de un ordenador que un intermediario vende a 756,25 €, tras fijarle
una ganancia del 25% y el IVA del 21 %.

756,25 756,25 _ 500 €

X-1,21.1,25=756,25€ — X = =
121125 1,5125

. En una encuesta en la que las respuestas son «si», «<no» y «ns/nc» han participado 600 personas.

Sabiendo que 356 han contestado «si» y 95 han respondido «no», ;(qué porcentaje corresponde
a la opcion «ns/nc»?

600 — (356 + 95) = 149
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Un bar ha subido 5 céntimos los precios de los refrescos de naranja y cola, de forma que ahora
el refresco de naranja cuesta 1,05 € y el refresco de cola cuesta 1,15 €. ;Ha sido un aumento
proporcional?

Antes costaban 1€y 1,10 €.

0,05 0,05
=
1 11

— No es proporcional.

Un supermercado vende un producto a 12,80 € cada unidad. También se vende en paquetes
de seis unidades a 72 € el paquete. ;Qué tanto por ciento de descuento se experimenta en el
precio de cada unidad del producto al comprarlo en un paquete en lugar de individualmente?

Cada unidad del paquete de 6 vale 7—62 =12 €, por lo que tiene un descuento de 0,80 €.

0,8-100
12,8

=6,25 — Supone un descuento del 6,25 %.

4. ¢Qué tanto por ciento aumenta el area de un cuadrado de lado 6 cm al crecer el lado 1 cm?

El drea del cuadrado de lado 6 cm es 36 cm?.
El drea del cuadrado de lado 7cm es 49 cm?.

13-100

Tiene un aumento de 13 unidades — =36,1%.

5. Aumentando el lado de un cuadrado un 40%, ien qué porcentaje queda aumentada su area?

Si el lado es x, el drea es x2. Si el lado es 1,4x, el 4rea es 1,96x> — Aumenta un 96 %.

26. (A qué cantidad se llega tras aplicar a 560 un aumento del 15% seguido de un descenso del 12%?

¢Se llega al mismo resultado aplicando primero el descenso y después el aumento?
560-1,15-0,88 =566,72

El resultado seria el mismo porque el producto es conmutativo.

Contesta razonadamente si aplicar a una cantidad dos aumentos del 18 %, uno tras otro,
es lo mismo que aplicar un aumento del 18 % al doble de la cantidad.

Llamamos C a la cantidad sobre la que se hacen los aumentos.

C-1,18-1,18=C-1,3924#2C- 1,18 =2,36 - C— No es lo mismo.

. ¢Aplicar consecutivamente dos aumentos del 10% es lo mismo que aplicar un aumento del 20 %?

Aplicar consecutivamente dos aumentos del 10 % es multiplicar por 1,12 =1,21.
Aplicar un aumento del 20 % es multiplicar por 1,2.

No es lo mismo.
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99. ¢Al aplicar consecutivamente dos disminuciones del 5% se obtiene el mismo resultado que
al aplicar una del 10%?
Aplicar consecutivamente dos disminuciones del 5% es equivalente a multiplicar por 0,952 = 0,9025.
Disminuir un 10 % es equivalente a multiplicar por 0,9.

No es lo mismo.

100. Sia una cantidad se le aplica un 8% de aumento, ;qué porcentaje de disminucion hay que
aplicar para obtener la cantidad de partida?

8 %
108

101. A carlos le aumentaron el sueldo un 8% el afo pasado, pero este afo le descontaran un 6%
y para el proximo afo estiman que tendran que quitarle otro 2%. ; COmo quedara su sueldo
después del aumento y los dos descensos?

Llamando x al sueldo:

. o 6
Primer afo: x-

17—] =1,0152x
100

1+i] =1,08x Segundo afio: 1,08x -
100

2

Tercer afio: 1,0152x-|1— ﬁ] =0,994896x

102. calcula los beneficios que se obtienen al depositar 3000 € durante 4 afios con cada uno
de estos réditos anuales.

a) 2% b) 1,4% c) 4% d) 3,6%
2 4
a) 3000 2.4 =240 € ¢) 30002 .4—480€
100 100
b) 3000 2.4 _168€ d) 3000->8.4—a32€
100 100

103. calcula los beneficios que se obtienen al depositar 50000 € al 1,8 % durante estos tiempos.
a) 2anos b) 7anos  ¢) 12anos  d) 25anos
18

a) 50000-—-2=1800 € c) SOOOO~E~12:1OSOO€
100 100
18 18
b) 50000-—-7=6300 € d) 50000-—-25=22500 €
100 100
104. Copia la tabla y complétala en tu cuaderno.
Interés Capital Rédito Tiempo
624 € 4800 € 2,6% 5 anos
300 € 12000 € 1,5% 20 meses
140 € 1000 € 3% 4 anos y 8 meses
40€ 30000 € 3,2% 15 dias
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105. calcula el interés que se obtendra después de invertir 1600 € al 3,4% durante estos tiempos:

a) 3 meses d) 5afosy 18 dias
b) 6 dias e) 8 mesesy 12 dias
c) 48 dias f) 2 afos, 5 mesesy 9 dias
a) 1600223 _1360€ d) 160022 1818 _o0n 70 e
100 12 100 360
b) 1600225 _091€ e) 1600.224.2%2 _ 38 08¢
100 360 100 360
c) 1600-£-£:7,25€ f) 1600~£-£9:132,83€
100 360 100 360

106. cCalcula durante cuanto tiempo se deben invertir 2000 € al 2,5% de rédito para obtener
un interés de 200 €.

=C~l’~t_>t=l~‘100_ 200-100 =4 afios

100 C-r  2000-2,5

107. Ruth invirtié 500 € durante cuatro meses y obtuvo unos beneficios de 2,50 €. Su amigo Javier
invirtié 800 € durante tres meses y consiguio con ello unos beneficios de 2,80 €. ;En cual
de las inversiones fue mayor el rédito?

C-r-t /-100 2,5-12-100
— = =

100 C-t 500-4

C-r-t /100  2,8-12-100
— = =

100 C-t 800-3

Ruth: /= =15%

=14%

Javier: | =

Fue mayor en la inversidén de Ruth.

108. ;Qué inversion da mayores beneficios: 4000 € al 2,8 % durante 500 dias 0 5000 € al 2,5%
durante 480 dias?

l,=4000-28.500 5556 ¢
100 360

I, =5000.22. 280 14 67 €
100 360

La segunda inversién da mayores beneficios.

109. Se cree que para construir la piramide de Keops trabajaron 20000 personas durante 10 horas
diarias y tardaron 20 afos en acabarla.

a) (Cuanto tardarian si fuesen 10000 personas mas?
b) ¢Y si hubiesen trabajado 8 horas diarias?

a) 20000 — 20} ~, , . 2000020

30000 — x 30000 13,33 = 13 afos y 4 meses

= 25 anos

b) 10 —» 20 _10-20
8 » x| X~ 8
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110. Un grupo de 7 personas planta 35 arboles en 2 horas. ;Cuantos arboles plantaran 12 personas
en 3 horas?

Numero de personas y numero de arboles — Proporcionalidad directa.

Tiempo en horas y numero de arboles — Proporcionalidad directa.

Numero de personas Numero de arboles Tiempo en horas \
7 35 2
12 X 3
12_@_})(:35-3-12:90
123 X 7-2

111. Un ganadero compra 2000 kg de pienso, a 31,77 céntimos de euro cada kilo.
a) iCuanto le cuesta el pienso?
b) ¢Cuanto pienso podra comprar con 800 €?

1kg —0,3177 €

3 2000kg — x

}—>X—2000~O,3177—635,40€

b)

1|<g—>0,3177€}H 800 _251810kg

X=—
X — 800 € 0,3177

112. En casa de Gonzalo emplean 600 g de arroz, cada jueves, para comer cuatro personas. El jueves
préximo tiene dos invitados a comer.

a) Si conocen anticipadamente que tienen dos invitados, {qué cantidad de arroz extra deben emplear para
gue todos tengan la misma racion que cada jueves?

b) Silos dos invitados llegan cuando ya esta cocinado el arroz (empleando la misma cantidad que cada jueves),
iqué racion de arroz recibe cada comensal?

2) 600g —4 personas} 600-6

X=——=900
X — 6 personas 4 &

b) 600 : 6 =100 g de arroz recibe cada comensal.

113. Se decide construir un puente cuyo coste, de un milléon de euros, han de pagar entre tres
localidades en partes inversamente proporcionales a la distancia de cada localidad al puente.

Alameda esta a 6 km, Buenasaguas esta a 8 km, y Cabestreros, a 10 km. Calcula cuanto ha de
pagar cada localidad.

= 1000 000 _ 240000 000 — 2553191,49
1.1 1 2
6 8 10

A Alameda le corresponden ——— 2553191,49:6 = 42553191 €
A Buenasaguas le corresponden — 2553191,49:8 = 31914894 €
A Cabestreros le corresponden — 2553 191,49 : 10 = 255319,15 €
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114. En el escaparate de una tienda se leen estas promociones para dos articulos distintos:
«Antes 45 €, ahora 35 €» y «Antes 230 €, ahora 170 €». ;Se han rebajado los dos articulos
aplicando el mismo porcentaje?

No se ha aplicado el mismo porcentaje:

45.x:35—>x:%:o,7 —» Rebaja del 22,2% 230-y:170—>y:%:0,74 —» Rebaja del 26%

115. Un coche a 90 km/h tarda é horas en recorrer cierta distancia. i Cuanto tardara si aumenta su
velocidad un 9%? Si recorre esa misma distancia en 5 horas, ;a qué velocidad ha viajado?

90 km/h — 6 horas . .
- ]—» _ 06 = 5,5horas = 5horas y 30 minutos

901,09 km/h — x "~ 90.1,09
90 km/h — 6 horas Ly 90-6 — 108 km/h
y — 5horas 5

116. En el escaparate de un establecimiento se anunciaron las primeras rebajas con un descuento
del 30% sobre el precio original. Después se anunciaron las segundas rebajas con
un descuento del 40% sobre el precio ya rebajado. ;Cual de las siguientes afirmaciones
es verdadera y equivalente a la situacion anterior?

a) Aplican al precio inicial un 309% de descuento durante una temporada vy otra temporada aplican un 40%.
Dependiendo de la temporada, asi es la rebaja.

b) Aplican un 30% de descuento y luego hacen un 40%, con lo que realmente hacen un 70% de rebaja.

c) Aplican un 30% durante una temporada y luego rebajan los precios ya rebajados un 40%, con lo que
comprando durante las segundas rebajas los articulos estan rebajados un 58 %.

La afirmacién verdadera es la del apartado c), ya que 0,7 - 0,6 = 0,42 — Descuento del 58 %.

118. Se mezclan dos tipos de vino, A y B, de precios 0,71 €/£ y 1,15 €/£ en la proporcion de 4 litros
de tipo A y 3 litros de tipo B. ;A qué precio sale el litro de la mezcla?

(0,71-4+1,15-3):7=0,90 €/I

119. ¢En qué proporcion hay que mezclar dos tipos de carne, A y B, para hamburguesas, cuyos precios
son 5 €/kg vy 8 €/kg para que resulte una mezcla que se pueda vender por 7,25 €/kg?

Sea x la cantidad de carne tipo A y sea y la cantidad de carne tipo B.

% = 7,25 5x + 8y = 7,25 +7,25y — 2,25X = 0,75y — y = 3x

Por cada kilo de carne tipo A habra 3 kilos de carne tipo B.

120. Mezclamos 18 kg de café de 3,45 €/kg con 16 kg de café de 2,70 €/kg. ;A cuanto hay que vender
el kilo de la mezcla para ganar un 16%?

(3,45-18+2,70-16) : 34 =3,10 €/kg
Para ganar un 16 % aumentamos el precio: 3,10 - 1,16 = 3,60 €/kg

Hay que vender cada kilo de la mezcla a 3,60 €.
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121. Un lingote de 200 g de plata de ley del 90% (de pureza) se funde con otro de 300 g de 80%
de ley. i Cual es la ley del nuevo lingote?

El metal total es:
200 + 300 =500 ¢g

El total de plata pura es:

200 - 90 + 300 - 80
100 100

=420g

La ley de la mezcla es:

420

500 Ba%

La ley del nuevo lingote es del 84 %.

122. Realiza un estudio comparativo: ;cual de las siguientes ofertas es la mas beneficiosa
para el consumidor?
o ¢3 X

«2.2 unidad al 70%»

«30% de descuento»

«5 € de descuento por compras de méas de 40 €»

«20% mas de producto gratis»

«3 X 2» — La unidad cuesta % del precio inicial.

«2.2 unidad al 70 %» — La unidad cuesta % del precio inicial.
. 70 S
«30% de descuento» — La unidad cuesta 10 del precio inicial.
«5 € de descuento por compras de mas de 40 €» — El precio final es 2—8 del precio inicial si es multiplo de 40.

«20% mas de producto gratis» — La unidad cuesta e del precio inicial.

Comparamos las fracciones para ver con qué oferta pagaremos menos dinero:

g:O,é7 E:O,é5 220,7 §:O,875 i:0,83
3 2 100 40 1,2

La oferta mas beneficiosa para el comprador, independientemente de si la compra es de mas de 40€ o no, es la
oferta «2.2 unidad al 70 %».

Ordenamos las ofertas de la mas a la menos beneficiosa:

1.2: «2.2 unidad al 70 %»

2.2 «3 X 2»

3.2: «30% de descuento»

4.2: «5 € de descuento por compras de mas de 40 €»

5.2: «20% mds de producto gratis»
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SABER HACER

1. Determina si existe proporcionalidad entre estas magnitudes y calcula su constante.

‘MagnitudA 1 2 3 4
Magnitud B 5 10 15 20

Magnitud A 1 50 [a (e
Magnitud B 36 18 12 9

. . . . 1
En la primera tabla las magnitudes son directamente proporcionales, y k =€ .

En la segunda tabla las magnitudes son inversamente proporcionales, y k = 36.

2. sabiendo que dos pasos de Marcos equivalen a 95 cm:

a) ;Cuanto miden cinco pasos?
b) ¢Y 30 pasos?

2 pasos — 95 cm .
a) P }—>X=5—95=237,5cm
5 pasos — X 2
2 pasos — 95 cm 30-95
b ="—""-1425¢cm
)30pasos—>y ]Hy 2

2. El agua de un aljibe se saca en 340 veces empleando un cubo de 18 litros de capacidad.
Si utilizamos un cubo de 12 litros, icuantas veces necesitaremos introducir el cubo para vaciar

el aljibe?
340 veces — 181 340-18
— X =——— =510 veces
X — 121 12

4. ocho amigos se van de vacaciones 10 dias por 3500 €. ;Cuanto les costarian unas vacaciones
similares a las anteriores pero de 6 dias de duracion a 5 amigos?

Numero de amigos y dinero — Proporcionalidad directa.

Numero de dias y dinero — Proporcionalidad directa.

Nimero de amigos Dinero Numero de dias
8 3500 10
5 X 6
810_350_,,_ 3500:5:6_431550¢
5 6 X 8-10
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5. Un abuelo reparte 10350 € entre sus tres nietos de forma directamente proporcional a sus edades.
Si los dos hermanos menores tienen 22 afos y 23 afios, calcula.

a) La edad del hermano mayor, sabiendo que le correspondieron 3600 €.
b) Las cantidades de los otros hermanos.

a) 10859 2500 10 350x = 3600x +162 000 — x = 24 anos
X+22+23
b) k = % = 150. Al nieto que tiene 22 afios le correspondieron:

150 - 22 = 3300 €, y al nieto de 23 afios: 150 - 23 = 3450 €

6. Ramiro tiene una coleccion de 4554 monedas que quiere repartir entre sus hijos de forma
inversamente proporcional a sus edades: 3, 5, 6 y 8 afos. ;Cuantas monedas recibira cada uno?

4554 — k =5 520 = constante de proporcionalidad

P.3=P,.5=P,-6=P,-8=
P, =5520:3=1840
P, =5520:5=1104
P, =5520:6 =920
P, =5520:8 =690

7. Lucia reparte el 60% de su bolsa de caramelos entre sus amigas. Si le quedan 18 caramelos,
ccuantos ha repartido?

—— =45
X — 100 %

18caramelos->40%] 1800
AT

45-18 =27

Ha repartido 27 caramelos.

8. Si a cierta cantidad C se le aplica un descuento del 15% y un aumento del 30%, resulta 2210 €.
icual es la cantidad €? ;Qué porcentaje total se le ha aplicado?

2210 2210

= =2000 €
0,85-1,3 1,105

C-0,85-13=2210€ - C=

El porcentaje total aplicado es 0,85 - 1,3 = 1,105; esto es, un aumento del 10,5 %.

9. Enrique invierte sus ahorros durante cinco afos al 3,4%. Le informan de que durante ese tiempo
ganara 1360 €. ;Qué cantidad invirti6 Enrique?

[_Cert gy C:34:5 1360100

= =8000 €
100 100 3,4-5
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

123. La mayoria de las tarjetas de crédito permiten aplazar los pagos
en cuotas mensuales, aunque este aplazamiento trae asociados
intereses. Por ejemplo, si compramos un televisor de 500 €,
podemos aplazar el pago abonando 100 € durante 5 meses,

a lo que habria que afadir los intereses que nos cobra el banco
por aplazar esa deuda.

El método mas empleado para calcular estos intereses es el que se basa
en el saldo promedio diario.
Para calcularlo, se utiliza el siguiente proceso:

1. Se multiplica cada uno de los saldos que hubo ese mes por el nimero
de dias que se ha mantenido.

2. Se suman todos los productos resultantes y se dividen por el numero de dias del mes.

Por ejemplo, si tenemaos una tarjeta de crédito con un tipo de interes del 1,5% mensual, un pago fijo mensual
de 400 € y con un saldo final del mes anterior de 1700 €, el interés que hay que pagar se calcula de la siguiente

forma:
e G i saldo gouueduuuuuuseeeenen

1700€ x 4dias= 6800

01/01/2014  Saldo inicial —1700,00 1950 € x 2 dias= 3900

05/01/2014  Compra — 250,00 —1950,00 1550 € x 18 dias = 27900
1625 € x 7 dias = 11375

07/01/2014  Cuota mensual + 400,00 —1550,00 gy

25/01/2014 Compra — 75,00 — 1625,00 (49 975 : 31 di{'GS) -15% =24 18 €

01/02/2014 —1625,00 L ]

Los intereses que tendria que pagar el duefio de esta tarjeta de crédito, durante este mes, serian 24,18 €.

* A laderecha estan los movimientos de la tarjeta de crédito de los padres de Maria durante el mes de junio
del ano 2014. ;Cuanto pagaran de intereses los padres de Maria por esta tarjeta de crédito? Si no realizasen
la compra del dia 25, ;cuanto pagarian?

Fecha concepto Movimiento. Saldo
01/06/14  Saldo inicial — 400
03/06/14  Cuota mensual + 350 — 50
12/06/14 Compra — 240 — 290
25/06/14 Compra —120 — 410
01/07/14 - 410
400 € - 2 dias =800 € 50 €9 dias=450 € 290€-13dias=3770€ 410€-5dias=2050 €
En total, 7070 € (7070:30)-1,5% =3,54 €

Si no realizasen la compra del dia 25 pagarian:
400 € - 2 dias =800 € 50 €-9dias=450€ 290 €- 18 dias=5220€
En total, 6470 € (6470:30)-1,5%=3,24 €
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

124. Si una magnitud A es directamente proporcional a otra B, y esta es inversamente proporcional
ac,icomosonAycC?

. A
Ay B son directamente proporcionales — B K

By C son inversamente proporcionales — B-C = k;
Si multiplicamos los dos términos de la igualdad por k;:
A

Luego Ay C son inversamente proporcionales.

125. Reparte un nimero k en dos partes directamente proporcionales a dos niimeros cualesquiera,
my n, y después, haz el reparto inversamente proporcional a los mismos valores. ;Qué relacién
hay entre las partes obtenidas en cada reparto? ;Ocurre siempre lo mismo?

El reparto directamente proporcional a m es:

kK x ~ m-k

m+n m m+n
yeldenes:

Ky N n-k

m+n n m+n

El reparto inversamente proporcional a m es:

K xmox=kmn _ nk
a1 C(m+mm  m+n
m'n
yeldenes:
K Yoy = k-m-n _ m-K
.1 T (m+nmn m+n

m n

El reparto, en cada caso, es el contrario; o que le corresponde a m
en el reparto directamente proporcional es lo que le corresponde
a nen el reparto inversamente proporcional, y viceversa.

Ocurre siempre independientemente de los valores de my n.

126. Siuna cierta cantidad la disminuimos en un 10%, ien qué porcentaje debemos incrementarla
para obtener la misma cantidad?

0,9.x.czc—>o,9.x=1—>x=0—19:1,1111...

1

Debemos incrementarla un 11,11 %.

127. Deduce qué porcentaje representa una cantidad C con respecto a estas otras.
a) 2C ¢) 10C e) 4C g 50C
b) 3C d) 20C f) 5C h) 100C
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c 1 c 1 c 1 c 1
—==——50% —=—-10% —=——25% ——=——2%
A 5c=3 0% ) qoc =70 0% & TP 8 5oc "50 2%
by £ -1 333% a1 59 1 0w NPT
3 3 20C 20 5¢ 5 100C ~ 100

128. Una lamina de cristal absorbe el 20% de la luz roja que le llega, es decir, deja pasar el 80 %.
¢ Cuantas laminas hacen falta como minimo, una encima de otra, para que pase como
maximo la mitad de la luz roja que le llegue?

0,80 < 0,5 0,80 - 0,80 = 0,64
0,64 - 0,80 = 0,512
0,512 - 0,80 = 0,4096

Hacen falta como minimo 4 laminas.

PRUEBAS PISA

129. El fotografo de animales Jean Baptiste realizé una expedicion de un afio de duracién y sacé
numerosas fotos de pingiiinos y sus polluelos.

Se interesd especialmente por el aumento de tamano de distintas colonias de pingiiinos.

* Jean se pregunta comao evolucionara en los proximos anos el tamafo de una colonia de pingtinos.
Para determinarlo elabora las siguientes hipotesis:
- A comienzos de ano, la colonia consta de 10000 pinglinos (5000 parejas).
— Cada pareja de pingtiinos cria un polluelo todos los afos por primavera.
- Afinales de ano, el 20% de los pinguinos (adultos y polluelos) morira.
Al final del primer ano, icuantos pinguinos (adultos y polluelos) hay en la colonia?
» Jean establece la hipotesis de que la colonia seguira creciendo de la siguiente manera:

— Al comienzo de cada afo, la colonia consta del mismo nimero de pinglinos machos y hembras
que forman parejas.

— Cada pareja de pinguinos crfa un polluelo todos los anos por primavera.
— Al final de cada ano, el 20% de los pinguinos (adultos y polluelos) morira.
- Los pinglinos de un afio de edad tambien criaran polluelos.

Seglin las anteriores hipétesis, ;cual de las siguientes formulas expresa el niimero total
de pingiiinos, P, después de 7 afnos?
a) P = 10000 x (1,5 X 0,2
b) P = 10000 x (1,5 x 0,8)
C) P= 10000 X (1,2 X 0,2
d) P = 10000 x (1,2 x 0,8/ (Prueba PISA 2006)
¢ 10000 + 5000 = 15000 0,8 15000 =12000
¢ La hipdtesis correcta es la b).
Afo 1: 10000-1,5-0,8
Afio 2: 10000 - (1,5 - 0,8)?
Afio 3: 10000 - (1,5 - 0,8)3

Afio 7: 10000 - (1,5 - 0,8)’
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CLAVES PARA EMPEZAR

1. Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados.
a) El triple de un numero.
b) La cuarta parte de un numero.
) La mitad de un numero.
d) El cuadrado de un nimero menos tres unidades.

a) 3x b)% c)% d)x*—3

2. Relaciona cada expresion escrita con su correspondiente expresion algebraica.

a) La tercera parte de un ndmero mas otro numero.
b) La tercera parte de la suma de dos nlimeros.

¢) El doble del cuadrado de un ndmero.
X+y
3

—— . e X
) 2x D] i) 3 Ty

a) i b) ii Q)i

3. Aplica la propiedad distributiva en las siguientes expresiones.

a7-4+2 C) 9x-(x—4)

b)3:-(x —5) d) (—2x): 3x2 —4x +7)
a)7-(4+2)=28+14=42 c) 9x - (x — 4) =9x> — 36x
b)3-(x—5)=3x-15 d) (=2x) - (3x? — 4x + 7) = —6x3 + 8x% — 14x

VIDA COTIDIANA

El mayor logro de Gutenberg con la imprenta fue el desarrollo de un método que permitié fundir
letras con dimensiones precisas. Este avance contribuyé de forma decisiva a la aceptacion del libro
impreso.

= Existen imprentas que solo pueden imprimir sobre paginas que sean el doble de ancho que
de largas. ;Cual es la expresion algebraica que nos da el area y el perimetro de esas hojas?
Largo de pagina — x Ancho de pagina — 2x
Area de pagina = 2x - x = 2x?

Perimetro de pagina=2-2x+2 - x=4x + 2x = 6x
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RESUELVE EL RETO

Si nos juntas nos anulas, si nos multiplicas nos transformas y si nos divides nos conviertes en —1
{Qué monomios somos?

Dos monomios opuestos.

A-B=6
A-C=12

B-D =24
cC-D =36
iCuantovaleA-B-C-D?

A-B.C-D=(A-B)-(C-D)=6-36=216

ab+bc=6 —+1=41
a c
Sia,bycnosono,;cuantovalea-b-c?

ab+bc=b(a+c)=6

_Cc+a

—4—= =1-a+c=ac
a ¢ ac

Asi: b(a+c)=b-a-c=6—a-b-c=6

=ac

Sin efectuar operaciones, halla el valor de A.
A = 836834702 — (83683469 - 83683471)
Si hacemos x = 83 683 470, entonces:
x—1=83683469

x+1=83683471

Asi: A=836834702 — (83683469 - 83683471)=x2— ((x—1) - (x+1)) =x*— (x* - 1) =1
ACTIVIDADES

1. Razona cudles de las siguientes expresiones son monomios y, para las que lo sean,
escribe el opuesto.

3
72X —5yz2 4+x x—x° Ax'y?

Monomios: %x , opuesto —%x

—5yz?, opuesto 5yz?

4x%y3, opuesto —4x%y3

2. Escribe tres monomios semejantes a —a’b. ;Cuantos monomios opuestos puedes escribir?

Semejantes: 2a°b, gazb y —3a’h Solo existe un opuesto: a?b.
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3. (EXiste un monomio semejante a xy de grado 3 con coeficiente —57?

No, ya que no tendrian el mismo grado.

4. Efectlia estas operaciones.

a) —7x% + 6x° d) 3x2-4)3
b) 3y? + 9y — 2%  €) 15xy7 . 3xy
c) —5x%-8y f) 16x%y*: 2x%y
a)—x3 b) 10y? c) —40x%y d) 12x%y3 e)5z f) 8xy3

5. Realiza estas operaciones.

a) 6X*—2X + 33X —8x + Xx?
b) Axy? + 7x3y? — (6Xy* + 3X°Y)

a) 6x3 + 4x? — 10x b) —2xy? + 4x3y?

6. Calcula —x* + 3x% — 7X.

No se puede operar porque no existen términos semejantes.

7. Indica los términos y el grado de estos polinomios.
a PX)=—xX>+3X*—2x+4x—6
b) Ply) =y’ +2y —3y°+y—3
C) P(X,¥) = 5x% — 2x + 3y* + 8x* + 4
a) Términos: 2x2, 2x, —6. Grado: 2
b) Términos: —2y3, 3y, —3. Grado: 3
c) Términos: 5x3y, 3y?, 8x?, —2x, 4. Grado: 4

8. Calcula el polinomio opuesto.

P(x,¥) = 3X°y — 4X%y — 5X + 4X — 1

P(x,y)=—x}y —x—1 —P(x,y) = ¥y +x+1

9. Escribe un polinomio reducido de dos variables, de grado 6 y con término independiente —7.

Respuesta abierta. Por ejemplo: P(x, y) = 2x*y?> — 5x° + 4x?y —y — 7

10. calcula el valor numérico del polinomio P(x) = 2x* — x* + 8x — 3parax = —5 x= —1yx = 0.
P(-5)=2-(-5)*—(-5)3+8-(-5)—3=1250+125-40-3=1332
P(-1)=2-(-1)*—(-10>+8-(-1)-3=2+1-8-3=-8
P(0)=-3
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11. Calcula P(2, 1), P(0, —2), P(—1, 3) y P(—1, —4) en los siguientes polinomios.

a) P(x,¥) = X2y — 7Xy + Xy? + 4x2 — 3

b) Px,y) = =23+ y* —xy + 4x + 1

a)P(2,1)=22-1-7-2-1+2-124+4-22-13=4-14+2+16-1=7
P(0,-2)=0-0+0+0—(-2)3=8
P(-1,3)=(-1)?-3-7-(-1)-3+(-1)-32+4 - (-1)2—-33=3+21-9+4-27=-8
P(—1, —4) = (=1)2 - (~4) = 7 - (~1) - (=4) + (1) - (~4)*+ 4 - (1) — (—4)*=—4 - 28— 16 + 4 + 64 =20

b)P(2,1)=-2-23+12-2-14+4-2+1=-16+1-2+8+1=-8
P(0,-2)=0+(-2)>-0+0+1=5
P(-1,3)=-2-(-1*+32—(-1)-3+4-(-1)+1=2+9+3-4+1=11
P(-1,-4)=-2- (-1 +(-4) 2= (1) - (-4) +4- (1) +1=2+16-4-4+1=11

12. Comprueba para cuales de los siguientes polinomios x = 2 es una raiz del polinomio.
APX)=X+x—2 C) RX) =x*—5x+6
D) OX) =X —x—2 d) Sy=x2=38x+4
a)P(2)=22+2-2=4— Noesraiz.
b)Q(2)= =22-2-2=0— Siesraiz.
c)R(2)=22-5-2+6=0— Siesraiz.
d)S(2)=22-3-2+4=2— No esraiz.

13. calcula el valor de a para que el polinomio P(x) = x2 — ax — 2 tenga una raiz en x = 2.

P(2)=0—P(2)=22-a-2-2=0—>-2a+2=0—a=1

14. Calcula la suma, la resta y el producto de cada par de polinomios.
a) PX) =4X* — Xy Q(x) = X* —5x* + 2x + 8
b) P(x) = —=5x*+ 9x — 3y Q(X) = — x>+ 6X
aA)PX)+QX) =8 —x+xX> -5 +2x+8=x>-x>+x+8
PX)—Qx)=4x> —x— (x> = 5x*+2x+8) = 4x>* - x— x> +5x* = 2x—8=— + 9x* —3x — 8
P(x) - Q(x) = (%% — x) - (x> — 5x% + 2x + 8) = 4x° — 21x* + 13x® + 30x*> — 8x
b) P(x) + Q(x) = —5x*> + 9x — 3 + (—x*> + 6x) = —6x*> + 15x — 3
P(x) — Q(x) = -5x*+9x -3 — (—x*+ 6x) =—4x*+3x -3
P(x) - Q(x) = (=5x* + 9x — 3) - (—x*> + 6x) = 5x* — 39x3 + 57x? — 18x

15. Dados los polinomios P(x) = 2x* — 3x + 1y Q(x) = x + 4, calcula —P(x) + Q(x) — 3- Q(x).

—P(X)+Q(x)—-3-Q(X)=—(2x*—3x+1) +x+4—-3 - (x+4)=-2x*+3x-1+x+4—-3x—-12=-2x*+x—-9
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16. Averigua el valor de a para que (3x — 4) - (x — a) = 3x* + 2x — 8.
(3x—4)-(x—a)=3x*>+2x-8

—3ax—-4X=2X—-3a-4=2—a=-2

2 — 2 —
3x*—(3a+4)x+4a=3x"+2x -8 — da=-8—a=-2

17. Realiza las siguientes divisiones.
AKX+ +B8E—X) X
b) (x* + 6x% — 5x?): x?
0 (@B —xt+ 230
d) (6x* + 8x* — 4x?) . 2x*
e) (12x% + 9x° — 15x* — 6x%) . 3x°
f) (4x® + 40X + 18x% — 16X?) 4 x?

a) X +x*+8x—1 c)4x’?—x+2 e)4x3+3x> —5x -2

b) X+ 6x—5 d) 32 + 4x — 2 f)x6+10x“+%x2—4

18. Indica el cociente y el resto de estas divisiones.
ax—x:x+ d) (—x*+3x2—8Xx—11):(x—3)
P (7' +2x3) 1 (x — 2) ) (Ixr— 15X+ X =N (3x—2)
C) (6x°—2x*—8):(2x + 3) f) (10x¢ + 8x* — 6x?) ! (x + 4)

a)

X —x? X+1

—Xx*—x? X2 —2X+2

b)
7Xxt 4+ 2x° [x=2
—7X' +14x° X +16x* 4+ 32x 4+ 64
16x3
—16x° 4 32x°
32x*
—32x% + 64x
64X

—64X+128

128
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c)
6X3_2X2 -8 L

d
),X3+3x2—8x—11 X—3
—8x—11
8x — 24
~35

e)
X' =15 +x-7 Bx-2

—9x* 4+ 6x° 3x%—3x* —2x -1

—9x3 +Xx-7
9x° —6x>

—6X* 4 Xx-7
_exToAx
-3x-7
3X-2
-9

f)
10x¢ +8x* —6x? ‘X+4

—10x6;O405X'58 : — 10x° —40X" +168x° —672X* +2 682x — 10728
—40x° +8x —oX
40x° +160x"
168x" —6x*
—168x* —672x°
—672X% —6X2
672" +2688x°
2 682x*
—2682x*—10728x
—10728x
10728X 142912
42912
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19. Efectua las divisiones.
a X +3C+HAR—x—N X+
b) (x* + 7x* + 2¢* — x> + 3) 1 (x* — 3)
O X +x+8x2—x):(x2—1

a)
X' 43X +4X7 =X =1 |x2 11
X' X X2 4+3x+3
3 +3x2—x—1
-3x° —3x
3x2—4x—1
-3x* -3
—4x—14

b)

X+7x 42X =X 43 |x2_3
X 43¢ X°+7x* +5x+20
7X*4+5x% - x? +3
—7x* +21x?
5x° +20x2 +3
—5x3 +15x
20X? +15x+3
—20x2 +60
15X + 63

c)
X' x34+8x2—x X2 1
X +x X4 X+9
X3 49x%—x
—x3 +X
9x?
—9x? +9

20. Halla el dividendo de estas divisiones, siendo Q(x) el divisor, C(x) el cociente y R(x) el resto.

a) Q) =x—3 Clx)=x2+2 R(x) = —7

b) Qx) =2x+1 Cx) =3¢ —x+2 R(x) =1

C) Qx)=—x—2 Clx)=—2x+4 RX)= —1

d) Ox) =x2 —x Clx)=4ax + 2 R()=2x +1

D(x) = Q(x) - C(x) + R(x)

a)DX)=(x—3)- (®+2)+(-7)=x3+2x-3x*-6-7=x>-3x+2x - 13
b)D(X)=(2x+1) - (3x®> —x+2)+1=6x3 -2 +4x+3x>—x+2+1=6x3+x>+3x+3
O)D(X)=(—x—2) (-2 +4)+(-1) =2 —4x+4x* -8 - 1=2x>+ 4x* - 4x— 9

d)DX)=(—x) - (Ax+2) +2x+1=4C+2X° - 4x* - 2X+2x+1=4x3 - 2x* + 1
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21. calcula el resto de esta division sin realizarla.

Dividendo — P(X) = x°* + X* — X2+ 5x — 3
Divisor = Q(x) = x*+x — 1
Cociente — C(x) = x2

R(x) = P(x) — Q(x) - C(x)

RX)=x+x=x*+5x=3-(C+x—-1) - = X+ X - x> +5x -3 -x° -+ x*=5x -3

22. Realiza estas divisiones utilizando la regla de Ruffini.

a X +ad+xX—x—"1.x—1

D) (x*—x3+3x2—8x—1):(x—1)
(x4 203—x24+3x+N:(x—2)
dy (= X3+ X2+ Xx+5):(x—2)

8) (X +2x 43X —6X+ 2. (x—3)
) (X =534+2+3x—4) . (x+2)
-6+ +3¢—Xx+2:x+1)

a)
1 4 1 -1 -1
1 1 5 6 5
|1 5 6 5] 4
Cociente: x>+ 5x> + 6x + 5
Resto: 4
b)
1 -1 3 -8 -11
1 1 0 3 -5
|1 0 3 —5|-16
Cociente: x* + 3x — 5
Resto: —16
c)
1 1 2 - 3 1
2 2 6 16 30 66
|1 3 8 15 33|67
Cociente: x* + 3x3 + 8x? + 15x + 33
Resto: 67
d)

Cociente: X3+ x>+ 3x+7
Resto: 19
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e)
1 2 3 -6 2
3 3 15 54 144
|1 5 18 48] 146
Cociente: x3 4+ 5x*> + 18x + 48
Resto: 146
f)
1 1 -5 1 3 -4
-2 -2 2 6 -14 22
1 -1 3 7 -11]18
Cociente: x* — x> —3x* + 7x — 11
Resto: 18
8)

1 6 4 3 -1 2
-1 -1 7 -11 8 -7
|1 -7 11 -8 7[5

Cociente: x* — 7x3 + 11x> — 8x + 7
Resto: -5
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23. Indica el cociente y el resto de estas divisiones.
d) =t = R
D) (X*—9x2—6X + 7)i{X —2)
QB —X+xX—x+8(x+3)

a)

-1 1 0 0 -1

1 0 -101 0 -1
-1 1
|1 -1 001 -1 ©

Cociente: x” — x® + x3 — x*

Resto: 2
b)
1 0 -9 -6 7
2 2 4 -10 -32
|1 2 5 —16|-25
Cociente: x> + 2x* — 5x — 16
Resto: —25

c)
3 -1 1 -1 0 8
-9 30 -93 282 846
|3 -—10 31 -94 282|854

Cociente: 3x* — 10x® 4+ 31x? — 94x + 282
Resto: 854

-3

24. completa en tu cuaderno e indica para cada division el dividendo, el divisor, el cociente y el resto.

1 -335 21 12 —13 2
? —2
[ o I 0
1 335 2 1
3 3 .0 9 4 13
|1 0 3 14 44133

Dividendo: x° — 3x* +3x3 + 5x2 + 2x + 1
Divisor: x — 3

Cociente: x* + 3x* + 14x + 44

Resto: 133

1 2 -1 3 10
-2 2 0 2 -10
|1 0 -1 5] 0

Dividendo: x* + 2x3 — x2 + 3x + 10
Divisor: x + 2

Cociente: x> —x +5

Resto: 0
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25. Extrae factor comun.

a) Xt +x° f) 2+ 3 — 2
by x* — 5% g 10x* + 4x° — 8x?
C) 2x3 + 6X h) 7x% + 14x3 — 21x2 + 49X
d) 3x2 — 12x4 i) 7x' 4+ 14x°% — 21X% 4+ 49x + 35
e) 6xt — X3 J) 7x4 4+ 14x3 — 21x2 + 49
a)x3-(x+1)
b) x? - (x> - 5)

c) 2x - (x* + 3)

d) 3x%- (1 - 4x?)
e)x3-(6x°—1)

f)x2 - (2x* +3x— 1)

g) 2x% - (5x% + 2x — 4)

h) 7x - (03 + 2x% — 3x + 7)
i)7-(x*+2x3=3x*+7x+05)
N7-(x*+2x3-3x2+7)

26. completa en tu cuaderno,
a) xt—2x=01-¢-0)
byO+3x*—0 =3x-3x*+ 01 -2
c) 25x%y2+ -0 =5xy-({J+2x—1)
a)x—2x3=x3-(x*-2)
b) 9x* 4+ 3x* — 6x=3x - (3x3 + x? = 2)
c) 25x3y? + 10x%y — 5xy = 5xy - (5x%y + 2x — 1)

27. Calcula a, b y ¢ para que el factor comin de x*y5z® + x?y®z° sea x°y?z.

a=3,b=2,c=1

X2+ 03yt = X322 (xy 2 + 1)

28. Aplica las igualdades notables.
a) (3x + 2¢
b) (2x — 3y)?
C) (X +4y) - (x — 4y)
a)(3x+2)2=9x2+12x+4
b) (2x — 3y)? = 4x? — 12xy + 9)?
c) (x + 4y) - (x — 4y) = x*~16y?
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29. Calcula (3x2 + 4)2 + (x — 2)2

(Bx*+4)2+ (x=2)?>=9x*+ 16 + 24x* + x> + 4 — 4x = 9x* + 25x*> — 4x + 20

30. Completa en tu cuaderno.
a) (x+ D?=0+4y2+ 0
by —-y)=x*+0-01
a) (x +2y)2 = x> + 4y> + 4xy
b) (x> — y?)? = x* + y* — 2x%)?

31. Expresa estos polinomios como el cuadrado de una suma o de una resta, cuando sea posible.
a) 9x2 + 30xy + 25)2 d) 16 — 24x + 9x2
b) 16y2 — 24xy + 9x e) X1+ 2 + xty
C) 49x2 + 28xy + 42 f) x4+ y2 — 2x2y

a) 9x? + 30xy + 25y% = (3x + 5y)? d) 16 — 24x + 9x*> = (4 — 3x)?
b) No es posible. e) No es posible.
c) 49x2 + 28xy + 4y? = (7x + 2y)? f)x*+y? = 2x%y = (x2 - y)?

32. Expresa estos polinomios como el producto de una suma por una diferencia, cuando sea posible.

a) 9x2 — 25)2 d) 16 — 9x2
b) 162 — 9x* e) xt — 2
C) 49x2 — 4)2 f) 64x% — 81y

a) (3x+5y) - (3x — 5y)

b) (4y + 3x) - (4y — 3x%)
c) (7x+ 2y) - (7x = 2y)

d) (4 +3x)-(4—-3x)

e) (¥ +y): (X —y)

f) (8x2 + 9y3) - (8x*—9y?)

33. comprueba si (x + 2) es divisor de estos polinomios.
aPX)=x3+6X+11x+ 6
by Q(x)=x3+3x2—4

a) b)
1 6 11 6 1 3 0 -4
-2 2 -8 —6 -2 2 -2 4
1 4 3] 0] 1 1 2] o
Resto: 0. Si es divisor. Resto: 0. Si es divisor.
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34. calcula a para que (x — 1) sea divisor de 2x* — x? + 3x + a.

35. Calcula los divisores de P(x) = x(x + 1) (x — 5).

Los divisoresson: x, x+1,x—5,x-(x+1),x-(x=5), (x+1)-(x—=5),x-(x+1) - (x—=5)

36. Factoriza estos polinomios.

a) Alx)=x*+3x+2 e EX)=x*+2x+ 1

b) B(X) =x*—x—2 f) F(x) =x*+8x + 16

OCX)=x2+x—2 g GX)=Xx>—6Xx+29

d) D(x)=x2—3x+ 2 h) H(x) = x2 — 4x
aA)AX)=x>+3x+2=(x+1)(x+2) e)E(x)=x*+2x+1=(x+1)
b)B(x)=x>-x—-2=(x-2)-(x+1) f) F(x) = x>+ 8x + 16 = (x + 4)2
)CX)=x>+x-2=(x+2)-(x—-1) g) G(x) =x>*—6x+9=(x—3)2
d)D(x)=x>—-3x+2=(x—2)-(x—1) h) H(x) =x*> —dx=x- (x — 4)

37. Encuentra la descomposicion factorial de estos polinomios.

a) Kix)=x3+8x2+ 21x + 18 e) O(x) = x> — 25x3
b L(X)=x3+ 3x2 —9x — 27 f) P(x) =x*— 6Xx3 + 9x2
C) M(x)=x*—5x2+4 g Q(x) = (5x° + 4x)p?

d) N(x) =Xx* — X
a)K(x) =x3+ 8% +21x+ 18 = (x+2) - (x + 3)?
b) L(x) =x3+3x>*—9x— 27 =(x—3) - (x+ 3)?
OMX)=x*—5x2+4=(x+1) - (x—1)-(x+2) (x—2)
d)NX)=x*—x=x-(x—1)- (®+x+1)
e)O(x)=x"-25x=x3-(x+5)- (x—5)
f) P(x) =x* —6x3+ 9x*> =x*- (x — 3)?
g) Q(x) = (5x° + 4x)> = x> - (5x2 + 4)}
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ACTIVIDADES FINALES

32. Indica la parte literal, el coeficiente, las variables y el grado de estos monomios. Después, escribe
el monomio opuesto a ellos y dos monomios semejantes.

a) 5x3y c) 3yszt
4
by —8xy%z? d) EXQ
Parte literal x3y xy?2® [Yara x?

. 4
Cociente 5 -8 3 3
Variables X,y X,y 2 v, 2 X
Grado 4 6 8 2

4
Opuesto —5x3y —8xy?23 -yt —3X :

Semejantes  3x3y, —2x3y  2xy?Z3, xy?z3 | —10y°2%, 7y*Z4 3X7,4X°

39. Escribe un monomio con cada una de estas caracteristicas.

a) La parte literal tiene tres variables y su grado es 5.

b) El coeficiente es 3y la parte literal es xy*.

c) El coeficiente es —6, tiene una Unica variable y su grado es 3.
d) Es semejante a 4x3y y su coeficiente es un nimero fraccionario.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo: 8x%yz? c) Respuesta abierta. Por ejemplo: —6x3

b) 3xy* d) Respuesta abierta. Por ejemplo: §x3y

40. ¢Es posible escribir un monomio de grado 7 semejante a 7x%y?? ;Y un monomio opuesto a 2x%z
con parte literal xyz?

* No, por ser de grado 6.

¢ No, porque las partes literales deben coincidir.

41. Realiza las siguientes operaciones entre monomios.

a) Axyz — 2Xxy + 6XyzZ — Xy d) 4y2z3 + 772%y% — 8yz° + y2Z°8

b) 7x? — xy® + 6xy + 3xy° — 8x? e) —2xyz? + 11xz — 5xy?Z + 3xzy*

C) —5X22 + 2X2 — X2 + W22+ X2z f) 6X3y? + AxZ? — 2X3y? + Xz — 5XZ°
a) 10xyz — 11xy c) xz — 4x%z + 9xz? e) 11xz — 2xyz? — 2xy*z
b) —x? + 6xy + 2xy> d) 5y%2° + 72%y* — 8yZ® f) xz + 4x3y? — xz?

157



Polinomios

42. Resuelve estas operaciones entre monomios.

a) 2x-5x%-3y d) 8xyz® - 7x32% - (—6Xy?Z)
b) —3xy*- 6X3y - y* e) 5x%y* -z - (—xPyzY
c) 7yz% - (—4xz)- Xx° fy =93z - 3x*z - (—7xyZ?)
a) 30x3y b) —18x%2 c) —28x%yz} d) —336x°y37° e) —45x5y°77

43. Efectia las siguientes divisiones.

a) 20x°y* . 5x? e} (—5x322% . (—xy?2)

b) —32x%y°: 6x%y f) 45x2y*7° . 9xz?

C) 27xyz? . (—3x2) g) —9xy3z4  (—3xyZ%)

d) 63x3yz%: 7x°7? h) 35y%2* . (—5yz*)

a) 43y* c) —-9yz e) 5x°2 g) 3y°2%
b) _T%XWZ d) 9yz f) S5xy*z? h) -7y

44. obtén el resultado de estas operaciones con monomios.
a) 7x*+4x - (x + y) — 5y?
b) 2x2y + (5% — y) - xy — 8xy?
C) —bxy + 3y - (X — X?) + 4x%y
d) 2x - (3x + 5y) — 7x% — 8xy
e) (2x2 — X) - 3y + 5xy — x%y

a) 7x% + 4x2 + 4xy — 5y = 11x% + 4xy — 5y?
b) 2x%y + 5x%y — xy? — 8xy? = 7x%y — 9xy?
c) —6xy + 3xy — 3x%y + 4x%y = —3xy + x%y
d) 6x% + 10xy — 7x> — 8xy = —x% + 2xy

e) 6x%y — 3xy + 5xy — x%y = 5x%y + 2xy

45. calcula y escribe el resultado de estas operaciones.
aAbX-X—VP—2)—3y-X+y—+x-(x—V)
B} (=X + Y —28-(—32) — (X + Y —Z)-0 + (¢ —2F)

a) 5x% — 5xy? — 5xz — 3xy — 3y? + 3yz2 + x* — xy = 6x> — 5xy? — 5xz — 4xy — 3y? + 3yz?

b) 2xyz — 2y%z + 2yz® — X2y — xy* + xyz + X* — 22 =3xyz — 2y*z + 2yZ* — X’y — xy?* + x> - 2
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46. Razona si estas igualdades son verdaderas o falsas.

a) Verdadera: x - x - x=x1*1+1=x3,

b) Falsa, pues no podemos restar potencias con la misma base y distinto exponente.

c) Verdadera: x3 - x* =x3+4 = x'.

d) Falsa, ya que una potencia consiste en multiplicar un determinado nimero de veces la base, y no sumarla.
e) Verdadera: (x?)2=x%"2=x*

i

f) Falsa: x 2 = e

47. Determina el grado, las variables y el término independiente de estos polinomios.
a)PX)=—x3+x2—7x —2
by O(X)= —Xx2+2x+ 6
C PIX, V)= —2°—Xx3+5x*—1+3x*+ 3
d X, M =x2+4x3 —x — 9 + 4x%y?
e) P(x,V,2) = 7XyZ — 3Xy?Z + 8xyz?

. a b 9 d_
Grado 3 2 5 7 4
Variables X | X X,y XY XY 2

Término independiente -2 6 -1+3=2 -9 0

48. Escribe, en cada caso, dos polinomios que cumplan las siguientes caracteristicas.
a) Es de grado 3, tiene tres terminos y sus variables son x e y.

b) Es de grado 5, su término independiente es —1, el coeficiente del término de mayor grado es 2
Yy sus variables son x, y, z.

¢) Tiene dos términos con coeficientes 4 y —3, una Unica variable, x, y es de grado 4.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo: P(x,y) = 5x +3y? —2x%y QX y) =2xy —y> +1
b) Respuesta abierta. Por ejemplo: P(x,y,z) = 6xy + 8xz*> +2x°yz —1 Qx,y,z)=2xy" —y3z -1
c) Respuesta abierta. Por ejemplo: P(x)=—-3x*+4 QXx)=4x"—3x2
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49. Razona si son verdaderas o falsas estas afirmaciones.

a) Todos los polinomios tienen término independiente.

b) Los coeficientes de un polinomio son siempre nimeros naturales.
¢) Solo existe un polinomio opuesto a un polinomio.

d) No existe ningan polinomio con tres términos que sea de grado 1.
e) Los palinomios con tres términos tienen siempre grado 3.

a) Falso. Por ejemplo: x®+3x*—7x.

b) Falso. Por ejemplo: P(x) = x* +%X2 —%X+2 .

c) Verdadero.
d) Verdadero. Con tres términos, el grado es al menos 2.

e) Falso. Por ejemplo: P(x)= X" + x>+ x

50. Calcula el valor numérico de cada polinomio para los valores indicados.

a) A(x) =x+ 1, parax = 1.

b) B(x) = %x“ + 3, parax = 2.

C) C(x)=4x°> — x>+ 3, parax = —1.

d) D(x) = —9x* + 7x2 + 5, parax = 1.

e) E(X) =X+ x2+ X+ 2, parax = —2.

) FX)=xt+x*—x3+x2—7x —2,parax=0.

g G(x) = —14,parax = —2.
aAll)=1+1=2 e) E(—2)=—-8+4—-2+2=—4
b) B(2) =8+ 3 =11 f)y FIO)= -2

c) C(—-1)=—-4—-1+3=-2 g G(—2)=—14
dD1l)=-9+7+5=3

51. Halla los valores numéricos para el polinomio:

P(x,y)=2x%y + xy? — 3Xy + 5x — 6y + 9

a P00 d PO, —1)
b) P(1,7) e P2
c)P(—1,1) f) P27

a) P0,0)=2-0°-04+0-0°—-3-0:0+5-0—6-0+9=9
by P(1,1)=2-12-1+1-1*-3-1-14+5-1-6-1+9=28
c) P(—1,1)=2-(—-1)*-1+4+(—-1)-12—=3-(—1)-1+5-(—=1)—6-1+9=2
d P(1,-1)=2-1(-1)+1-(—1—3-1:(-1)+5-1—-6:(—1) +9=22
e) P(1,2)=2-12-2+1-22—-3-1-2+5-1—6-2+9=4
f P2,1)=2-22.142:1°—-3:2:1+5:2—-6-1+9=17
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52. ¢Puede un polinomio P(x) tener distintos valores numéricos para un mismo valor de la variable x?
¢Y el mismo valor numeérico para distintos valores de la variable? Justifica tu respuesta.

Un polinomio P(x) no puede tener distintos valores numéricos para un mismo valor de x, pero si puede tener el
mismo valor numérico para distintos valores de la variable x. Por ejemplo:

P(X)=Xx*—x+1 P0) =1 P =1-1+1=1

53. Dados los polinomios:
PX)=x*—4x+3 Q(x)=1—x?
calcula.

a) [P(—1) + Q@3- (=5) b) % —4-P©)

P(-0=1+4+3=38
) 0B3)=1-9=-8 }-’[P(—1>+O(3)]-(—5)_o

4 4 —32
b) PO)=3—-—--4-PO)==-12=—+-
) PO)=3— 2~ 4-PO) = 3

55. Calcula el valor de k en cada polinomio, sabiendo que P(1) = 6.
a) POX) = ka7 + X° +3X + 1
b) P(X) = kx* + kx® + 4
Q) P(X) = 9x5 + k2 + kx — k
d) POO = kxé — kx® + kx + K

e) P(x) =k
alk+1434+1=6-2k=1 dk—k+k+k=6->k=23
bkt kt+4=6 > k=1 e) k=6

)9+ k+k—k=6->k=-3

56. Calcula el valor de a en el polinomio P(x, y) = x*y + 4x — ay si su valor numérico
enx=1ey =0es4.

4=P(1,0)=0+4+ 0 — Se cumple para todo valor de a.

57. Determina cuales de los siguientes polinomios tienen como raiz x = —1.
a) P(x) =x>+5x+4 d) S(x) =x*—10x2+9
by Ox)=x2+2x—3 AT =x—=—3x+4x24+3x—5
) RX)=x+7x2+14x+8 HUX) =2x°+9%+12x+5
a) P(-1)=1-5+4=0— Esraiz. d) S(-1)=1-10+9=0— Esraiz.
b) O(-1)=1-2-3=0— No es raiz. e) T(-1)=1+3+4-3-5=0— Esraiz.
c) R(-1)=-147-14+8=0— Esraiz f) U(-1)=-249-12+5=0— Esraiz.
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52. Determina el valor de m para que x = —2 sea raiz de estos polinomios.

a) PX)=x2—mx*+mx—10 QPX) =X+mx*+11Ix+m
by P(X) =X —mx*—2mx + 8 dPX)=x*—m+ x*+m

a) P(-2)=0=-8-4m—-2m—10—18=—6m—m=—3
b) P(-2)=0=-8-4m+4m+8—8=8— Se cumple para cualquier valor de m.
c) P(-2)=0=-8+4m-22+m—30=5m—-m=6

d) P(=2)=0=16—4m—4+m—12=3m—m=4

59. Dados los polinomios:
P(x)=2x5—3x*+7x* —2x*+3x — 6
Q(X)=3x4—2X* + 52 —7Xx — 1
RX)=3x*—-Xx+1

S(X)=2x+3

calcula.

a) P(x) + Q(x) + R(x) + S(x) Q) [P + Q)] — [R(X) + Q(X)]
b) P(x) — R(x) + S(x) — Q(X) d) P(x) — QL] — [R(x) — Q(x)]

a)@Px° -3+ 73 —2x2+3x—6)+ 3x* —23+52—T7x— 1) +
FEX—x+D+@Cx+3)=2x°+5x+6x>—3x—3

b) (2x° —3x*+ 7x° —2x* 4+ 3x —6)— (3x*—x+ 1) + (2x + 3) —
— B =2+ —Tx—1)=2x—6x*+9x° — 10x* + 13x — 3
¢ [ —3x*+7x3—2x2+3x—6)+ Bx* — 23+ 52— 7x— 1)1 +
+ @B —x+1D+CB*—2°3+56x°—7x—1)=
=2 +5x°+3x% —4x —7)— 3x* — 2x° + 8x% — 8x) =
=2x°—3x*+7x° —5x2+4x—7
d@x*—3x*+7—22+3x—6)— 3" -2+ 5 —7x— 1N +
+ [(3)('? - x + 1) — (3)('1 — 2X3 + 5)(2 - Tx — 1)] —
=[2x°—6x*+9x3—7x2+ 10x—5] — [—3x*+ 23— 2x2 + 6x+ 2] =
=2x5 = 3x" + 7 — 5+ 4x — 7

60. Halla cual es el polinomio Q(x) que hay que sumar a P(x) = x* + 2x — 1 para obtener como
resultado R(x).

a) R(X)=x—1 d) R(x) = —7x% — 3x
b) RIX)=2x2 —X—6 8) RIX)=x3—X
C) R(x) =5x2 —Xx + 1 fy R(x)=x3— x2

QAlx) = R(x) — P(x)

a) Qlx) = —x? — x d) Qx) = —8x> — 5x + 1
b) Qx) = x> —3x —5 e) Qx) = x* — x> —3x + 1
c) Qlx) = 4x* — 3x + 2 f) Qx)=x>—2x>—2x+1
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61. Dados los polinomios:
P(x)=2Xx5 —3x*+7x* —2X*+ 3Xx — 6
Q(x) = 3x* — 2X° 4 5x2 — 7x — 1
R(X) = 3x2 — X +1 S(x)=2x+3
calcula.

a) [P(x) — Q(x) - S(x) C) [P(x) + Q(x) + R(X)] - S(x)
b) [R(x) — Q(X)] - S(x) d) [P(x) + Q(x) — R(X)] - S(X)

a) [(2x°—3x*+7x*—2x*4+3x—6)—(3x*—2x*+bx*—7x—1)]- (2x+3)=
=@2x°—6x*+9x* —7x*+ 10x — 5) - (2x + 3) =
= 4x% — 6x° + 13x* — x2 + 20x — 15
b) [(Bx2 —x+ 1) —(Bx*—2x*+56x>—7x—1)1-(2x + 3) =
(—3x*+2x° —2x°+6x+2)-2x+3) =
—6x°—b6x*+2x3+6x2+22x + 6
) [(2x® —3x*+7x3—2x*+3x—6)+ Bx* — 23+ b6x2—7x— 1) +
+@Bx2—x+ 1-2Cx+3)=02x°+ 53 +6x2—5x—6)-(2x+ 3) =
= 4x% 4+ 6x° + 10x* + 27x> + 8x> — 27x — 18
A2 —3x*+7x3—2x°+3x—6)+ Bx*—2x3+5x* —7x— 1) —
—Bx2—x+1]-2x+3)=@x"+5x*—3x—8)-2x +3) =
= A4x° + 6x° + 10x% + 15x° — 6x% — 25x — 24

62. EXpresa el area de cada figura mediante un polinomio. Simplifica su expresion.

a) c)

X:=n]
X
X+ 4 X+5
D) d) A
x—3 X :
2X + 5 X+ 4

a) (x + 472 + x*=2x>+8x + 16
(x—3)-(x+5 _ , 1 15

& 2 Rl S
) x+5) - x+3)—2x—1)=x>+8x+15—2x+2=x>+6x+ 17
d)wvx=x2+2x
2
63. Divide.

a) x4+ 3 —5x2+Xx+D.x—1N
b) 4x*—2x3 +3x2—=2x+5):(x +1)
c) 7XF +A4x* +3%2 —5x2 +2X — N2+ X)

163



Polinomios

a) 4x* 4+ 3x3—5x2+ x+ 7 x—1

- 4x* + 4x3 43+ 7x2+2x + 3
7x3—56x2+ x+ 7
- 7x3 + 7x°?
2x2+ x4+ 7
— 2x%2 + 2x
3x + 7
3x+ 3
10

b) 4x% —2x*+ 3x2— 2x+ b5 x+1

- 4x* — 4x3 4x3 — 6x° + 9x — 11
—6x*+3x2— 2x+ 5
6x2 + 6x2

9% — 2x+ 5

9x? — 9x
—1lx+ 5
Ilx + 11
16

c) 7x5+ 4x*+3x3— Bx2+ 2x—1 X2+ x

— x> — 7x* 7x* —3x 4+ 6x — 11
—3x*+3x®— 5x24+ 2x—1
3x* 4+ 353

6x* — Bx*+ 2x—1

6x? 6x?
—11x2 4+ 2x—1

11x% + 11x

13x — 1

64, Utiliza la regla de Ruffini para realizar estas divisiones.

a) (X' =3+ x+3x—5:(x+2 d) @2xX3+x2—3x+5:(x—17

D) (*—8x+12):(x+ 7 e) (X +a4x3+5x2—x—5):(x+1
O —xE+ax2—3):(x—2) fl —x2+7:(x—=1
a)

‘ 1 -3 1 3 -5

-2 -2 10 -22 38
|1 -5 11 -19 33
Cociente: x®—5x2+11x—-19 Resto: 33
b)
1 0 -8 12
-1 -1 1 7

|1 -1 —7[19

Cociente: x> —x—7 Resto: 19
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c)
1 -1 4 0 -3
2 2 2 12 24
1 1 6 12]21
Cociente: X*+Xx*+6Xx+12 Resto: 21
d)
2 1 -3 5
1 2 3 0
2 o5
Cociente: 2x?+3x Resto: 5
e)
1 4 5 -1 -5
-1 1 -3 -2 3
1 3 2 3]
Cociente: x*+3x%+2x -3 Resto: —2
f)
1 -1 0 7
1 1 0 O
T o ol7]
Cociente: x? Resto: 7

65. Halla el valor de m para que la division p(x) : A(x) tenga resto 0.

a) P(x)=x24+mx+ 3 8 P(x) = X3+ 2x2 4+ mx + 2m
AlX) =X+ 3 AX) =X —2
b) PX)=xX+4x>+mx—6 9 JP(X) — X mx2—m—1
A(X) =Xx—1 lAX) =x+2
a)
1 m 3
-3 -3 -3m+9

|1 m-3 0

-3Mm+94+3=0—-m=4
b)
1 4 m —6
1 1 5 m+5
1 5 m+5 0

Mm+5-6=0-m=1
c)

[N

m 2m

8 2m+ 16
+

m

N
BINN

1 8 0

=4

m

Am+16=0—
d)
1 0 m 0 -m-1
-2 2 4  2m-8 4m+16
|1 2 m+4 -2m-38 0

-mM-1+4m+16=0—-m=-5
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66. Calcula el valor de a para que se cumplan las igualdades.
A @+ x—a=-3¢—-9+2x+6
D) (X2 +ax—4)-(—3a+1)=4x2—4x— 3

v
C) (xX*—x2+a)- (x + EJ =X+ X=X =X+ 2X+ 2
a) ax’ —a’ x> +2x-2a=-3X>-9X* +2X +6 —a=-3

-3a+1=4—a=-1
b) —3ax® +Xx* —3a°X +ax+12a—4=4x> —4X -3 — —3a2+a:—4—>a:—1oa:ﬂ

12a-4—-3—a——-

12

Por tanto no existe ningun valor de a para el que se cumple la igualdad.

2 _q1.g=2
a a a’ 2
c) X5+§X4—X3—§X2+aX+?:X5+X4—X3—X2+2X+2—> a=2
2
%zzﬂazzoazfz

Por tanto, el valor de a que hace que se cumpla la igualdad esa = 2.

47. Extrae factor comun.

a) 3X*yz + 6x7 — 9yz d) 4y3z + 20yz — 26yz*

b) 15xy + 18xy°z — 9xy e) —2x3z + 2x%y7 — 6X%y

C) 2x% — 8xy? + 12xy f) 8x2yz* + 16x%yz° — 18x3y27*
a) 3z-(x’y +2x -3y) d) 2yz-(2y* +10-132)
b) 3xy-(5+6y°z—3) e) —2x°-(xy’z—2z+3x)
c) 2x-(x -4y’ +6y) f) 2x7yz*-(42° +82-9xy)

68. Extrae factor comin a estos polinomios.
a) —15x2y°7% + 9xy? — 12X3y% + 21x%y°
b) 32a%b® + 18a*b? — 28a°b® — 10a%*b’c
C) —30x*Z% + 20x%yz® — 40x*Z% + 50x°y*Z?
d) —11y°2% + 33xy2z — 66y°Z° + 44x*y°7*

a) 3xy*(=5xy°Z° +3-4x* +7x%) c) 10X°2%-(=3x7Z +2yz — 4x* 4+ 5xy°)

b) 2a’b”-(16b+ 9a” —14ab—5¢) d) 11y°z-(-y°2° +3x - 62" + 4x"yz%)

69. Desarrolla estos cuadrados.

a) (6x + 5)? C) (2x =7y e) 3 —x)p?
b) (—=3x +2? d) (=3 — 2x)? f) (=5 + 2x)?
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a) 36x* +60x +25 d) 4x* +12x 49

b) 9x* —12x 44 e) x> —6x+9

c) 4x* —28x+49 f) 4x* —20x+25
70. calcula.

a) 2x —3)-2x + 3 C) (X2 —X)- (X2 + X
b) (4x + 5) - (dx — 5) d 2x—9-2x +9)
a) 4x* -9 c) X' —x?

b) 16x*—25 d) 4x*—81

71. Completa las siguientes igualdades en tu cuaderno.
a2 +3p=0+12x+ 0O
b) (65—3x)2=25— 1O + Ox?
@O+ 0Or=xt+2¢+x
a)(2x+3)2=(2x)2+2-2x-3+32=4x>+12x+9
b) (5—-3x)2=52—2-5"-3x+ (3x)2=25 — 30x + 9x?

)X+ 23+ 2= (x2)2+2 - X% - x + x* = (x* + x)?

72. completa en tu cuaderno las siguientes igualdades.

a) Bxy+ O)2=0+ 12x3 + O
by O-[=4x+9 -1
c) C—[P=xt—2x+x%*

a) (3)(2y+2y3)2 =9x*Y2 122" +-4y°
b) (2vX 3y ) = 4x+9y ~12Jxy

c) (x* —x)2 =x' =2+ x*

73. Realiza.
a) @2y =5 +@+yy Q) (= SyP+ (1 —3yy
b) (3x + 2)* — 4 — X d) (X — 422 — (7x% + 2)

a) 4y? —20y +25+9+ 6y +y> =5y>—14y + 34
b) 9X* +12x+4—(16—8x 4 x*) = 8x* +-20x —12
c) y' —10y° +25y* +1-6y + 9y = y* —10y° + 34y* — 6y +1

d) X*—8x° 4+ 16x" —(49x* + 28X +4) = —33x* —8x° —27x" —4
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74. EXpresa estos polinomios como el cuadrado de una suma o una diferencia.

a 9x¢+18x + ¢ C) X2 + 16x + 64
b) 16x2 — 16x + 4 d) 4x2 + 4x + 1
a)3F-x*+2-3-3x+3=3x+3)
D) 4% x2 — 2. 4. 2x + 22 = (4x — 2)?
c) 12-x2+2-1-8x + 8 = (x + 8)?
d22-x2+2.2-1x+ 12=(2x + 1)°

75. Expresa estos polinomios como el cuadrado de una suma o una diferencia.

a) X2 + 4xy + 4y? C) X% —2X2 + X312
b) 9x2 — éx° + x* d) xt — 2x%y + y?
a) (x+2y) b) (3x —x*) ) (x—xy) d) (x*—y)

76. Indica cudles de estos polinomios son divisores del polinomio P(x) = x* — 10x% + 9.

a x+2 £) x4 e x 3
b) 2x + 1 d) x —2 fyx+3
a)

1 0 -10 0 9
-2 2 4 12 -24

1 2 -6 12]-15

X+ 2 no es divisor de P(x).

b) 2x + 1 no es divisor de P(x) porque el resto de la division es% .

1 0 -10 0 9
-1 1 9 -9
1 -1 9 9] 0

x + 1 es divisor de P(x).

d) x — 2 no es divisor de P(x) ya que 2 no es divisor de 9.

e)
10 -10 0 9
3 3 9 3 9
13 -1 3| 0]

x — 3 es divisor de P(x).

f)

3 9 3 -9
1 3 -1 3]0

x + 3 es divisor de P(x).

‘ 1 0 -10 0 9
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77. comprueba si x + 3 es divisor de estos polinomios y, en caso de que lo sea, encuentra el cociente.
a) P(x) = x*+ 3x>—5x — 15
by POX)=x*—=3x24+2x—6

C) P(xX)=x+4x*—3x— 18

d) Py =X —Tx+6

a) c)
1 3 -5 -15 1 4 -3 -18
-3 3 0 15 -3 3 -3 18
l1 0o 5| o 1 1 6] ©
Es divisor. El cociente es X*—5. Es divisor. El cociente es X* +X—6.
b) d)
1 3 2 -6 ‘ 1.0 -7 6
-3 -3 18 -60 -3 -3 9 -6
|1 -6 20]-66 1 3 2] 0]
No es divisor. Es divisor. El cociente es x> —3X+2.

78. Sin hacer calculos, razona cuales de estos polinomios tienen como divisor a x y cuales a x2.

f b f

80.

a) P(x) = X3+ x2+ 6x
b) P(x) = 2x* + 5x° — 9x2
O PX)=(X—xH-(x+4)

Los polinomios en los que se puede sacar factor comun a x? tienen como divisores a x y a x2. En los que solo se

puede sacar factor com

Tienen como divisor a x y x? los polinomios de los apartados b), c), d) y f). El resto de polinomios solo tienen

como divisor a x.

d) P(x) = 2x* — x®
e) PX) = (x—x9)-(x—15)
f) P(x) = (x* —x)?

un x tienen como divisor solo a x.

Factoriza estos polinomios.

a) X — 3x Q) X— X2 e) x* — 4x? g x* — 2x2 + X
b) x* + 5x3 d) x — x® f) x2 — 25x h) x* — 6x? + 9x
a) x-(x-3) e) x*-(x—2)-(x+2)
b) x*.(x+5) f) x-(x—25)
c) x-(1-x) g) x-(x=7’
d) x-(1=x)-(x+1) h) x-(x—3)

Encuentra tres divisores de estos polinomios y escribe su descomposicion factorial.

a)y B—Xxt—10x—8
D) X34+ 2X2=5X—6
€) x4+ X2~ 6x—8
a) (X+1)-(x+2)-(x—4)—

b) (x+1)-(x ~2)-(x+3)

d) B—2X2—5x+6
e) X* —7x°+14x—8
Y 2+3+3x+1

Divisores: X +1, X +2y x —4

Divisores: X +1,X—-2y x+3

c) (Xx+1)-(x—2)-(x+4)—Divisores: x + 1, X -2y X+ 4
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d) (x—=1)-(x+2)-(x—3)— Divisores: x =1, x+2y x -3
e) (x—1)-(x—2)-(x—4)—Divisores: x =1, x —2y x —4

f) (x+1)" — Divisores: x +1, (X + 17 y (x +1)°

21. Obtén la descomposicidn factorial.

a) X' —13x*+ 36 d) x* —17x* + 16

b) x* — 20x% + 64 e) X*—11x*+18

c) x*— 25x%+ 144 f) x*— 29x? + 100
a) (x+2)(x—2)-(x+3)-(x=3) d) (x+1)-(x=1)-(x+4)-(x—4)
b) (X+2)-(x—2)-(x +4)-(x—4) e) (X++2)-(x—+2)-(x+3):(x~3)
) (X+3)-(x=3)-(x+4)-(x-4) f) (x+2)-(x=2)-(x+5)-(x=5)

82. Termina la descomposicion factorial.

Ay X =ND x4 —25) d) (4x?2—2x)-(x*+ 4x + 4)

b) (x*—Xx3)-(x*— 1) @) (X2—2x+ N (X2 —4x+ 4)

C) (X2 —4)-(x* — 64) f) (3x —9x?)-(3x% + 6X)
a) x-(1-x)-(x+5)-(x-5) d) 2x-(x+2)-(2x 1)
b) X2 (x =1 -(x+1) e) (x—=1-(x—2y
c) (X+2)-(x—2)-(x+8)-(x—8) f) 9x*-(x+2)-(1-3x)

83. Descompon factorialmente.

a) —2x°+ 3x2+ 8x — 12 d) 2x*+ 9+ 12x+5

b) —8x® — 6x* + 29x — 15 ) 6x° + 5x* — bx

C) 24x° + 46x% — 6X — 4 f) 9x* —3x2—2x
a) (x+2)-(x-2)-(3-2x) d) (x+1)-(2x+5)
b) (x—1)-(3—4x)-(5+2x) e) x-(2x+3)-(3x-2)
c) 2:(x+2)-(3x=1)-(4x +1) f) x-(3x+1)-(3x—2)
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DEBES SABER HACER

1. Realiza las operaciones e indica el grado del monomio resultante.
a) 2x2 + 3x2 — 7x? + 8x? — x?
D) Sxy3 — 2xy® + Txy® — 3xy® + 12x)°
C) 5xz — 3xz + 15Xz — 11Xz + 8xZ — 3xZ
d) (6ac®) - (—2a%d) - (—3ac) - (—4ac?)
e) (21x%°) : (7xy?)

a) 5x? - Grado 2 d) —144a’c® — Grado 16
b) 19xy® — Grado 4 e) 3xy — Grado 2

c) 11xz — Grado 2

2. Halla el valor numérico del polinomio P(x) = —x* + 5x® — 7x? + 8x — 4 para:
a)x=0 0 x=-2
1
byx=—— d x=-3
) > )

a) P(0)= 4 b)%%q::%i ¢) P(-2)= 104 d) P(-3)= 307

3. Calcula el resultado de las operaciones.
a) (2—3x)-(2+3x)— (4 + 5x)-(4 — 5x)
b) (X2 — D2+ (x> + 1)-(1 — 6xX)

a) 4-9x* —(16—-25x") = 16x* —12 b) X* —2X% +14+1-36x" =—35x" —2x* +2

4. Halla el cociente y el resto de estas divisiones.
a) (X +x*—8x+4):(x—1)
b) (x* —5x3+3x* — 6x —15): (x + 1)

a) b)
1 1 -8 0 4 1 -5 3 -6 -15
1 1 2 -6 -6 -1 -1 6 -9 15
|1 2 6 6|2 |1 6 9 -15] o0
El cociente es X +2x?—6X—6 y el resto —2. El cociente es x® —6x? +9x—15 y el resto 0.
5. Factoriza estos polinomios.
a PX)=xX+x—x—1
b) Q(x) = x"—2x2+ 1
C) R(X) = 4x°> — 8x* — 4X* + 8X*
a) P(xX)=(x=")-(x+1 b) Q(x)=(x=1)-(x+1 ) R(X)=4x7-(x=2)-(x +1)-(x =1
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

24. El término formato de un libro se refiere a la forma y dimensiones de este.

Cabeza

Costados Pie

Hoy en dia, el formato de un libro se basa en intentar transmitir al lector una sensacion

de equilibrio en la pagina. Una de las proporciones mas utilizadas es que el largo sea % del ancho.

Ademas, para dar una mayor sensacion de claridad se dejan los margenes, espacios en blanco que
guedan a cada uno de los cuatro lados de la hoja impresa.

Este es el formato que ha disefiado una editorial para la nueva coleccion que lanzara al mercado.

e Largo: % del ancho.

« Cabeza y pie: iguales, y tienen que ser % del alto de la hoja.

« Costados: el derecho sera de 2 cm, el izquierdo tiene que ser el doble que el derecho.
Si llamamos x al ancho de la hoja:
a) ¢Cuél es la expresion del area de una pagina de este formato?

b) ¢Cual es la expresion del area de la zona impresa?

Ancho: x Largo: %X
Margen superior e inferior: %w = % Margen derecho: 2 cm Margen izquierdo: 4 cm
‘ 3.3,
a) Area = base x altura = x-gx :§X
b) Area = base x altura = [§X—2—4]~[X—2-i]:[gx—6]~8—X=£X2 _24
5 10 5 10 25 5
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

85. Escribe, en cada caso, un polinomio de grado 5 que tenga estos polinomios como divisores.

a) P(x, y)—x— Qx, y) = 2x + 5y

b) P(x,y) = xy QX Y)=x Rxy) =2-7x
C) P(x,y) =3y — X Qx,y) =X —5

d) P(x, y) = Qlx, y) = X’y

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) S(x.y)=(x-y)'-(2x+5y) S(xy)=(x—y)'-(2x+5y)
S(x.y)=(x—y)-(2x+5y)’ S(x,y)=(x—yY -(2x +5y)

b) S(x.y)=x(xy+2)-(2-7x%)

¢) S(x.y)=(3y-x)"-(x*~5)

d) S(x,y)=x"-x%y

26. Estas sumas son cuadrados perfectos.

124224 12-22= 32
2t 43422 .32=7°

9%+ 102 + 92 -1 102 = 912

A la vista de los resultados, isabrias determinar a qué cuadrado es igual la siguiente expresion?
X2+ (x + 1?2+ x3(x + 102

ZHXHD XX = X D) XX D] =26 42X+ 14 XX+ =

= 2XOC+ D)1+ [XOCE D] = XD+ 2X 00+ D+ 1= [xx + )+

87. Calcula la descomposicion factorial y las raices de estos polinomios.
a) P(—x), siendo P(X) = X* — X 0) P(x?) — P(x%), siendo P(x) = x?
b) P(—x?), siendo P(x) = (x + 9)? d) P(x + x?),siendo P(x) = 4x — 3

a) P(=X)=x*+x=Xx-(x+1)—Raices:0y —1
b) P(—x?)=(~x* +9) =(3+x)’-(3—x) —Raices:3y —3
¢) P(x)=P(x*)=(x*) =(x*) =X* —Xx* = x* (14 X)-(1- x) —Raices:0,1y —1

d) P(x+x2)=4(x+xz)f3=4x2+4x73=(2x71)~(2X+3)HRaices:% y _73
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88. Observa esta secuencia.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
a) iCuantos cuadrados necesitas para construir el nivel 4?
b) iCuantos utilizaras para construir hasta el nivel 4?
¢) ¢Cuantos para construir el nivel n? ¢Y hasta el nivel n?
a) 7 cuadrados.
b)1+3+5+7 =16 cuadrados.
c) Es una progresién aritmética de diferencia 2. Para construir el nivel n se necesitan 2n — 1 cuadrados.

[1+@n=1]-n n+2n"-n
2

Para construir hasta el nivel n se necesitan =n?* cuadrados.

PRUEBAS PISA

89. Una revista utiliza un sistema de puntuaciones para evaluar los huevos modelos y concede
un premio de Mejor Coche del Afio al coche con mejor puntuacion. Se estan evaluando cinco
coches nuevos.

‘Coche Sest:rmau Ahorro de Disefio  Habitaculo

(S combustible (C) exterior (D) interior (H)
ca 3 1 2 3
M2 2 2 2 2
Sp 3 1 3 2
NT 1 = ] 3
XK 3 2 3 2

Las puntuaciones se interpretan de la siguiente manera:
3 = Excelente; 2 = Bueno; 1 = Aceptable

« Para calcular la puntuacion total de un coche, la revista utiliza la siguiente regla, que da una suma ponderada
de las puntuaciones individuales:

Puntuaciontotal = (3 x S)+C+D + H

 El fabricante del coche Ca penso que la regla para obtener la puntuacion no era justa. Escribe una regla, con
las cuatro variables multiplicadas por ntimeros positivos, para que el Ca sea el ganador.

(Prueba PISA 2003)

La regla 4S + 3C + D + 5H da como ganador a Ca.
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90. Como consecuencia del calentamiento global, algunos glaciares se estan derritiendo. Doce afios
después de que el hielo haya desaparecido, empiezan a crecer liquenes en las rocas.

Los liguenes crecen, mas o menos, en forma de circulo. La relacion entre el diametro de este
circulo y la edad del liquen se puede expresar aproximadamente mediante la formula:

d=7,0-vt—12 parat = 12

siendo d el diametro del liquen en milimetros, y t el nimero de afos desde que el hielo
ha desaparecido.

« Calcular el diametro que tendra un liquen 16 afos después de que el hielo haya desaparecido.

* Ana midio el diametro de un liquen y obtuvo 35 milimetros. ;Cuantos afos han transcurrido desde que el
hielo desaparecio de este lugar?

(Prueba PISA 2012)
e 0=7,0.416-12=14 mm

e d=35mm=7,0t-12-t=37 Es decir, han transcurrido 37 afios.
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Ecuaciones de primer y segundo grado

CLAVES PARA EMPEZAR

1. Traduce estas expresiones a lenguaje algebraico y determina su valor numérico para x = 2.
a) Un nimero mas su triple.
b) El doble de un niimero menos su cuadrado.
¢) La suma de un nimero Yy su mitad.

- - X -
a) x + 3x — Valor numérico: 8 b) 2x — x> — Valor numérico: 0 c) X+§ — Valor numérico: 3

2. Escribe dos igualdades algebraicas que se cumplan para todos los valores de las letras
y otras dos que solo se cumplan para un valor.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Se cumplen para todos los valores:  3x—-x=2:(x+1)—2 2x+7=4x+3-2x+4
Se cumplen para un Unico valor: 3x+1=2x-3 X2+2=4x-2
VIDA COTIDIANA

En 1885 el ingeniero aleman Karl Benz disefa el primer automaovil, el Motorwagen, impulsado por
un motor de combustion interna. La velocidad que podia alcanzar era de 13 km/h.

Tuvieron que pasar algunos afos para aumentar esa velocidad: en 1908 el Ford T lograba alcanzar
entre 62y 74 km/h.

» Con los coches actuales, en una autopista podemos recorrer 120 km en una hora. ;Cuanto tardaria
el Motorwagen en recorrer esa distancia?

120

EF I 9,23 h =9 horas, 13 minutos y 51 segundos

RESUELVE EL RETO

En una balanza que esta en equilibrio tengo, en un platillo, un ladrillo, y en el otro, medio ladrillo
y una pesa de 3/4 de kg. i Cuanto pesa el ladrillo?

x = peso en kg del ladrillo

1
X= §x+% —x=1,5kg

Hay 7 nifos, cada uno lleva una bicicleta o un triciclo. Si en total hay 19 ruedas, ;cuantas bicicletas
tienen?

x bicicletas — 7 — x triciclos

19 =2x+ 3(7 —x) — x=2 — Tienen 2 bicicletas y 5 triciclos.

Calcula el valor del siguiente producto:
(x—ax—bx—c).x—nkx—2

El valor del producto es 0, pues uno de los factores del producto es x — x
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ACTIVIDADES
1. Identifica las igualdades que son ecuaciones. Determina sus miembros, términos, incégnitas
y grado.
QK —2=66+5 dx=3x—-2
by ¥ =2x4+1=—x+1 e) X2 =3 =y+7X
c)25—4=21 f) 2x + 50 = 2(x + 25)

Las expresiones de los apartados a), d) y e) son ecuaciones.

a) Miembros: 3x— 2, 6x+ 5 Términos: 3x, -2, 6x, 5; Incégnitas: x Grado: 1
d) Miembros: x, 3x — 2 Términos: x, 3x, —2 Incégnitas: x Grado: 1
e) Miembros: x2 — 3, y + 7x Términos: x?, =3, y, 7x Incégnitas: x, y Grado: 2

2. comprueba si se cumplen estas igualdades para x = —1 e identifica si son ecuaciones.
a) 8x+4=3x—2 D) Xx—3+1=—2x+1

a)-8+4#-3-2 Nosecumple. Sies ecuacién.

b)-1+3+1=2+1 Sisecumple. No es ecuacion.

3. Completa en tu cuaderno la expresion —2 - (x + 4) = 4x — ([]) para que sea:
a) Una identidad. D) Una ecuacion.

a)—2-(x+4)=4x— (6x+8)

b) Respuesta abierta. Por ejemplo: —2:(x + 4) = 4x — (x + 1)

4. Indica cuales de las siguientes ecuaciones tienen como solucién x = 2.
a) xX’—x=2
Py (—x+7)(=3)=7x—2
) 6x—1=4x+3
d) 4x2+ 12 —10x = x> + 2X

Tienen como solucién x = 2 los apartados a), c) y d).

5. Escribe, en cada caso, una ecuacion que tenga por solucién estos valores.

a xX=-—1 by x=23 0 Xx=0
a)4x—5=9x
b)9—x=x+3

C)x—7x+2=5x+2

6. Escribe tres ecuaciones equivalentes a estas ecuaciones.
adx—2=6 b) x+ 3 =4x
a)2x—1=3 5x—x+2=2(x+3) 7-3x=x-1
b)6—3x=2x+1 5x—7=x-3 4x+5=3(x+2)
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7. Resuelve estas ecuaciones utilizando la transposicién de términos.
adx—2=x+4 dé6+dx=—x—4
by —x+7=5+x €) 8 —5x=2—2x
€)1—3x=5—2x fox+1=x+29

a)dx—x=4+2—>3x=6—>>x=2 d)4x+x=-4-6 >5x=-10 > x=-2

b) x—x=5-7—>-2x=-2—>x=1 e)-5x+2x=2-8—>-3x=-6—>o>x=2

c)-3x+2x=5-1—>-x=4—>x=-4 f)J9x—x=9-1—->8=8—>x=1

8. Completa en tu cuaderno esta ecuacioén para que su solucién sea x = 5.
5-(x+3)=4-x+ )

5.(5+3):4.(5+D)—>40:20+4~D—>20=4'D—’D=5

9. ¢Qué pasa cuando en los dos miembros de una ecuacion aparece un mismo término?

Se puede eliminar restando dicho término a los dos miembros de la ecuacién.

10. Resuelve estas ecuaciones de primer grado.

IX—4  5x—2

a)

3 2
1—3x p Al
b ——
) 7 3
3x X=5
C) — =
4 2
X+ 4 X+1
d —
) 3 4
0 2x+3 _ x—1
3 4

a) 6‘7)(3_4:6~5X2_2—>2~(7X—4):3‘(5X—2)—>14X—8:15X—6—>—X:2—>X:—2

b) 21.1_73)( :21~XT_1 —3:(1=3X)=7-(X-N) > 3-9x =7x 7 —>x:§

6) 42 =20 30— 2.(x=5) - 3x =210 = x =10

d) 12.XT+4=12.XT“—>4-(x+4):3-(x+1)—>4x+16=3x+3—>x=—13

e) 12.2)(;3 =122 4.2+ 3)=3:(x~ ) > 8x+12=3x -3 > x = -3

11. Encuentra la solucién de estas ecuaciones.

X X+1 X X

g | — . _i_—']
a) 3 2 X.—3 C) > 3 5

3x X X

—_— = =
b) 1 > 2 d) 2 2 3
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a)é-[§+XT“]=6-(X—3)_>2x+3x+3=6x-18_>x=21 0) 6~[§+§]=6~15—»3X+2X=90—>x=18
b) 4. 3%]:4~[%+2]—>3X:2X+8—>x:8 d) 4.[2—% —4.(-3) 8- x=-12—x=20
12. Halla la solucion de cada una de estas ecuaciones.
t il t
psrra—2te g g2 A4S
5 6
5x X+ 6 X X X—1
b) =5 3 6 93 2
a)2-[3X+4—X+3]:O—>6X—|—8—X—3:O—>X:—’l
b) 18-[5—)(7X+6]:18-£H10X76X736:3XHX:36
9 3 6
0) 30-[4?)(7X25]=30-(X710)H24X75X725=30X7300HX=25
d)é.ﬁ—X—”]zé.(_1)_>2x_3x+3:—é_>x:9
3 2
13. calcula el valor de x para que se cumpla la igualdad.
3-(x+2  4x - 3-(x—3) 4-(x+1)
g BT Y I T d = =—4
A 3 15 A 3
X1 _ X 2:(—3) o 2%=2 7 _x+3 3-
7 2 7 3 5 4 5
o6 _4x+n 2:0-x
9 3 9

a) 15-[3)(;6+%X]:15-[_1—151]—>9x+18+20x:—11—>x:—1

b) 14~[4X7+1]:14-[§—2X7_6]—>8X+2:7X—4X+12—>x:2

—>‘|6:12X+12+2—2X—>X:%

0 9.[E]:9.[4X+4+2—2X
9 3 9

d) 6.[3x—9_4x+4

5 3 ]:6-(—4)—>9X—27—8X—8:—24—»x:ﬂ

e) 60-[2X3_4 7]:60.[x+3+3—52x

5 4

5 ]—>40X—80—84:15X+45+36—24X—>X:S

14. Resuelve estas ecuaciones de segundo grado, aplicando la férmula general.

axXt—7x+12=0 d X —9+14=0
b)x?_9X+18—O 8)X2_6X‘f'8;0
02X —8X+8=0 f) 3¢ +12x+9=0
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7E(-7) ~4112 748948 _ 7:i:1
21 B 2

a) X=

by x 2% (<9 -4-118 9+ 81-72 913_{&:
- 2:1 B 2 B

c) x=

8+4(-8) 428 _ 8+ e4—e4 SiO Xy =2
2-2 4 X, =2

) (2 (—9) —4-1-14 _94\81-56 945 [x=7
B 2.1 2 2 |x =2

e) x=

6+(-6) 418 6+436-32 6+2 [x,=4
21 B 2 T2 X =2

f)X_—12ﬁ:x/122—4~3~9_—12j:~/144—108_—1216_{&2—1
B 2.3 B 6 6 |x=-3

15. Escribe y resuelve la ecuacion de segundo grado que tiene estos coeficientes.
aa=3 b=-2 c¢c=-1
ba=-8 b=26 c=-15
Ccta=—-2 b=-2 c=12

24(-2f ~4.3.(-1) 2+aziz 244 |07

a) 3x?-2x-1=0—>X= = _
) - 2.3 6 6 x2=?1

3

264,267 —4.(—8)-(-15) _ N=7

b) —8x?+26x-15=0— X = 626 (8)-( 5)= 26414 _ 4
2.(-8) 16 5

2

C) —2x>—2x+12=0—>X=

24(-2°-4-(=2)12 2410 [x,=-3
2.(-2) -4

16. ¢Cuantas soluciones tendra una ecuacioén en la que b? — 4ac < 0? (Y si b? — 4ac = 07

b? —4ac <0 — No hay soluciones reales.

b? —4ac >0 — Existira una solucidn real cuando b? — 4ac = 0 o dos soluciones cuando b? — 4ac > 0.

17. Calcula el discriminante de estas ecuaciones y averigua su nimero de soluciones. Después,
resuelve las ecuaciones y comprueba que el niimero de soluciones coincide.

a) 2 3x—2=0 g) —2x2+6x+1=0
by X*—x+3=0 f) 4x*+5x—3=0
€)—x*+3x+1=0 g x*—6x+4=0
d) +ax—2=0 hy—x*+2x—1=0
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. 345 |x=1
a) A=9+16=25>0 — Dos soluciones: x = = 2
4
X, =2
b) A:174-1-3:711<0—>Nohaysqucionesreales:)(:HET =
_—3+V13
_ 1=,
¢) A=9-4-(-1)-1=13>0 — Dos soluciones: X:Bi—m: =2
-2 -3-13
RE T
. — X, =—2+6
d) A=16-4-1(-2)=24>0 eDossqucnones:X:Ai—@: ! V6
2 X,=-2-+6
N 3-n
: —6xaa | T
e) A=36—14-(-2)-1=44>0 — Dos soluciones: x = — =
—4 3+
X, = >
5473
. —-54+/73 T )
f) A=25-4.4.(-3)=73>0 — Dos soluciones: x =—— =
8 —5-73
X, =——=
8
. J20 X, =345
g) A=36—-4.1.4=20>0 — Dos soluciones: X = =
2 X,=3-5
h) A=4—4-(-1)-(=1)=0 — Una solucién: X:_2:50:X:

18. Encuentra el valor de c en la ecuacion:
-xX*+x+c=0
para que sus dos soluciones sean:
a) X, =—1yX,=2
by x,= —3yx,=4
a)—(-1)2+(-1)+c=0—c=2

b) ~(=3)*+ (-3) +c=0— c=12

19. Encuentra una ecuacion de segundo grado con a = 1 que tenga:

a) b = 3y dos soluciones. d) ¢ = 9y una solucion Unica.
b) ¢ = 2y dos soluciones. e) b = —3yno tenga solucion.
C) b = 4y una solucién Unica. f) ¢ = 1yno tenga solucion.

a) X2+3X+c:0—>A:9—4C>O—>C<% — La ecuacién podriaser x> +3x+2=0

b) x>+ bx+2=0— A=b?>-8>0- b>>8 — Laecuacién podriaserx’> + 4x+2=0
c) X’ +4x+Cc=0—>A=16—4ac=0—c=4 — Laecuacibnes x> +4x+4=0

d) x?+bx+9=0—>A=b"-4.9=0— b =16 — Las dos posibles ecuaciones son x> + 6x+9=0
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Ecuaciones de primer y segundo grado

9
e) X2—3X+C=O—>A:9—AC<O—>C>Z — La ecuacién podria ser x> —3x+5=0

f) X +bx+1=0—> A=b>—-4<0— b><4 — Laecuacion podriaser x>+ x+1=0

20. Considera las ecuaciones de segundo grado en las que sus coeficientes son iguales:
ax*+ax+a=0.,

¢Cuantas soluciones tienen? Razona la respuesta.

A =a%?—4a* = —3a*> <0 — No tiene ninguna solucién real.

21. Escribe una ecuacion de segundo grado con dos soluciones, otra con una solucién doble
y otra sin solucion.

Dos soluciones: X2 +4x—1=0
Una solucién doble: x> —2x+1=0

Sin soluciones: X2+ x+2=0

22. Resuelve las ecuaciones.
a x2—6x=20 e) 5x2=10
b) x* —49 =0 f) X2 =x
X (Xx+3)=0 g 4xX2+4x =0
d —2x¥+6x=0 h —x+x=0

X, =0
X, =6

X, =2

a) X2—6X=OHX-(X76)=OH{
X, =2

e) 5X2='|OHX2=2H{

X, =7
X, =7

X;=0

b) X2—49O—>X249—>[
X, =1

f) X2=X—>X-(X—1)=O—>|

o [x=0 . . [x=0
c) x-(x+3)=0 |x2:—3 g) 4x? +4x=0—4x-(x+1=0 |x2=—1
d) 72X2+6X=0*>72X-(X73)=04>{X1:O h) 7X2+X=0~>7X-(X71):O~>|X1:
X,=3 X, =1
23. Resuelve.
a) 5x(2x — 1) =7x by x —2)3x+7)=0
X, =0
a) 10x* =5x —7x=0—-10x* —12x =0 —2X-(5x = 6) =0 — 6
: =3
X, =2
b) (x-2)-Bx+7)=0— _7
XZZ?

24. Escribe una ecuacion de segundo grado con algin coeficiente igual a cero y una solucién.

Respuesta abierta. Por ejemplo, 4x% = 0.
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Ecuaciones de primer y segundo grado

25. Resuelve.
axX+7x=0 e) 10 —1x=0
b) 6x2 = Hx+9%=0
) =42 +5x=0 g —X—Xx=0
d) 142 +x=0 h)y 9x2 =0
X, =0 =0
a) x2+7x=0—>x~(x+7)=0—>[ T e) 10xX° —11x=0— x-(10x=11)=0— 11
X, =—7 X, =—
10
2 _ 2 _ X, =0 2 _ ) —0_ X;=0
b) 6x?=0—-x>=0 {x2:0 f) X’ +9x=0—-x-(x+9)=0 {Xz=—9
=0 X, =0
c) —4x* +5x=0—X-(-4x+5)=0— 5 g) —XZ—X:O—>—X~(X+1):O—><[ T
XZ:Z X, =—1
=0 X, =0
d) 14x*+x=0—x-(14x+1)=0— -1 h) 9X2:0—>X2:O—>{ T
X, =— X, =0
14
26. Halla las soluciones de estas ecuaciones.
a) X2 =5x g) —x*+10=0
b) 4x2 = 16 f) 10 —10=0
C)x*—64=0 g —Xx*=—6
d —x2=8x hy 9x2 —81 =0
= X, =+/10
a) X2:5X~>X-(Xf5):()~><[x1 e)szJr'IO:O*) ! \/—
X, =5 X2=*\/ﬁ
b) 4x2:16—>{x1:2 f) 10)(2—10:o—>|x1:1
X2:—2 X2:_1
= X, =+/6
c) x2764=0H[X1 8 g) x=—6-1" Ve
X,=-8 X, =—/6
X, =0 X, =3
d) —x?=8x— —x- =0—1{" h) 9x2 -81=0—x2=9 = {""
) —x*=8x— —x-(x+8)=0 {x2=—8 ) 9x° —81=0— x |x2:—3
27. Resuelve estas ecuaciones de segundo grado.
a x-(x+2)=15 D1—Xx-2+x=1 g X¥—8x+16=0
by x?+4-(x+3) =10 e) X*—3=x+3 W {x+5-B—X=x—2
C) x—(x+32=-5 fy 2x+3)-4x—6=0 D —Xx-7—x=0
a) x2+2x:15—>xz+2x—15=0—>x:72i— “4+60:|X1:3
2 X,=-5
—A4+J16— X, =-2 2
b) x2+4x+12:10—>x2+4x+2=0—>x=4i—168= ! 2
2 x2:_2_\/§
C)X*(Xz+6X+9>:75*>X2+5X+4=O~>X=_5i— “225_16={§1i_1
=
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1445
— 1
d)2+X—2X—X2:1—>x2+X—1:0—>X:—HE”1+4= 2
2 -1-45
X, =
2
e)X27X:6—>X27X76:O~>X:1:‘:— “1_‘—24:[)(1:3
2 X, =-2
X_—3+@
— "_
f)8X2+12X—6:O—>4X2+6X—3=O—>X:w: 4
8 —3—+/21
X, =— =
4
g)x2—8x+16:0—>X=8i— “624764:{&:&:4
3N
— =
h)3X—X2+15—5X:X—2—>—X2—3X+17:O—>X:w: -2
-2 3-+77
X, =
-2
X, =
i) —x-(7-x)=0 !
) —x7-x=0-{3 2

28. El precio de un cuaderno y un libro es 6 €. El precio del cuaderno es % del precio del libro.

a) Expresa mediante una ecuacion este problema.
b) iCual es la ecuacion si me descuentan un 10%?
Xx = precio que pago del libro en €. Entonces:

3
a)X+7X=é b) 37X+x:0,9.6437x+)(=5,4

29. Escribe un problema que responda a esta ecuacion: 3x — 6 = 92,

Respuesta abierta. Por ejemplo: «Si al triple del dinero que tengo le quito 6 € me quedan 92 €.»

30. Expresa este enunciado mediante una ecuacion: El producto de dos ntimeros consecutivos
impares es 483.

(2x —1)-(2x +1) = 483

: 2 .
31. Fernando gasta en la entrada de cine las ? partes de su paga semanal. Después, gasta

una tercera parte de lo que le queda en palomitas y con una sexta parte del resto compra
una rifa escolar. Al final, le quedan 5 €. ;Cudl es su paga semanal?

X = paga semanal de Fernando

.2X .
Entrada del cme:? — Gasto en palomitas: %-[X—%J:%.

2X x] X
5 5 15

Rifa escolar: %.[x———— =— — Lequedan5&£.

2X X X
Porlotanto: —+=+-—+5=X—Xx=15€.
T
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32. La suma de un namero y su cuadrado es 42. ;De qué namero se trata?

_ —1+/1+168 _|x1=6
===

X+X2=425Xx+x*-42=0— X
X,=—7

33. El producto de un niimero por el doble de ese mismo niimero es 288. ;Qué niimero es?
¢EXiste mas de una solucion?

X-2X =288 — 2x% = 288 — x = +£12 — Existen dos soluciones.

ACTIVIDADES FINALES

34. Indica los miembros de estas ecuaciones.
a2x+3=5
by 2x —3x =7 =5x+Xx—5X
G IXFE =2 = W =F=2%
DXx+2—x2—2)=4

al2x+3=5

———
1. miembro  2.° miembro

b) 2x —3x — 7 =5x + x — 5x

1.* miembro 2.° miembro
c)dx+6—x—3x=5+2x—3 — 2x
1.* miembro 2.° miembro

dx+2)—0*—2)= 4

1.* miembro 2.° miembro

35. Sefala los términos de las ecuaciones.

a) 5x +1=25

b) 2x —x—9=x+3x — 5%

C)dx +6=76+12x +3 — 2x

dox+7)—30@—-2 =4
a) 5x + 1 = 25 — Términos: 5x, 1, 25
b) 2x — x — 9 = x + 3x — 5x — Términos: 2x, —x, —9, x, 3x, —bx
c) 4x + 6 =76 + 12x + 3 — 2x — Términos: 4x, 6, 76, 12x, 3, —2x

d)9x+7)—3x¥*—2)=4->9%+63—-3x*+6=4
— Términos: 9x, 63, —3x%, 6, 4

36. Indica el grado de las siguientes ecuaciones.
aAxt—8+x=0 €) 3x2+75=0
b) 2x2+x=0 d) —4x?—12x° = x¢
a) Grado 4 b) Grado 2 c) Grado 2 d) Grado 6
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37. ¢Cuales de los siguientes niimeros son solucioén de la ecuacion x - (x + 2) = x2 — x?

a)x=2 d) x= -3

b) x=—1 e) x=1

Q) x= -2 flx=0
a)x=2—2-4#4-2 — No es solucidn. d)x=-3—>-3:(-1) #9+ 3 — No es solucidn.
b)x=-1—-1-1#1+1 — No es solucion. e)x=1—1-3#1-1— No es solucidén.
c)x=-2—-2-0#4+2 — No es solucion. f)x=0—0-2=0-0 — Sies solucion.

38. ¢Para cual de las siguientes ecuaciones es solucion el valor x = 3?

a)X-(x+5=7x+3 g —x—3=0

b) x3 =27 i x2+9=0

¢ =X+ 3=0 x-xXx—2—3=x-(x—3
d) x2=3x ) ¢—1P—4=0

a) X-(X+5)=7x+3—-2-3.8=21+3 — Si es solucion.
b) x® =27—%=2.,3% =27 — Sies solucion.

€) —x+3=0—=2,_343=0 — Siessolucion.

d) x? =3x—=2,32=3.3 — Si es solucién.

e) —x—3=0—2.,_-3-3=0 — No es solucidn.

f) x24+9=0—2,324+9=0 — No es solucidn.

g) X-(Xx—2)—-3=x-(x-3)—*-3.1-3=3-0 — Si es solucion.

h) (x =1 —4=0—=2-2" —4=0 — Si es solucion.

39. Razona cual de las siguientes ecuaciones es equivalente a 2x — 10 = 4.
a) 24x—10= —x + 1
b) 2x — 10 =x
c) 3x —10=11
2Xx—10=4— x=7
a) 2:(x—=10)=—-x+1—x=7 — Sison equivalentes.
b) 2x =10 = x —» x =10 — No son equivalentes.

c) 3x - 10 = 11— x = 7 — Si son equivalentes.

40. Escribe una ecuacion para estos enunciados.

a) El doble de un nimero mas 5 unidades es 13.

b) La mitad de un nimero més 3 unidades es 10.

¢) El cuadrado de un numero menos 4 unidades es igual al triple de ese ntiimero.

d) La suma de dos numeros distintos es 16.

€) La suma de tres nimeros pares consecutivos es 48,

f) La diferencia de los cubos de dos nimeros distintos es 61.

g) La tercera parte de un nmero mas su quinta parte excede en 1 unidad a la mitad de ese mismo numero.
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X X X
a) 2x +5=13 c) x2—4=3x €) 2X +2X+ 242X +4 =148 g)§+g:§+1
X 3 3
b)§+3:10 d) x+y=16 f) x> -y’ =61
41. Resuelve.
a 10—x=3 edx +5=1
hy9+x=2 fl3x+7=14
¢) —12—X=3 g) —5+ 20x =95
d) 16 +3x = —12 hy —9—=11x=2

a)10—x=3->10—3=x—->x=7
b)94+x=2-294+x—9=2—-9->5 x=—7
c) —12—x=3-2—-12—x+12=3+12-> —x=15—-x=—15

d)16+3x=—12—>3x:—28—>x=—%
e)4x+b=ll—>4x=ll—b—>4x=6—vx=%
7
f) 3x+7=14—>3x=l4—7—>3x=7—)x=§
100
g) —5+20x:95—»20x=95+5—»x=¥=5
11
h) 9 —1lx=2— —-llx:2--l-9—>x;_—11; -1

42. Halla la solucion de las siguientes ecuaciones.

U a)3x—-10=4x+2

b)-x+5=6x-9

¢) -Bx-13=-2x-4
d)9x-8=8x-9
e)-6+8x=-3+5x
f)2x-4+7x=8x+5-2x
g) 7x+9=-x+1
h)-Bx-3+4x+7=0

i) 9x+8=-7x+16

j) 3x-42=-2x-7
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A)3X-10=4X+2—> —X=12— X =—12
b) x+5=6x-9— -7x=-14—>x=2

C) - 5x-13=-2x-4— -3Xx=9 = x=-3
d) 9x-8=8x-9— x=-1

€) 6+8Xx=-3+5Xx—=3x=3—>x=1

f) ox —4+7x=8x+5-2x>3x=9— x=3
g8) 7Xx+9=-X+1-8x=-8— x=—1

h) - 5x-3+4+4x+7=0— —Xx=-4—x=4
i) 9X+8=77X+16H16X=8HX:%

j) —3x-42=-2x-7— —x=35- x=-35

43. Resuelve estas ecuaciones.
a)dx +3x—2)=9x—1) +7
b) (=7 +x(-5 =10
C) 8 — 2(x + 1) = 4x + 3(x + 6)

d =45 —-2x)+3=2(—x)—7

8) 6X —(3Bx —H+5=15

) x—8—27—-5x)=0

a) AX4+3X—2=9X-N+7—>4X+3X—6=9X—-9+7 — —2X =4 — X =2

b) (<74 X)-(=5)=10 - 35-5x =10 - —5x = —25— X =5

C) 8X —2(X + 1 =4X+3(X +6) = 8X —2X =2 =4X +3X + 18 — —x = 20 — X = —20
d) —45-2x)+3=2(-X)—7—=—-20+8Xx+3=—-2Xx-7—-10x=10—- x =1

€) 6X—(BX—4)+5=15-6X-3X+4+5=15-3Xx=6— X =2

f) x—8-27-5x)=0—-5x-8-14+4+10Xx=0— 11X =22 > x =2

44. Resuelve.
o X212 o X=2 _ 3+
3 5 6 4
X+3  x—1 X  X+6
b) 4 3 4 5 2
)u:2X—)15-X—71=15»2—X~>5'(X7'])=3'<2X>~>X=75
3 5 3 5
X+3 x-1 X+3 X—1
= —12. =12 3 (X+3)=4-(x-1)—>x=13
) X2 ; =3 (x+3)=4-(x 1)
5Xx—2 3X+1 5x —2 3X+1
= —12. =12 —2.(5x—2)=3-3x+1) = x =7
9= 2 6 2 (5x=2)=3-(3x+1)
d) A?X:X—+6H1O-4?X:1O-XT+6HZ-(AX):S-(X+6)HX:1O

45. Encuentra la solucion.

X 3x
a 6—x ‘|—2 d) x 5 18
X X 2X X4 X—4
hy3——=— g) — — =
) 5 10 ) 7 8 6
X X X+ 1 X+5
Al e~ f s e
c}4 2 1 ) X r 3
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a) 6—x:1—§—>12—2x:2—x-»x:10

b)3- X=X 30 2x=x—x=10
5710

c) i_i=_1_>12.[5—5J=—1.12_>3x—2x=—12_>x=—12
46 46

d) X_%X:18—>5)(—3x:90—>)<:45

e) 2_X_X—+4:XT_4—>48X—21X—84:28X—112—>X:28

7 8

f) X_X_M:X__._S
4 2

—AX —X—-1=2X+10—Xx =11

46. Resuelve estas ecuaciones.

X+ H=1
’ - X d =

% ~
) = 5 3 10 6 3
g 22X _5-3% _X e)x—XJrﬂl—)th'“i
9 4 B 2 > 4
g zdx 143 x plo—3 _ x+1 WX
3 P 8 9 3% 6
a) X3 XN X 45k a5 6x46=10x —x=51
2 5 3
b) S=2X 53X X 4o gy 451 27x=18x - x =33
9 42
o X THSX_X g 3ox 3 9x=dx—x=1
3 8 6 ?
d) XH9 X=8_ X=2 gy 07 5x425-10X—20— X =6
0 6
o) x— X1 XH3 X o0y 10X —10—4x—12=5x - x =22
2 5 4
) 03¢ X1 17 _X 90 27x—8x—8-34=12x —x =2
8§ 9 36 6 4

47. Calcula el valor de x.

3x 2X X+ 8 X—4
a}?f7—?+9 d) 5 = % =2
X+2 X—5 8—x  2x—10
b = 5x — 46 o t =3
) 3 ) 5 2 2
X+ 4 X X—10 x—20 x-—230
— = —+ — — — =
3x 2x 3x 2x 3~6—2+5
A g rI=gtivEg =g 2 7?(—56—)"‘2
m.c.m. (5, 6) = 30
W B wa. 23018
30" X ) 2
b)X+2=5x—46—>x-+-2=15X—138—>x—15x=—138—2

— —14x = —140 > x = 10

190



Ecuaciones de primer y segundo grado

+4
&) k=22 1 & 5908 — 20 +4) = 10 + 5x
5 27

m.c.m. (5, 2) = 10
- 10x — 2x — 8 =10 + 5x
- 8x — 8= 10+ bx
- 8x—5x=10+8—->3x=18—>x=6

x+8 x—4 x+8 _ x—4

d) 5 T 6 =2?6- 5 6 - =62

6

mcm. (2,6) =6
- 3x+8—x—4)=12
> 3x+24—x+4=12 > 2x +28=12
—>2x=12—28—’x:_716=—8

X5 8—x 2x— 10
e) 5 + > + > =

i—5 8—x 2x—10
710- 5 + 10 - 5 +10-T—10-3

m.c.m. (5,2) = 10 = 2(x — 5) + 58 — x) + 5(2x — 10) = 30
— 2x — 10 + 40 — 5x + 10x — 50 = 30
50

—'7)(—20:30—»7;(:50—»)(:7

3

x—10 x—-20 x—30 _
2 4 3

12, X 210 _12. X 420_12_ X 330 —12.5
m.c.m. (2,4, 3) = 12*
= 6(x — 10) — 3(x — 20) — 4(x — 30) = 60
— 6x — 60 —3x + 60 —4x + 120 = 60
- —x+120=60 - —x=60—120= —60 — x= 60

f)

5

48. Obtén la solucidn de estas ecuaciones.

2X—10  3(x—12 _ _ 3-X . 3+2(x—1)
& —3 B ) == —x= 14
—Gx=3 ax—6 3(x + 1)
— — —3-— 4 + = -
b) — 3—4(x+2) &) =5 2x = 21 =
2X—5 X+
C + =20—X
A 4
2x—10 3(x—12) 2x —10 Ax—12)
a) =3 5 _ITIZ . 12 =12
m.cm. (3,4) = 12
> 4(2x — 10) — 9(x — 12) = —12
5 B¥— 40— 9% + 108 = —12
o —xt 8= =10 > —y = =12 — 8= —B0 = x =80
b)#zymxu)a5-¥:15—20(x+2)
4 —3x—3=15—20x— 40 - —3x + 20x = —25 + 3
—>17x=—22—>x:—%
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25— 5 x+1
c) 5 + 7 =20 —x
2x—5 x+1
‘> 20 - 5 - 20):- 4 = 20(20 — x)
m.c.m. (5, 4) = 20
— 42x — B) + Blx + 1) = 20(20 — x)
— 8x — 20 + 5x + 5 = 400 — 20x
— 13x + 20x = 400 + 15 — 33x = 415
—>x=415
33
3—x _3+2x—1) 3—x _ 3+2x—1)
d) === i - 14— lax =14 . ———
=283 —x)—1l4x=3+2(x—1)
—-6—2x—14x=3+2x—2
- b6—1lex =1+ 2x 5
—>—16x—2x=1—6—'—18x=—5—>xzﬁ
4x—6 B 3x+1)
e) 0 +2x = 21 1
= 60225 4 5. 2x= 6021 — 60 22D
! 10 12

m.c.m. (10, 12) = 60

—= 6(dx — 6) + 120x = 1260 — 15(x + 1)
— 24x — 36 + 120x = 1260 — 15x — 15
— 144x + 15x = 1245 + 36 — 159x = 1281
1281 427
159 53
49. Corrige los errores.
aA7llx—2=7 b) 7(x —2) = 4x + 1
X—2=7-—7 X8 =¥ 4
X—2=0 3X =6
X=2 6
X = _—3 = —2

a) El primer miembro se ha dividido entre 7 y al segundo se le ha restado 7:
7-(x=2)=7—-x-2=1-x=3

b) El error es realizar 7 — 2 en el primer miembro en vez de multiplicar 7 por —2; ademas, en el dltimo paso el
coeficiente no debe cambiar de signo al pasar dividiendo al segundo miembro:

7-(X=2)=4x+1-7X =14 =4x+1-3x=15— X =5

50. Escribe una ecuacion de primer grado que tenga como solucion:

a x=2 Ox=—4
1 3
b)X——E d)X——E
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Ecuaciones de primer y segundo grado

Respuesta abierta, por ejemplo:

a)%+6:7 b) 5x —2=x-1 c) 2(x+3)=-2 d) 3x—(5-x)=—8—x

51. completa en tu cuaderno el numero que le falta a estas ecuaciones para que su solucion

seax = 2.
alx—2=10 e) 3(x+ 2 —4x = Ux
by 7x+ 0 =25 f) x—3(x—[1) =4x
cy3ax+7=0 g -2+20x—4H =2
d2x—1N+1=0 hy3@x—1=0x+5
a)[]2-2=10-[]2=12-[]=6 e) 3-2+2)—-4-2=[]-2—12-8=[]-2—[]=2
b) 7.2+ ]=25—-[]=25-14 —[]=11 f)2-32-[)=42-2-[]=—2-[]=4
) 3-2+7=[]-13=[] g) 2+2(]-2—H=2-2(]2-4)=4—-[]2=6—[]=3
d) 2.2-V+1=[]|-[]=3 h) 3-2-2-1)=[]-245-9=]]-245—4=[]2—[]=2

52. Escribe, en cada caso, una ecuacion de primer grado que cumpla las caracteristicas.

a) Susolucion es x = —2y tiene un paréntesis.

b) Su solucion es x = 3y tiene dos paréntesis.

€) Susolucion es x = —é Y tiene una fraccion.

d) Susolucion es x = 5, tiene un paréntesis y una fraccion de denominador 3.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) 3x+4)=6 b) 5+2x—(x=7)=2(x=10+M C)X—T:—S d)T=4—(x—3)

53. Escribe, en cada caso, una ecuacion de segundo grado equivalente a las dadas.
a) X¥+3=—Xx+6
b)5:-(x+2):(x—3 =10
x-x+2 _ 1
3 2
X+ Nx—4)
2

c

d) Xo=ix

Respuesta abierta. Por ejemplo:

(X+2)

a) 3> =2X-(X—=D+Xx+3 c) 6.5 3 =é~[x+%]—>2x~(x+2)=éx+3

b) (x+2)-(x—3)=2—-x*-x-8=0 d) (X+1)-(x —4)=2x"—2x

54. considera las ecuaciones:
3X=6 X2 =

:son equivalentes? Justifica tu respuesta.

La primera tiene la solucidon x = 2 y la segunda, x = £2 — No son equivalentes.
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Ecuaciones de primer y segundo grado

55. Resuelve las ecuaciones de segundo grado aplicando la férmula general.

AX—5x+6=0 axX—-—2x+1=0
b) 2x2—4x +13=0 fl7¢—3x+1=0
C)x24+8x+16=0 g —x—4x +5=0

d) 3x2+2x —16 =0 h) 3x¥* — 9 —54 =0

541
5+ 2 5+ [T 5 =38
e R T 51
X,=———=2
2

— No tiene solucion.

b) X:4:I:\/16—104 :4:i:\/—88
4 4

o (_8iVed-64 -8+V0 (doble)
2 2
W T2F1
—24J4+192 —2+./196 6
d) x= = —
6 6 -2-14 8
X, = = —
6 3
o) x=2EVA-4 230 gopie)
2 2
f) )(:3jE 9-28 _3+4-19 — No tiene solucidn.
14 14
o hr6
g) x_AEN16+420 —4xy36 | T2
- -2 2 -4-6
X, = =-5
2
N9t
9481+648 944729 |77 6
NX="—""="% | 9z
x2=T:—3

56. Sin resolverlas, averigua el niimero de soluciones de estas ecuaciones.

ax+5+6=0 e)xt+8x +16=0
b) —2x2—6x +8=0 f) 2x2—4x +13=0
0 XxX—8x+16=0 27X —-3x+1=0
d—-xX+x+1=0 hy 22 —=3x+2=0

a) A=25-24=1>0— 2 soluciones

b) A=36+64=100>0 — 2 soluciones

c) A=64—-64=0— 1 solucion doble

d) A=1+4=5>0— 2 soluciones

e) A=64—-64=0— 1 solucion doble

f) A=16 —104 =—-88 <0 — Sin solucion

g) A=9-28=-19 <0 — Sin solucién

h) A=(-3)2-4-2-2=-7 <0 — Sin solucién

194
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57. Determina el nimero de soluciones de las siguientes ecuaciones.

ax—1=0 g X¥—-—x—2=0
b) 24+ 2x =0 f) X2 =7x—12
x—dx+4=0 g 2x2—4+3x=xX+2+ 2x

d)x2+8x+16=0

ax—1=0-x*=1-x=+1

X1 =
2 f— —
D)x+2x=0->x(x+2)=0— X2 ) = - =2

_ (A EV(-4P—4-4 4+V16-16 _

) X —4x+4=0—> x 2
—g+482—4. —8+v64 —
d x¥*+8+16=0- x= £ 82 4-16 _ -8 54 64:—4
124 4.0
, (D +V(-1)2+4-2 1+vi+8
e)x—x—2=0-x= - —
2 2
143
N = . :2
_1+3 T3
2 o=1=3_
o 2

lX=7x—12->x¥—-7x+12=0

—(—NEVETP—4-12  7+£v49-48 741 {xl=4
— X = = = —

g 2¢°%—44+3xx=x¥*+2+2x->2x%—x*+3x—2x—4—-2=0

—-1+v1+4-6 —1+5 _’lxl=2
2 - 2 X, =—3

- xX+x—6=0->x=

Los apartados a), b), e), f) y g) tienen dos soluciones distintas ya que su discriminante es positivo, y los apartados
c) y d) tienen una solucién doble ya que su discriminante es cero.

58. Resuelve estas ecuaciones de segundo grado incompletas.

ayx—8=0 e) —8x?—24x =0
b) 2x2+50=20 f) xX—x=0
C) 3x24+75x =0 g x—1=0
d)x*—16=0 h) 4x* —2x =0
a) x=+v8
b) x> = —25 — No tiene solucion.

c) 3x(x +25)— x; =0, x, = —25
d) x=+v16 = +4

e) 8x(x +3) > x=0x=—3
f) —x(x+1)— x;=0,x=—1
g x=+v1 ==+1

h) 2x(2x 1)—>x,=O,x?=%
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59. Resuelve las ecuaciones por el método mas adecuado.

a) 7x2 = 63 g}x?+-1=%
b) X2 — 24 =120 h) X2 — 36 = 100
C) x¥*—25=0 ) 2x2—=72=0
d) x2 = 10000 ) 5xx—3=142
e) x2 —3=22 k) 9x2 — 36 = 5x2

f) 5x2—720=0 D 2x2+7x—15=0
a)7x¥*=63 > x*=9 - x=+3
b) X =24 =120 - x¥* =120 + 24 = 144 —» x = +12
)X —25=0-x*=25—->x==%5
d) x2=10000 —» x = =100
) XX —3=22-5x2=25->5 x= =5
f) 5x? —720=0—->5x=720 - X’ = 144 —» x = *12

5 D 1 1
2 —_— B e ——p— —_— —
h) X2 — 36 = 100 — x* = 100 + 36 = 136 - x = = V136

) 2x*—72=0—-2x*=72->x*=36 > x= *+6

) X3 —3=42>5x%=45 > x*=9 > x = 3

k) 9x2 — 36 = 5x% — 9x? — 5x2 = 36 — 4x* = 36
- x2=9 -5 x==%3

) 2x2+7x—15=O—>x=_7:'19+120:
—7 + 13 % %%
- -
ki x‘=—%=—5
60. Resuelve.

axX—7x=0 f) 3x2—12x =0
by X2+ 3x =0 g) 3x = 4x? — 2x
£) X¥— 25X =0 h) 4x2 = 5x
d) X2 — 10x =0 ) 25x2— 100x =0
e) 16x(x —5) =0 ) 6x2—6x =12x

5 Xx=0—— x,=0
a)x—7x=0—-x(x—7)=0—>
x=7=0->x=7

X:D—>X]:O
X+3:O_’Xp _3

b)x2+3x=0—>x(x—l—3}=0—>l

X=0——— =0

2 __ — — — = —
c) ¥ —25x =0 — x(x —25) =0 |X_25:0—>X2:25

Xx=0——— =20
x—10=0—-x,=10
16x=0—> x, =0
x—5=0-x=>5

d)x2—10x=0—>x{x—10)=0—>|

e) 16x(x—5)70—>[

196



Ecuaciones de primer y segundo grado

3x=0——>x=0
Xx—4=0—->x=4

g 3x=4x° —2x 2 4x° —2x—3x=0—->4x* —5x =0

f) 3x’—12x=0—>3x(x—4)=0—>|

X=0—— =0

DX =024 5-05x=2
h) 4x* =5x - 4x> —5x =0 — x(4x — 5) =0

X=0—>x=0

- _ _3

4x 5—-0—»){2—-4

25x=0— x =0

i 2 = —r — —
i) 25x° — 100x = Q0 — 25x(x — 4) O_)lX_4:O_’X2:4

Dexr—6x=12x >6x— 18 =0—->6x(x —3)=0

_)|6x=0—~x1=0
X—3=0->x,=3

61. Escribe estas ecuaciones de la forma ax? + bx + ¢ = 0y resuélvelas.

5 5 5 8x*—2
a) ¥+22x+ 1 =-—1 d 42+ X0 —30=—x2—X g) 3 =0
4+ 2
b) X*—3(x+3) =1 e =2+ X)) —x=—x*—14 h) 3 = 2X
1 o TE=2 B =P
C) 3(x*—2x) =x*+38 fy =x®+2(—2+x=2x+4 i) ( .
2 3 3 3
_ X, =-1
a) X +4X+2=-1- X +4x+3=0-Xx= 4i\/1=|1
2 X, =-3
X, =5
b) xz—3x—9:1—>x2—3x—10:0—>x:3*‘/@:| !
2 X, =—2
X, =4
c) 3X2—6X:X2+8—>X2—3X—4:O—>X:M:{ !
2 X, =—1
— X, =2
d)4X2+4X—3O:—X2—X—>X2+X—é:0—>X=1i—\/%: !
2 X,=-3
X, =—4
e)72X272X7X:7X274~>7X273X+4=0HX:3:‘:@:|X1 :
_ =
2 X, =~16=4
f)X——4+2X:2X+4—>x2—16:O—> 1=416
2 X, =—16=—4
_fﬂ
= J-==
g) 8x 2=0x’=" 42
4 1 1
Xy =— |- =—=
4 2
X, =1
h) 4x2+2:6x—>2x2—3x+1:0—>x:3iﬁ: 1
4 X, =—
2
i) 7X2—7X+2:X—X2—>4X2—4X+1:O—>X:4i\/6:%(d0b|e)
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63. Resuelve estas ecuaciones.
A Bx—2-2x+1=0
b) @x +4)-(—x+5) =0
) @x+2:-(2—9N=0

a) X -2=0—-Xx= )|zx+4:o_>xz—2 2X4+2=0— X =—1

i,
2X41=0 s x— —X+5=0—-Xx=5 X°=9=0—Xx=43

M|I wWIN
—_

64. Escribe, en cada caso, una ecuacion de segundo grado que cumpla estas condiciones.
a) Tiene como solucion lnicax = 2.

b) Una de sus soluciones es x = —1, el término independiente es —3y el coeficiente de x? es 1.
¢) No tiene solucién, es incompleta y el coeficiente de x2 es 2.

d) Sus soluciones son x = — %yx = %

a) Respuesta abierta, por ejemplo: x2 —4x+4=0

b) x2—2x-3=0

c) 2x?+1=0

d) 6x?—x-2=0

66. Halla la solucion de estas ecuaciones de grado mayor que 2, tal como se ha explicado
en la actividad anterior.
a) ¥ — 4 —4x +16=0 d) X — 7% + 10x = 0
b) ¥+ 2x—82=0 &) 2¢ -1+ 12x=0
Q) X =2 — 11D+ 12x=0 ) ¥ —6X2+8x=0

A |1 4 4 16

4 4 0 -16

‘1 0 -4 0 S (Xx=48)-(X*-4)=0—>x1=4,x=2,X3=—2
b)x?-(1+2x—8)=0—>x1=0,x="_

2
c)x-(x®—2x*—11x+12)=0
1 -2 -1 12

4 8 -12
‘1 2 3] 0

4

—>x-(x—4) - (®+2x-3)=0>x1=4,%=1,x3=-3,x=0

d)x - (x*=7x+10)=0—>x-(x=5) - (x—2)=0—x1=0,%=5,x3=2
e)x - (2x*—11x+12)=0—2x- (x—4) - [ng] =0—>X1=0,X2=4,X3=g

f)x - (®—6x+8)=0—>x-(x—2)-(x—4)=0—>x1=0,x=2,x3=4
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68. Resuelve las siguientes ecuaciones.
(x—27 14x-5_1

a) 3 7 5 dx—2)+2x — DX —3) =x(3%x —3) — 2x
p X2 +2)  1x+35 _ 52x+5 & T T B e 1 B ]
5 6 10 4 i
TR [ 1 e —_—Y2 ey =
c) 2x + 1) 1 f) dx SX 0

a) 2x -2 4+14-5=11-x*-4x+3=0 - x1=3,x=1

b) 6(X? —4)— 5(14x + 35) = 3(52X +5) — x1 = %Jr y14053 113 14053

sy A2 = ———

6 6 6

C) 4x? +4x+1=-1-2x*4+2x+1=0 — No tiene solucién real.

1 1
d) X—242X2—6X—X+3=3x"-3Xx-2X - X’ +x—-1=0 —>x1= _E_g ) X2 = -3
e) X+ X—2=24+X"-X-12—>Xx=—4
16

=0—-x,=0,x,=——

3,4
X|=X+—=
f [4 +5 15

69. Escribe la ecuacion que expresa estos enunciados y halla el niimero al que se hace referencia.
a) El doble de un niimero mas su cuarta parte es igual a 135.
b) La mitad de la diferencia de un numero menos 8 unidades es 3.
C) El producto de un numero por el doble de ese mismo numero da como resultado 512.
d) El doble de la suma de un nimero mas 4 unidades es —12.
e) La tercera parte de un numero menos la mitad de ese mismo numero da como resultado —3.
f) El producto de un numero por el nimero resultante de sumarle 5 unidades a ese mismo nimero es 14.
g) La cuarta parte del cuadrado de un numero es igual a la tercera parte de la suma de ese nimero mas

1 unidad.
X X X
a) 2X+Z:135—>8X+X:540—>X:60 e) 5—52—3—>2X—3X:—18—>X:18
X—-8 2 -549 [x,=2
b) —=3—-x-8=6—-x=14 f) X (Xx+5)=14—=X*+5x-14=0—X= =
2 2 X, =—7
X2 X+1 sije |72
C) X-2x=512—-2x*=512 - x> =256 - x ==£16 g) F =2 53X —AX—4=0—Xx= = -2
4 3 6 XZZ?

d) 2.(x+4)=-12-2x+8=-12 = x=-10

70. Halla dos nimeros naturales consecutivos sabiendo que su suma es 55.

X+ X +1=55— 2x = 54 — x = 27 — Por tanto, los dos nimeros son 27 y 28.

71. Obtén tres numeros naturales consecutivos sabiendo que su suma es 108.

X+ X+1+X+2=108— 3x =105 — x = 35 — Por tanto, los tres nimeros son 35, 36 y 37.
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Halla dos nimeros consecutivos sabiendo que la diferencia entre la tercera parte del mayor
y la quinta parte del menor es igual a la séptima parte del menor.

X+1 X X ,
%—g :; — 35X +35—21x =15X — X =35 — Por tanto, los nimeros son 35y 36.

Halla un nimero que sumado con su quinta parte, con su sexta parte y 9 unidades da como
resultado 50.

X+%+§+9:50 — 41x=1230 — x =30

Calcula x en cada caso.

a) b)
24 m? X—12 . 4x — 2

a) ARecta'ngqu=(X+3)'(X—2):24—>X2+X—30:O—>X:_1;:11 — X1=5,x=-6

Descartando la solucidn negativa, los lados del rectdngulo miden 3 cmy 8 cm.
b) Aplicando el teorema de Pitagoras:

(4X—2>2:(X+3>2+(3X—T)2—>3X2—8X—3:0—>X:¥ —x1=3,%= —%

Descartando la solucion negativa, los lados del triangulo miden 6 cm, 8 cmy 10 cm.

Halla un niumero de dos cifras sabiendo que la cifra de las unidades es el doble que
la de las decenas y que la suma de ambas cifras es 12.

x = cifra de las decenas — 2x = cifra de las unidades

X+ 2x=12 — x=4 — El nUmero es 48.

De una pieza de tela se han cortado dos partes, una de la mitad para confeccionar una camisa,
y otra de la sexta parte para un pafiuelo. Calcula la longitud de la pieza sabiendo que después
de los cortes han quedado 6 m.

x = longitud de la tela en metros.

X X
§+g+é:X—>3X+X+36:éX—>2X:36—>X:18 — La longitud de la tela es de 18 metros.
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77. Llevo recorridos % de un trayecto y atin me faltan 84 m para llegar a la mitad.

¢Cudl es la longitud del trayecto?

x = longitud del trayecto en metros.

[%+ 84] = % —2520=15x — 14X — x = 2520 — La longitud del trayecto es de 2 520 metros.

i 2 :
78. Un nifo gasta los 5 de sus ahorros en un regalo para su hermano. Luego, compra un libro con

la tercera parte de lo que le queda, y le sobran 16 €. Calcula cuanto dinero tenia ahorrado
y cuanto se gasta en el regalo y en el libro.

x = dinero ahorrado en €.

gx+%%x+16:x—>16:§x — x =40 € tenia ahorrados.

5
2x  2-40 .
= =T:1é€ se gasta en el regalo. %[x —%X = %~(40—16) =8 € se gasta en el libro.

79. Un terreno rectangular tiene una superficie de 1739 m2y mide 10 m mas de largo que de ancho.
Calcula sus dimensiones.

Ancho: x. Largo: x + 10 - x(x + 10) =1739 - x* + 10x — 1739 =0

o lo+84 27
—-10++v100+6956  —10++v7056 : 2
AS - - —-10—84
2 2 Xo = ‘—‘2—' = —47

Las dimensiones son 37 m de ancho y 47 m de largo. La ofra solucion
no es valida por ser negativa.

80. Halla la longitud de una cuerda sabiendo que, después de cortar la mitad, la quinta parte
y la décima parte, quedan 30 m.

x = longitud de la cuerda.

x—[%+%+%]:30—>10x—5x—2x—x:3oo > x=150m
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81. En una fiesta hay 288 personas. El nimero de nifios que han asistido a la fiesta es la mitad
que el numero de mujeres, y el nimero de hombres es la tercera parte de las mujeres y nifos
juntos. ;Cuantos nifios, mujeres y hombres hay en la fiesta?

)X

X
X = mujeres — 5:niﬁos—> 32 :% hombres x+§+%:288—>2)(:288 — x=144

Hay 72 nifos, 144 mujeres y 72 hombres.

82. Una bodega exporté en enero la mitad de sus barriles, y a los dos meses, un tercio de los que
le quedaban. ;Cuantos barriles tenia al comienzo si ahora hay 400007
X

: 1
y en los dos meses siguientes: §(X - 3).

X

Barriles: x. Exporta en enero: >

x—i—l(x—i)zaooooai—

X X
> 3 > > €—4000O—’§—4DOOO

— x = 120000 barriles

83. En la comunidad de vecinos de Luis hay una quinta parte de personas originarias de paises
africanos, una décima parte de americanos y las 28 personas restantes son europeas.
¢ Cuantos vecinos hay en total?

X_[ﬁJri]:zg — x_[f+i]:28 — x = 40 vecinos hay en total.
5 10 5 10

84. Para embaldosar un salén de 8 m de largo por 6 m de ancho se han utilizado 300 baldosas
cuadradas. ;Cuanto mide el lado de las baldosas?

B
7 Ay AR

am

Lado de la baldosa: x
300k =86 — x*=0,16 - x =04
La baldosa mide 40 cm de lado.

86. Claudia y su madre se llevan 26 afos. ;Cuantos afios tienen ahora si dentro de 10 afios
la edad de la madre sera el triple de la edad de Claudia?

Claudia Madre de Claudia
Actualidad X X+ 26
Dentro de 10 aios x+10 X+ 36

X+36=3(x+10)— x+36=3x+30— x=3

Claudia tiene 3 afios y su madre 29 afios.
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87. Miguel tiene dos afios mas que su primo Alberto y hace cuatro afios la edad de Alberto era
tres cuartas partes de la de Miguel.

a) ¢Qué edades tendran los dos dentro de seis afnos?
b) ;Qué edad tenia cada uno cuando la edad de Miguel triplicaba la de Alberto?

a)
Miguel Alberto
Actualidad X+2 X
Hace 4 aios xX—2 x—4
3

X—4:Z-(X—2)—>4X—16:3X—6—>X:1O

Dentro de 6 afios Miguel tendra 18 afios, y Alberto 16.

b)
Miguel Alberto
Actualidad 12 10
Hace y afios 12—y 10—y

12 -y=3(10-y) » 2y=18 — y =9 — Hace 9 afios la edad de Miguel triplicaba a la de Alberto.

Es decir, Miguel tenia 3 afios, y Alberto, un afio.

88. Maria tiene dos hijos gemelos cuyas edades son la octava parte de la edad de su madre.
;Cuales son sus edades si entre todos suman 40 afios?

Edad de Maria=x — Edad de los gemelos = g

x+%+%:40—>8x+2x:320—>)(:32

Es decir, Maria tiene 32 afios y sus hijos tienen 4 afios.

£9. Un padre tiene 35 afios, y su hijo, 8. ;Hace cuantos afios el padre tenia diez veces la edad del hijo?
¢Dentro de cuantos afios la edad del padre sera el doble de la del hijo?

Padre Hijo

Actualidad 35 8
Hace x afios 35—x 8—x
Dentro de y afios 35+y 8+y

35— x=10(8 - x)— x =5 — Hace 5 afios el padre tenia diez veces la edad del hijo.

35+y=28+y)— y =19 — Dentro de 19 afios la edad del padre sera el doble de la del hijo.
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91. Alas 7 de la mafana Tomas sale de Zamora con direccién a Cadiz, a 660 km, con una velocidad
de 75 km/h. A la misma hora, Natalia sale de Cadiz hacia Zamora por la misma carretera,
a una velocidad de 60 km/h. ;A qué hora se cruzaran? ;Y a qué distancia de cadiz?

Siendo x el tiempo que tardan en encontrarse, y considerando

que estan a una distancia de 660 km: 75x + 60x = 660 — 135x = 660
— x = 4,888 horas = 4 h53 min 20 s. Se cruzardn alas 11 h 53 min 20 s
y estaran a 4,888 - 60 = 293,333 km de Cadiz.

92. Esther viaja de Barcelona a Sevilla en coche. Sale a las 8 y lleva una velocidad de 90 km/h. A 110 km
de Barcelona, Juan coge, a las 8, un autobus que viaja a 70 km/h, con la misma direccién que
Esther. (A qué hora se encuentra Esther con el autobiis? ;Qué distancia ha recorrido cada uno?

El tiempo gue tardan en encontrarse es x.
90x = 110 | 70x — 20x = 110 — x = 5,5 horas

Luego se encuentran a las 13 h 30 min. La distancia recorrida por Esther es:
55-90 = 495 km y la de Juan es: 495 — 110 = 385 km.

93. Un camioén sale de una ciudad a una velocidad de 80 km/h y, dos horas mas tarde sale un coche
de la misma ciudad a 120 km/h. ;A qué distancia del origen alcanzara el coche al camion?

x =Tiempo transcurrido desde que sale el coche hasta el encuentro.

Ventaja Momento del encuentro

Distancia que recorre el camién 2 - 80 2 - 80 + 80x
Distancia que recorre el coche 120x

2:-80+80x=120x - x=4 —4-120=480

Es decir, se encuentran 4 horas después de la salida del coche, a 480 km del origen.

94. En una pasteleria a las 12 h han vendido un tercio de los pasteles que habia. A las 14 h han
vendido la mitad de los que quedaban. Por la tarde venden una sexta parte del resto, y al cerrar
quedan 20 pasteles. ;Cuantos pasteles habia al comenzar la jornada?

X =numero de pasteles al comenzar la jornada.

Alas12 h: X Alas 14 h: 1[)<—1]:i Por la tarde: X
3 2 3 3

1
3 6

§+%+%+20:X—>6x+6x+x+360:18x—>x:72 pasteles.
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DEBES SABER HACER

1. Escribe una ecuacion:

a) Con dos incognitas y terminos independientes 5y —3.
b) Con una incognita y solucion 7.

Respuesta abierta, por ejemplo:

a) 2x+5=6y—3

b) 2x +5=19

2. Resuelve estas ecuaciones.

a3x+2—4=2x+3
2—X i 1+x 3—X

b’3 2 4

aA)3x+6—-4=2x+3—>x=1

b) 12~[2;X+1-;X]:12~3:1X—»8—4X+6+6X:9—SX—>X:—1

3. Resuelve estas ecuaciones.

a) X*+dx—5=0 0 2x*—4=0
b) 2x2—4x =0 d) 2x%2 =
_ = X, =~2
a)x:A'i—*/%:{X1 ! c) 22X’ =4—-x>=2-{" V2
2 X,=—5 X2:—\/§

d) x=0doble

4. En un viaje se han hecho dos paradas. Hasta la primera se ha recorrido la tercera parte

del trayecto, y hasta la segunda, la quinta parte. Si desde la segunda parada hasta el final del
trayecto atin quedaban 210 km, ;qué distancia se ha recorrido en total?

x = distancia total del trayecto.

§+%+210:x—>5x+3x+3150=15x—>x:450 km

5. El area de un rectangulo es 96 cm>. Halla la medida de sus dimensiones sabiendo que el largo
mide 4 cm mas que el ancho.

Longitud del anchoencm=x —  Longitud del largo =x + 4.

_ / X. =8
x-(x+4):%—>x2+4x—%:0—>x:4i—m: !
2 X, =—12

Descartando la solucion negativa, se tiene que el ancho es 8 cmy el largo 12 cm.
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

95. Para planificar un viaje necesitamos saber el tiempo aproximado que invertiremos en el trayecto.
Para determinar ese tiempo, se pueden utilizar los navegadores o paginas web especificas,
en las que marcando la ciudad de origen y la de llegada podemos obtener el tiempo estimado
que durara el viaje.

Para calcular ese tiempo se suele utilizar la formula fisica del movimiento rectilineo uniforme:

Espacio = Velocidad - Tiempo

ex)

/' Mt
onostia- F R AN CI A
stian

f‘?ﬁgona sy
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-e$lt,:e l;?ar:':a < =
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‘Escala
“?_) 0 130
i

lencia

kilometros

Lucia vive en Santander y suele veranear en Alicante con su amiga Ana, pero este ano sus vacaciones
coinciden y han decidido intercambiar casas. Lucia sale de Santander a las 9:00 h de la mafana

y la velocidad media de su coche es de 115 km/h. Ana sale de Alicante un poco mas tarde, a las 9:30 h
de la manana, y su velocidad media es de 100 km/h.

¢En qué punto kilométrico se encontraran si suponemos que la distancia total es 900 km?
t =tiempo en horas a partir de las 9:30.
900 = 115(t + 0,5) + 100t — t = 3,92 — Se encuentran en 3,92 horas desde la salida de Ana.
(3,92 +0,5) - 115 =508,3 km desde Santander.
3,92 - 100 = 392 km desde Alicante.

FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

96. Resuelve estas ecuaciones.

x2+x-6=0 x2+2x-8=0
—-6x2+x+1=0 —8x2+2x+1=0

Si observas, cada par de ecuaciones son del tipo:
axt+bx+c=0 cx2+bx+a=0
a) Escribe dos ecuaciones que correspondan a estos tipos y resuélvelas. i Qué observas?

b) Comprueba que sis, y s, son las soluciones de ax2 + bx + ¢ = 0y r,yr, son las soluciones
de cx? + bx +a = 0,se cumple que:s, - r, = 1ys, -1, = 1.
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- X =2 - X, =2
2 X, =-3 2 X, =—4
X = P
— 17 T4 -~ ==
_6X2+X+1:O_’X:1i—1\2/£= 13 —8X2+2x+1:0—>x:—2i1:6/%: 14
a X, =— - X, =—
2 2 5 5
a) Respuesta abierta, por ejemplo:
! 1
2x279x75:o—>x1:5,x2:_§ *5X2*9X+2:O—>X1=—2,x2:§

. . 1 1 . .
Si X1y X2 son las soluciones de ax? + bx + ¢ =0, entonces — y — serdn las soluciones de cx*> + bx +a=0
2 1

—b+b?—dac —b-~b*—4ac b>*—b?+dac 4dac
b) s,.r,= . = =—=1
2a 2c 4ac dac

_ —b—+b*—4ac —b++b*—4ac _b*-b*+4ac _dac
2a 2c 4ac 4ac

Sy-h

97. Resuelve estas ecuaciones:

X+ x-6=0 x2+2x-8=0
x?-x-6=0 x2-2x-8=0

Si observas, cada par de ecuaciones son del tipo:
ax?+bx+c=0 at—bx+c=0
a) Escribe dos ecuaciones que correspondan a estos tipos y resuélvelas. ;Qué observas?

b) Comprueba que sis, y s, son las soluciones de ax? + bx 4+ ¢ = 0y r, y r, son las soluciones
deax? — bx + ¢ = 0,se cumple que:s, +r, = 0ys, +r, = 0.

- X, =2 Y 3
X2+X—6:o_>x:1i—@: 1 XZ—X—6:O—>XZH:\/£: !
2 X, =3 2 X, =2
- X:2 X :4
X2+2x—8:0ﬁx:2i—*/%: 1 XZ—ZX—8:O—>X:2i\/%: ,
2 X, =—4 2 X, = =2
a) Respuesta abierta, por ejemplo:
! 1
2x?2—-9x—-5=0 —>X1=5,X2=—§ 2X2 49X —-5=0— X1=—5,X2=§

Si X1 y X2 son las soluciones de ax? + bx + ¢ = 0, entonces las soluciones de ax? — bx + ¢ = 0 serdn las opuestas.

—b++b? —4ac +D—\/b2—4aC 0
24 28 2a

=0

b) s,+r,=

—b—~/b? —4ac N b++b*—4ac _ 0
2a 2a 2a

=0

S, +h=
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PRUEBAS PISA

98. Villazed esta contemplando construir varias centrales de energia edlica para producir electricidad.
El Ayuntamiento de Villazed recogidé informacion sobre el siguiente modelo.

Altura de la torre: 138 metros

NUmero de palas del rotor: 3 2
Longitud de una pala del rotor; 40 metros

Velocidad méaxima de rotacion: 20 vueltas por minuto

Precio de construccion: 3200000 zeds

Facturacion: 0,10 zeds por kwh generado

Coste de mantenimiento: 0,01 zeds por kwh generado

Rendimiento: Operativa el 97 % del ano

Nota: el kilovatio-hora (kwh) es una unidad de medida de la energia eléctrica. :

Modelo; E-82 \

Villazed desea calcular los costes y el beneficio que generaria la construccion de esta central
de energia edlica.

El alcalde propone la siguiente formula para calcular el beneficio econémico, E (en zeds), durante
una serie de arios, a, si construyen el modelo E-82.

E = 4000008 — 3200000

Beneficio de la Costes de construccion
produccién anual  de la central de energia
de electricidad edlica

Segln la formula del alcalde, ;cual es el nimero minimo de afos de funcionamiento requeridos
para cubrir los costes de construccién de la central de energia edlica?

4000000 —3200000=0—a=8

El nimero minimo de afios requeridos para cubrir los costes de produccion es 8.
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CLAVES PARA EMPEZAR
1. Construye una tabla de valores para cada ecuacion.
aAy=-—-1+2
b)x=-y+2
OXxX+y=2
y -5 -3 -1 1 3 y 4 3 2 1 0 y 4 3 2 1 O
2. Representa graficamente estas funciones.
ay=x-—-2
C)2x—y=3
a) 4 b) ra c) Yy
)/ T \_\\\ 1
TN T
i N
//.'- L
VIDA COTIDIANA

La Red Ferroviaria Espafiola abarca un gran nimero de lineas que conectan todas las regiones
y las ciudades mas importantes.

Se comenzo a construir en 1848 y la red constaba de tan solo 28 km (de Barcelona a Mataro).
En la actualidad alcanza una longitud de mas de 15000 km.

* Un tren parte de la ciudad A, con una velocidad de 90 km/h, con destino a la ciudad B, que esta
a 200 km. Desde B, a la misma hora y con una velocidad de 70 km/h, sale otro tren con destino
a A. ;Cuanto tiempo tardaran en cruzarse?

t = tiempo que tardan en cruzarse
200 =90t + 70t — t = 1,25 horas

Tardaran en cruzarse 1 hora y 15 minutos desde su salida.

RESUELVE EL RETO

La ecuacion 2x + 3y — 4z = 8, ;cuantas soluciones tiene si x es 1?

Tiene infinitas soluciones.
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Una botella y su tapén pesan 1 kg y 10 g. La botella pesa 1 kg mas que el tapon. ;Cuanto pesa

la botella?
x = peso de la botella en kg y = peso del tapdn en kg
=1,01
X+y =10 O} —1+2y=1,010 — y = 0,005 — x = 1,005
X=1+y

La botellapesalkgy5g,yeltapén,5g.

Un namero tiene dos cifras. Si multiplico la suma de sus cifras por 6 y obtengo dicho niimero,
iqué niimero es?

x = cifra de las decenas y = cifra de las unidades
6(x+y)=10x+y >y =%X — Como x solo puede tomar valores entre 0y 9, la Unica solucién vélida es x =5.

Asi, el nimero buscado es 54.

ACTIVIDADES

1. Escribe las siguientes ecuaciones en la forma ax + by = c e indica los coeficientes y el término
independiente de cada una de ellas.
A3X—y+2=x—4y+1
b =5+ X — W + 3= 2%
C) 2y —(6X +7) = —2

o Coeficiente Coeficiente Término
Ecuacion . .
de x dey independiente
a) 3x+3y=-1 3 3 -1
b) —-7x+8y=0 -7 8 0
c) —6x+2y=5 -6 2 5

2. Averigua de cuéles de estas ecuaciones son solucion los valores x = 1,y = —2.
a) 4x + 2y =1 C) —4x +2y= —8
by 4x —2y =0 d) 4x +2y=0
a)4-1+2-(-2)=1— No essolucion. c)—4-1+2-(-2)=-8 — Siessolucién.

b)4-1-2-(-2)=0— No es solucidn. d)4-1+2-(-2)=0— Siessolucion.

3. Encuentra cuatro soluciones de la ecuacion —x + 5y = 2. ;Cuantas soluciones tiene?
De las infinitas soluciones que tiene, cuatro de ellas son, por ejemplo:

x=-2,y=0 x=3,y=1 x=8,y=2 x=-7,y=-1
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4. Halla las soluciones de la ecuacion 3x + y = 2 para los valores que se dan.

ax=0 d x=—1 g x=3
by x =1 e x=—2 hy x=4
Cx=2 fy x= -3 ) x=25

Representa graficamente las soluciones que has obtenido y inelas mediante una linea.
¢ Qué tipo de linea obtienes?

x -3 -2 -1 0 1 P 3 4 5
11 8 5 2 -1 4 -7 -10 -13

Se obtiene una linea recta.

5. Encuentra tres soluciones de la ecuacién x — 2y = 6 y comprueba que estan situadas
en la misma recta.

x==2,y=-4 x=0,y=-3 x=2,y=-2
Y--

6. Representa graficamente las soluciones de estas ecuaciones lineales.
ax+2y=20 ) dx—y=2
byx+y=5 dx—2y=4
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a) Y c) 14
1t 1
i = \1\ R i R! X
b) 14 d) 14
1 4
. 1 '3
1 :X |

7. considera la ecuaciéon —3 - (2x — y) + y = 2X.
a) Exprésalaen laformaax + by = c.
b) Construye una tabla de valores con cuatro de sus soluciones.
C) Representa graficamente las soluciones de la ecuacion.

d) Comprueba que el par de valores x = 6, ¥y = 12 es solucion, constatando que cumple la ecuacion y que es
un punto de la recta representada.

e) Averigua, a la vista de la recta representada, si el punto (—4, 8) es solucion de la ecuacion.
a)2x—y=0 b) " 1 1 0 )
y 2 -2 0 4

c), d) y e) El par de valores x=6, y = 12 cumple la ecuacién, porque 2 - 6 — 12 =0.

El punto (—4, 8) no es solucion.
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8. Razona si estos pares de valores pueden ser soluciones de una ecuacion lineal con dos incégnitas.

a) (1,2y(1,9) d © —3)y(=1,-2
b) (—2,3)y(1,3) e) (—6,2 Yy, —2)
C) (2,9)Y(37) f) (=3,—=2)y(—8,3)
a) v c) e) 14
X+0y =1 2 ;
+ + + 4 $ + 1X
1.. 4
2 X |
X
b) & d) i f) 14

\ X+0y=-3

9. Haz los calculos e indica cuales de los siguientes sistemas tienen como solucion el par
de valores (—3, 4).

a) £1X-‘-}/=—8] C}zx—y:_ml
=X 2= 9 X+3y=9
by x—2y=-—11 d x+2v=5
—X+y=7 2X+3y=—6
4.(-3)+4=-8 (=3)—4=—
a) 3+ — No es solucion c) 2:(=8)-4=-10 — Si es solucién
—(=8)-2:4=5 —3+43:4=9
b) -3-24=-1 Si lucié d) —3+2-4=5 N lucio
- —
—(-3)+4=7 I es solucion 2.(-3)43-4=6 o es solucién

10. Halla el valor de a y b para que el par de valores (2, —3) sea solucion del sistema.

X+by=5
ax—3y=-1

2+4b-(-3)=5-b=—1

28-3-(-3)=-1—-a=-5
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P

Sistemas de ecuaciones

Escribe dos sistemas, uno compatible determinado y otro compatible indeterminado,
para los que (—2, 5) sea solucion.

Compatible determinado: Compatible indeterminado:

X+y=3 ]

X+y=3
5X+2y =0

2X+2y =6

;Cuantas soluciones tienen estos sistemas?

a}3x—4yr1ol d) 3)(—&)/-—10]
—Xx+y=-3 —6X + 8y = —20
b) x—y=10‘ e)—2x+5y=9]
=Xt Y=—3 X im=ang
c)2x—y=3] f) 5x —dy =2 ]
3x—y=-8 3x+2y=-12
a) Y4 c) e) &

1
14 2 1 1
t I + = —t t —= ’ 2:\ t —t :X b+ +—t

— H
L ]
Una solucién Una solucién Una solucién
b) ERA d) - ra f) vi
2 11 : 1
e
2 X [ i |/ X 1 X
. ,,'/' .
vV
Sin solucién Infinitas soluciones Una solucién

13. Considera la ecuacion x + y = 3. Representa sus soluciones y elige una de estas ecuaciones

para formar un sistema compatible indeterminado.
AX+y==6
by 2x + 2y =6

) —Xx=3+Yy . ..
d —x—y=-3 '

Con las ecuaciones b) y d) se forma
un sistema compatible indeterminado.
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14. ¢Cuantas soluciones tiene este sistema?
X—4y =1 ]
—X + 4y = —1
a) Modifica los signos de sus coeficientes para obtener un sistema compatible determinado.
b) ¢Puedes escribir un sistema incompatible modificando los signos de los coeficientes?

Tiene infinitas soluciones porque ambas ecuaciones representan la misma recta.

a) X—4y =1 }
X+4y =—1

b) X—4y =1 }
X—4y =—1

15. Resuelve estos sistemas por el método de sustitucion.

a)2x=y=3] d) x-‘yz{)]
X—y=-8 2X+ 3y =—2

b) x—2y=al e) 5x — 4y = 2 ]
—X+3y=-5 3X+ 2y = —12

C) —2x+5/=9 ] f) 5x—2y=12]
X—y=-3 4X+3y =5

a) 2X+y=3 ]_}y:3—2x

—3X—(3-2X)=-8—x=-1y=5
3X—y=-8 3x—y:—8] ( ) Y

b) X—=2y=4 }_}x:4+2y

x43y—-_5 _X+3y:_5}_>—(4+2y)+3y:—5—>y:—1,x:2

o —2x+5y:9} —2X+5y =9

}_>—2~(—3+y)+5y:9—>y:1,x:—2

X—y=-3 | x=-3+y
X+)/:O X:_y
d . o I
)2X+3y:—2} 2X+3y:_2} 2y +3y=-2—-y=-2,x=2
2+4y
5X 4y =2 _
L 2y— 12}HX > H3'2+%+2y=71zﬂy:73,x272
rry=- 3X+2y=-12
1242y
5x—-2y=12] «x= 1242y
4. 3y =5 - 1x=2
f)4x+3y:5}_’ S ]—’ +3y=5-y=-1,

AX+3y=5

; ; ; oo 2:(X+3)—(x—y)=9
16. Efectua las operaciones y después resuelve por sustitucion = 3-(X+y) +ay =1
2x+6—x+y:9} X=3-y

—3x-3y+4y=11 —3x+y:11}_)_3'(3—V)+y:11_>y:5,x:_2
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17. Resuelve por sustitucion.

y+a _

3
X+4
5

|

Yy +4=3x ] y=3x—-4

X 4+A=—5.(3X—8) = x =1y =1
X+4=—5y _’x+4:—5y} * (Bx—4)—x=1y

18. Resuelve estos sistemas utilizando el método de igualacién.

a 2x—y=-—10 gy BX—2u=+
X+3y=29 —5x+ 6y =13
b) 3x — 4y =10 d) 2x + 5y=-1
—X+y=-3 2X—3y=7
y—10
2X—y =—-10 A
a) 3y_9 }—>X 2 t—y-10=18-6y —-y=4,x=-3
XH3y= X=9-3y
10 +4y
3x—-4y =10 =
b) y_ 3}—>X 3 1044y =3y+9—y=—1x=2
XHy=- X=y+3
o 1t2y
g =T B 142y =6y 13—y =3x=1
~bx+6y=13]  _6y-13 y=oy Vo=
5
w15y
2X +5y =—1 -7
d — — —1-5y = —y=-1x=
)2)(—3y:7jl X:7+3y 1=y =743y —y =—lx=2

2

19. Efectlia las operaciones y después resuelve por igualacion.

4:X+2) —x=-Y
—3X=2y—4—x

4X+8y—X:—y} X =-3y

73x:2y747x —>X:27y}_)_3y:2_y—>_2y:2_)y:_1')(:3

20. Resuelve el siguiente sistema por el método de igualacion.
2X—4 _y+3 _

3
5 2

X+y

=1
2
53+ 5y

4x—8-5y-15=30] x—

Y }_>X 4 | 5345y=8-4y ~9y=-45—y=-5x=7
X+y=2 X=2_y
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21. Resuelve estos sistemas, operando adecuadamente para poder aplicar el método de reduccién.

a) x—2y=-—11] b)x—ay=6} ) 2x—7y =-19
—X+y=7 X+y=1 —5X + &y = 13

X—2y=-11
a) Xty=7 }—>—y_—4—>y—4,X——3
b)X—Ayzé} \ X—4y =6 }_}5)(:10_})(:2’)/:_1
X+y=1|——4dx+4y=4

o 2X—7y:—19]'—5>10)(—35y:—95

—Sx+6y =13 '—2>710X+12y=26}_)_23)/:_69_’)/:3')(:1

22. Efectiia y resuelve por reduccion.
(x—4ay)—2-3x+y)=-2
—X+3-(y—x)=14

X—Ay—éx—Zy:—Zj —5X -6y =-2 —5X -6y =-2

— ——-13Xx=26-Xx=-2,y=2
—X+3y—-3x=14 —4x+3y:14}'—2>—8x+6y:28] 24

23. Resuelve por reduccion.

X—-2y X
+—=0
2 4
X+
_x+5.(w)=6
6
2X -4y +Xx=0 3X—4y =0 ] —2515x-20y =0
y+ Lo v 3 =124 X =4y =3
—6X+10x+5y +5=36| 4x+5y=31—516x+20y =124

24. Resuelve estos sistemas de ecuaciones por el método que consideres mas adecuado.

2X—V

a) ZX+3y:5+x+2y] d +2x=4+Yy

X—2y—3=3—42% 2X =44y

b’£‘<3—4)+2(}/—2):‘18—x—y] 6 Jy+3=x-2xty

2X+3y _

X+ty=2 18
5 2
X—Y
B St =
)
y—x =6
X+y=5 X=5-y 3 1194
a)x+40y:6}_’x+40y:6}_’5_y+40y*6 Y =3% =39

2x+3y =18 2x+3y =18
b — —y=14,X=-12
)X+y:2 }% —2x—2y:—4} y '
3X—y=-2

C) }—>2y:4—>y:2,)(:0

—3x+3y=6
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d) 8x-4y:12} % 2X—y =3

— Sistema incompatible. No existe solucion.
2x—y=4 2X—y =4

e) x+5y:—3} X=-3-5y

— —2-(-3-5 3y=36—y=-6x=27
2X +3y =36 2x+3y:36} ( y)+3y Y '

25. Resuelve estos sistemas por el método que consideres mas adecuado.

X+ 2y
5
2x + ) + 4y = 40

a) =5

X—Yy -
b) 3 +y="

A(—x+yY)—3y=6

X, ¥ _1

2 4 2
3-2x—2 3+ _

> 5 —10

a) X+2y =25 } X=25-2y

25—2y =20— =— =
2%+ 6y = 40 HX:ZO—?))/}*} 5 y 0-3y —Vy 5x=35

b) X+2y=3 }'_4>4x+8y=12

Oy =18 -y =2, X = —1
—AX+y=6 —4X—i—}/=6]*> y v

. 2x+3y =2 } 2x+3y =2

2X+3-(X+20)=2—-Xx=-2,y=2
54x —54—6y —6=-180 H9X+20:yjﬂ +3-(9x +20) y

26. Escribe un sistema de ecuaciones que sea apropiado para resolverlo por sustitucion, y otro,
por reduccioén.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

. ) oo X=5
Sistema apropiado para resolver por sustitucion: N 3))//7 4}

. . L 2X+y=T7
Sistema apropiado para resolver por reduccion: Y ]

X—y=-4

27. EXpresa como ecuaciones con dos incognitas.

a) La suma de dos numeros es 50.

b) La diferencia de edad de dos hermanos es de 5 afos.
C) Un padre tiene el doble de edad que su hijo.

d) Un nuimero supera a otro en 10 unidades.

a) x+ y=50siendo x e y los dos nimeros.
b) x —y =5 siendo x e y las edades de los dos hermanos.
c) x =2y siendo x la edad del padre e y la edad de su hijo.

d) x=y+ 10 siendo x el nimero que supera a y en 10 unidades.
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28.

29,

30.

31.

32.

33.

Sistemas de ecuaciones

Las edades de Leo y su padre suman 40 afos. La edad del padre es 7 veces la edad del hijo.
Expresa el problema con un sistema de ecuaciones.

x =edad de Leo y = edad del padre

X+y=40

y=7x }—>X+7X:40—>8X:40—>X:5,y:35

En una reunion, si cada persona come 5 pasteles, sobran 3; pero si comen 6, falta 1. ;Cuantas
personas y pasteles hay?

X =numero de personas y = numero de pasteles

5X+3=y

5X+3=6X—-1—Xx=4,y=23
6X 1=y X - 24

Un hotel tiene, entre dobles e individuales, 120 habitaciones. Si el nimero de camas es 195,
icuantas habitaciones dobles tiene? ;E individuales?

X =numero de habitaciones individuales y = numero de habitaciones dobles

X+y=120 }—>" Y, —x—y=-120

—75,x =45
X +2y =195 X +2y =195 }Hy

Las edades de un padre y su hija suman 77 aios. Dentro de 2 afos el padre tendra el doble
de la edad de su hija. ;Qué edades tienen en la actualidad?

x = edad del padre y = edad de la hija

X+y=77 } X+y=77} X=77—-y

X+2=2-(y+2)]  x-2y=2 Hx72y=2}H777y72y:2%y:25’)(:52

Un coche y un autoblls, situados uno detras del otro, miden juntos 14 m. El doble de la longitud
del coche supera en 1 m la longitud del autobus. ;Cuanto mide cada uno?

x = longitud del coche y = longitud del autobus

x+y:14j X+y=14

3X=15—-x=5,y=9
2X =y +1 Hzxfy:1jﬂ - Y

Tres pantalones y una camiseta cuestan 123 €. Un pantalon del mismo tipo y tres camisetas como
las anteriores cuestan 105 €. ;Cuanto vale una camiseta?

x = precio de un pantalén y = precio de una camiseta

3x+y=123] 3X+y =123
—

(105 — —123 8y =192y =24,x=
X +3y =105 x:10573y}ﬁ3(05 W)ty =123 -8y y=2hx=33
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ACTIVIDADES FINALES

34. Comprueba si el par de valores x = —1, y = 3 es solucién de alguna de estas ecuaciones.
ax+y=4 c) —Xx+3y=10
by x —y=—4 d) 2x + 5y =28

a) —14+3 =4 — No es solucidn.
b) —1-3=—-4 — Sies solucion.
c) 1+3.3=10 — Si es solucidn.

d) -1.2+5-3=-2+15=8 — No es solucion.

35. Asocia en tu cuaderno cada ecuacion con sus soluciones.

ax+y=10 1. (=1,5)

b)3x —y=2 2.(4,6)

C) 7x + 2y =16 3 7,3

d2x—3y=0 4. (0, —2)

e) —x+5%=3 5. (—7,17)

f) —d4x+y=1 6. (2,1)
a) x+y=10 —(4,6),(7,3), (-7,17) d) Ninguna de las soluciones dadas es valida.
b) 3x-y=2 —(0,-2) e) x+5y=3 —(2,1)
c) 7x+2y=16 —(2,1) f) Ninguna de las soluciones dadas es valida.

36. Escribe, en cada caso, una ecuacion lineal con dos incognitas de forma que una de sus soluciones
sea el par de valores que se da.

ax=2y=-—1 dx=0y=1
1 -2 4
Dig=gl=—a BX=gd=jg

0 x=-3y=0 fyx=y=—1

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) 3x+y=5 c) Xx+5y=-3 e) 3x+5y=2

b) 4x -y =7 d) 2x+3y =3 f)2x—(y+1)=-2

37. Halla el valor desconocido para que estos pares de valores sean solucion de la ecuacion

3x — 2y = 10.

a) @, —5) C) (—2,0)

b) (b, 2 d) (d, —14)
a) 3a+10=10—a=0 c) —6—-2c=10—-c=-8
b) 3b—4:10—>b:% d) 3d+28=10—d=—6
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38. Escribe dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, x e y, de forma que x = 4, y = —1 sea solucion
de ambas. Después, representa graficamente las soluciones de ambas ecuaciones. ;Qué posicién

relativa tienen las dos rectas?
Respuesta abierta. Por ejemplo:
X+5y=-1;2x+3y=5
Las rectas podrian ser secantes o coincidentes. En el ejemplo las rectas son secantes.

&

39. construye una tabla de valores para estas ecuaciones tomando los siguientes valores de x.
X=-1 X=-2 XxX=0 x=1 X=2

Después, representa graficamente todas las soluciones de estas ecuaciones.

a) x+y=2 Cy—3x=1
D)x+y=3 d) 2x =11 — 4y
a) c)
x -2 -1 0 1 2 x -2 -1 0 1 2
y 0 1 2 3 4 y -5 -2 1 4 7
vi Y _
At 1l
et 4 :X = :, i R :)?
b) d)
X -2 -1 0 1 2 x =2 -1 (0] 1 2
y 5 4 3 2 1 y 15/4 13/4 11/4 9/4 7/4
4 v
1 1 ~.
1 X : I JJ X
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40. comprueba graficamente, en cada caso, si los pares de valores dados pueden ser solucion

de una ecuacion lineal con dos incégnitas.
a) (2,7),0, —3),(1,2,(—1, —6)

b) (1,2),(3,3),(0,3), (=5, —1)

) 0,0),@, —1),© —3).6 —2

dy (—2,1),(—7,3),(8, —3), 8, —1)

a) Yy

| *27

21e(1,2)

I 5 + + + :X
fo.-3)

(_1[ _6) -+

No estdn alineados.
b) 4]

+(0,3) '(3, 3)

[ o

No estdn alineados.

c) Y4
J 24
—_](0,0)
-2 1 (3'0 ((2, —?). X
- (9,-3)
Si estan alineados.
d) ra
kY |
( )f‘zﬁl)?" 3 | -
T 61—y
(8,-3)

Si estan alineados.

41. Escribe cada una de las ecuaciones lineales en la forma ax + by = c e indica para cada una
de ellas los coeficientes de x e y, y el término independiente.

a) 3x — 8 =X + 5y
b) =x+3=y+ &
0 2x—yY=3y—2
X+4 y-—1

%8 2

o 2 —atx+y) =5

a) 2x -5y =8 — Coeficiente de x: 2
b) 5x +y=3 —  Coeficiente de x: 5
c) 2x -5y =—6 — Coeficiente de x: 2
d) 2x -3y =—11 — Coeficiente de x: 2

e) —x -8y =20 — Coeficiente de x: -1

222

Coeficiente de y: -5
Coeficientede y: 1

Coeficiente de y: -5
Coeficiente de y: —3

Coeficiente de y: —8

Término independiente:
Término independiente:
Término independiente:
Término independiente:

Término independiente:

-11
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42. Responde razonadamente.

a) /Qué ecuacion lineal con dos incognitas tiene por soluciones todos los pares de la forma (@, a)7?
b) ;Qué ecuacion lineal tiene por soluciones todos los pares de la forma (x, 0)?
) ¢Y lague tiene por soluciones todos los pares de la forma (0, y)?

a) x-y=0 b)y=0 c)x=0

43. Indica qué par de valores es solucion del sistema.

3x+5y =1
—X+ 4y =—6
a) 2,1 0 (=21
b) (2, —1) d) (—2, -1
3.245.1=11=1 -
a) — No es solucion.
—24+4.1=2=-6
3245 (=1 =1
b) +5-(=7) — Si es solucidn.
—2+4-(-1)=—6
) 3:(=2)+5:1=-1=1 — No es solucién.
244.1=6= -6

g 3D+ §>:( N=—11=1

— No es solucion.
244 (1) =—2=—6

44. Averigua de qué sistema es solucién el par de valores (3, —2).
a x+y=1 ) 3Ix— y=7
2x—y =28 —X+4y=-N

b)2x-5-3y=0] d)x-iy=1]
X— y=1 X—y=5

3—-2=1 , L, 3:3+2=11=7 .,
a) — Si es solucion. c) — No es solucion.
2:3+2=28 —3+4-(-2)=-1
2:3+3:(-2)=0 L, —2=1 , .,
b) +3:(-2) — No es solucion. d) 3 — Si es solucion.
3+2=5=1 3+2=5

45. Dada la ecuacion x + 3y = 2, elige entre las siguientes ecuaciones aquella que, junto
con la anterior, forme el sistema cuya solucion sea (—4, 2).

gX—=Y=5 d) 20y—1) = x

by —x+y=6 B 1—x=y+3

Qx+3y=0 f)3—(x+y) =1
a) —4-2=6 c) -4+6=0 e) 1+4=2+3
b) 4+2=56 d) 2-(2-1)=-4 f) 3—(—4+2)=1

(—4, 2) es solucion de las ecuaciones —x +y =6y 1 — x=y + 3, es decir, con ellas se forma un sistema cuya
solucion sea (-4, 2).
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46. Escribe, en cada caso, un sistema de ecuaciones lineales cuya solucion sea la siguiente.

AXxX=2y=—-1 0x=

byx=-3y=3 dx==y=—

Respuesta abierta. Por ejemplo:
X
Z4y=0

a) 2 +Y
—X+2y=—4

X+y=0
b
Xy

47. Indica qué tipo de sistema de ecuaciones se ha representado.

a) Y C) Yi

b) Yi d)

a) Sistema compatible determinado: una solucion.

b) Sistema incompatible: sin solucion.

c) Sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
d) Sistema incompatible: sin solucion.
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48. Resuelve graficamente los sistemas de ecuaciones e indica de qué tipo son.

a) X+y=2 c) x-|—3y;5}
xX—y=1 x—4y=2
by 2x+ y=2 d) X}2y—4}
&+ 3y =6 X+ 4y =5
ax+y=2 2x—y=1
X y X Yy
0 2 0 | -1
2 0 1 1

La solucion del sistemaesx = 1, y = 1.
El sistema es compatible determinado.

b)2x+y=2 6x+3y=56
X Y X 34
2 0 2
1 0 1 0

Las dos rectas coinciden.
El sistema es compatible indeterminado:
tiene infinitas soluciones.

c)x+3y=5 3x—4y=2
X y X i
2 1 0 |—1/2
5 0 2/3 0

Las dos rectas se cortan en el punto (2, 1).
El sistema es compatible determinado.

d x+2y=4 2x+4y=5
X y X ¥ | X2y =4
0 2 0 | 54 2x+4y=15
4 0 5/2 0

Las dos rectas son paralelas, no se cortan.
El sistema es incompatible.

49. Halla la solucion de cada sistema mediante las tablas de valores de las ecuaciones que lo forman.

a) x—y=1} e)2x+y:13}
X—y=4 X—y=2

by x+ yzz} fy —x+2y=2 }
2X—3y=29 W —Ay= -2

C) x—2y=1} g)Sx—3y:1}
X+ y=7 X+ y=1

d2x+ y=7 h)5x+3y=’lé}
X—3y=20 X —3y=0
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a) Solucionesde x — y = 1: Soluciones de 2x — y = 4:
X 0 1 2 3 X 0 1 2 3
y |[-1]o]1]2 ) —41—2| 0 | 2

La solucidn del sistemaes x = 3, y = 2.

b) Soluciones de x + y = 2: Soluciones de 2x — 3y = 9:
X 0 1 2 3 X 0 1 2 3
y 2 1 0 |—1 ¥ | —3|-73-5/3 -1
La solucién del sistemaes x = 3, y = —1.
c) Soluciones de x — 2y = 1: Solucionesde 2x + y = 7:
X 0 1 2 3 X 0 1 2 3
Yy =12 0 |12] 1 ¥y |l 7151 3]1

La solucion del sistemaesx = 3, y = 1.

d) Soluciones de 2x + y = 7: Soluciones de x — 3y = O:
X 0 1 2 3 X 0 1 2 3
y 7 5] 3 1 y | 0 [13]23] 1

La solucion del sistemaes x = 3, y = 1.

e) Soluciones de 2x + y = 13: Soluciones de x — y = 2:
x | 0 1 2131415 x | O 1 2 3| 4 5
y |13]11| 9 7 51 3 ¥y |—2|—-1] 0 1 213

La solucién del sistemaes x = 5, y = 3.

f) Soluciones de —x + 2y = 2: Soluciones de 3x — 4y = —2:
x |0 1] 2 Xm 0 | 1] 2
Y 1 32| 2 y | 1/2|54) 2

La solucion del sistemaes x = 2, y = 2.

g) Soluciones de 5x — 3y = 1: Soluciones de 4x + y = 11:
X 0 1 2 X 0 1 2
y |—13143] 3 y 1111713

La solucién del sistemaes x = 2, y = 3.

h) Soluciones de 5x + 3y = 16: Soluciones de 3x — 3y = O:
X 0 1 2 X 0 1 2
¥y |16/3]11/3] 2 y 0 1 2

La solucién del sistemaesx = 2,y = 2.

50. Determina el sistema de ecuaciones que esta representado en cada gréafica y su solucién.

a) Y4 b) Y
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51. (Puede haber varios sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas, con distintas ecuaciones
y con la misma solucién?

Haz una representacion grafica que ilustre tu respuesta.
Si. Por ejemplo:

|4 14

52. Resuelve graficamente estos sistemas.

a) X+y=2 b) 2x+3y =4
X—y=2 X—2y=2

¢ Qué puedes afirmar?

ax+y=2 x—y=2
x |y x|y
0 2 g | =2
2 0 2 0

Solucion: (2, 0)

b) 2x+ 3y =4 xX—2y=2

r-
X |y x| ¥ \
—1 5 0 —1 lj:?_‘xIBy 4

2 & 0

Solucion: (2, 0)
Se podria afirmar que tienen la misma
solucion: x =2, y=0 x=2y=271
Son sistemas equivalentes.

53. Resuelve graficamente estos sistemas.

3X+y=5 6x +2y =10
X=y==1 2x —2y =-2

a) ¢Tienen la misma solucién? ;Por qué?
b) ¢Podrias escribir otro sistema que tenga la misma solucion que estos dos?
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Y y A
*(1,2) T 70,2
3 1 £
=t X — b :/_,:' L e
| 1 111 X
'/
3x+v=5 T éx+2v=10
X=y=-1 + /2x—2v:—2 J[

a) Si, tienen la soluciéon comun (1, 2), porque las ecuaciones de los dos sistemas son equivalentes.

. . -3x—-y=-5
b) Si, lo:
) Si, por ejemplo 3x73y=73}

54. Resuelve graficamente estos sistemas.

x+y=3| 2x—y=28 |
x+y=4 2x—y =-—1|

a) ¢(Cuantas soluciones tienen?
b) ¢Podrias escribir otro sistema gue tenga el mismo nimero de soluciones que estos dos?

v vy 4 ,
N 1/
1 1
B B S S T . B S i e B e
1 .\\X 1 X

a) No tienen ninguna solucidn. Son incompatibles.

. . 2X+3y=5
b) Si, por ejemplo: X 4+3y — 7}

55. Resuelve graficamente estos sistemas.

X+ y=4 x—2y=1]
2x+2y=8 2x — 4y =2

a) ¢Cuantas soluciones tienen?

b) ¢Podrias escribir otro sistema que tenga el mismo nimero de soluciones que estos dos?
Y4 Y 4
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a) Tienen infinitas soluciones. Son compatibles indeterminados.

b) Si, por ejemplo:XJrAly:6 }

3X+12y =18

56. Escribe una ecuacién lineal con dos incégnitas que forme un sistema con la ecuacion
3x — 2y = 4,y tenga:
a) Una Unica solucion.
b) Infinitas soluciones.
€) Ninguna solucion.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
a]3x—2y—4; b)3x—2y-—4} c)3x—2y=4
2x+3y=1 O9x —by=12 S9x —6y=4

57. calcula el valor de a y b en cada caso.

- v : ax+ y=5
a) (—1,2) es solucion del sistema _X+by= _5},
B iz . 3x+ay=28
b) (0, —2) es solucion del sistema _ox— by = _10},
o) (1,3) es solucion del sistema > %Y = ]
t ax + 3y =13/
. . ax +3y =1
d) (2, —1) es solucion del sistema , e 5’,
a) _a+2:5}—>a=b=—3 c)5_3b:_1}—>a=4,b=2
1+2b=-5 a+9=13
b 2781 La-4b=5 a) 23N L ao2 =3
2b=-10 2b-1=5

58. Resuelve por el método de sustitucion.
a) 3x+ 5y =1 c)3x+y=10}
X+ y=1 2= y="10

b)7x+8y=23} d)5x—3y=1‘l
X+2v=7 A+ y=1

X+5y =1
3)3 +5Y }—>3~(1—y)+5y:1—>3—3y+5y:1_>y:_1,x:2
X=1-y
7x+8y =23 7 5
b)X_7—2y H7-[_Ty]+8y:23e49—14y+24y:69ey:2,)(:1
-3
y =10-3x B o
c) ZX_y:m]—>2X—1O+3X_10—>x_4,y_ 2
5x—3y =1
d 3. (11— 4x) = - 1o x=2y=
)y:11—4x]_’5X 3-(11-4X)=1-5x-33+12x=1-x=2,y =3
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59. Corrige los errores cometidos.

SXx— y=1 o
x—ty=22] Y=
x—ty =22 LI o 41— =22 > X —4-20X=22 > —TBK=T18 > x =2 =1

18
5)(—}/:‘])(;'1,5.‘]_)/:‘] - y:—d

Hay varios errores en la resolucién:

Sx—-y=1

2X —dy = 22} — ¥y =1-5x — Estd mal despejada y. Debe ser y = 5x — 1

2X —4.(1-5X) =22 — 2x — 4 —20x = 22 — Esta mal el signo de 20x, debe ser positivo.

—18X:18—>X:%:1 — Esta mal despejada x. Debe ser X:£:—1

-18
51-y=1—y=-4 — Estd mal despejada y. Debesery=5-1=4
La resolucién correcta es la siguiente:

S5x—y=1 } 5x—1=Yy

2X—4-(5X—1)=22 > 2X 20X +4=22 18X =18 - X =Ty =6
2% — by =22 HZX—Ay:ZZ]H (5x=1=22— rameem - v

60. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacién.

8)3)(-1—5}/:1} C)3x+y=’|0}

X+ y=1 x—y=10
b)7x-i—8y=23} d)5x—3y=‘l}
X+2y=7 X+ y=1n
_1=5y
a)X_ 3 H%:1—y—>1—5y:3—3y—>—2:2y—>y:—1,x:2
X=1—y
_2B-8y
b) 7N B8 T o ony— 4918y 20 =10y — Y = 2,x =1
X:7—2y 7 3
3
Yy =10-3x B B _ o
c) 2X—1O:y]*>10*3X—2X*1O~>20—5X~>X—4,y— 2

5x—1
d 3 7 H?=11—4x—>5x—1=33—12x—>x:2,y:3
Y =11—4x

61. corrige los errores cometidos en la resolucién del sistema por el método de igualacion.

Xx—y=7] x=y-7
w—y=1"x=1+L

3
y—7=1+%—>3{y—7)=1+y—> Yy —21=14+y > y—y=1+21
S y=2 qy—f—zzf—n

x—y=72""x—11=7 > x=7+11=1
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Hay varios errores en la resolucion:

X=y-7 X=7+Yy

X—y=7 , . :
— y i — Estd mal despejada la x en las dos ecuaciones. Debe ser: 1+y
3X—-y=1 )(:14-§ )<=—3

Y

y—7=1+ 3 —3:(y—7)=14y — Las operaciones estan mal resueltas. Debe ser: y—7:1+%—>3-(y—7):3+y

2y:22—>y:2—22:—11 — Estd mal despejada la y. Debe ser: 2y:22—>y:%:11

X—y=7—Xx—-11=7 — Se ha sustituido y envez de x. Debe ser: x—y=7 = x+11=7—x=—-4

La resolucion correcta es la siguiente:

x—y=7] =Y+ 14y
— T+y—y+7= —-3Y+21=14+4y —-2y=-20—-y=-10,x=-3
3x—-y=1 Xz?

62. Resuelve por el método de reduccion.

a)x+y;5} ) X—5y=6
X—y=3 ax — 3y =1
D) X--i-2y=0} dy x— y=5}
A+ dy=56 2X—2y=10
X+y=5

a) }HZXZSHXZZL)/:']

X—y=3

X+2y=0|—2 ,-2x-4y =0 . . .
b) +ey ] y }HOIé — Sistema incompatible.

2x+4y =6 2X+4y =6

X—5by=6]—E ., _Ax4+20y =-24 _ _
) y Ay —17y=-23—y= 23,X:£
4x -3y =1 4x -3y =1 17 17

d) Las dos ecuaciones del sistema son equivalentes, por tanto el sistema es compatible indeterminado.

63. corrige los errores cometidos en la resolucién del sistema.
K+ y=0 1-Sax+2y=2

—2y=—4 —2y=—4
dx + 2y = 2}
- X —2y= -4
X =i

K+y=02""22.(-2+y=0
— -—4 4 y—_O — y:——4
Hay varios errores en la resolucidn:

. 2 —
2X+y =0 }—>4X+2y 2 ] — Al multiplicar 0 por 2 no da 2, da 0.

3x—2y =4 3x—2y=-4

AX 2y =2 AX+2y =2

— — X=— No se restan, se suman: — =—
3X—2y=—4} X=m2 = 3X—2y:—4} X=2

—4+4+y=0—y=-4 Estd mal despejada y. Debe ser:y=4
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La resolucién correcta es la siguiente:

2X+y =0 }‘—2>4x+2y=0

4 8
—I/X=—4—X=—,y==
3X-2y=—4 3X—2y=-4 7 7

7x—2y=4

65. Dado el sistema X+3y =17

} escribe sistemas equivalentes a él cuyos:

a) Coeficientes de x sean iguales.
b) Coeficientes de y sean iguales.
¢) Términos independientes sean los mismos.

Ix— 2y=4
7x+ 21y =119

2lx—6y =12
b) Multiplicando la 1. ecuacion por 3y la 2.* por —2: . 6J; _ _341

a) Multiplicando la 2.7 ecuacién por 7:

e L 119x— 34y = 68
¢) Multiplicando la 1.% ecuacion por 17 y la 2.7 por 4:

4x+ 12y = 68

66. Resuelve por el método mas adecuado.

a) X+3y=—5+x+2y}
X—2y—3=3—42%

b)2y+3=x—2(x—W
2X—y

3
c) x+y=2}
Ax+4)—2y—2)=14—x—-Yy

=18

y=-5
a X4+40-(-5) =6 —>Xx=2 J—
)x+40y:é — X+40-(-5=6 06,y 5

X=-3
b 03—y =54 = 60X =—
)2X—y:54 2:(-3)-y=54—y=-60,x=-3

0 X+y=2

—5Xx = X = =2
Ax—y=—2 5 0— 0,y

67. Resuelve por el método que consideres mas adecuado.
a}—2{)(—2)=y—4} ) 3x+y)—x+2y=15 }
y—2x=0 2X—(y + 8 = —11
b)—5{y—2}=x—2} d 3x+2)— 7+ )y = 5}
X—3y=—4 S+ 1) —y=14

a —2(x—2) =y—4} = —2x+4=y—4} _, —EK— = —8}
3y—2x=20 3y—2x=0 —2x+3y=0
Restamos la 1.?ecuacionde la2? —4y= —8 - y =2
Y sustituyendo en la 2. ecuacién: 3:2 —2x=0—->6=2x > x=3
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b) —5(y — 2) —x—2} —5y+10=x—2}_>—x—5y: —12}

x—3y=—4 x—3y— —4 x—3y=—4
Sumamos las dos ecuaciones: —8y = —16 - y =2
Y sustituyendo en la 2.2 ecuacion: x —3-2 = —4 - x= —4 + 6 =2

c)3x+y—x+2y=15 }_, 3x+3y—x+2y=15 }
2x—(y+8 = —11 2x—y—8=—11
L, 2x+5y=15 }
2x— y=—3
Restamos las dos ecuaciones:
by=18 - y=3
Y sustituyendo en la 2.7 ecuacion:
2x—3=—-3-22x=0->x=0
d)3x 12  7xt =5 }_, 3x 1 6 —7x —7y=5 }
S5x+ 1) —y=14 5x+5—y=14

—4x—T7y= -1
_4x—7y——]} 28 (=7}, _35X+7y___63}
— y=9 sumamos — _ 64
—39x = —64- x=
39
Y despejando en la 2.2 ecuacion:
S8 g3 o mo-3L__ 31
39 7 39 4 39 39

68. Resuelve estos sistemas y determina su numero de soluciones.
a) x-+ y—-2} d x-— y-——l}

2x+2y=4 dx —dy =4
by3x—y=5 e}—x+5y:2}

X—y==6 X—5y=—2
C)4x—3y =5 f)2x+-3y:5}

8x — 6y =10 2x+3y =10

a) Las dos ecuaciones son equivalentes, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones. Estas soluciones son todos
los puntos de larectax +y = 2.

b) No tiene soluciones, el sistema es incompatible.

c) Las dos ecuaciones son equivalentes, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones. Estas soluciones son todos
los puntos de la recta 4x — 3y = 5.

d) No tiene soluciones, el sistema es incompatible.

e) Las dos ecuaciones son equivalentes, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones. Estas soluciones son
todos los puntos de la recta x — 5y = -2.

f) No tiene soluciones, el sistema es incompatible.

69. ¢Cudantas soluciones tienen estos sistemas?

a) 2x—y=5} C) 2x+10y=4}
X+y=1 X+ Sy=4

b}3x+ﬁy=8} d)3x+2y=1}
6x + 8y =10 X—8y=>5
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., 2X—=y=5
a) Una solucidn: y ]-»3)(:6—})(:2,)/:—1
X+y=1
. ‘s 3x+4y =8 3x+4y =8
b) Ninguna solucién, son dos rectas paralelas: +ay L oX Ay
6x+8y=10] 3x+4y=5
. L. 2x+10y =4 X+5y=2
c) Ninguna solucidn, son dos rectas paralelas: +10Y XYY
X+5y=4 X+5y=4
o 3x+2y =1 3x+2y =1 -7 9
d) Una solucién: L2y =14y = x=-
) X*S)/=5j¢>f3x+24y=715} v Y=13 13

71. Resuelve por el método que consideres mas adecuado.

X 2x Y

X
Q) ———= by ——=—=—1
) 3 4 2 ) 3 2
Y 8= x_y_,
3 4
a) Despejamos x en la 1.7 ecuacion y sustituimos en la 2.? para calcular
el valor de y:
1 1
X—EX—EX—Q > x=4

Sustituyendo en la 2.7 ecuacion:
3y+20=—1—->3y=-21 » y=—-7

X y b 4
b) 3 > = 1 6-3 6-2— 6
2x Y " y
2x—3y= —6 t
N restamos C6x= —90 - x=15
8x — 3y =84
Sustituyendo en la 1.7 ecuacion:
15 v I T -
3 2—1—> 2—1 5=—6-2>y=12

72. Elimina los paréntesis y los denominadores en los siguientes sistemas.

X ¥ _ 301—=x =1 1 3
a) —+==0 b el e
25 2 ) 3 5 2. 2
S ik P SXx+ 1 +7v—1
7 3 =2
6
a) Multiplicando la 1.? ecuacion por 2y la 2.2 por 21:
x+y=0 x+y=20
15(x+ 1) — 14(y + 2) = —42[ ~ 15x+ 15 — 14y — 28 = —42
x+ y=0
7 15x — 14y = —29

b) Multiplicando la 1.7 ecuacion por 10y la 2.7 por 6:
101 —x—2(y—1)—5=15 10—-10x—2y+2—5=15
5(x+1)+7(@y—1)=12[ 5x+ 5+ 14y —7 =12
—10x— 2y =8
5x+ 14y = 14
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73. Resuelve por el método de igualacion estos sistemas.

X y X y+2 1 X B
QA —+—=56 b —_——— = — ) —+ y=2
' 713 ) 7 2 2 g E ¥
X—2y=—4 20—1) _y+2 _ 2Xx—3y =7
3 6
. _ 3x+ 2y =36
a) Quitando denominadores: Xx—2y=—4
: "y 36 — 3x x+ 4
Despejamos yen la 1. ecuacion: y = — % yenla2® y= 5

6—3x x+4
2 2

e igualamos: < — x = 8. Y sustituyendo: y = 6

X =3
b) Quitando denominadores: Ax — z = 0] Despejamos yen la 1.% ecuacion:

y=x—3,yenla2®: y=4xeigualamos: x —3=4x - x= —1, y= —4

_ _ x+ 5y =10
¢) Quitando denominadores: 5, _ 3y=17
7+3
Despejamos x en la 1.2 ecuacién: x = 10 — 5y,yenla 2 x = 5 y,

— y = 1. Y sustituyendo: x =5

7+
e igualamos: 10 — by = 23y

74. Resuelve por el método de reduccion los siguientes sistemas.

X g x y¥e 3 A o
2 3 2 2 2 2 B d=e
X—=2y=—4 20— _y+2 __, 2x =3y =7

3 6

3x+ 2y =36
a) Quitamos denominadores: 2£ _ 4} Las sumamos: 4x = 32

— x = 8, y sustituyendo en la 2. ecuacion: 8 — 2y = —4 — y =6

, , x—y—2=1 x—y=3
b) Quitamos denominadores: 4x—4—y—2 — —6} g i y = O}
Las restamos: —3x = 3 — x = —1, y sustituyendo en la 1.7 ecuacion:
-1 - y= 3 - y=—4
. ) X+ 5y=10
¢) Quitamos denominadores: 2x—3y=7 ]

—2x— 10y = —20
Multiplicamos la 1. ecuacion por —2: Ox — 3; -7 ]

Las sumamos: —13y = —13 — y = 1, y sustituyendo en la 1. ecuacion:
x+5=10—-x=5

75. Completa en tu cuaderno los sistemas para que el primero sea compatible, y el segundo,

incompatible,
a X—-2y=0 b) Ox+ 2y=3 }
Ox+2y=6 2x+ 0Oy=0
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a) Como coeficiente de x vale cualquier valor distinto de —3 y como
término independiente cualquiera. Si el coeficiente de xes —3, el término
independiente de la 1.7 ecuacion tiene que ser —6. Por gjemplo:

3x—2y=28
x+2y=6

b) x+2y=3 5 2x+2y=3
2x+4y=—7| " 2x+2y =5

la 2.7 ecuacion puede ser cualquier nimero distinto de 6 en el primer
sistema y distinto de 3 en el segundo.

] El término independiente de

76. Expresa los siguientes enunciados mediante ecuaciones lineales con dos incognitas.
a) La suma de dos numeros es 35.
b) El cuadruple de un numero menos el doble de otro numero es 26.
C) El triple de un numero de dos cifras mas el doble de las decenas es 102.
d) Al dividir un nimero entre 15 se obtiene como resto 12.
a)x+y=35 ¢) 3(10x + y) + 2x = 102 donde x es la cifra de las decenas e y la cifra de las unidades.

b) 4x — 2y =26 d) x= 15y + 12 donde x es el dividendo e y es el cociente.

77. Expresa los siguientes problemas mediante ecuaciones lineales con dos incognitas.

a) La diferencia entre las edades de Juan y Jesus es 12 anos.

b) El nimero total de ruedas de los coches y motos del garaje es 56.

¢) Tengo 1,35 € en monedas de 0,20 € y 0,05 €.

d) 3 kg de manzanas y 2 kg de naranjas cuestan 11 €.

e) Con 10,20 € mas del dinero que tengo puedo comprar dos juegos para mi consola.

f) El perimetro de un rectangulo es 48 cm

g) Cinco bocadillos de jamoén cuestan lo mismo que ocho de chorizo.

h) En la granja de Fernando hay conejos y palomas, entre patas y cabezas, hay un total de 300.

a)x—y=12

b) 4x + 2y = 56, donde x es el nimero de coches e y es el nimero de motos.

c) 1,35=0,20x + 0,05y, donde x es el nimero de monedas de 0,20 € e y, es el nUmero de monedas de 0,05 €.
d) 3x + 2y = 11, donde x es el precio del kg de manzanas e y, el precio del kg de naranjas.

e) x+ 10,20 = 2y, donde x es el dinero que tengo e y, el precio de un juego.

f) 2x+ 2y = 48, donde x es el largo e y, el ancho del rectangulo.

g) 5x = 8y, donde x es el precio del bocadillo de jamon e y, el precio del bocadillo de chorizo.

h) 4x + 2y + x + y = 300, donde x es el nimero de conejos e y, el de palomas.
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78. Sea A la cantidad de dinero que hay que pagar por 6 helados y 4 refrescos, y B la cantidad que
hay que pagar por 4 helados y 2 refrescos. Escribe en funciéon de A y B la cantidad de dinero
que hay que pagar por:

e,

a) 10 helados y 6 refrescos. d) 5 helados y 3 refrescos.

b) 2 heladosy 2 refrescos.  e) 1 heladoy 1 refresco.
C) 3 heladosy 2 refrescos.  f) 8 heladosy 4 refrescos.

a)A+B b)A-B 02
2 2 2

f) 28

79. Halla dos nimeros distintos tales que la suma del triple del primero mas el segundo es 14
y la diferencia entre ellos es 2.

3X+y=14

Ax=16—-x=4,y=2
x—y=2 }*} — y

80. Halla dos niimeros sabiendo que suman 25 y que la cuarta parte del primero excede en una unidad
a la tercera parte del segundo.

X+y=25 X+y=25
— —3:(25-y)=4y4+12—-75-3y =4y +12 -y =9,x=1
%:%+’I 3X4y+12] 3@5=y)=dy+ S-3y=dy+ y=2 é

81. Cinco botellas de agua y dos de vino cuestan 6,95 €. Tres botellas de agua y cuatro de vino cuestan
11,45 €. Calcula el precio de cada tipo de botella.

x = precio de la botella de agua y = precio de la botella de vino

5X42y=6,95]—2 , 10x -4y =-13,90
3X+4y =11,45 3X+4y =11,45

}H —7Xx=-245—-x=0,35€y=260€

82. Carla tiene 14 € entre las 13 monedas que hay en su monedero. Si las monedas son de 2 €y 0,50 €,
;cuantas hay de cada tipo?

X =numero de monedas de 2 € y =nudmero de monedas de 0,50 €
2X 40,5y = 14 2X +0,5y =14

— -1 =12y =8 X=
X+y=13 }—W —2x—2y:—26] il y=8x=5
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83. En una granja se crian cerdos y gallinas. En total hay 252 animales y 668 patas. Halla cuantos
animales de cada tipo hay en la granja.

A
=
X =numero de cerdos y = numero de gallinas
AX +2y =668 AX +2y = 668
+ey ) ey 22X =164 — x =82,y =170
X+y=252 |2, ox 2y— 504

84. En un taller arreglan coches y motos. En este momento el numero de coches es el triple que
el niumero de motos menos dos, y el niimero total de ruedas entre coches y motos es 60.
cCalcula cuantos coches y motos hay en el taller.

X =numero de coches y =numero de motos
X=3-(y-2)

—4.(3y—6)+2y=60—12y —244+2y=60— y =6,Xx=12
4X+2y:60} (3y—6)+2y Y —24+2y y=6,

85. Andrés tiene varios hijos, por eso en su garaje hay un total de 9 vehiculos entre bicis y triciclos.
Si las ruedas de todos ellos son 24, ;cuantas bicis y triciclos tiene Andrés en el garaje?

X =numero de bicis y =numero de triciclos

X+y=9 ] X=9—y

2x+3y =24 2X+3y:24]*)2.(97)/)4»3}/:24—)}/:6,)(:3

26. Las edades de Pedro y Luis suman 34 afos. Dentro de 16 afos Pedro tendra el doble de edad que
Luis. {Cuantos afnos tienen ahora?

x = edad de Pedro y = edad de Luis
X+y=34 X=34-y B _ _
X+16_2.(y+16)}_>x2y+16}—>34—y_2y+1éay_é,x_28

87. con los 21 € que Teo tiene ahorrados puede montar 8 veces en los coches eléctricos y comprar
3 bocadillos para él y sus amigos. Calcula lo que vale cada viaje en los coches eléctricos y el precio
de un bocadillo, sabiendo que 12 viajes en los coches cuestan lo mismo que 6 bocadillos.

X = precio de un viaje en coche eléctrico y = precio de un bocadillo

21:8x+3y} 21=8x+3y

— — = . — —150€ vy=3€
12x = 6y 2x =y } 21=8x+3-2x - 21=14x —»x=150€;y
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88. En una pasteleria se empaquetan galletas en cajas y en bolsas. Averigua cuantas galletas hay
en cada tipo de envase sabiendo que:

¢ Las cajas contienen 50 galletas mas que las bolsas.
» Tres bolsas de galletas llenan la mitad de una caja.

X =numero de galletas de una caja y =numero de galletas de una bolsa
X=50+y
X=50+y
— —504+y =6y —-50=5y—y=10,x=60
%:3}/ ] X =6y } y=0y y =Yy

89. Si Ana diese 10 libros a Alicia, ambas tendrian la misma cantidad de libros. Si Ana tuviera 10 libros
mas, tendria el doble que Alicia. Calcula cuantos libros tiene cada una.

x =numero de libros de Ana y = numero de libros de Alicia

x—10:1o+y} X=20+y

102y _>X:2y710}_>2o+y:2y—1o_>30:yay:3o,x:50

90. Hemos adquirido sellos de 0,26 € y de 0,84 €. En total hemos pagado 5,18 € por 11 sellos.
iCuantos sellos son de 0,26 €? .Y de 0,84 €?

Sellos de 0,26 €: x Sellos de 0,84 €: y

X+ y=11 _ s y -
0,26x + 0,84y = 5,18 Despejando x de la 1.7 ecuacion: x = 11 — y

Y sustituyendoen la 2.*: 2,86 — 0,26y —~ 0,84y =518 - y=4, x=7
Se han comprado 4 sellos de 0,84 € y 7 sellos de 0,26 €.

91. Las edades de César y David suman 15 afos. Dentro de 6 afnos César duplicara la edad de David.
Halla las edades actuales de César y David.

x = edad de César y = edad de David

X+y=15

—15-y+6=2y+12—-21-12=3 =3,x=12
X+6=2-(y+6) v yrle= =y
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92. Halla las dimensiones de un rectangulo, sabiendo que su perimetro mide 40 cm y que la altura
mide las tres séptimas partes de la base.

x = longitud del largo y = longitud del ancho

2x42y =40 Xx+y=20
3 —>x+7x=20—>7x+3x=140—>x=14,y=6

yféx ﬁy*—x
7 7

93. El perimetro de un rectangulo es 30 cm. Si se toma un cuadrado cuyo lado mide lo mismo que dos
largos y un ancho del rectangulo, el perimetro de este cuadrado es 96. Halla las dimensiones del
rectangulo y el lado del cuadrado.

x = longitud del largo y = longitud del ancho

}—>4x=36—>x=9,y=6

2X+2y =30 X+y=15 |4 , Ax -4y =—-60
4-2x+y)=96] 8x+4y=9 8X +4y =96

94. Una empresa de alquiler de coches ofrece dos modelos, uno de cuatro plazas y otro de cinco.
Durante un dia, la empresa alquila 10 coches en los que viajan 42 personas, quedando dos plazas
sin ocupar. ;Cuantos coches alquilé de cada tipo?

Coches de cuatro plazas: x
Coches de cinco plazas: y

X+ y= 10}_’ X+ y= 10} - y=10—x
Adx + by — 2 = 42 4x + by = 44
Sustituyendo en la 2.7 ecuacion:
dx+ 510 —x) =44 - 4x+ 50 —5x=44 - —x= —6—=>x=6
Y despejando: y = 10 —x=10—6=4
Alguilaron 6 coches de cuatro plazas y 4 coches de cinco plazas.

95. Luis tiene todas sus monedas iguales y Javier también, pero ambos tienen monedas de distinto
valor. Tomando 6 monedas de Luis y 5 de Javier tenemos 3,70 €; en cambio, si Luis coge un niimero
de sus monedas que sea el doble de las que cogié anteriormente Javier y Javier coge un numero
de sus monedas igual a la mitad de las que cogié Luis, se obtienen 3,50 €. Calcula el valor de las
monedas que tiene cada uno.

x = valor de una de las monedas de Luis y = valor de una de las monedas de Javier

6X+5y=3,70} 19, 60X —50y = —37

32y =-16 —x=0,20€y=0,50 €
10x+3y =350 —%_, 60x+18y =21 } Y - y
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96. Averigua cuantos alumnos hay en cada uno de los dos cursos de 3.° de ESO y 4.° de ESO, sabiendo
que:

* En 4.°de ESO hay 9 alumnos mas que en 3.° de ESO.

* Sjde 3.°de ESO se marcharan 5 alumnos, el nimero de grupos de 6 personas que se podrian hacer seria
el mismo que el niimero de grupos de 7 personas que se podrian hacer en 4.° de ESO si se marcharan 4 alumnos.

x =numero de alumnos de 3.° de ESO y =numero de alumnos de 4.° de ESO
Y=X+9
X-5_y-4 _’XT75=X+;)74—>7X—35:6X+30 —X=65,y=74

6 7

97. Juan ha comprado una camisa y un pantalon. Los precios de estas prendas sumaban 60 €, pero
le han hecho un 10% de descuento en la camisa y un 20% en el pantalon, y paga por ambos
50,15 €. ;Cual era el precio sin rebajar de cada prenda?

Precio de la camisa: ¢ Precio del pantalon: p

c+p=260 } c+ p=60 }
c(100% — 10%) + p(100% — 20%) = 50,15) 0,9¢ + 0,8p = 50,15

Despejando en la 1.7 ecuacion: p = 60 — ¢, y sustituyendo en la 2.2:
0,9¢ + 0,8(60 — ¢) = 50,15 — 0,9¢c + 48 — 0,8¢c = 50,15
- 01lc=215—->c=2150€
Y despejando: p = 60 — ¢ = 60 — 21,50 = 38,50 €

98. Julia reparte entre sus nietos caramelos. Si da 6 a cada nieto le sobra 1; si da 7 le faltan 4.
¢Cuantos nietos tiene Julia?

X = numero total de caramelos
y = numero de nietos

X =6y +1

X:7y74}_>6y+1:7y—4—>y:5,X:31

DEBES SABER HACER

1. Escribe las siguientes ecuaciones en la forma
ax + by = c e indica los coeficientes y el término independiente.

aXxX—(—6 =2x+5/+3
by —3-(—Xx+3y)+ 7y = 2X

a)x+6y=3 b)x—2y=0
Coeficiente de x: 1 Coeficiente de x: 1
Coeficiente de y: 6 Coeficiente de y: -2
Término independiente: 3 Término independiente: 0
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2. Resuelve graficamente estos sistemas y clasificalos por su nlimero de soluciones.
a) 2x — y——d} C)2x— y=28 }

—X+3y=-3 4 — 2y =10
by x+3y=6 d)x—Zy:O}
2x + 6y =12 X+2y=0
a) Y c) v
2x—y=—4. 1

B e .X —— i +—— *
/ Tl R T

2x—y=28

Compatible determinado Incompatible

b) L.

X+ 6y=12"~h X+3y=6 x42v=0
1-\ 1

Xi—2)-=0

Compatible indeterminado Compatible determinado

3. Resuelve los siguientes sistemas, cada uno por un método diferente.
a) —2x+5/ =4 b) —2x+3y =5 Cdx—3y=14
3 — 5y = —1 X+ 2y =—1 X+2r=6

a) —2x+5y =4 Reduccien , y — 3y =)
3X 5y =—1

5+ 2x
—2X+3y =5 - =
b) +oy ] sustitucion Y 3 J_)3X+25<22X _

~T—=x==1y=1
3X+2y=-1 3X+2y =1

X_14+3y
) dx=dy=14] Ty wonsen ATy 6-2 5y 5
sx+2y=6] " _6-2 4 5 '

5

4. La suma de las edades de Fernando y su padre es 93 afos. La edad del padre es 2 veces
la edad del hijo. ;Qué edades tienen ambos?

x = edad de Fernando y = edad de su padre
X+y=93] Xx+y=93 B B B
Y =2x }—>2X?y20}—>3)(—93—>)(—3'|,)/—62
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

99. Un tren de mercancias es un tren compuesto
de una o varias locomotoras de gran
potencia y una serie de vagones preparados
para transportar diferentes tipos de carga.

Por las vias espaiiolas circulan trenes

de mercancias de hasta 750 m de longitud
que pueden arrastrar una carga de 1230
toneladas, lo que equivale a la carga que
pueden transportar 49 camiones de gran
tonelaje. Esto supone un gran ahorro
econdémico y una considerable reduccién
de la emision de CO, a la atmoésfera.

Se necesita transportar 560 toneladas de mercancias, para lo cual se van a utilizar contenedores
de 40 toneladas y de 60 toneladas.

La locomotora que se va a utilizar solo puede llevar 12 contenedores.

a) ;Cuantos vagones de cada clase se necesitan?
b) ¢Cuantos se necesitarian si la carga fuese 590 toneladas?

X =numero de contenedores de 40 toneladas y =numero de contenedores de 60 toneladas
X+y=12 X=12-y
a — —40-(12— 60y =560 -y =4,Xx=28
) 40x 4+ 60y =560|  40x 4 60y = 560 ( y)+60y y=>=

Esto es, se necesitan 8 contenedores de 40 toneladas y 4 contenedores de 60 toneladas.

X+y=12 X=12-y

b —
) 40X + 60y =590  40x + 60y =590

]—>40~(12—y)+60y:590—>y:5,5;x:6,5

No es posible llevar 590 toneladas ocupando completamente todos los contenedores.

El nUmero de contenedores que mas se ajusta a las 590 toneladas son 6 contenedores de 40 toneladas
y 6 contenedores de 60 toneladas.

6-60+6-40 = 600 toneladas
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

100. Se mezcla pintura de 12 €/€ con pintura de 15 €/2, de modo que resultan 50 € de pintura de 13 €/€.
iCuantos litros de cada tipo de pintura se han mezclado?

Pintura de 12 €/: x

Pintura de 15 €#: y
x+ y=50

12x+ 15y =50 -13

Despejando x de la 1.2 ecuacion: x = 50 — y

Y sustituyendo en la 2.%:
50 100

600—12y+15y=650—>y=?, X=T

1
Pintura de 12 €/ % litros. Pintura de 15 €/1: % litros.

101. En una fabrica de zumos se mezclan dos tipos de calidades, una de 50 céntimos el litro y otra de
80 céntimos el litro. (Cuantos litros de zumo han de mezclarse de cada tipo para obtener 120 litros
con un coste total de 85,50 €?

Zumo de 0,50 €/: x Zumo de 0,80 €/i: y
X+ y =120 }——)y—lzo—x
0,50x + 0,80y = 85,50

Sustituyendo en la 2.7 ecuacion:

0,50x + 0,80(120 — x) = 85,50 — 0,50x + 96 — 0,80x = 85,50
- —0,30x = —10,50 - x=35

Y despejando: y = 120 — x = 120 — 35 = 85
Se deben mezclar 35 litros de zumo de 0,50 €4
y 85 litros de zumo de 0,80 €.

102. En un sistema con solucién tnica se multiplican los términos de una ecuacioén por 3, entonces:
a) La nueva solucion es el triple de la original.
b) La solucion es la misma.
¢) Elnuevo sistema no puede tener solucién.
d) Ninguna de las opciones anteriores es cierta.

La respuesta es b). La solucidn es la misma, ya que si multiplicamos todos los términos de una ecuacidn por una
misma cantidad, la ecuacion resultante es equivalente, es decir, tiene las mismas soluciones.
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103. Un numero xy cumple:

¢De qué tipo son los nimeros cuyas cifras cumplen esta condicién?

) ) x+ty=a

Siendo las cifras xe y: X—y=a
Sumando las ecuaciones: 2x = 2a = x = a4
Sustituyendo en la 1. ecuacién: y = 0

El nimero puede ser {—90, -80, ..., 0, ..., 80, 90}.

PRUEBAS PISA

104. Un hotel ha decidido hacer la siguiente oferta dirigida a empresas que deseen realizar
su convencion.

PACK

CONVENCION

A Marta, encargada de realizar la convencion de su empresa, le ha parecido una oferta interesante,
pero necesita como minimo 52 habitaciones individuales para alojar a los invitados de la empresa

a la convencion. ;Se puede celebrar la convencion en este hotel?

x = numero de habitaciones dobles

X+y:109}

— L Xx—y=-109
2X+y =176

—X=67,y=42
2X+y =176 } o

Luego no se puede celebrar alli la convencion.

y = numero de habitaciones sencillas
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105. Carlos se presenta a una prueba que consta de 50 preguntas.

246

Puntuacion de la prueba

Respuesta correcta ................ 3 puntos
Respuesta incorrecta .............. Serestal punto
Pregunta no contestada .......... O puntos

a) (Cuadl es la mayor puntuacion que Carlos puede obtener? ;Y la menor?

b) ¢Qué puntuacion obtiene Carlos si contesta 18 preguntas correctamente
y el resto de forma incorrecta?

¢) Sila prueba se considera superada a partir de una puntuacion superior a 74 puntos, (cuantas preguntas
debe contestar, como minimo, para superar la prueba?

d) Si ha dejado 12 preguntas sin contestar y su puntuacion final ha sido 78 puntos, ¢ cuantas preguntas ha
contestado correctamente?

a) La mayor puntuacién la obtiene contestando todas correctamente: 3 - 50 = 150 puntos.
Y la menor, si contesta todas de forma incorrecta: —1 - 50 = —50 puntos.
b) Si tiene 18 correctas y el resto incorrectas, la puntuacion es de 3 - 18 — 32 =54 — 32 =22 puntos.
¢) Como minimo debe contestar 25 preguntas correctas.
d) 50 — 12 = 38 preguntas ha respondido
X =nuUmero de preguntas correctas y =nudmero de preguntas incorrectas

3x—y=78

—AX=116—-Xx=29,y=9
X+y=38] v



Lugares geométricos.
Areas y perimetros

CLAVES PARA EMPEZAR

1. Dibuja una recta, r, y dos puntos exteriores a ella. Traza las rectas paralelas y perpendiculares a r
que pasan por los puntos marcados.

2. Dibuja un poligono regular de 3 lados y otro de 4 lados. Dibuja su radio y su apotema.
¢{Como se llaman estos poligonos?

Triangulo equildtero Cuadrado

VIDA COTIDIANA

Cuando se decora una casa, la posicion de los puntos de luz es muy importante. Hay veces que se
necesitan zonas poco iluminadas, por ejemplo para relajarnos, o todo lo contrario, zonas muy
iluminadas para poder leer un libro.

* Las especificaciones de una lampara dicen que puede iluminar un radio de 3,5 m. Si la instalo
en el centro de un salén rectangular de 4 m de largo y 3 m de ancho, ;tendré toda la habitacion
perfectamente iluminada?

Los puntos mas alejados son las esquinas de la habitacién. Formamos un tridngulo rectangulo de catetos
2 my 1,5 m para calcular la hipotenusa, que es la distancia maxima entre la lampara y los puntos del saldn.

d*=22+152—>d=25

La distancia es menor que el radio, de modo que si estard iluminada la esquina y, por tanto, toda la habitacién.
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RESUELVE EL RETO

Dos personas corren en un circuito circular, uno en el sentido de las agujas del reloj y el otro
en sentido opuesto. Justo al mediodia vuelven a cruzarse en el punto de inicio: uno lleva 7 vueltas
y el otro, 11. iCuantas veces se cruzaron?

Se cruzaron 11 veces.

¢Cierto o falso? Si un triangulo cumple el teorema de Pitagoras, la mediana trazada desde el
angulo recto corta en la mitad de la hipotenusa.

Cierto, porque las medianas, por definicion, pasan por el punto medio de los lados de un triangulo.
En particular, en un tridngulo rectangulo el lado opuesto al angulo recto es la hipotenusa.

A \

El drea coloreada mide 5 cuadrados y medio.

¢Cuanto mide el area coloreada?

Una arafia tarda 30 dias en cubrir con su tela el hueco de una ventana circular. Cada dia duplica la
superficie hecha hasta entonces. Si en vez de una arafia, fueran dos, ;cuanto tardarian en cubrir
la ventana?

La sucesién que sigue una arafia seria: 1, 2, 4, 8, ..., 23071 =229,

Dos arafias seguirian la siguiente sucesién: 2-1=2%,2-2=22,2-4=23, .., 2%, Tardarian un dia menos.

ACTIVIDADES

1. Determina y representa el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto P(2, 3)
es la indicada.

a) 2cm
b) Menor que 4 cm
¢) Mayor que 1,5 ¢cmy menor que 3 cm

a) Circunferencia de radio 2 b) Circulo de radio 4 c) Corona circular de centro (2, 3)
y centro (2, 3). y centro (2, 3). y radios 1,5y 3.
Y Y

3 Y

L

-»—A.
>
—
N
x
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2. Determina y representa los lugares geométricos de los puntos que estan a una distancia de 2 cm
de cada uno de los extremos de un segmento de 4 cm de longitud.

Son dos circunferencias tangentes en el punto medio del segmento.

3. Define las rectas rojas como lugar geométrico.
a)

)
'

e

b = = e
X1E=%
S T
=

b) 4

a) Lugar geométrico de los puntos que distan g de larectar.

b) Lugar geométrico de los puntos que estan a la misma distancia de la recta r que del punto P.

4. Dibuja en tu cuaderno el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los extremos
de un segmento de 4 cm.

Es la mediatriz del segmento.

5. Dibuja un angulo obtuso y traza su bisectriz.
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6. Dibuja las rectas que pasan por:
A(0, 3) B(—1, —1) c(3,1

y traza las bisectrices de los angulos entre esas rectas.

Y

7. Dibuja la circunferencia de centro (1, 2) y radio 4 cm. Elige un punto de la circunferencia y traza
una recta tangente a ese punto.

2. Representa la recta que contiene las soluciones de la ecuacion x + y = 4. Dibuja la circunferencia
tangente a esta recta con centro el origen.

9. Observa las dos rectas secantes que se cortan en el punto P. ;Cémo dibujarias una circunferencia
tangente a ambas rectas cuyo centro esté situado a 5 cm de P?
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Trazamos la bisectriz del angulo que forman las dos rectas.

>/

Marcamos el punto Q de la bisectriz que estd a5 cm de P.

¥

Trazamos la perpendicular a una de las rectas desde el punto Q.

Trazamos la circunferencia de centro Q y que pasa por el punto interseccién de la recta y su perpendicular.
%\
P
—_—

10. Traza la circunferencia que pasa por estos puntos.
a) (0,0),(0,4)y(4,0)
b) (0,3),(—4,0y (1, —1)
0 (—3,3,(1,3)y (0,0
d) (2,0,(2,5VY(0,1)
e) 0 —4),65 —-4y@33)
f) (1,3),(5,2y(3,7)

En todos los casos seguimos el mismo proceso:

— Dibujamos el tridngulo que forman los tres puntos.

— Trazamos las mediatrices de los lados.

— Trazamos la circunferencia con centro en el punto de corte de las mediatrices
y radio la distancia a uno de los puntos.
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11. Dibuja la circunferencia que pasa por los vértices de los tridngulos isdésceles cuyos lados
tienen estas medidas.

a) 5cm,5cmy8cm
b) 7cm,7cmy 12cm
C) 4cm,4cmyécm

a) b) c)
S, 5. 7 DA x4 4
N\ i 12/ 6 Yy E \
¢ ¢ \\6 / -

12. Define el circuncentro como lugar geomeétrico.

Lugar geométrico de los puntos que equidistan de los vértices de un tridngulo.

13. Traza la circunferencia que pasa por los vértices de los triangulos rectangulos cuyos lados
tienen estas medidas.

a) 3cm, 4cmyS5cm

b) 5cm,12cmy 13¢cm
c) 8cm,15¢cmy 17 cm
d) 6cm,8cmy 10cm
e) 9cm,12cmy 15¢cm
f) 7cm,24cmy 25¢cm
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En todos los casos seguimos el mismo proceso:
— Dibujamos el triangulo que forman los tres puntos.

— Trazamos las mediatrices de los lados.

— Trazamos la circunferencia con centro el punto de corte de las mediatrices y
radio la distancia a uno de los puntos.

En este caso, el centro estd siempre en el punto medio de la hipotenusa.

a) _ c) e)
- d [y
5 / [ 17 [ 15
3 _ K I 9 Zai
N ' s >
. 4 - 15 y i\\_ 12 .'_o
b) _ d) f)
/ . o 4
» j
[ 13, 10 i 25
5— 6 — X 7 —:6
12/ ? \ 24/ 7

14. Copia en tu cuaderno estos triangulos y dibuja su circunferencia circunscrita.

15. Calcula la suma de los angulos interiores de estos poligonos.

a) Pentagono ¢) Octégono

b) Hexagono d) Decagono
a) $=180°-(n—2)=180°-(5—2)=180°-3 = 540°
b) $=180°(n—2)=180°(6—2)=180°-4=720°
c) S=180°(n—2)=180°-(8—2)=180°-6 =1080°
d) $=180°(n—2)=180°-(10—2)=180°-8 = 1440°
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16. Averigua para qué poligono la suma de los angulos interiores es 1260°.

1260°

§=1260°=180°(N—2) —N=—r-
180°

+2=7+42=9

Se trata de un eneagono.

17. Establece las igualdades entre estos angulos.

1. Calcula la medida de la hipotenusa de los triangulos cuyos catetos miden:

a) 39 mmy 80 mm d) 24cmy32cm
b) 13mmy 84 mm e) 12cmy16cm
c) 1T mmy 60 mm f) 8cmy15¢cm

a) @ =b"+c —a =39 +80° =1521+6 400 =7 921 — a = [7 921 = 89 mm
b) @ =b* +¢? —a* =13? + 84> =169 +7 056 =7 225 — a=[7225 =85 mm
c) @=b"+c*—-a =17 +60°=121+3600=3721—a=./3721=61mm
d) & =b*+¢* — a® = 24> +32° =576 +1024 = 1600 — a = /1600 = 40 cm
e) @ =b>+C>—a =122 +16" = 144+ 256 = 400 — a = /400 = 20 cm

f) @ =b"4+c? —a’ =8 +15° =64+ 225=289 — a=+/289 =17 cm

19. Comprueba si las siguientes medidas corresponden a triangulos rectangulos.

a) 21cm,29cmy40cm  b) 33¢cm, 56 cmy 68 cm
a)

a* =40 =1600

. R X — No se corresponden con las medidas de un tridngulo rectangulo.
b’ +¢° =21 +29° =441+ 841=1282
b)

=68 =4624

, , , — No se corresponden con las medidas de un triangulo rectangulo.
b’ +¢* =33"+56°=1089+3136 =4 225

20. ¢cuantos triangulos rectangulos tienen dos de sus lados de 21 cmy 28 cm?

Dos: el que tiene sus catetos de 21 cm y 28 cm (y consecuentemente la hipotenusa es de 35 cm), y el que tiene
un cateto de 21 cm y la hipotenusa de 28 cm (con lo que el otro cateto es de 18,52 cm).
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21. Calcula el area de estas figuras.

a) 3cm b) | ------------

10cm

22. Halla el perimetro y el area de un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 4 cmy 7 cm.

Primero se calcula la hipotenusa del triangulo rectangulo:
&=+ =@ =40 +7"=16+49=65—a=+/65 =806 cm
b-h 4.7

Area=——="" =14 cm?
2 2

Perimetro =4+7+8,06 = 19,06 cm

23. Halla el area de cada uno de los tres triangulos que estan marcados en la figura que esta a la

derecha.

= =30 cm?.

Los triangulos laterales son iguales y su area es: A= % 5—212

12¢cm

El drea del triangulo central es A :%: 120 _ 4o o

24. calcula la longitud de x en las figuras.
a) b) 7

X 4¢cm 2
o X 5cm

acm
a) X? =42 4+4> =16+16=32—a=+/32 =5,66 cm
b) x? =5 +8 =25+64 =89 —a=-/89 =9,43 cm

25. Una de las dimensiones de un rectangulo mide 12 cm, y su diagonal mide 20 cm. Halla su area.

Primero calculamos la otra dimension:

20° =122 +-¢* — € =+/400 — 144 =~/256 =16 cm
A=12-16=192 cm’

26. El perimetro de un rectangulo es 68 cm, y la altura, 24 cm. Calcula.

a) La diagonal del rectangulo
b) El rea del rectangulo
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a) Sea x la base del rectangulo, entonces se tiene: 68=24-2+x-2— x=10cm.

Sea y la diagonal del rectdngulo, entonces se tiene: y? =10% +24? — y =100+ 576 =676 =26 cm .
b) A=10-24 =240 cm?

27. calcula el lado de un cuadrado cuya diagonal mide:

a) 5,3033cm b) 3,96cm c) 212cm
Sea d la diagonal del cuadrado y / el lado. Entonces > = >+ 2 =2? - | = % .
5,3033 3,96 2,12
a) l==——F——=375cm b) I===—=2,8cm c)/I====15cm
N =" ="

28. Calcula el area de estas figuras.

a)

c) 12cm

b) N\ 40cm
a2cm
75¢m
a)A=¥ =450 cm? c)52=a’+12—>a=49cm
ae (14+122).4,9 637 cm?
b)A=&;2=840cm2 d) 532 = g2 + 282 — g =45 cm
A= w =2745 cm?

29. calcula el perimetro y el area de estos poligonos regulares.

a) b)

10,71¢m
8cm

a) Perimetro=P=5.-8=40 cm

P-a_ 40-551
2 2

Area=A=

=110,2 cm?

b) Perimetro =P =8-10,71= 285,68 cm

Area:A:%:w:%a‘?z cm?
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30. Halla el lado de estos poligonos regulares.

OCTOGONO:

A:29,8cm2=%:£—>P:w:19,87cm

3

El lado del octégono es | =

98 15 cm.

HEXAGONO:

A =250 crm? :%: P85 p_ 202 5e09em

2 85

El lado del hexagono es | = 5882 9,8cm.

31. Determina la altura y el perimetro de un tridngulo equilatero de area 2 dm>.

La altura del tridngulo equilatero, h, y el lado, /, del tridngulo tienen esta relacion:
hz_i_[i]z:/zéhz:/z_[i]2:3_/z_>h: 3_/221\/5
2 2 4 \ 4 2

/
-3
A=2 dmzzb—éhzzT:% 3—>/2=%4=4,62—>/:2,15 dm

Ahora ya se pueden calcular la altura y el perimetro:

h:éﬁ:%ﬁ:m&sdm P=3/=3.2,15=6,45dm

32. Calcula el area de los siguientes poligonos regulares.

C) 14cm

7,2cm
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a) En el triangulo rectangulo formado por la apotema, el radio y la mitad del lado, se tiene:

2
8 =7,391 +[é] Hé:\/64754,63 =306 cm—/=6,12cm

== =7 —180,93 cm?.

El drea del octédgono es A= % = 6’12.82'7'391

b) En el tridngulo rectangulo formado por la apotema, el radio y la mitad del lado, se tiene:

2
10? :92+[é] —>%:\/100—8 =4,36cm—/=3872cm

El drea del heptdgonoes A= % = &279 =274,68 cm?.
c) El drea del octégono es A= P-a_ &2169 = 946,40 cm?.

2
L;:M:g;’w cm?.

d) El drea del pentagonoes A= >

33. calcula el area de un octogono regular de 5,2 cm de lado y 6,794 cm de radio.

Se calcula primero la apotema:
6,790 =2,6° +3* —a=+/6,794* —6,76 =6,28 cm

Eldreaes A :% - M — 130,62 cm? .

34. calcula el radio de un pentagono regular de lado 10,8 cm y de apotema 7,43 cm.

2
rZ:aer[é] — I =+7,4324+54*> =919 cm

35. calcula la apotema en estos poligonos regulares.

a) b)
.12 cm

6Cm

2
a) El lado es igual al radio, por tanto, se tiene: r? = g +[%] —a=+62-3* =27 =52cm.

2
b) r? :a%[%] —a=+17,5" -6 =4/270,25 = 16,44 cm

36. Calcula el area de un hexagono regular de 9 cm de apotema.

2 2 N

Se calcula el lado: /2 :az+[i] —/? :92+[i] —81=/ *L:iﬂlz 814 =10,39 cm.
2 2 4 4 3

Se calcula el drea: A:%:%:%O,SS cm?
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37. calcula el area y el perimetro de estas figuras.

-,

a) A=z’ =n7*=15394 cm? y P=2nr =141 =43,98 cm

b) Se halla la altura del tridngulo. Para ello se aplica el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo cuya
hipotenusa es el radio y cuyos catetos son la altura y la mitad de la cuerda:

2
10°= [%J +h* - h>=25,0044 - h=5

Se calcula el area del triangulo y el area del sector:

_ wa _ ©-10%-120

ASector -

b-h 17,32-5
— =1~ =104,72cm? Atrigngulo = o =~ =43,3 cm?
360 350 Triangulo 2 2

Se resta el area del tridngulo a la del sector para obtener el drea del segmento circular:
A = Asector — ATriangulo = 104,72 — 43,3 = 61,42 cm?

. 2ﬂrW+17,32:M+17,32:38,26 cm

P=
360 360

38. calcula el radio del sector circular de amplitud 135° y area 3,817 cmz.

oo 3817 = «r?-135 NN 3,817-360

A=
360 360 7135

=324 —r=18cm

39. calcula el area de la zona coloreada de la figura circular en donde . = 90°, r = 3cmyR = 9 cm.

40. Determina el area de las figuras.
a) 7cm

d)

-

25cm

3cm

a)A=7-5-3-3=26cm?
b)A=10-4=40cm>
C)h=5—-25 =433 —A=5-5+(5-4,33)/2 - 4T1= 23,26 cm?

d)A=25-2,5=6,25cm?
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41. Calcula el area.

a) b)

-—— e

12cm 4cm

a) Es un semicirculo al que le restamos y le sumamos la misma superficie, luego sera el equivalente al drea del

2
semicirculo: A :% = %T‘ =56,55cm?.

b) Es un semicirculo mas un cuarto de circulo, es decir, tres cuartos de circulo mas un tridngulo isésceles:

3

2-2

A="1.22422=3x+2=1142 cm?
4 2
42. Halla el area de estas figuras. 12 cm

14.cm E 6Cm
_____ essn. L
1 ' 4cm

oo oD S o
16cm 5cm

FIGURA DE LA IZQUIERDA:

El area de la figura es la suma de las areas de un triangulo y la de 7 semicirculos:
A= ATm'a'ngu\o + 7- Asem\'drcu\os

Primero se calcula la altura del tridngulo: h=+13°-122=0,5m

Después, se calcula el radio de los semicirculos: r = 52 =0,17m
. . : -(0,17Y
Asi, el drea de la figura es: A=A, o+ 7 Asmiciouos = 2’420'5 +7.5 (017) =0,6+0,32=0,92m".

FIGURA CENTRAL:

Con ayuda de las lineas discontinuas verticales se obtienen cuatro figuras, un rectangulo y tres triangulos:

:%+21-28+¥+%:56+588+84+17,5:745,5 cm’?

A

FIGURA DE LA DERECHA:

Continuando la linea discontinua hacia la izquierda, se obtienen tres figuras, dos tridngulos y un rectangulo:

162 10-6

A +26~2+7:16+52+30:98cm2

ACTIVIDADES FINALES

43. Halla y dibuja estos lugares geométricos.

a) Los puntos del plano que equidistan de los extremos A y B de un segmento de 5 cm.

b) Los puntos del plano que equidistan de los lados
de un angulo de 80°.

€) Los puntos del plano que equidistan de dos vértices no consecutivos de un cuadrado.
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a) Mediatriz del segmento b) Bisectriz del angulo de 80° c) Diagonal que pasa por los otros dos
vértices
B
5cm
A B 40°
40°
A

44. Dibuja en tu cuaderno los puntos del plano que equidistan de los dos segmentos AB y CD.

a) B D) B ) A
/ / \-8
. /D
A
a)

- — -
T~ & EEN—

\.

s e
Fo i o — . -
i \. . .\‘
S e P =" «®
- -‘-""_—--ﬁ_-..- - »{—ﬂ:":-.—.' —_—
=i o
c)

45. Traza el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de estos elementos geométricos.
a) Dos rectas paralelas.

b) Los puntos de una circunferencia de radio r.
¢) Dos circunferencias concentricas.
a) Recta que equidista de las dos rectas paralelas.

Trazamos una perpendicular a las dos rectas.

Hallamos el punto medio del segmento que determinan en la perpendicular las dos rectas.
Trazamos la paralela a las rectas dadas que pasa por dicho punto.

F Y
7]
I

¥

Q
=

d/2

| PR M —

- - -
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b) Centro de la circunferencia.

Tomamos tres puntos de la circunferencia, trazamos las mediatrices de los segmentos que determinan los
puntos. El punto de interseccion de las mediatrices es el centro de la circunferencia.

c) Circunferencia concéntrica y de radio la media aritmética de los dos radios.

Trazamos un radio de la circunferencia mayor.
Hallamos el punto medio del segmento que determinan en el radio las dos circunferencias.
Trazamos la circunferencia de mismo centro que las dos anteriores que pasa por el punto medio del segmento.

46. Haz una circunferencia con centro en el punto P(3, 2) de forma que:

a) El eje de abscisas sea tangente a ella en el punto (3, 0).
b) El eje de ordenadas sea tangente a ella en el punto (0, 2).

Tomamos de radio la distancia entre el punto Py el punto del eje donde debe ser tangente. Tomamos como
centro el punto Py trazamos la circunferencia:

a) b)
Y Y 4
1
A . Y .
1+ 1
——— A
1 X 11 | X

47. Dibuja un tridngulo de lados a, b y ¢, y encuentra el lugar geométrico de los puntos del plano
que equidistan de sus vértices.

aya=6b=8yc=12 bya=4b=5yc=28
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El lugar geométrico es el circuncentro.

a)

b)

-

48. En un tridngulo rectangulo isdsceles la hipotenusa mide 10 cm. Traza su circunferencia
circunscrita y calcula su radio.

El centro de la circunferencia estara en la mitad de la hipotenusa, el radio es 5 cm.

1980

49. Averigua qué poligono cumple que la suma de sus angulos interiores es 1980°.
§=1980°=180°-(n—-2) - n= 80 +2=11+2=13 - Se trata de un poligono de 13 lados.

a) 3triangulos  b) Stridngulos ) 7 triangulos
a) S=180°-3 =540°

b) $=180°-5=900°

50. Calcula la suma de los angulos interiores de un poligono en el que al trazar sus diagonales desde
un vértice se forman los tridngulos indicados.

c) $=180°-7=1260°

. g . . . n-:
51. Si el niimero de diagonales, d, de un poligono de n lados viene dado pord =
la suma de los angulos interiores de un poligono con 9 diagonales.

(n —3)
, halla
2
(n— n==a6
d:m:9—>n2—3n—18=0—> » .
2 n=—3— Solucién no valida
n=6—S,=180°(6—-2)=720°
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52. Halla los angulos con interrogante y razona cémo lo haces.

136°

~rd

El angulo desconocido mide 55° + 25° = 80°

54. Determina si las siguientes medidas se corresponden con los lados de un triangulo rectangulo.
a) 6,8y 10cm d) 3,7y6cm
b) 5,5y5v2cm e) 7,24y 25cm
¢) v61,5y6cm f) 3,3y5cm
g =10% =100

a) ., L, — Si se corresponden con las medidas de un triangulo rectangulo.
b?+¢* =6°+8 =36+64=100

& =(5v2) =50
b?+c*=5%+5 =25+25="50

b) }—> Si se corresponden con las medidas de un triangulo rectangulo.

azz(ﬁ)zzm
b?+c? =52+ 6% =25+36 =61

c) ]—> Si se corresponden con las medidas de un triangulo rectangulo.

a*=7>=149 , ,

d) — No se corresponden con las medidas de un triangulo rectangulo.
b’ 4c? =3 +6*°=9+36=45
> =25 =625 , ,

e , ., _, , — Si se corresponden con las medidas de un tridngulo rectangulo.
b®+c* =7 +24° =494 576 =625
a=5=25 . s .

) L — No se corresponden con las medidas de un triangulo rectangulo.
b*+c*=3+3"=9+9=18
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55. Copia en tu cuaderno y completa esta tabla de medidas donde a es la hipotenusa y b y ¢ son
los catetos de un triangulo rectangulo.

b c

3 4

54/5 10 5

V52 4 6
4 242 2,83

8,6 5 7

7,07 b 5

56. Ellado de un cuadrado mide 2 cm. Si se varia el tamafio, di cuanto hay que aumentar o disminuir el
lado para que la nueva diagonal tenga esta relacion con la original.

a) La mitad c) Eltriple
b) El doble d) La tercera parte

La diagonal d de un cuadrado de lado I mide d =+ + 2 =~/217 =2 .

La diagonal de un cuadrado de lado 2 cm mide 2/2 .

Llamando D a la diagonal del cuadrado modificado y L a su lado, se tiene:

01z

a) D:E 5 :é\/f — L :é — Hay que disminuir el lado original a la mitad, es decir, medira 1 cm.

b) D=2d =22 =— L =2/ — Hay que aumentar el lado original al doble, es decir, medird 4 cm.

¢) D=3d =32 =—L=3 — Hay que aumentar el lado original al triple, es decir, medira 6 cm.

d) D:%:%:éﬁ—» L :é — Hay que disminuir el lado original a su tercera parte, es decir, medira 2 cm.

57. Halla la longitud de los segmentos indicados.

a) b)

-~
% A
B
70 ?

2cm
a) EC=\1+4 =5 -EB=145=6 - EA=\1+6 =7 cm
b) BD=+4+4 =8 - DA=+1+8=3—DF =/9+9 =18 — DE =[18 + 16 =34 cm

59. Un triangulo equilatero tiene 36 cm de perimetro. Halla su altura.
El lado del tridngulo mide 36 : 3 =12 cm.

122 =6+ h* — h=+144—-36 =10,39 cm
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60. La altura de un triangulo equilatero mide 6,93 cm. ;Cuanto mide el lado?

2 2 2
/2=é,932+[é] —»/h[é] — 6,93 ﬁ%:48,0249—>/: /w —8cm

61. Halla la altura, sobre el lado desigual, de un triangulo isésceles cuyos lados miden 7, 7 y 4 cm.

72=024+h sh=J49—-4=671cm

62. El lado desigual de un triangulo isésceles mide 36 cm y la altura mide 45 cm. ;Cuanto miden
los lados iguales?

? = 45" +18% — | = /2 025+ 324 = 48,47 cm

63. Calcula la distancia que falta en cada caso.

a) &6Ccm d) :
9.9cm .
5cm i a
9cm a
b) n "__,.— 5,5¢cm
4cm e
8cm i
7.5¢m
2h 5cm
) f)
67cm 3cm /) h 3cm
E
g8cm

a) @ =5+3 —a=+25+9=583cm

b) h? =42 +8 — a=+16+64 =894 cm

c) 6,7 =h? +(2h)’ — 44,89 = 5h* — h=1[44,89:5 =3 cm
d) 9,9°=a"+a" —98,01=28" —a=4/9801:2=7 cm
e) 6,5 =22+h> - h=.\[42,25—4 =6,18 cm

f) 32 =15+ h — h=+9—-2,25=2,6 cm

64. Observa la figura y calcula el lado del rombo y las longitudes del cateto AB, del cateto AC
y de la hipotenusa BC.

16cm
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| = V8462 = v64 + 36 = ¥100 = 10cm

=24 p=28 1 16=paem
2 2
g, 12 _
AB= = o 5=+ 12 = 18cm

BC = VAC*+ AB? —» AC = V247 + 18 = 30cm

65. Fijate en los dibujos y halla la distancia del punto P al punto A, para que se verifique que la
longitud del segmento CP sea igual que la del segmento DP.

a) ¢ b) c

4cm 2cm p acm

3cm
P

—
i

6cm B

A 7cm 8

a)SiCP=PD=d
&’ =4+ x°
a? =32+ (7—x?
16 + x> =9+ 49 — 14x + x*
14x =42 - x =3 cm
d?=4+ x> d=+v16+9 =5cm

b) SiCP=PD=d
gz =224 x*
¢ =3+ (6
4+ x2=9+ 36— 12x + x*
12x =41 = x = 3,42¢cm

d?=22+ x> d=+v4+ 11,69 = 396 cm

}—»42+x2=32+(7—x)2

X)zl—r2?+x2:3?+(6—x)2

66. Uno de los lados de un tridangulo mide 4,6 cm y la altura sobre él mide 3,8 cm.
a) Halla el area del triangulo.
b) Siotro lado del triangulo mide 3,8 cm, cuanto mide la altura sobre ese lado?

a) A:M: 4,638 =8,74 cm?
2 2

b) Solo en los tridngulos rectangulos es posible que una altura mida igual que un lado distinto de la base. Asi,
cateto y altura coinciden, siendo la base correspondiente el otro cateto.
Por tanto, la altura sobre el lado de 3,8 cm mide 4,6 cm.

67. La altura de un tridngulo mide dos terceras partes de su base b = 9 cm. Calcula su area.
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68. Determina el perimetro y el 4rea de un cuadrado cuya diagonal mide:
a) 4v2 cm b) 6¥2 cm

El perimetro de un cuadrado de lado / es 4/ y el drea es /. La diagonal en funcién del lado mide:
d=vP+F =2 =2
a) d=42=K2—I=4cm pP=4l=4.4=16cm A= =4> =16 cm?

b) d =62 =2 —I=6cm P=4]=4.6=24 cm A= =6" =36 cm’

69. calcula el area de un cuadrado cuyo perimetro mide igual que el de un triangulo equilatero

de lado 6 cm.
P =3.1,=3.6=18
! T —>/C:§=4,5 cm— A, =12 =4,5" =20,25 cm?
P.=4-1I 4

70. Halla el area de un cuadrado cuyo perimetro mide lo mismo que el de un triangulo equilatero
de altura 8 cm.

Se calcula primero el lado del tridngulo equilatero:

2 2 2
IZ=82+[é] _>/2_[é] :64—»%:64—»/: /—643'4=9,24 cm

P =3I, =3:9,24=27,72
P =4I,

]-» A :%:6,93 cm— A. =12 = 6,93 = 48,02 cm?
71. Senala cual es el lado y el perimetro de un cuadrado de 210,25 cm? de area.
A=210,25cm? = > — | =4/210,25 =14,5cm

P=4.14,5=58 cm

72. calcula el perimetro y el 4rea de un rectangulo cuya diagonal mide 34 cm, y la base, 30 cm.

Llamando h a la altura del rectangulo, se tiene:
34? =30? + h* — h=./1156—900 =16 cm
P=(30+16)-2=92cm

A=30-16 =480 cn’

73. Dado un rectangulo cuyos lados miden 4 cm y 9 cm, contesta verdadero o falso.

a) El area de un cuadrado con el mismo perimetro es 169 cmz
b) El perimetro de un cuadrado con igual area es 24 cm.
C) El &rea de un rectangulo cuyas dimensiones son el doble es 2 - 36 = 72 cm2
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Se calcula el perimetro y el drea del rectangulo:
R =(9+4)-2=26cm A, =9-4=36 cm’
a)

P, =P, =26 cm
PC 47 }—»l:%é:é,S cM— A, = 1> = 6,52 = 42,25 cm? = 169 cm? — Falso
-

b)

= A, =36 cm?
22 ;\R ]ﬂ/:\/ﬁzécm(/:() cmno es valida) — P. = 4/ = 4.6 = 24 cm — Verdadero

c) El drea de un rectangulo cuyas dimensiones son el doble, es 18 - 8 = 144 cm?, por tanto, el enunciado es falso.

74. Calcula el perimetro, la altura y el area de un triangulo equilatero de lado 14 cm.
Al tratarse de un tridngulo equildtero, el perimetroes 3/ =3 - 14 =42 cm.

Se calcula la altura con ayuda del teorema de Pitagoras:

h=+14%-7? =J196—49 =147 =12,12 cm
Conocida la altura, se calcula el area:

_b-h 141212

= 84,84 cm?
2 2

A

75. La diagonal de un cuadrado mide 128 mm. ;Cual es su perimetro? ;Y su area?

El perimetro de un cuadrado es 4/ y es drea es [?, por tanto, se necesita la medida del lado. Calculamos el lado
aplicando el teorema de Pitagoras:

1287 =P+ 7 =27 -16384=2" - | = /@ =90,51mm

El perimetro es P=4-90,51= 362,04 mm.

Eldreaes A=/>=90,51 =8192,06 mm?.

76. El area de un rombo es 150 dm? y una de sus diagonales mide 20 dm. Calcula la otra diagonal
y el perimetro del rombo.

Dd ,
A=——=150dm H7202'd:15oﬂd:7152%'2=15 dm
D =20 dm

Se calcula el lado del rombo con ayuda del teorema de Pitagoras:
2 =107 +7,5 — 1 =100456,25 = 12,5 dm

El perimetroes4/=4-12,5=50dm
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78. Halla el area de estos trapecios isosceles.

a) 6cm C} 7m
3cm 135m 413m
10¢cm
b) 16m d)
V164 i
T b 4mi3M
24 m 14m
D C
A E F B
a) h= E: 3?_(102_6)=\/E=2r24cm
2 (B+b)-h - (10+6)- 2,24 — 17,92 cm?
2 2
— 2 4 — 16V
b) h=DE= \/(v’164) —(2—2—6) =148 = 12,17 m
5 = (B +2b) h _ (24 + 1(;) -12,17 — 2434 m?

c) AE =44,13— 352 = /4,81 =2,19m
FB=AB=7+2-219=1138m
(B+b)-h _ (1138+7)-35

- = 2
A= > > = 32,16 m
db=14—-2-4=6m
A:(B-l-b)-h :(14-1-6)-3 —30m?

2 2

79. Las diagonales de un trapecio rectangulo miden 10 cm y 17 cm, y su altura, 8 cm. Calcula su perimetro
y su area.

Aplicando el teorema de Pitagoras:
b=~10"—-8 =/36 =6 cm B=+17—8" =225 =15cm

En el tridngulo rectdngulo de catetos 8 cmy 15 — 6 =9 c¢m, aplicando el teorema de Pitagoras se calcula el lado
oblicuo del trapecio.

Lado oblicuo = /8% 4+ 9% =+/145 =12,04 cm
Ya se tienen todos los lados del trapecio y se calculan el perimetro y el area:

(B+b)-h (15+6)-8

= =84 cm?
2 2

P=8+64+12,044+15=4104 cm A=

80. Calcula el area de un trapecio rectangulo sabiendo que la base menor mide 12 cm; la diagonal
menor, 15 cm, y el lado oblicuo, 13 cm.

En el tridngulo rectangulo de cateto 12 cm e hipotenusa 15 cm, aplicando el teorema de Pitagoras se calcula la
altura del trapecio.

h=~152 122 =225 144 =~/81=9 cm
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En el tridngulo rectdngulo de cateto 9 cm e hipotenusa 13 cm, aplicando el teorema de Pitagoras, se calcula la
diferencia, d, entre las bases del trapecio.

d =13 -9 =169-81=1/88 = 9,38 cm
Con lo que la base mayor del trapecio mide 12 + 9,38 = 21,38 cm y se calcula el area:

A= (B+2b)'h = (21'38;12)'9 =150,21cm’

81. considera las siete piezas del tangram chino y halla el area de cada una de ellas.

5cm
5cm
2,5cm
2,5cm
Hallamos primero la diagonal del cuadrado:
d=VP+E =1W2 - d=5V2 cm
5v2.5vV2  25.2
AT-mnp,uln mayor 2 — 8 . 6,25 sz
ATrlangulorr|f_>[1.:4:|-: = % = 3.125 sz
d d 5v2 5v2
4 4 4 4 25 5
AT'iaﬂguIn menor 2 — 2 — 16 = 1,5625 cm
d¥ (5v2Y 50 )
ACuudrach = (E) = (T) = E = 3,125 cm
Aromboige = b+ h = -;— . % = Avomboite = 2,5 1,256 = 3,126 cm?

Comprobamos que la suma de las areas de todas las piezas es igual
al area total del cuadrado, 5° = 25 cm?:
2:-6,25+ 3,125 + 21,5625 + 3,125 + 3,126 = 25

82. Determina el perimetro y la diagonal de un cuadrado cuya area es 67,24 cm2.

A=6724cm? = —|=./67,24 =8,2cm P=4/=4.82=328cm

Diagonal = d =21 = I\J2 = 8,2-42 = 11,597 cm

83. calcula la medida de las diagonales de un rectangulo cuya area es 28,8 cm? sabiendo que la altura
mide 4 cm.

A =288 cm?=4-base — base :¥ =7,2cm

Diagonal = d = /4? +7,2 = /67,84 = 8,237 cm
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84. La relacion entre las diagonales de un rombo, d y D, viene dada por la expresion d = %. Calcula
el perimetro y el area del rombo sabiendo que D = 15 cm.

5 5
| =+[7,52 + 4,52 =[76,5 = 8,75 cm
P=4/=4.875=35cm

A:D—'d:&:w,Scm2
2 2

85. Halla la apotema y el area de un hexagono regular de 14 cm de lado.

En el hexagono regular el lado es igual al radio, por tanto, la apotema es:

=\142-7? =147 =12,12 cm

A:%:%:wqm ome.

26. Determina la apotema y el area de un hexagono regular de 72 cm de perimetro.
Si el perimetro del hexagono regular es 72 cm, el ladoes 72 : 6 =12 cm.

Se calcula la apotema y con ella el area:

=122 —6? =~/108 =10,39 cm

A:%:wzwam om?

87. Averigua el lado y el area de un hexagono regular sabiendo que su apotema mide 8,09 cm.

La apotema es el cateto del tridngulo rectangulo que tiene por hipotenusa el lado del hexagono y por el otro
cateto la mitad del lado. Se calcula el lado:

2 2
/2:8,092“1’/2%%—654481 I= /6544814 V87,264 =9,34 cm

Eldreaes ao— -8 _6:934809

= 226,68 cm?.,
2 2

88. Halla la apotema y el area de cada uno de estos pentagonos regulares.

a) | b)
I=27m

20m
a) =172 107 =/289-100 = 13,75 m A:%:%:%ZS m?
b) a—+23 —13,5 = 18,62 m A:%:mzw 256,85 m?
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89. El lado del hexagono regular ABCDEF mide 8 cm, y su apotema, 6,9 cm.

L

/\ . @ iCudles el area del hexagono ABCDEF?

A F
o A b) ¢Y el de la parte coloreada?
s C) ¢Cual es el area del hexagono GHIKL?
H J N ) ) )
d) ;Qué fraccion del hexagono GHIJKL representa el area de la figura coloreada?
I
6-8:69 e .
a) A =—————=165.56cm"

2

b) El érea de la figura coloreada es el doble del area del hexagono ABCDEF,
es decir, 2 - 165,6 = 331,2 cm?,

c) El drea del hexagono GHIJKL es el friple del area del hexagono ABCDEF,
es decir, 3 - 165,6 = 496,8 cm?,

5 33L2 _2
4968 3

90. Halla el area de un hexagono regular de 90 cm de perimetro.

P:90cm—>l:%:15cm a— 1575 =13 ¢cm A:%:%:S%cmz

91. Sean A, B, C, D, E y F los vértices de un hexagono regular de 11 cm de lado. Halla la longitud de los
siguientes segmentos.

a) AE b) AD ¢) BE d) FC

o [E o[ -

—\2
%] —121-30,25 — 90,75 — AE = 2./90,75 — 19,05 cm

b) El lado del hexdgono mide lo mismo que el radio, luego AD=11-2=22cm.
c) BE=11-2=22 cm

d) FC=11.2=22cm

92. Determina el perimetro de un heptagono regular de area 215,75 cm? y apotema 8 cm.

A:%HPT%:ZBJS cm? — P =53,94 cm
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93. calcula el area de un octégono regular de perimetro 48 cm.

El lado mide 6 cm.

/ \ 62 = x2+ x2 > x = VY18 = 4,24 cm
a=424 +% =724 cm
&
a [ z &
\ V/" i P2a 48 27,24 — 17376 cm?
X

94. Determina el area de las superficies coloreadas.

a) 5cm C) 3cm

b) d)

4cm 3cm 5,54 cm
a) Cuadrado mayor — Cuadrado menor — 2 - Tridngulos

A=52-252-7. [% = 6,25 cm?

b) Trazamos los triangulos equilateros centrales que forman el hexagono. Se observa que la zona coloreada la
mitad del drea del hexdgono. La apotema del hexdgono mide 3,46 cm, su drea es de 41,57 cm?y el area

coloreada mide 20,78 cm?.

c) Trazamos los tridangulos equildteros centrales que forman el hexagono. Se observa que la zona coloreada la
tercera parte del hexdgono. Como el hexdgono tiene una apotema de 2,6 cm, su drea es de 23,4 cm?y el drea

coloreada mide 7,8 cm?.

d)

El area total es el area de los triangulos:

x=vY9—767 =133 =1,15cm

A = Triangulo mayor + Triangulo menor =
=554-554:2+554-1,15:2 = 1853 cm?

95. Halla el area de un circulo sabiendo que la longitud de la circunferencia que lo delimita es 137 cm.

L:211/’:13-rr—>/’:123—ﬂ:6,5 cm A=xr’=m-6,5 =132,73 cm’

YIy

96. Sefala el area de un circulo cuyo diametro es igual al perimetro de un rombo de diagonales 1 cm

y2cm,
I =lado del rombo d = diametro del circulo r = radio del circulo
2 =140,52—1=4125=112cm P=4l=4.112=4,48 cm
d=4,48cm=2r —r=224cm A=’ =mx.2,24" =15,76 cm’
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97. Calcula el area de un cuadrado inscrito en una circunferencia de longitud 33,93 cm.

L=2nr=33,93cm—2r

_ B8 _ 10,8 cm = diametro de la circunferencia = diagonal del cuadrado
Iy

10,8

2
10,82 =2/ — I :A:T:S&SZ cm?

98. Un tridngulo rectangulo e isésceles inscrito en una circunferencia tiene un cateto que mide 23 cm.
Calcula el area del circulo.

La hipotenusa del tridngulo rectdngulo e isésceles es el diametro de la circunferencia en el que esta inscrito. Se
calcula con esto el radio y con él, el area del circulo:

d*=23+4+23 -d= 1058:32,53cm—>r:%:16,27 cm

A=mxr’ =m-16,27> = 831,62 cnm’

99. Determina el area de un circulo circunscrito a un triangulo rectangulo de catetos 4 cmy 6 cm.

d2=42+62Hd:@=7,zcmar:%:3,é cm
A=mnr?=mx-3,6>=40,72 cm?

100. Halla el area de la corona circular limitada por las circunferencias circunscrita e inscrita
de un hexagono regular de lado 5 cm.

El radio mayor de la corona es el lado del hexagono, esto es, R = lado del hexdgono =5 cm; el radio menor de la
corona es la apotema del hexdgono: a=+/5"—2,5° =4/18,75=4,33 cm.

El drea de la corona es: A=7r-(R2 —r’)= 7:-(5274,332) =19,64 cnr.

101. Un rectangulo de 20 cm de base y 15 cm de altura esta inscrito en una circunferencia.
(Cual es la diferencia entre la longitud de la circunferencia y el perimetro del rectangulo?

La medida de la diagonal del rectangulo es la medida del diametro de la circunferencia. Se calcula el radio:
d? =152 +20% — d =+/225+ 400 =25 cm-»r:%:12,5 cm

Lo =2xr = 27-12,5=78,54 cm

— 1, —P, =854 cm
P, =(20+15)-2=70 cm

102. Calcula la apotema de un hexagono regular inscrito en una circunferencia de 14 cm de diametro.

El radio de la circunferencia es 7 cm. Se calcula la apotema con ayuda del teorema de Pitdgoras:

a=+/7?—3,5? =+/36,75 = 6,06 cm
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103. Determina el radio de la circunferencia que circunscribe a un hexagono regular de 9 cm de apotema.

El radio de la circunferencia que circunscribe al hexagono es el lado del hexagono:

2 2
,zzgz+/z_,%:81_,/:r: /81_3'4:10,39 cm

104. calcula el radio de la circunferencia inscrita en un hexagono regular de 5 cm de lado.

El radio de la circunferencia inscrita es la apotema del hexdgono: a=+/5*—2,5* =/18,75 =4,33 cm

105. Halla el area de un trapecio circular de radios 12 cm y 6 cm y de amplitud 270°.

7 -122-27 .
ASeﬂorma}-(_r = TD = 339.12 sz

76227 ;
AS:‘L‘]Ur menor — % — 8'4,78 cme®

Arapecio = 339,12 — 84,78 = 254,34 cm?®

106. Observa el molino y calcula el area de cada parte amarilla, de cada parte blanca y su area total.

2
El drea de cada parte blancaes: A, = ﬁ';lét')AS =6,28 m?.
) . (8 —4%)-45 ,
El drea de cada parte amarilla es: A, i =— =0 - 18,84 m*.

El drea total es: A, =6 (Agancs + Asrariia) = 6 (6,28 +18,84) = 150,72 m” .

107. calcula el perimetro y el area de las siguientes figuras.

a) b) 2cm C) d)
4,3cm 7cm
2cm
2¢m 16cm am
12¢cm
7cm 9m
2cm

12cm
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a) El 4rea total se calcula sumando las areas de tres figuras: un triangulo rectangulo de catetos 12 cmy 8,6 cm,
un semicirculo de radio 4,3 m y otro semicirculo de radio la mitad de la hipotenusa del tridngulo ya citado.

Primero se calcula h, la hipotenusa del triangulo rectangulo y con ella el radio del semicirculo mayor, R:
W =122 8,62 — h=\12% 1 8,6° = 217,96 = 14,76 cm — R :%:7,38 cm

2 2
12'28'6+ “'2'3 + “'238 —166,19 cm? P—=r-4,3+m-7,38+12=48,68 cm

ATOta\ =

b) La figura se compone de un rombo de diagonales 16 y 12 cm, un circulo de radio la mitad del lado del rombo y
dos trapecios.

Se calcula primero el lado del rombo B, que ademads es la base mayor de los trapecios; con él se calcula el radio
de los dos semicirculos, r.

B? =82+ 6% — B=+/8"+6* =100 =10 cmﬂr:§:5cm

Se calcula la altura de los trapecios, h: 22 =15 +h* — h=+/2*—-15*=1,32cm.

16-12
J’_

B (10+7)-1,32
ota\fT - 5

A, x-5242- =196,98 cm?

El perimetro es: P=2n-5+4-2+2.7=53,42cm.

c) La figura se compone de un rectangulo de dimensiones 27 my 7 m, un circulo de radio 4 m y un semicirculo de
radio 3,5 m.

. 2
A :27.7+ﬂ.42+%:25&51 m?

El perimetroes: P=2x-4+19-2+7+x-3,5=8113m.

d) La figura se compone de un triangulo y un trapecio. La base mayor del trapecio, B=6+2-3=12, coincide con
uno de los lados del tridngulo. Se calcula la medida de los lados oblicuos del trapecio, I:
P=3"4+4*h=+32+4>=5m

Con la mitad de la base mayor y la altura del tridngulo, se calcula la medida de los dos lados iguales del
triangulo:

P=62422 5 =~624+22=6,32m

Argial = % +% =483 m’

El perimetroes: P=6+5-2+7+2-6,32=28,64 m.

108. Halla el area de cada zona coloreada, sabiendo que el diametro de la circunferencia mide 10 cm.

10¢cm 10cm

10cm
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a) A= 251 — 26,257 = 39,25 cm?

30- 4,33
2

y el area comprendida mide: 257 — 64,95 = 13,55 cm?

¢) Es la mitad del circulo: 257/2 = 39,25 cm?

b) El area del hexdgono de lado 5 cm es: = 64,95 cm?

109. calcula el area de la zona coloreada.
a) b)

20cm

a) A=7-10°=2-1-5° +2-7-2,5* = 100n — 507 4 12,57 = 62,51 = 196,35 cm?
b) El radio mayor, R, es el radio de la circunferencia circunscrita, R = 6 cm.

El radio menor, r, es el radio de la circunferencia inscritay es R : 2 =3 cm ya que la altura del tridngulo
equilatero es R + ry se cumple que R = 2r.
w(R?—r?)120°  w(6-3)

A= =9n=28,27 cm’
360° 3

110. Halla la amplitud de un sector de area = cm? y radio 1,5 cm.

o _11~1,52~04

T=——— = — o= 160°
360° 360°

111. Un sector circular de dngulo central 40° tiene un area de 8 cm?. Halla la superficie del circulo
correspondiente.

2 o o
g™ -40 . r2:8~360

T =72 cm?
360° 40°

113. Calcula el area de estos segmentos circulares.
b) B

a) La altura del tridangulo es el radio de la circunferencia menos la altura de la parte amarilla: 2,92 — 0,62 = 2,3 cm

_ w-2,922.76 35923
Triangulo — 360 2

A=A A =5,65cm?—4,13 cm? =1,52 cm?

Sector

©-22.90 2.2
fiangulo — 360 _T:W—2=1,14 cm?

b) A= Asector - AT
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114. Determina el area de cada segmento circular que se forma al trazar la circunferencia circunscrita
a un hexagono regular de lado 7 cm.

Se calcula la apotema del hexdgono: a*>+3,52 =7 — a=+/49—-12,25 = 6,06 cm.
El area pedida es la sexta parte de la diferencia entre el drea del circulo y el drea del hexagono:

1[7r~72—M = 4,45 cm?

1
ASegmento = g(AC\’rcu\o - AHexégono) = g 2

115. La sombra de un edificio mide 30 m. El ascensor, a 2 km/h, tarda 45 segundos en llegar desde la
planta baja hasta la azotea. Calcula la distancia desde la azotea hasta el extremo de la sombra.

30m

El ascensor a 2 km/h recorre 25 m en 45 segundos, por tanto, para calcular la distancia pedida basta con aplicar
el teorema de Pitagoras al triangulo de catetos 25 my 30 m.

h? =257 4-30% — h =+/6254900 = 39,05 m

116. Un jardin de forma rectangular que esta cercado por una valla de 64 m tiene en sus lados mas
cortos plantados 8 arboles que dejan una distancia entre ellos de 4 m. ;Cual es el area que ocupa
el jardin?

Como hay 8 arboles en total, habra 4 en cada uno de los lados cortos del jardin. Cada uno de estos lados
mide 12 m, ya que hay 4 arboles separados 4 m entre ellos.

Los lados mas largos miden

M_Tm =20 m, con lo que el drea es 20 - 12 =240 m?2.

117. Las dimensiones de las hojas de tu libro de matematicas son 22 cm de ancho por 28,7 cm de alto.
Su nimero de paginas es 296, es decir, 148 hojas.

a) Silas pusiéramos una al lado de otra, di qué area ocuparian.
b) Si un aula mide 6 m de ancho por 8 m de largo, icon cuantos libros se podria tapar el suelo?

a) 148-(22-28,7)=93447,2 cn?

480 000 cm?

b) 6-8=48m*=480000 cm’* —» ——————
93447,2 cm

= 5,14 libros

148 hojas

5,14 libros = 5libros +0,14 libro- ———
libro

~ 5libros + 21péginas
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118. Si atas una cuerda a tu lapiz de forma que entre el nudo y el extremo de la cuerda haya 13 cm,
icual es el area de la figura que puedes dibujar con la punta del lapiz fijando el extremo de la
cuerda en un punto?

La figura que se dibuja es un circulo de radio 13 cm y su drea es A =7-13%=530,93 cm?.

119. Héctor ha comprado un bajoplato de 17 cm de radio. Si el area de sus platos es 615,75 cm?, jcual
es el area del bajoplato no cubierta por el plato?

Se calcula el radio de los platos: A, =61575=m-r> —r :1/615’75 =14cm.
™

El area pedida es el area de una corona circular de radio mayor 17 cm y radio menor 14 cm:

A=m-(R* —r’)=m-(17" = 14?) = =-93 = 292,17 e’

120. cada uno de los 50 pisos de un edificio tiene la planta de esta figura, siendo el lado del hexagono
de 30 m. Si el suelo tiene una moqueta que cuesta 20 €/m?, calcula el precio total pagado por la
moqueta del edificio.

La apotema es: a = /30> —15% =675 =25,98 m
~ 6-30-25,98
N 2

P-a
AHexa’gono -

A =2338,2m?

Acuadrado = 302 =900 m?

ATrigngulo = %25'98 =389,7 m?

El 4rea de un piso mide: 2338,2 + 900 + 389,7 =3627,9 m?
La moqueta de un piso cuesta: 3627,9 - 20 =72558 €
Y la moqueta de todo el edificio costara: 50 - 72558 =3 627900 €

121. Hemos colocado una vidriera triangular. Calcula el area acristalada en color rojo, sabiendo que
la ventana es un triangulo equilatero de lado 1 m.

im
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Cada triangulo rojo tiene 1/8 m de lado y es equilatero;
por tanto, su altura es:

_ L)‘?_(L)z_ 1 _ 1 _v3_

2= (8_ 6] “Ner 256" 15 — ML M
b-h 1/8-0,11

2 2

A= = 0,007 m?

Como hay 27 triangulos rojos, su érea total es:
A= 270,007 = 0,189 m?

122. El coste por metro cuadrado de impermeabilizacién asciende a 20 €. Calcula el coste
para impermeabilizar cada una de estas superficies.
a) Azotea de forma hexagonal regular de lado 28 my apotema 24,25 m.
b) Terraza exterior rectangular de ancho 14 my largo 20 m.
¢) Marco de 4 m de ancho alrededor de una piscina circular de 7 m de radio.
d) Jardin con forma de rombo de diagonales 18 my 12 m.
e) Fachada con forma de trapecio rectangulo de altura 5 my diagonales 6,4 my 9,43 m.
f) Rincon en el bafo que tiene forma de un cuarto de circulo de 1,5 m de radio.

| 28-6-24,25

> =2037 m* Coste =20-2037 =40740 €

a) A
b) A=14.20=280 m’ Coste =20-280 = 5600 €
) A=n(R*—r*)==(17 —7")=72r=226,19 m"  Coste =20-226,19=4523,8 €

d) A:D—'d:¥=108mz Coste = 20-108 = 2160 €

e) Se calculan primero las medidas de las bases, y luego el coste:

B—19,43 —5° — /63,9249 ~8 m b=J6,47—5 = 15,96 ~4m
A:(B+2b)'h:(8+24)'5:30 m? Coste = 20-30 = 600 €
2 2
f) A=t 90 _ w5 og e Coste =20-1,77 = 35,4 €
360 4

123. Un jardinero ha plantado una zona de césped en forma de corona circular. La longitud del
segmento mayor que puede trazarse en ella es de 15 m.

{Qué area de césped ha plantado el jardinero?
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El area que se pide es la de la corona circular:

4 A=m-(RP— 1)
‘ Como el segmento mide 15 cm, aplicamos
el teorema de Pitagoras:
2
R*’urﬁ—k(—l;—) - RZ—r*=75

Sustituyendo, tenemos que:
A=n-(RP—r)=n-75%= 17663 m?

124. Un pintor decora una valla con una de estas figuras.

am

10m
Si cobra el metro cuadrado de valla pintada a 32 €, ;cuanto cobrara por cada una?

Figura 1: La figura que forma la valla se repite cuatro veces, y su drea coincide
con la del semicirculo de radio 2 m, quees: A =m-4:2 = 6,28 m?
Como son 4 figuras, el area mide 25,12 m? y el precio sera:

25,12 -32 = 803,84 €
Figura 2: Son 8 pétalos que podemos inscribir en un cuadrado de lado 5 m,
siendo simétricos por la diagonal del cuadrado. El drea de cada mitad
es la de un sector circular de 90° y radio 5 m, a la que se resta el area

25t 5-5 5

4 = T = 7,125 m
El area del pétalo es 14,25 m? y la unién de los 8 pétalos mide 114 m?,
con un coste de 114 - 32 = 3648 €.

de un triangulo de base y altura 5 m:

DEBES SABER HACER

1. Considera los puntos A(—2, 1), B(1, 5), C(4, —1) y D(2, —3). Dibuja estos lugares geométricos.
a) Las mediatrices de los segmentos AB Y CD.
b) Las bisectrices de los dngulos ADC y BAD.

a) b)
Y

1/ vl

.

L /] |

i | AT/. ! . N | _A',. " jh } .i ——t
1N /)c' . \'\\1\ . /C X
K v

282



Lugares geométricos. Areas y perimetros

2. Traza la circunferencia que pasa por estos puntos: (—1, 0), (3, 5) y (4, —2).

Y,

3. Averigua el valor de los angulos que se forman.

N
i Y
e

H
148°
B A F

=<7 T

160°

A=20°=C=I=H B=160° E=148° F=32°=D=J=G

4. Un tridngulo equilatero tiene 57 cm de perimetro. Halla su altura.

P=57—>/=5—37=19cm

h? 49,5 =19 — h=/361-90,25 = 16,45 cm

5. Calcula el perimetro y la diagonal de un cuadrado cuya area es 156,25 cm?.

> =156,25 — | = /156,25 =12,5 cm P=4.12,5=50cm d=+412,5"+12,5* =17,68 cm

6. El area de un rombo es 390 dm? y una de sus diagonales mide 30 dm. Calcula la otra diagonal y el
perimetro del rombo.

A:390:¥—>d:%:26dm I =152 +137 = 19,85 dm

P =4/ =4.19,85=79,4 dm
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7. Considera un hexagono regular cuya apotema mide 25 cm. Calcula su perimetro y su area.

2 2
/2,[5 :252H%:625H/: %:2&87 cm

173,22:25

P=6l=6-28,87=173,22 cm A =2165,25 cm’

8. Halla el area de la corona circular limitada por las circunferencias circunscrita e inscrita
de un cuadrado de lado 9 cm.

El radio de la circunferencia inscritaesr=9:2 =4,5 cm.

El radio de la circunferencia circunscrita es R =+/4,5? +4,52 = 6,36 cm — A= w(6,362 74,52) = 63,46 cm?

COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

125. Lailuminancia es la cantidad de luz que llega a una unidad de superficie y se suele medir en lux.
Estos son los niveles de lux mas comunes:

- Verano, a mediodia, bajo un cielo despejado 100000 lux
- Alumbrado de calle 5-30 lux
- Luna llena, en una noche clara 0,25 lux

En general, la iluminancia es menor cuanto mayor sea la distancia a la que se encuentra el ohjeto
aque queremos iluminar.
» Estas imagenes corresponden a dos proyectos de iluminacion. El primero, para una calle
en la que se van a colocar bombillas capaces de iluminar hasta 11 m, y el otro, para un parque
en el que se van a utilizar bombillas para 12 m.

¢Llegaran los lux hasta los puntos marcados, el ancho de la acera (A) y el punto medio entre
las dos farolas (B), en los proyectos?

PROYECTO DE LA CALLE:
h = altura de la bombilla de la farola
62 +h* =17 — h=+121-36 =9,22m — El punto A quedard iluminado si h<9,22m.
13+ h* =17 — Imposible — El punto B no quedara iluminado.

PROYECTO DEL JARDIN:

d = distancia desde la bombilla hasta A d’ = distancia desde la bombilla hasta B
0> =4> +5 —d=+41=6,4<12 — El punto A quedara iluminado.

d'?=4%+10> - d'=+116 =10,77 <12 — El punto B quedard iluminado.
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

126. Dados dos segmentos, AB y BC, de longitud d como en la figura, icual es el lugar geomeétrico
de los puntos situados entre A y C cuya distancia a B es d?
A

|

B d C

El lugar geométrico es el de los puntos del arco de circunferencia que pasa por Ay C con centro en By radio d.

127. ¢Cual de estas opciones es la relacion entre el lado y la altura de un triangulo equilatero?

ah=YL  ppayf3 c)n=$

2 2
Sea h la altura y / el lado.

L]Lhzﬁ/z%h_ [37 _ K3
2 4 N4 2

2 /2 2 2 2

Por tanto, la respuesta es la opcion c).

128. ¢cudl es la relacion entre las areas de un triangulo equilatero y un cuadrado que tienen el mismo
perimetro? ;Qué relacion tienen los perimetros si lo que es igual son las areas?

Sea / el lado del triangulo equilatero y L el lado del cuadrado.

¢ Igualando perimetros:

PT,:PCH?)/:ALﬂ/:%.

Se escribe la expresion de la altura del triangulo:

N3 aL
=, 3 s
AL 2 3
3

Se calcula el drea del tridngulo obteniéndose la relacién con el drea del cuadrado:

4L 2143
4 = base-altura_ 3" 3 _ 43, 4 = 4x/§AC
2 2 9
¢ Igualando dreas:
e 5
base-altura  """o  [’J3 , o AP 42 2L
A = = = = =/ f=—rF—l= [—="FH
T 72 Y B N
Se calcula el perimetro del tridngulo obteniéndose la relacidn con el perimetro del cuadrado:
p —3—3.2L_3. 4 i

=3 —= ’AHPTr:iPC
Y3 T 243 T 243 24/3
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129. En un triangulo cualquiera se trazan sus medianas, formandose 6 triangulos que tienen como
vértice comiin el baricentro. Justifica que todos tienen la misma area. A partir de este resultado,
demuestra que el baricentro dista de cada vértice el doble que del punto medio del lado opuesto.

A \

Las bases de los triangulos Ay B miden lo mismo (por la definicion
de mediana), y como su altura es igual, sus dreas coinciden.
Es decir, 84 = SB, Sr = Sg, S' — S.r

Considerando el triangulo total y, por el mismo razonamiento:
Sat S+ S=5+ S+ 5
. Sa = Sg; Sc =
Como S =Sy = Sa+S5=8+ S 4> 25, =25 - Si= 5
Por tanto, S, = Sg = Sr = S, y repitiendo el razonamiento con cualquier
mediana, obtenemos que son iguales a S¢y Sp:
Sa=Sg=8=85=5=5

Como Sz = %yé} + S = qu f y, ademas, Sg = S¢ = Sp, deducimos
: bl'h)_DQ‘h (blh)_b)'h _D“h_g
q”e‘2( > )= "2 "7 )T 2 ThToohT

130. Los segmentos interiores trazados son diagonales o unen vértices con puntos medios de lados
opuestos. ;Qué fraccion del area del cuadrado esta sombreada?

D C
\ Trazando las 3 medianas del triangulo rectdngulo ABC
L Y { se forman 6 tridngulos de igual drea.
: 3 El drea sombreada es uno de esos 6 triangulos:
1
Triangulo BLG — E D.. } .
— ’ ¢ Eneltridngulo ECD: 7 +[%] =DE’ »DE= % B %
S ? 4
\“\‘\__ i A4 . 1 ¥ 2 2 F X -
PA . En el tridngulo EFC: 5 = =+ x? ——h £
f En el tridngulo DFC: 7 = ﬁ —|—h2 A —5h? = 1—>h:i,x: 1—1=£
/ 2 \/ 2 5 45 1
A ° B
A =105 _ 1
EFC 2 20
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b, P c
~/ ] E.s 2
. L
A
1
~
! 1 11 1
DE{ = " ‘ ATHéﬂgu‘OAGH - E ATHéngu‘O DA = % - Z ATriéngu\o DAH = Z N E - g
111 1,11
"‘-._\. /J/ - Atianguio pac = 573 Arsngion = 5~ 2.g =2
A > B
D, C
G
! 1 1 1 1
ATma’ngu\oAKG = % ATHéngu\oABE = ATHéngu\o pac = Z o = Z _ % _ g
\\"-\\ t-E ] 1 ] )
\ K Améngu\o DAK = Z - % = g ASombreada = g
A & B

—
131. ;Qué es mayor, el area del triangulo rectangulo ABC o la suma de las areasde L, y L,?

(Las circunferencias que ves tienen como diametro cada uno de los lados del triangulo).

£
A B
Si A1y Az fuesen las areas de los semicirculos completos correspondientes a L1y L, las dreas de los tres
. , r? r,? r,’
semicirculos serian: A =L A ="z =1
2 2 2
s r?  mr? r2+r? r?
Por el teorema de Pitdgoras: A 4+ A =™ Mo T L) w4

2 2 2 2

Como el drea que le falta al tridngulo para ser igual que el semicirculo mayor es la que le faltaa L1 y Ly,
las dreas de L; y L, serdn iguales que la del triangulo.

132. Observa la figura y compara las areas
de la zona rayada y de la zona blanca.

Si r es el radio del cuarto del circulo mayor, r/2 es el radio de los dos semicirculos menores, y sus areas son:

r)
wr? ”(5) T r? m-r?
Ay = 2 A= Az = > = u8 At Az = L4 = A

Como el area del cuarto del circulo es la misma que la suma de las areas de los semicirculos, su interseccion, que
es la zona rayada, es igual que la zona blanca, que es exterior a los semicirculos.
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PRUEBAS PISA

133. Este es el plano de la heladeria de Maria. Esta renovando la tienda. El area de servicio
esta rodeada por el mostrador.

PUERTA DE ENTRADA

[ ENTRADA

I

AREA DE MESAS

Nota: Cada cuadrado de la cuadricula representa 0,5 metros x 0,5 metros.

a) Maria quiere colocar un nuevo borde a lo largo de la parte externa del mostrador. ;Cual es la longitud total
del borde que necesita?

b) Maria también va a poner un nuevo revestimiento para suelo en la tienda. (Cuél es la superficie (area)
total del suelo de la tienda, excluidos el &rea de servicio y el mostrador?

m ¢) Maria quiere tener en su tienda conjuntos de una mesa y cuatro sillas como el
. liia v . ; : g %
que se muestra mas arriba. El circulo representa la superficie de suelo necesaria

! para cada conjunto.
d=h

]
\
£ ‘

| silla |

1,5 metros

Para que los clientes tengan suficiente espacio cuando estén sentados, cada conjunto (tal y como representa
el circulo) debe estar situado segun las siguientes condiciones:

« Cada conjunto debe estar situado, al menos, a 0,5 metros de las paredes.
 Cada conjunto debe estar situado, al menos, a 0,5 metros de los otros conjuntos.

;Cual es el niimero maximo de conjuntos que Maria puede colocar en la zona de mesas sombreada
de su tienda?

(Prueba PISA 2010)

a) Llamando d a la longitud de la parte exterior oblicua del mostrador, se tiene:
?=24+15 —-d=4625=2,5m Longitud=1+d+1=2+25=4,5m

b) Area total =
= Area a la derecha del mostrador de 4,5 m X 5 m + Area por encima del mostrador de 2,5 m x3 m +

+ Area del tridangulo rectangulo de catetos 2 my 1,5 m situado por encima del lado oblicuo del mostrador:

A=4,5~5+3~2,5+%:22,5+7,5+1,5=31,5 m’

c) A la izquierda de la zona de mesas no hay pared, por lo que el requerimiento de “a 0,5 m de la pared” se aplica
a la pared de la derecha, a la de arriba y a la de abajo en el dibujo. Con ello queda una zona de 4 m X 3,5 m.
Como el circulo de cada conjunto tiene un didmetro de 1,5 m y entre los circulos debe haber minimo 0,5 m, se
pueden colocar dos conjuntos arriba y otros dos abajo (ancho = alto =1,5-2 + 0,5 =3,5m).
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CLAVES PARA EMPEZAR
1. Representa graficamente estas rectas.
Ay=x-—2 by y=3x Qy=-—2
")
+
14
1 X
T
2. Halla el término que falta en cada proporcion.
4_ 6 25 _ X x_12
V%=1 3 Tu  937%
a)12-4=6x—>x=8 b)24-2,5=3x—>x=20 €)12-3=x2—>x=16
VIDA COTIDIANA

La brujula es un instrumento que sirve para orientarse y que tiene su fundamento en la propiedad
de las agujas magnetizadas. Posee una aguja imantada que sefiala siempre al norte magnético.

+ Marca en tu cuaderno la direccién en la cual se mueve el punto si lo hace hacia el este.
mEE
‘6_3_‘_‘:3,;" I

RESUELVE EL RETO

Una butaca muy pesada solo se puede mover mediante giros de 90° alrededor de cualquiera de
sus esquinas. (Es posible colocarla justo detras de donde estaba y mirando en la misma direccion?

Fijamos un vector en uno de los lados de la butaca, y queremos ver si se puede trasladar varias unidades hacia
atras. Como solo podemos realizar giros de 90°, no es posible realizar la traslacién pedida.
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¢Son semejantes la parte pintada y el cuadro con el marco?

No son semejantes ya que, como el ancho de los lados del marco es el mismo, los lados homélogos del cuadro
y del marco no son proporcionales.

La Torre Eiffel tiene 320 m de altura y pesa 7 000 toneladas. Si construimos un modelo a escala,

con el mismo material y la mitad de altura, ;cuanto pesaria?
Si reducimos a la mitad la altura, se reduce también a la mitad el ancho y el fondo de la torre. Por tanto, el
volumen de la maqueta queda dividido entre 23 = 8. Como la densidad de la torre Eiffel y la de la maqueta es la
misma, el peso de la maqueta seria 7000/8 = 875 toneladas.

ACTIVIDADES
1. Sean los puntos A(—3, —2), B(—1, 4) y C(4, 2). Dibuja los vectores AB, AC y BC, y halla sus
coordenadas y su modulo. Comprueba que los médulos de ABy BA, AC y CA, y BC y CB coinciden.

A
E:(—1+3,4+2)=(2,6)—>‘E‘:m:m
AC =(443,2+2)=(7,4) —|AC| =7 +47 = V&5
%:(4“,2_4):(5,_2)_,‘@‘:m:@
BA=(-3+1-2-4)=(-2,~6)~[pA = J(~2% + (-6} =20
c7\':(—3—4,—2—2):(—7,—4){(7\":m:\@
B —(-1-44-2)~(52) [ [ 5 <2~

2. calcula las coordenadas del punto B si AB = (5, —1) yA = (0, 3).
Blbr, ba) = AB (5,1~ (0,-00,-3) = | jzj

3. ¢{Cuantos vectores AB, con A un punto fijo, tienen igual médulo?
Infinitos. Todos aquellos cuyo extremo pertenece a la circunferencia de centro A y radio el médulo del vector AB .
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4. Debajo puedes ver varias transformaciones de la figura de la derecha. Determina cuales son
movimientos.

EI]].I
) \(0 il
W ‘n
Figura 1 Figura 2 Figura 3 ]'] .
(SR ] Figura 4
[ ] | Figuras L

Las figuras 1, 2 y 3, porque tienen la misma forma y tamafio.

5. Dibuja un triangulo de vértices 0(0, 0), A(0, 3) y B(2, 0). Dibuja a partir de él otros triangulos
en los que se conserven estas caracteristicas.

a) El tamafio ¢) Eltamanoy la forma

b) La forma d) Ni el tamafio ni la forma

—t—t EOllF —— —t :X

6. Dibuja la figura geométrica que mas te guste y aplicale distintas transformaciones. Indica cuales
de ellas son movimientos.

Respuesta libre. Depende de la figura que se quiera y de las transformaciones que se apliquen.

7. Para cada punto A y vector V, determina las coordenadas del transformado de A mediante
la traslacion t;:
a) AR, —2,V=1(2 -1 ¢ A(1,6),V=(—4, -3
b) A(—4,5,V=(7,2 d A(=31),V=(=51)

a) AL A'(3+2,-2-1)= A'(5-3) c) AL A (1-4,6-3)=A'(-3,3)

b) AL A'(~4+7,5+2)=A'(37) d) AL A (=3-51+1)=A'(-8,2)

8. Determina el vector de la traslacion que transforma el punto A(—1, 4) en A’ (5, 2).
Seav=(v,V,)

. S5=-14+v,| 6=V,
A(=14)—L—A'(52)=A(-1+V,,4+V,) — —
(WA= AT ) -5 T
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9. Aplica la traslacion de vector V = (2, 3) seguida de un giro de centro B(3, 2) y angulo 270°.

:Es lo mismo aplicar el giro y luego la traslacion?
No, el resultado es diferente.

10. Traza el segmento AB determinado por estos puntos y calcula su transformado mediante
una traslacion de vector vV = (3, 4).

a) A1, —2),B@, —1) ¢) A@B, 1),B(0,4)
b) A(—1,4),B(—3,2) d) A(7, 2),B(4, —1)
A(1-2)——A'(4,2) A(31)——A'(6,5
2 B(3-1)—1=B'(6,3) g L?(O,A)L)B' 38
0 A(-1,4)%>A'(28) " {A(7,2)%>A'(10,6)
B(-3,2)——B'(0,6 B(4,~1)——B'(7,3)

11. Para cada pareja de puntos A y B, traza el segmento AB y su transformado mediante un giro
de centro el origen de coordenadas y angulo de 60°.

a) Al5, 2), B4, —3) c) A(1, 6), B2, 3)
b) A(—2,4), B(—3,1) d) A(1, —2),B(4,5)
a) Yy c) Ya
Io__A' A

o § i
1 % P
[ | 1 X
eB
b d
) , ) v
A B!
» L] B
-
A Be 1 1
LW : T M
! 60° ' X
// {1 1144
il .-
B’( 4—0—0—'—§—'4v—|"—+'— W + + ""X
1 \ 60°
i e '.A
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12. Obtén la transformada de la figura F mediante una traslacion de vector V.

Yo Y

13. Dibuja el trapecio isosceles de vértices A(3, 2), B(7, 2), C(6, 5) y D(4, 5), y transférmalo mediante
una traslacion de vector vV = (7, 3) y a continuacion un giro de centro (8, 3) y angulo de 45°.
Y

"'(I\v
NEEK - SNEN
:::_\/:{::_\\,_::
- \ecezzas

\

e

A B

14. Realiza una simetria central de centro C(—2, 4) sobre estos elementos.

* PUNtO A1, 2) * Punto B(—4, 3)
» Segmento AB, con Ay B |os anteriores. Y

15. Dado el triangulo de vértices A(3, 1), B(6, 2) y C(5, 3), haz una simetria axial de eje la recta x = 1.

Yy &

ol 4 .
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16. Completa en tu cuaderno la tabla.

Punto Eje de simetria  Punto trasladado
A1, 3) Ordenadas
Ordenadas . B'(0,3)

cE.—1) Abscisas .
Punto Eje de simetria  Punto trasladado
A(1,3) Ordenadas A’(-1,3)
B(0, 3) Ordenadas B’(0,3)
c@2 -1 Abscisas | C’(2,1)

17. Aplica a F una simetria central de centro O.

a) [ | c

by || | LS d)
N | \ [P
a) c)
D A
C:: i 8
B 0] )
>
b) d)
A
R B'C
) 24
o £5
cB e k| IE

18. Aplica a F una simetria de eje e.
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19. Determina la figura transformada de F mediante una simetria de eje el eje de ordenadas.

:Qué relacion hay entre las coordenadas de los vértices de F y los de sus transformados?
Yi

A(—4,4)— A'(4,4)
B(—2,3)— B'(3,2)
c(—-2,1)— C'(1,2)
D(—6,1)— D'(1,6)
—t— ——t—t—t frth E(=5,2)— E'(5,2)

=6 |—4 -2 1 11| 315 G(—6,3)— G'(3, 6)
Las abscisas son las opuestas al aplicar la simetria.

20. Dibuja la figura de vértices: A(4, —1), B(6, —5), C(6, 0), D(9, 0). Calcula su transformada por una:

a) Simetria central de centro el origen.

b) Simetria central de centro el punto A4, 2).

¢) Simetria axial de eje el eje de abscisas.

d) Simetria axial de eje la bisectriz del primer y tercer cuadrantes.

a) Y jt C) 12 F
‘\ = <+ .
N
L= \\\1 T+ 1
I _«<BESNEE LI L e
Q\-_h___q_m_h.:. L / 1 l X
\\_ \ A
\\\-. : \
eB B
b) v d) Yi
- "\.\\\
L [ TN
\\ ] \_\‘
4 \ \ \\x
\" Tt
1 1 \\{ \D
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21. construye un friso a partir de esta figura utilizando una traslaciéon cuyo vector mide la mitad
de la base de la figura.

22. Dibuja una figura y construye un friso utilizando giros de 90° con centro en un punto exterior
a la figura y una traslacion.
Solucidn libre, depende de la figura y el punto que se tome.

23. ¢Cudl es la figura basica que se ha utilizado para construir este mosaico de la Alhambra
de Granada?

¢A partir de qué movimientos se ha obtenido?

La figura basica es:

4

-~ IS

;

=
"Q‘, --.v~,1t 4

L
Ri &1 &

Los movimientos son giros de 120° y traslaciones.

24. Dibuja el rectangulo de vértices 0(0, 0), A(4, 0), B(4, 2) y C(0, 2) y aplica una:
a) Homotecia de centro el origeny razén 2.
b) Homotecia de centro (—2, 1) y razon 3.

¢) Homotecia de centro (0, 4) y razon %

a) 14 4
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b) Y%E
C“ B
e 14
+—+ ll'A ..........j.x
c) Y

La razon de la homotecia es 1,5.

26. Determina los puntos y rectas dobles de una homotecia.
El Unico punto doble de una homotecia es el centro de la homotecia, O.

Las rectas dobles son las rectas que se transforman en si mismas, es decir, las rectas que pasan por el centro de la
homotecia.

27. Sabiendo que AB = 4 cm, AB’ = 6 cm Y AC = 5 cm, calcula la longitud del segmento AC’.

:%_)A_C':ZS cm

i
AC

)>||
[vs]
N|os
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28. considera el triangulo rectangulo de catetos é y 8 cm. Calcula la medida de los catetos de otro
triangulo semejante a él cuya hipotenusa mide 9 cm.
La hipotenusa del tridangulo rectangulo de catetos 6 y 8 cm mide /6% +8* =10 cm.

Llamando c1y c2 a los catetos del tridngulo semejante al anterior cuya hipotenusa mide 9 cm, se tiene:

E:é:§—>q:%:S,Mmyczzzzzzcm
9 ¢ ¢ 10 10

29. Identifica los triangulos semejantes.

A D c

S ®

A A A A A
Son semejantes los tridngulos: ABC, AED, CBE, ACE, ECD

30. Copia en tu cuaderno este segmento y dividelo en cinco partes iguales aplicando el teorema
de Tales.

31. Copia estos segmentos en tu cuaderno y dividelos en ocho partes iguales aplicando el teorema
de Tales.

c
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32. Dibuja sobre unos ejes de coordenadas el segmento de extremos A(2, —1) y B(6, 3) y, aplicando
el teorema de Tales, dividelo en seis partes iguales.

B

33. Dibuja sobre unos ejes de coordenadas el segmento de extremos A(—2, 0) y B(4, 0) y, aplicando
el teorema de Tales, dividelo en cuatro partes proporcionalesa 2,5y 8.

Y

,/r
4—/4/9-\-19-::0—0——0—»-

34. Copia en tu cuaderno el segmento AB. Dividelo en partes proporcionales a los segmentos x, y y z
aplicando el teorema de Tales.

a) A g c) A 8
X X
—_ —_
e B A
Z Z=2X
: | —_—
by A B
X
—
[T———
z=2y
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Los tres apartados se hacen de modo similar. Desde un extremo del segmento AB, A, se traza una linea en la que se
sitlan uno a continuacion de otro, los segmentos x, y, z. Desde el extremo de z, se traza una linea que une ese
extremo con By luego paralelas por cada uno de los extremos de los segmentos x e y.

z

x

35. Observa esta foto a escala 1:5500.

a) (Qué distancia real hay entre Ay B?
b) Sidos puntos de la ciudad distan 4 km, qué distancia habra entre ellos en un mapa con esta escala?
a) La distancia entre Ay B es 35 cm.

17¢cm— 5500 cm .
}HX:M=165OOCm:16,5m
3CM— X 1cm

17cm— 5500 cm=55m 1¢m-4000 m
) —w X=——""""=7272Cm
X — 4 km=4000m 55 m

36. Antonio va a hacer un dibujo de su huerto. Su huerto es un trozo de terreno rectangular de 75 m
de largo y 34 m de ancho. Quiere utilizar una escala 1:150. ;Le cabra el dibujo en un papel de

tamano DIN A4?
1cm—150cm=15m 1cm-75m
— X =———"——— =50 cm de largo
X—75m 1,5m

1cm—150cm=15m -
- }_> _lcm-34m_ 22,67 cm de ancho

y —34m 1,5m
Por tanto, no podra dibujarlo porque las medidas del huerto a escala son mayores que las medidas del papel DIN

A4, que son 29 cm x 21 cm.
37. carlos ha utilizado una escala 12:5 para realizar un boceto de sus esculturas.

a) ¢Qué sera mayor, el boceto o las esculturas?
b) Siuna de sus esculturas mide 12 cm, ;que altura tendra en el boceto?
a) Sera mayor el boceto.

12cm—5cm 12cm-12 cm
—X=——"—=128,8CM
X —12cm 5cm
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28. Este es el plano de un terreno donde se construira una casa. Si se quiere dejar un patio de 150 m?,
£qué dimensiones como maximo tendra la casa? ;Qué superficie maxima puede ocupar?

| A
_ Escala 1:350
Medimos el terreno, que tiene un ancho de 6,3 cm y un alto de 2,8 cm. En la realidad estas medidas son:

1em— 350 cm=3,5m 28cm.35m
Lx=280MSeM g0
2,8Cm—s X 1cm
1cm—350cm=3,5m .
Lx=03CM35M_ o 5 m
6,3CmM— X 1cm

El 4rea de esa zona es 22,05 - 9,8 = 216,09 m?. Si se dejan 150 m? de patio, la planta de la casa podra tener como
méximo 66,06 m?.

39. Considera este cuadrado.

&cCm
a) Calcula sus medidas si lo representamos a una escala 1: 5.

b) Calcula sus medidas y su &rea si lo representamos a una escala 5:12.

Tcm—5cm 6Ccm-5cm
—X=—"7——=30Cm.
6CM— X

a) La medida del lado del cuadrado sera: Tom

5¢cm— 12 cm .
b) La medida del lado del cuadrado sera: }—) X :M = 72

— cm=14,4 cm.
6Cm— X 5cm 5

Y su drea sera 14,4%> = 207,36 cm?.

40. Este es el plano de la habitacion de Tomas.

a) ¢Cabe un armario que mide 4,5 m de largo y 1 m de profundidad?
b) ¢Qué superficie queda en la habitacion si se pone una cama de 150 x 200 cm?
c) ¢Caben el armario y la cama en la habitacion?
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a) Tomamos medidas de la habitacion: 6 cm de largo y 3 cm de ancho. En la realidad la habitacion mide:
1cm— 80 cm

6 cm-80 cn
—_ =
6CM— X

1cm 80 cm .
T~ 480 cm=4,8m - _, x=3cm-80cm

=240cm=24m
3cm—x

1cm
Tomamos medidas de la cama: 2,8 cm de largo y 1,4 cm de ancho. En la realidad la cama tendrd estas medidas:

17cm— 80 cm . 7cm—80cm .
- X=w=224cm=224m - HX=W=112CI’H:112H’1
2,8Ccm— X 1cm 14 cm—x 1cm

Si tenemos en cuenta la situaciéon de la puerta y de la cama no cabe el armario.
b) Area

Habitacion —

4,8-2,4=11,52m? Area,,,= 1,52 =3 m? Por tanto, el 4rea sobrante es 8,52 m2.
c) No, por las medidas de ambos.

41. ¢A qué escala esta dibujado un hexagono regular en el que el lado mide 3 cm si la medida real
es 60 cm? Halla la relacion entre las areas.

3cm—60cm .
- — X fwzzo cm — Por tanto, la escala es 1:20.
1cm— x 3cm
AD — PD 'apD
Llamando Ap al drea del dibujo y Ar al drea real, se tiene: 2 | A _Feaby 20:7,-20:8D, _ 54 o6 _ o
AR:PR'apR AD PD'apD Pn'apo
2

Area real =400 - Area del dibujo

ACTIVIDADES FINALES

42. considera los puntos:

A(0,4),B(6,0),C(5 7),D(4, —4) yE(—2, —1)
Halla las coordenadas de los siguientes vectores.

B N AC AE BD EB 575 EC
AC=(5-07-4)=(53) AE=(-2-0,—1-4)=(-2,—5)  BD=(4—6,—4—0)=(-2,—4)
EB=(6+20+1)=(81  CD=(4-5-4-7)=(-1-11)  EC=(5+27+1)=(7.8)
43. considera los puntos: A(2, 3) y C(3, —1).
a) Halla las coordenadas de B tales que AB = (3, —1).
b) Si la segunda coordenada de By la de D son iguales, encuentra D para que |BD| = 8.
¢) Halla el modulo del vector DA.

— 3=bH-2 5=b
a) Sea B(bl,bz)—>AB(3,—1)(01—2,02—3)ﬁ{ ] 2; 34{2 DW
—1=b,— =b,

) 8(5.2)=0(0,2) — [B=8 =65 +2-27 = (-5~ [}~ - [P

¢) DA=(2-133-2)=(-11)

\W\'\:,/(-ﬂ)%?:m:\/@

DA=(2+33-2)=(5) DA =57 +7 =26
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44. Los vértices de un rectangulo son:

A(—4,4),B(2,4),c(2,1)yD(—4,1)
a) Halla las coordenadas de los vectores AB, BC, CD y DA.
b) Halla el médulo de las diagonales del rectangulo.
a) AB=(6,0) BC =(0,-3) CD =(-6,0) DA =(0,3)

b) AC=(6,-3)  BD=(-6-3) [CA=y6'+(-3] =36+9 =25  [BD|=y(-6)' +(-3) =36+9 =45

45. ;Queé significa que una de las dos coordenadas de un vector sea cero?

Si la primera coordenada es 0, el vector tiene direccidn vertical, y sentido hacia arriba si la 2.2 coordenada es
positiva y sentido hacia abajo si la 2.2 coordenada es negativa.

Si la segunda coordenada es 0, el vector tiene direccidn horizontal, y sentido hacia la derecha si la 1.2 coordenada
es positiva y sentido hacia la izquierda si la 1.% coordenada es negativa.

46. Indica, observando este dibujo, si las siguientes figuras se han obtenido

mediante un movimiento o no. Razona tu respuesta. (
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Las figuras 1y 2 conservan la forma y el tamafio, por lo que se han obtenido mediante un movimiento. Las figuras
3y 4, no; la figura 3 no conserva ni la forma ni el tamanio, y la figura 4 conserva la forma pero no el tamafio.
47. Dibuja, a partir de las figuras, otras figuras en las que se conserve lo indicado.

a) El tamario ¢) El tamarioy la forma
b) La forma d) Niel tamafio nila forma

s
- O XN
‘1 @ + C
1 @+ (
1 e ¢ (
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48. Dibuja y obtén el trasladado del punto P por el vector V en cada caso:
a) P(—1,00yV =(4,3) ¢ P@3, —4)yV=(-51)
b) P4, —=3)yV =(1, =5 d) P(=2,6)yV = (=3, —2)

a) P(—1,0)——P'(3,3) ¢) P(3,-4)—1—P'(~2,-3)
Y Y
1 4
4 14
P’ 4
£ 1 } B
1 P
Pv [ 1: e < .P
b) P(4,-3)—"—P'(5,-8) d) P(—2,6)——P'(=5,4)
14" Y
Pt

-

P P e

49. Halla el vector de traslacion que transforma P en P’.
a) P2, —1),P'(—1,3) b) P(—5,0),P’(0, —2)
a) v=(-34) b) v =(5-2)

50. Obtén la figura F’ transformada de la figura F por una traslacion de vector V. Después,
halla la transformada de F’ por la traslacion de vector w, F”.

Y

57\
| Z

4

BEREIEZAEIERRF:

a) ¢{Puedes pasar directamente de F a F” con una traslacion? Si crees que si, dibuja el vector
de dicha traslacion y escribe sus coordenadas.

b) Escribe las coordenadas de V y i y suma sus abscisas y ordenadas. {Qué relacion tiene el resultado
con el del apartado anterior?
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V=182 —-5723=@3 -3 w = (10, 1) — (12,3) = (-2, —2) s

Los puntos de F se convertiranen:  |os puntos de F’ se convertiran en: i f?sx‘ v

A(l, 5) V=63, a2 A’(4, 2) w=(=2-2), A”(2, 0) 3p P& F: i 'W/
B@4,5)—— B'(7,2)  B'(7,2)——— B(5,0) 1 |
24— 61 G 1l))—— "3, -1 AEY _«4EENTEE RS

D(1,4)———— D'(4,1) D4, 1) —— D"(2, —1)

a) Si, porque mantienen la forma y el tamafio. Lo comprobamos con la transformacién de un punto de Fen F’ y lo
aplicamos a los otros tres puntos de F.

Al 5)—L=&A , a2 0)

l+x=2-x=1

5+y=0-y=-5 =1

Si aplicamos el vector { a los otros tres puntos de F:
i =(1,-5)

B(4, 5) B"(5,0)
C2,4)———— C"(3, —1)
D(1,4) ————— D"(2, —1)

Vemos que coinciden con los puntos obtenidos mediante los dos movimientos.
by vV +w=(3, —3)+(—2 —2)=(1, —5)

Se trata del vector f obtenido en el apartado a).

51. Dibuja los siguientes elementos geométricos y sus transformados por el vector de traslacién
vV =(3, —4).
a) Segmento AB: A0, 3) y B(4, 2).
b) Tridngulo ABC: A(2, —3), B(4, 1)y C(1, 2).
c) Pentdgono ABCDE: A4, —1), B(3, 2), C(6, 4), D(9, —2) Y E(5, 1).
d) Circulo de centro C(—3,2)yradior = 2.

a) Y c) Y4
C
A“\B /'/Q
! 8 ‘
1 ’ s \\-‘ ¢
1 NS ol
——— 2 A {" OQ 3
1 1\ X B\ A\
A\ A" \'\'\o
B D
d) y
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52. Determina graficamente los vectores de las traslaciones que transforman la figura FenF’ y F”,

respectivamente. Obtén también sus coordenadas.
Y

ENENNEREREEE
Tomamos el vértice superior izquierdo de las tres figuras:
EnF — A(—4,4)
-5
EnF" — A'(2,6)
5
En F" — A"(4, 3)

V=02—(—4),6—4)=(6,2)

w=(4—(—4),3—4)=(8, —1)

Lo comprobamos transformando el vértice derecho de la figura F:
c(—1,2) V=62, c1s5,4)
c(—1,20 ¥ =68~ onz 1)

que corresponden a las coordenadas de los picos de F' y F”.

53. Halla la figura F que ha dado lugar a la figura F’, al aplicarle una traslacion de vector v = (—2, —3).
Antes de hacerlo, determina cuales seran las coordenadas de los vértices de la figura F.

%
! ! .3--
| 7= S I R
1] ! .‘I..
TEAERED i 1 3
Yi
L5
3
1
Jdgldgldalda] [ 1 1.3 Ix
v =(-2 -3 G B = Bemhl =)

A, ) —— > A'(=6,4) - n—3=4—0y=7

N —2=—4->x=—2
y2_3:3 _’y2=6

B(X,, y») JP=i=2,=3) B'(—4,3) -

V =(—2 —3) - X3—2=—4-x=-2
Clxg, y5) —————> C'(—4,1) — $,—3=1—>y, =4

=

3—2=-8-x=—6
Yp—3=1—7>y =4

D(X4,y4)LH’ D'(—8,1) —

V=(-2 -3 . Xs—2=—7-2x%=-5
Elts, o) ———=—= E'(=7,2) 21y —3=2—5y =5

X,—2=—-8-x=—-6
Yo—3=3—y =06

Gxs, ¥e)
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54. ;Qué observas al hallar los vectores de traslacion que transforman Pen P, P'en P’y P en P"?
a) P(—3,—1) P'(2,0) P"(3, 8)
b) P(4,2) P'(—1,3) P"(—2, —2)
Sea v el vector de traslacién que transforma P en P’; sea U el vector de traslacién que transforma P’ en P”’ y sea

W el vector de traslacién que transforma P en P”.
a) v=(51 u=(18) W=(69)—>V+U=W

b) v =(-51) U=(-1-5) W=(—6-4)=V+i=w

55. Dado el triangulo ABC: A(—2, —1), B(2, 6) y C(6, —4).
a) ¢En qué puntos se transforman By C mediante la traslacion que transforma A en B?
b) ¢En qué puntos se transforman A y C mediante la traslacion que transforma 8 en C?
) ¢En qué puntos se transforman Ay B en la traslacion que transforma C en A?
a) AB=(4,7)

B(2,6)—2—B'(6,13)
C(6,—4)—2£—C'(10,3)

b) BC = (4,-10)

A(=2,—1)—E A'(2,-17)
C(6,~4)—£—C'(10,-14)

c) CA=(-8,3)

A(=2,-1)—2Z— A'(=10,2)
B(2,6)—%—B'(-6,9)

56. Dibuja el punto transformado de estos puntos por un giro de centro el origen de coordenadas
y angulo de 90°.

A(6,0) B(3, 4) c(—2, —5) D(—5,1)

Y
: AL
B
D
. 1
'l i - ‘_'_',_—,
A X
-
c
c . -D,
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57. Dibuja los puntos y el segmento que forman A y B. Halla su transformado por un giro de 90° de centro

c(—1, —2).
c) A(—2,6),B(1,3)

a) A2, —2), B(5,0)
by A(—11, —1),B(—8, 2) d) A(,0),B(—1, —2)
Y
a) z Y{_ C) A qF
B

g ki

58. Dibuja estos elementos y sus transformados por el giro de centro 0(3, 1) y angulo 120°.

a) Triangulo de vértices: A2, 6), B(—2, 1)y C(—5, 3).

b) Circulo de centro C(—3, —2)y radio r = 4.
Y b 14
a) 4 A ) 4\
Ce + I", L A LN \\\}w. | A s 4
A5 /
11
B* / ] \
| Y T . o | MY 0] ,
t t t + "/t/l LA B — -)? 4+ (0]
/.
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59. Dibuja el cuadrilatero ABCD, A(—2, 2), B(0, 2), C(0,0) y D(—2, 0) y aplicale un giro de centro
0(—4, 3) y angulo —60°,

Y A

o :

. 1

A B

14
| /.‘\. i 4 ey
<l [N D [c] 1 X

\/ o

60. Obtén la transformacion que aplica varios giros al punto P(3, 5) con el mismo centro C(0, 0).
a) Dos giros, uno de 40° y otro de 40°.
b) Tres giros, uno de 60°, otro de 30° y el Ultimo de 90°.

¢) Dos giros, uno de —30° y otro de 120°.
a) Giro de centro C(0, 0) y angulo 80°.

b) Giro de centro C(0, 0) y angulo 180°.
¢) Giro de centro C(0, 0) y angulo 90°.

61. Determina el centro y el angulo del giro que transforma Fen F’.

Y

l ‘_\ N
N
El centro O es el de la figura. El dngulo del giro es de —120°, aproximadamente.

62. Halla la figura F de la que procede la figura F’ al aplicarle un giro de centro el origen y angulo
de 90°.
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Al aplicar un giro de 90° a los vértices de F, se cumple que:

A, yy) = A'(=6,3) > x, =3, =6 Yi

B(x,, y,) = B'(—5,5) = x,=5,),=5 LT ] T B
Clig y5) = C'(~4,4) ~ x; = 4, y; = 4 7 A @
D(xy, ¥3) = D'(—=3,8) = x, =5y, =3 A’ AR 5
Elxg, y5) > E'(—3,1) > x=1,%=3 h E(-“‘Q%?, i
Gl y) = G'(—5,1) > x=1,y=5 LLIIITTT] EREREE)"

63. Indica los dos transformados de estos puntos por una simetria respecto a ambos ejes
de coordenadas.

A2, 0) B(6, 2) C(, 8) D(—1,4)
E(—5,0) F(—3, —4) G, —9) H(2, —6)
Punto Simétrico Simétrico
respecto al eje X respecto al eje Y
A(2,0) (2, 0) (-2, 0)
B(6, 2) (6, -2) (-6, 2)
C(o, 8) (0, -8) (0, 8)
D(-1, 4) (-1, -4) (1,4)
E(-5, 0) (=5, 0) (5, 0)
F(-3, —4) (=3, 4) (3,-4)
G(0, -9) (0,9) (0,-9)
H(2, -6) (2, 6) (-2, —6)

64. Halla el transformado por el movimiento indicado del triangulo ABC: A(—1, 6), B(—2, 1) y C(—5, 3).

a) Simetria central respecto del origen, O(0, 0).
b) Simetria central de centro el punto D(4, 2).
¢) Simetria respecto al eje de ordenadas.
a)A’(1,-6) B'(2,-1) C(5,-3) b) A’(9,-2) B’(10,3) C(13,1) c)A'(1,6) B(2,1) C(5, 3)

65. Realiza una simetria central respecto al punto M(—1, 5), a cada una de las figuras.
a) Cuadrado ABCD: A(—2, 2), B(0, 2), C(0,0)y D(—2, 0).
b) Poligono de vértices: A4, —1), B(3, 2), C(6, 4), DO, —2)y E(5, 1).

a) b)
YA
C, D
1R
B’ A’
ms
A B
T c[ 1] X

310



Movimientos y semejanzas

66. construye la figura simétrica respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrantes.
a) Triangulo: A(2, 6), B(—2, 1)y C(—5, 3).
b) Cuadrilatero: A4, —1),B(2, —7),C(7, —5) y D(6, 0).

a) "4 b)

c 1 . N

.

?.

67. Determina el centro de simetria que transforma F en F’'y F en F”, y el eje de simetria que realiza
las mismas transformaciones.

= =

La simetria respecto al eje e transforma Fen F'y la simetria respecto a e’
transforma F"en F".

La simetria respecto al punto Ptransforma Fen F”.
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68. considera el pentagono ABCDE.
Dibuja los siguientes simétricos del pentagono:
a) El simétrico respecto al centro de simetria O.
b) El simétrico respecto al centro de simetria O".
¢) El simétrico respecto a r como eje de simetria.
d) El simétrico respecto a s como eje de simetria.

a) c)

A_H“'H-J/ Cf\
"0 RH""‘MV

b)

70. Dibuja los ejes de simetria y el centro de estas figuras.

a) Un cuadrado d) Un trapecio isosceles
b) Unrombo g) Un triangulo isosceles
€} Un rectangulo f) Un hexagono regular
a) c)

l
N

“

b) d)
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71. Dado el triangulo cuyos lados miden 3, 6 y 8 cm, respectivamente, calcula;
a) La longitud de los lados de otro triangulo semejante a este con razon de semejanza k = 2.
g g : . ; i
b) La longitud de los lados de otro triangulo semejante con razon de semejanzak = >

c) ¢Cudl es la razon de semejanza que hay entre los dos triangulos transformados?
a)6cm,12cmy 16 cm b)1,5cm,3cmy4dcm k=4

72. Dibuja los poligonos que se detallan a continuacion y los que se obtienen aplicandoles
una homotecia de centro 0(0, 0) y razén k = 2.

a) Triangulo ABC: A(1, 4), B(2, 1)y C(3, 2).
b) Cuadrilatero ABCD: A(3,0), B(6,3),C(2,4)y D(3, 7).

a) Y4 b) ¥

74. construye dos figuras semejantes a estas con razones de semejanza 3 y % respectivamente.
a) b)

75. A(1, 3), B(4, 1) y C(3, 4) son los vértices de un tridangulo. Construye los siguientes transformados:
a) Traslacion de vector V = (5, 0) seguida de otra traslacion de vector vV = (2, —3).
b) Homotecia de centro O(0, 0) y razon k = 4 seguida de un giro de centro A’y angulo de 90°.
c) Simetria de gje el eje de ordenadas y una homotecia de centro O(—3, 0) y razon k = 3.
d) Giro de centro O(—1, 5) y angulo de —120° y una simetria de eje la bisectriz del 2.° y 4.° cuadrantes.
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a) vy c) 14
o
QC OC'
. -
A A 1
. A”
1 W8 5 . i *
1 | % X
.
Y
C’C 9 QC
. .A,-- _' i \
b) g’ A
41 Be 1 "'OB
[ 1] X
d)
Y-r
o_B, t
A’/.' -
41 Y 1 . ‘-_C
- A" + o \
g — A
c \
1 B
[ 1 | Ix

76. Los lados de un rectangulo miden 4 y 7 cm, y es semejante a otro cuyo perimetro es 132 cm.
a) Halla las dimensiones del segundo rectangulo.
b) Calcula la razén de semejanza entre ambos rectangulos.

a) Perimetro del rectangulode lados4y7cm: (4+7)-2=22cm.

Perimetro del rectangulo semejante: 132 = 22k de donde k = 6. Por tanto, las dimensiones del rectangulo
semejante son: 4k=4-6=24cmy7k=7-6=42cm.

b)k=6

77. Razona si es verdadero o falso:

a) Todos los triangulos rectangulos son semejantes.

b) Sila razén de semejanza de dos figuras es r, entonces una figura es la transformada de la otra
en una homotecia de razonr.

¢) Silos lados de dos hexagonos regulares son proporcionales, entonces son semejantes.

d) Silarazon de semejanza entre dos cuadrados es m, la razon entre sus perimetros es 4my entre sus
areas es me.
a) Falso, los angulos agudos pueden ser diferentes.

b) Verdadero
c) Verdadero

d) Falso, la razén entre los perimetros es m, no 4m.
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78. Construye, en cada caso, un friso a partir de la figura que se da y siguiendo las indicaciones.

a) Utilizar una traslacién de vector Vv = (5, 0).
b) Realizar un giro de $0° con centro en O y una traslacién de vector i = (7, 0).
c) Aplicar una simetria axial respecto de la recta r y una traslacion de vector w = (8, 0).

B

b) Con estos dos movimientos las figuras se solapan y no se forma un friso.

Bastaria cambiar el centro de giro por el centro de la figura, y se obtendia:

i Bl 3E 5 5
-T-
L L L

79. Dibuja el friso que se obtiene a partir de un triangulo rectangulo aplicandole una tras otra
simetrias axiales respecto de una recta vertical situada una unidad a su derecha.

DIAINIAIN]

80. Dibuja el friso que se obtiene a partir de un triangulo isésceles aplicandole uno tras otro
giros de angulo —180° con centro en el punto medio de uno de los lados de igual medida.

NI

<)
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21. completa en tu cuaderno el mosaico formado por hexagonos que ves a la derecha

82. Identifica qué movimientos intervienen en este mosaico.

Los movimientos que intervienen son dos giros de 120° cada uno y una traslacién.

23. Halla las medidas desconocidas.

a) b)
£ R A
o -«
2 S y
e I I 3cm
25cmfx| vy [ /y(\x X |
:ﬁ*‘/
a)_:gzé_,xzicmlyzmcm b) 3:—:z—>x:3,6cm;y:2,40m
25 Xx vy 3 3 X 24y

24. El lado desigual de un triangulo isosceles mide 3 cm y los lados iguales miden 8 cm.
cCalcula la medida del lado desigual de un triangulo isdsceles semejante al anterior cuyos lados

iguales miden 14 cm.
8 —EHX=5,25 cm

14
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85. Averigua si son semejantes estos triangulos:

. 4cm,7cmy9cm lIl. 6,75,9cmy13cm
. 3cm;4cmyécm V. 6cm; 10,5y 13,5¢cm
Son semejantes | y IV: Q:E:@:IS No son semejantes Il y Il i:fzi
4 7 9 6,75 9 13
No son semejantes | y II: £z7z2 No son semejantes Il y IV: §¢i 6
3 4 6 6105 13,5
No son semejantes | y lll: i Z 2 No son semejantes Il y IV: 6 Mz@
6,75 9 13 6,75 9 13

86. Halla la medida de los catetos y de la hipotenusa de un triangulo rectangulo de perimetro
37,17 cm semejante a otro de catetos 5cmy 2 cm.
La hipotenusa del tridngulo rectangulo de catetos 5 cmy 2 cm mide /25 +4 =+/29 = 5,39 ¢cm, con lo que el
perimetroes5+2+5,39=12,39 cm.
37,17

La razén de semejanza entre los dos triangulos es k = 250 3.

Asi, los catetos pedidos miden5-3=15cmy 2 -3 =6 cm;y la hipotenusa mide 5,39 -3 =16,17 cm.

87. Divide graficamente cada segmento.

a) Segmento de longitud 16 cm en 5 partes iguales.
b) Segmento de longitud 13 cm en 7 partes iguales.
C) Segmento de longitud 20 cmen 15 partes iguales.

PR

16 cm A 13 cm B 20cm B

28. Divide un segmento de 12 cm.

a) En partes proporcionalesa 1y 2.
b) En partes proporcionalesa 2,3y 4.

C) En partes proporcionalesa 1,2,3Yy5.
a) c)
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89. La escala de un mapa es 1:400000. Halla:

a) La distancia real que separa dos ciudades si en el mapa es 11 cm.
b) La distancia en el mapa de dos localidades que en la realidad se distancian 236 km.
a) Hacemos la regla de tres correspondiente:

1— 400 000

— X =4400000 cm =44 km
1M— X

b) Hacemos la regla de tres correspondiente:

1— 400000 cm=4 km 236
—y==—=59cm

90. En el plano de una casa cada metro de la vivienda mide 0,5 cm. Calcula:
a) La escala a la gue se ha realizado el plano.
b) Dimensiones reales de una habitacion que en el plano mide 1,75 cm de ancho y 2,5 cm de largo.
c) Dimensiones en el plano de la terraza cuadrada de la vivienda gue ocupa una superficie de 16 me.

a) Hacemos la regla de tres correspondiente:

0,5—1m=100 cm

}HX =200 cm — Laescalaes 1: 200
1— X

b) Hacemos la regla de tres correspondiente:

1—=200cm=2m
25m—y

1—-200cm=2m

—X=175-2=35m
175cm— X

}Hy=2,5~2=5m

c)Area=16 m* —lado=4m

1—-200cm=2m

Nam }H X=4:2=2m — El lado de la terraza cuadrada en el plano mide 2 cm.

91. La carretera que va de Pedroche a Pajuelo mide 45 km. Halla esa longitud en un plano de escala:

a) 1:25000 b) 1:50000 C) 1:350000
1— 25000 cm
a —Xx=180cm
X — 45 km = 4500000 cm}

1— 50000 cm

—Xx=90cm
X — 45 km=4500000 cm

1— 350000 cm

X =12,85 cm
) X 45 km = 4500000 cm}

92. (A qué escala esta dibujado un mapa en el que la distancia entre dos poblaciones es 6,2 cm

y la distancia real es 372 km?

6,2 cm — 372 km = 37200000 cm} x— 37200000
Tcm— x

La escala es 1:6 000 000.

= 6000000

’
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93. En un mapa aparece esta escala gréfica:

| e ——

0 80 160 240 320m

a) ¢Cual es su escala numerica?

b) ¢Qué distancia real separa dos puntos que en el mapa distan 8 cm?
a)1:8000
b) 8 - 8000 = 64000 cm =640 m

94. Construye la escala grafica que corresponde a estas escalas numéricas:

a) 1:250 b) 1:8000

a) b)
IE 25 o 7,5 10|m 8 160

,

240 320m

95. Determina la medida de cada parcela en el lado que da a la calle de las Rosas.

Calle de las Margaritas

16 +14+12+10+8=60

60 16 14 12 10 8 60 16 60 14
0 x y z w t 90 x 0y
0_12 18 0 _10 15 QO_8 i1
90 7 90w 90 ¢

96. Para amueblar su casita de mufecas, Laura pide un armario y una comoda, réplicas de las que
tiene en su habitacion. Calcula las dimensiones que tendran las réplicas a una escala de 1:12 si las
dimensiones reales del armario son 180 x 110 x 60 cm ¥ las de la comoda son 120 x 80 x 45 cm.

1cm—12cm 180 1cm—12cm 110
—X=——=15Cm X =

X=——=9,17cm
X —180 cm 12 X — 110 12
1cm—12cm 60
—X=—=5Cm
X — 60 12

Las dimensiones de la réplica del armario son 15 X 9,17 X 5 cm.

17cm—12cm 120 1Tcm—12 cm} 80

— X =10cm X=—=26,67CM
X—120 12 X — 80 12

Tcm—12cm
HX=£=3,75CI’T]
X —45 12

Las dimensiones de la réplica de la comoda son 10 x 6,67 X 3,75 cm.
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97. Toma un papel tamafio DIN A4 (297 x 210 mm). Indica si es semejante con estos otros:

a) La mitad de esa hoja, dividiéndola al medio por su lado largo.
b) La mitad de esa hoja, dividiéndola al medio por su lado corto.
¢) El doble de esa hoja, uniendo las hojas por su lado largo.
d) El doble de esa hoja, uniendo las hojas por su lado corto.

297 210 210 297 297 420 210 594
a) 22219 b) 22 =22 o) L2 d) So=o2
210 148,5 105 297 210 297 210 297

Son semejantes el papel de tamafio DIN A4 con el papel descrito en el apartado a) y el del apartado c).
No son semejantes al papel de tamafio DIN A4 los papeles de los apartados b) y d).

98. Considera un mapa a escala 1:250000 y dos lugares que se encuentran a 50 km uno de otro.
Calcula:

a) ¢(Que distancia separa a estos lugares en el mapa?
b) ¢Cuanto distan en una fotocopia reducida un 20%?
C) iCuanto distan en una fotocopia ampliada un 20%?

d) Calcula las nuevas escalas de los nuevos mapas.

17¢m— 250000 cm= 2,5 km 50
oy —

X=—=20Cm
a)XHSOkm 2,5

b)20-0,8=16cm
c)20-1,2=24cm

d) En la fotocopia reducida: = 312500, es decir, la escala es 1: 312 500.

0,8 cm — 250000 cm} N 250000
1— X B

1

En la fotocopia ampliada:

1.2 cm — 250000 cm
- }_> x = 220000 _ 515333 33 es decir, la escala es 1: 208 333,33.

1— X

’

99. ;Cuantos aumentos tiene un microscopio electronico que permite ver una célula
de 3,5 micrometros con un diametro de 1,75 cm?
3,5 micrometros = 3,5 - 107 cm = 0,00035 cm
1,75
0,00035

= 5000 aumentos

100. A las 18:00 h la sombra de Luis mide 2,3 m. Si su altura es 1,8 m, calcula:

a) La altura de un arbol cuya sombra en este instante mide 4 m.

b) La altura de una casa cuya sombra mide 6,75 m.
4 alturadelarbol

a) —= — alturadel &rbol=3,13 m
2,3 1,8
b) %:wqaltura delacasa=5,28 m
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102. La sombra de un edificio, a una determinada hora del dia, media 15 m. En ese mismo momento,
la sombra de una farola de 5 m de altura media 3 m. ;Cual es la altura del edificio?
? :wﬂaltura del edificio = 25 m

103. ¢Cual es la altura del faro?

12m

s0m
50 alturadelfaro

—= — alturadelfaro=25m
12 6
104. A las 15:00 h la sombra de Luis mide 0,8 m. Si su altura es 1,6 m, calcula:

a) La altura de un arbol cuya sombra en este instante mide 3 m.

b) La altura de una torre cuya sombra mide 25 m.
3 alturadelarbol

a) —= — alturadelarbol=6 m
0,8 16
b) %:%ﬂacasaaaltura delacasa=50m

105. Se va a hacer un desvio en una carretera de forma que su trazado sea una linea recta respecto a

dos poblaciones, A y B. Calcula en qué punto de la carretera habra que hacer el desvio para que el
trayecto hacia ambas poblaciones sea el minimo.

= Tn.

El desvio debe hacerse en el punto en el que se formen dos triangulos semejantes.

2: 6 —36—-3x=6x—>9x=36 > x=4km
X 12—x
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106. Un pdjaro esta posado sobre la rama de un arbol (punto A), situado al borde de un rio, y quiere pasar

a otro arbol de la orilla opuesta (punto B), aprovechando para beber agua sin parar su vuelo. ;| Hacia
qué punto del rio debe dirigirse para hacer el recorrido mas corto?

Debe dirigirse hacia el punto en el que los dos tridngulos que se forman con su trayectoria, el rio y las alturas de
los puntos, sean semejantes. Es el punto donde el pajaro ve reflejado el punto B en el agua.

DEBES SABER HACER

1. Halla las coordenadas y médulos de los vectores AB, BC, CA de este triangulo.

AB=(4-1-1+3)=(3,2)—| A8 =3 +2* =13
%:(1—4,—1+1):(—3,0)—>\§:\ =J(-37 +0° =3
CA=(1-1-3+1)=(0,-2) - [CA =J0* +(-2)" =2

2. Al aplicar a A(5, 1) una traslacion se obtiene B(3, —2). (Cual es su vector de traslacion V? Al aplicar

a B una traslacion de vector i = (—4, 6) se obtiene C, ;cudles son las coordenadas de C? ;Qué
vector de traslacion transforma A en C?

A(5,)——B(3,-2)
V=AB=(3-5-2-1)=(-2,-3)
A(5,1)—=-C(-14)
W=(-1-54-1)=(-6,3)=V+U

B(3,—2)—=4 ¢
C(3—4,—2+6)=C(-14)

3. Gira la figura de la imagen: L

a) Mediante un giro de centro el origen de coordenadas y angulo de 80°.
b) Mediante un giro de centro el punto C(3, 0) y angulo de —100°.
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4. Halla las coordenadas del transformado del segmento de extremos A(4, —3) y B(0, 2):

a) Por una simetria de centro el punto C(0, —3).
b) Por una simetria de eje la recta vertical que pasa por B.

¢) Por una simetria de eje el eje de abscisas.

a) A'(-4,-3)y B'(0,-8) b) A'(-4,-3)yB'=8B c) A'(4,3)yB'(0,-2)

5. Las figuras Ty T’ son semejantes. Halla el centro y la razon de la homotecia.
G

La razon de la homotecia es 0,7.

6. En esta figura se cumple que la razén % = 0,8. Calcula OA’, AB’ y CC’.

OA_45_0B_ (o oa—%5_s545cm

—_—=——==—=0, s

AB_ 4 OB s am-_s5cm

A'B" A'B'" OB 0,8

CC' no se puede calcular con los datos que tenemos.
~0 A’\B’\ c’\

7. La altura de un arbol en la realidad es 4,05 m. ;Cual sera su altura en un dibujo realizado a escala
1:457 Si en el mismo dibujo aparece una farola de 5,6 cm de altura, ;iqué altura real tiene

la farola?
1¢m — 45 cm = 0,45 m 1¢m— 45 cm=0,45 m
em=4sem=045m| 405 4. om=45em=0.45m| 56 045-25m
X—4,06m ,45 56cm—y
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

107. En la actualidad, las brujulas han sido sustituidas por los sistemas GPS. El uso de estos sistemas ha
crecido gracias a las numerosas aplicaciones que tienen. Por ejemplo, en el deporte, colocando un
GPS a cada jugador, podemos saber todos sus posicionamientos durante el partido y analizarlos
posteriormente.

* Un entrenador de baloncesto analiza los movimientos de sus jugadores mediante un GPS.

En el grafico se ven los movimientos de un jugador; el punto rojo es la posicion inicial,
y los puntos blancos, los movimientos durante la jugada.

El entrenador propone un nuevo movimiento senalado
por las flechas verdes. Utilizando el sistema de
coordenadas que se ha superpuesto en el dibujo, calcula
las coordenadas de los vectores que muestran

los movimientos del jugador.

1(6,5)—=20 1 (1,) J(6,5) =40, 1(2,1)
Movimientos en blanco: B Movimientos en verde:
J(11)—=4 1 (2,5) SN2 (1,4)

FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO
108. Si P’ es el transformado de P por un giro de centro O y angulo «, icon qué transformacién
se obtiene P desde P'?
Con un giro de centro Oy angulo —a.

109. Halla el movimiento que equivale a realizar, a la misma figura, varios giros de distintas amplitudes
con el mismo centro.
Un giro de centro el mismo centro y amplitud la suma de las amplitudes.

110. Dibuja la figura de vértices A(2, 1), B(6, 1), C(5, 6) y D(0, 4) y aplicale una simetria de centro
el origen de coordenadas. Comprueba que este movimiento equivale a un giro de centro
el centro de la simetria y angulo de 180°. ;Pasa siempre esto?

Si, siempre sucede esta equivalencia.
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111. Halla el ancho del rio.

a

Bl 25m c 5m B’

E g
e

ABCy A’B’C’ son semejantes por ser triangulos rectangulos y tener un angulo agudo igual (por ser opuestos por
el vértice). Entonces:

AB  BC a 25

_bt a_

—a=15m
A'B'" B'C' 3 5

112. Verifica que resulta lo mismo en estas dos transformaciones:

« Aplicar consecutivamente a una figura dos simetrias axiales de ejes paralelos, e, y e,.

 Aplicar una traslacion cuyo vector es perpendicular a los ejes e, y e,, y tiene por médulo el doble
de la distancia entre ellos.

El desplazamiento de cada punto se hace perpendicularmente a los dos ejes (por ser paralelos).
Si la distancia de un punto A al eje e1 es d1 y al eje ez es da:

Distanciade Aa A’ =2d:1

Distanciade A’ ae; =d> — 2d1
Por tanto:

Distanciade A’ a A” = 2(d> — 2d1) Distanciade Aa A” = 2(d2 — 2d1) + 2d1 = 2(d2 — d1).
La traslacion que sufren todos los puntos tiene la misma direccion y la misma longitud, por lo que todos los
puntos de la figura sufren la misma traslaciéon de médulo 2(d2 — d1).

113. Escribe el perimetro, p, la altura, h, y el area, a, de los triangulos pequefios en funcién del
perimetro, P, la altura, H, y el area, A, del triangulo grande.

Los lados y la altura de cada triangulo pequefio son un tercio de los del triangulo grande:
BASE H
h= H p= B a= M — M — é
3 3 2 2 9

114. comprueba, con ayuda de algunos ejemplos, que si aplicas consecutivamente a una figura dos

simetrias centrales con distintos centros, C, y C,, resulta lo mismo que si aplicas una traslacion
cuyo vector es igual al doble del vector definido por los dos centros de simetria.
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Aplicando dos simetrias: Aplicando la traslacién:
v v i
C C
1 . —
) Dy~ o8 Q, g .'_:_.B
.- 1+ » . 14 o)
B o hl | . oy lc 1| |
1 il X | /1 il | | X
+ & 1y PP .,
D'\ ,,-/.B" 'Dx“-\. B
| V - b |
A A

PRUEBAS PISA

115. Un petrolero choco contra una roca en medio del mar y esta produjo un agujero en los tanques
de almacenamiento de petrdleo. El petrolero se encontraba a unos 65 km de tierra. Unos dias
después, el petréleo se habia extendido tal y como se muestra en el mapa de la derecha.
Utilizando la escala del mapa, calcula la superficie (area) del vertido de petrdleo en kildmetros

cuadrados (km?).

TIERRA

Vertido
de
petrodleo

Petrolero

1.cm representa 10 km

—
Kildmetros

(Prueba PISA 2010)
La mancha de vertido, irregular y curva, tiene aproximadamente 5 cm de ancho y 6 cm de alto. Asi,
aproximadamente la superficie de vertido de petréleo en el plano es 5 - 6 = 30 cm?.
Por tanto, en la realidad seran aproximadamente 50 - 60 = 3000 km?.
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CLAVES PARA EMPEZAR

1. Contesta si es verdadero o falso.
a) Un poligono puede tener mas lados que vértices.
b) Un poligono puede tener mas angulos que vertices.
c) Un poligono puede tener mas diagonales que vertices.
d) Un poligono puede tener mas lados que angulos.
e) Un poligono puede tener mas lados que diagonales.

a) Falso. Tiene tantos lados como vértices.

b) Falso. A cada angulo le corresponde un vértice, de modo que tiene el mismo nimero
de vértices que de angulos.

c) Verdadero.

Por ejemplo, un hexagono (6 vértices) tiene 9 diagonales.

d) Falso. Tiene tantos lados como angulos, ya que estos vienen determinados por los vértices
y hay el mismo nimero de vértices que de lados.

e) Verdadero. Por ejemplo, un triangulo tiene 3 lados y ninguna diagonal.

2. calcula el area coloreada.

10 cm

N
A 4

PRIMER DIBUJO:

Representa el area de un cuadrado de lado 3 cm, menos el area de un circulo de diametro 3 cm.
A=32-1-1,52=9-7,07=1,93 cm?

SEGUNDO DIBUJO:

Representa el area de un rectangulo de lados 10 y 2 cm, menos el area de un triangulo
de base 10 cm y altura 2 cm.

A=10-2—% =20-10=10 cm?
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VIDA COTIDIANA
Las pilas son necesarias para que muchos de los aparatos electrénicos funcionen.

El problema comienza cuando ya no son utiles y hay que eliminarlas. ;Sabes que una sola pila
de mercurio puede contaminar hasta 600000 £ de agua al liberar sus componentes?

Otro de los problemas de las pilas es su forma. Su superficie curva las hace inestables y por eso
son dificiles de almacenar.

* ;Cual es el cuerpo geométrico de la pila de la figura?

Es un cilindro.

RESUELVE EL RETO

¢Como formarias con 12 cerillas 6 cuadrados iguales?

Formaria un cubo.

El radio de la Tierra es 6371 km. Si tuviéramos una cinta de longitud el Ecuador mas un metro
y la separaramos uniformemente de la superficie, i podria pasar un conejo por el hueco?

Longitud del Ecuador = 211: 6371 km Longitud de la cinta = 211- 6371 + 0,001 km
Radio de la circunferencia que se forma con la cinta: r = w =6371+ 0’2001 = 6371,00016 km
™ ™

El conejo podria pasar si midiera menos de 16 cm.

Un tonel de forma cilindrica lleno pesa 35 kg. Si lo llenamos hasta la mitad del mismo liquido
pesa 19 kg. i Cuanto pesa el tonel vacio?

Peso del liquido + peso del tonel =35
% peso del liquido + peso del tonel =19

Resolvemos el sistema por reduccién, multiplicando la segunda ecuacién por 2:

—peso del tonel = -3 — peso del tonel =3 kg

iCuantas bolas de 10 cm de diametro podras meter en una caja vacia con forma de cubo
de 1 m de lado?

Cada lado del cubo equivale a 10 bolas, es decir, podré meter 103 bolas.

ACTIVIDADES
1. ¢Cémo son las aristas de un poliedro regular?

Iguales, ya que sus caras estan formadas por el mismo poligono regular y este tiene todos sus lados iguales.
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2. Justifica si es verdadero o falso que el menor niimero de caras de un poliedro es 4.

Verdadero.
Por un lado, podemos afirmar que existe un poliedro de 4 caras, que es una piramide de base triangular.

Por otro lado, supongamos que existe un poliedro de 3 caras. Si los poligonos que forman sus caras tienen mas de
3 lados, necesitamos para poder cerrarlo tantas caras como lados, de modo que seran mas de 3. Si sus caras son
triangulos y solo tenemos 3, los podemos unir formando una pirdmide, pero no habra base, de modo que no sera
un poliedro. Por tanto, no podemos construir un poliedro de 3 caras.

3. El siguiente poliedro, ;es regular? ;Por qué? ;Verifica la formula de Euler?

£
Y

El poliedro no es regular, pues sus caras no son poligonos regulares iguales.

Deberia verificar la formula de Euler pues es un poliedro convexo. Veamos: el poliedro tiene 10 caras, 7 vértices,
15 aristas, de modo que 10 + 7 =15 + 2. Efectivamente verifica la formula de Euler.

4. Determina cuantas caras, vértices y aristas tiene un prisma pentagonal.

Un prisma pentagonal tiene 7 caras, 10 vértices y 15 aristas.

5. Halla el drea de un prisma hexagonal regular cuya arista de la base mide 5 cm, y su altura, 9 cm.

Tenemos que calcular el area de su base y multiplicarla por 2, y el drea de un rectangulo
de base5-6=30cmy altura9 cm.

Usamos el teorema de Pitagoras para calcular la apotema del hexagono, sabiendo que
el lado y el radio miden igual:

52=2,52+¢9?> — g?=25-6,25=18,75 —» a=4,33 cm
El area del hexdgono es:

_Pa_65433

Hexagono — 2 2

= 64,95 cm?

2,5cm

De modo que el drea del prisma es 2 - 64,95 +30 - 9 =399,9 cm?.

6. Calcula la altura de un prisma octogonal regular sabiendo que su area total es 83,28 cm? y en la
base, la apotema mide 2,41 cm, y las aristas, 2 cm.

Si al area total le restamos el drea de las bases, tendremos el area lateral.

Veamos, pues, cual es el drea de las bases:

%:1928 cm?.

Como hay dos bases, el drea correspondiente a ellas es 38,56 cm?.
Restamos el drea de las bases al drea total: 83,28 — 38,56 = 44,72 cm? es el area lateral.
El area lateral viene dada por el perimetro de la base, 2 - 8 =16 cm, y la altura del prisma, es decir:

44,72 =16-h — h=2,795 cm.
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7. Determina cuantas caras, vértices y aristas tiene una piramide pentagonal.

Una pirdmide pentagonal tiene 6 caras, 6 vértices y 10 aristas.

8. calcula el area total de una piramide hexagonal regular, con arista basica 6 cm y apotema
de sus caras laterales 12 cm.

La pirdmide estd compuesta por una base que es un hexagono de lado 6 cm, y por 6 tridngulos de base 6 cmy
altura 12 cm; la suma de todas las areas de estos poligonos nos da el area total del poliedro.

Calculamos el area de la base:

3cm

Usamos el teorema de Pitdgoras para calcular la apotema del hexagono:
62=32+a> —>a’=36-9=27 —>a=5,20cm

El 4rea de la base es 6 - =93,6 cm?.

6-5,2
2

El drea lateral es 6 - % =216 cm?.

El drea total de la pirdmide es 93,6 + 216 =309,6 cm?.

9. con cualquier tridngulo como base se puede construir una piramide recta. .Es posible hacerlo
con cualquier cuadrilatero?

Las piramides rectas son aquellas cuyas caras son tridngulos isdsceles. Esto es equivalente a que la proyeccion del
vértice de la piramide sobre la base coincida con su circuncentro.

Dado cualquier tridngulo es posible obtener su circuncentro, pero no es asi en el caso de cualquier cuadrilatero,
pues algunos no lo tienen.

Por tanto, con cualquier cuadrildtero como base, no es posible construir una piramide recta.

10. Halla el area de estos ortoedros.
a 4 9cm b) ’b- C)

- &cm 13¢m 12cm
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a)A=(11-2+9-2)-6+2-11-9=438 cm?
b)A=(13-2+6-2)-4+2-13-6=308cm?
C)A=(12-2+8-2)-5+2-12-8=392cm?

11. Calcula el area de estas piramides.

a) b) C)

6Cm

gcm

5¢cm

a) Calculamos el valor de la altura de las caras triangulares usando el teorema de Pitagoras:
0>=122+4?=160 - a=12,65cm

8-4)-12,65

A=8+ ( 5 = 266,40 cm?

6-4)-6

b)A:62+( =108 cm?

c) Para calcular la apotema de la base y de este modo poder calcular la altura de las caras laterales, usamos el
teorema de Pitdgoras con el tridngulo que se forma en el hexagono:
52=2,52+gp? —ap>=18,75 — ap =4,33 cm
Usando el teorema de Pitdgoras de nuevo calculamos la altura de los tridngulos laterales:

a*=62+4,332=54,75 > a =7,40 cm

A=6 =175,95 cm?

5433, (56)74
2 2

12. considera un prisma triangular recto de 8 cm de altura. Halla su area sabiendo que su base es:
a) Un tridngulo equilatero de 7 cm de lado.
b) Un triéngulo isosceles Ccuyos lados iguales miden 9 cm vy el lado desigual mide 5 cm.
a) Calculamos la altura del tridngulo de la base: 72=3,52+ h2 — h? =36,75 — h = 6,06 cm

7-6,06
2

A=2 +(7-3) - 8=210,42 cm?

b) Calculamos la altura del tridangulo de la base: 92 =2,5% + h> — h?* = 74,75 — h = 8,65 cm

5-8,65
A=2- -
2

+(9+9+5)-8=227,25 cm?

13. calcula el area de un prisma hexagonal regular de altura 14 cm, 250 cm? de area de la base
y apotema de la base 8,5 cm.

Necesitamos saber el lado de la base para asi poder calcular el drea lateral.

Es un hexagono regular, su drea, que es 250 cm?, viene dada por 6 - /% =25,5/=250—>1/=9,80cm

De modo que el drea del prisma sera:

A=2-250+(6-9,8) 14 =1323,2cm?
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14. Halla el area de una piramide regular de altura 16 cm y cuya base es:
a) Un cuadrado de area 27,04 cnz.
b) Un cuadrado de 52 cm de perimetro.

a) Si el drea del cuadrado es 27,04 cm?, su lado es /27,04 =5,2 cm.
Calculamos la altura de los triangulos laterales usando el teorema de Pitagoras:
a*=16%*+2,6°=262,76 > a=16,21 cm

(4-5,2)-16,21

A=27,04+
2

=195,62 cm?

b) Si el perimetro es 52 cm, el lado es 52/4 =13 cm.
Calculamos la altura de los triangulos laterales usando el teorema de Pitagoras:

a*=16>+3,52=268,25 - a =16,38 cm

A=132+

(131638 _ 50,5 e

15. Calcula el area lateral de la piramide regular de arista lateral 6 cm y cuya base es un triangulo
equilatero de lado 4 cm.

Si la arista lateral es 6 cm, quiere decir que los tridangulos laterales son tridngulos isésceles de lados iguales 6 cm y
lado desigual 4 cm. Calculamos su altura usando el teorema de Pitagoras:

(3-4)-5,66

62=ag*+22—ag>=36-4=32 — a=5,66cm — El 4rea lateral viene dada por =33,96 cm?.

16. Calcula el area total de estos cuerpos geométricos.

LA D
241cm 5 o

2.2,41

3cm

a)A=2-8- +(8-2)-4=102,56 cm?

b) Calculamos la apotema de la base usando el teorema de Pitagoras ya que es un hexagono regular, el radio es

igual al lado: 32 = ap? + 1,52 — ap® = 6,75 cm? — ap = 2,60 cm.
326, (6:3)5
2 2

A=6 =68,4 cm?

17. Dibuja en tu cuaderno 3 planos de simetria y 3 ejes de simetria de estas figuras.

a) b)
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a) Es un prisma cuyas bases son triangulos isésceles. No se pueden dibujar tres planos de simetria,
solo tiene dos. En cambio, si tiene 3 ejes de simetria.

18. Determina todos los planos y ejes de simetria de un octaedro.

Tiene 13 ejes de simetria:
3 que unen dos vértices opuestos.
4 que unen los puntos medios de caras opuestas.

6 que unen los puntos medios de aristas opuestas.

Teniendo en cuenta estos ejes de simetria, sus planos de simetria se trazan de modo analogo a los de un cubo, es
decir, tendra 9 planos de simetria.

19. En un poliedro, ;todos los planos de simetria del poliedro contienen a uno de sus ejes de simetria?

El plano de simetria divide al poliedro en dos partes iguales. Es decir, si giramos el poliedro 180° con respecto
al plano de simetria, obtenemos el mismo poliedro.

Por tanto, todos los planos de simetria contienen, al menos, a uno de sus ejes de simetria.
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20. Calcula el area de estas figuras.

4 cm

H
'
'
'
H
i
'
'
'
e
i
'
e

a)A=2T-3-4+2-T1- 32= 131,95 cm?
b) A=Tt- 15 (21 + 15) = 1 696,46 cm?

21. Halla el area del cono obtenido al girar el triangulo rectangulo de catetos 24 cm y 32 cm alrededor
del cateto menor.

Al girar este tridngulo alrededor del cateto menor, obtenemos un cono cuyo radio de la base es 32 cm y altura
24 cm. La generatriz la podemos calcular usando el teorema de Pitagoras:

g>=24>+322=1600—g=40cm
Ahora calculamos el area:

A=Tr-32 (40 +32) =7 238,23 cm?

22. Un cono tiene la misma base que un cilindro y su area es la mitad. ;Cual tendra mayor altura?
Acilindro = 2T (h + I") =2 (TIT (g +r)) =2Acno—h=g

La generatriz es la hipotenusa en un triangulo rectangulo que se forma con la altura del cono y el radio de la base,
de modo que la generatriz es mayor que la altura del cono.

En este caso, tenemos que la altura del cilindro es igual a la generatriz del cono, que es mayor que la altura del
cono, de modo que el cilindro tiene mayor altura.

23. calcula el area de estas superficies esféricas.

a) b) fi=5¢cm C)

a) A =4r1- 82 =804,25 cm?

b)A=2m-8:5=251,33 cm?
c)A=2m-8:5=251,33 cm?

24. Queremos recubrir una esfera de 12 cm de diametro con una placa de metal. ; Qué superficie
de placa de metal necesitamos?

A =41 6>=452,39 cm?
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25. ¢Cudl es el area del casquete esférico? ;Qué pasa si la altura es igual al radio?

Calculamos la altura hasta el casquete usando el teorema de Pitdgoras: 132=h?+52— h=12cm
La altura del casquete es 13 —12 =1 cm.
A=2T-13-1=281,68 cm?

Si la altura del casquete es igual al radio, tenemos una semiesfera.

26. Calcula el area de estos cuerpos de revolucion.

»*

a)A=2m-3,5(7+3,5)=230,91 cm?

b) Calculamos el radio de la base usando el teorema de Pitagoras: 82=42+r> — r=6,93 cm
A =T 6,93 (8 +6,93) = 325,04 cm?

c) Calculamos la generatriz usando el teorema de Pitdgoras: g>=52+32 — g=5,83 cm
A=Tr-3 (5,83 +3) = 83,22 cm?

d) A =4T11- 62 = 452,39 cm?

e) A=T- 4 (6 +4) = 125,66 cm?

f) A = (411- 52)/2 = 157,08 cm?

27. calcula el radio de un cilindro de altura 10 cm sabiendo que su area total es 747,7 cm?,
A=21-r(10+r)=747,7 - r*+10r=119 - 2+ 10r-119=0

Resolvemos la ecuacién de segundo grado y descartamos la solucion negativa. Por tanto, r =7 cm.
28. Determina la generatriz de un cono de 12 cm de altura y area de la base 19,63 cm?.

Sabemos el drea de la base, calculamos su radio: 19,63 = Tr? — r = 2,50 cm.

Para calcular la generatriz, usamos el teorema de Pitdgoras: g°> = 122 + 2,52 — g = 12,26 cm.
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29. Averigua la altura de un cono sabiendo que el area de la base es 18,1 cm?y el area lateral
es 45,24 cm2.

Sabemos el 4rea de la base, calculamos su radio: 18,1 =Tr? — r = 2,40 cm
Sabemos el area lateral y el radio, podemos calcular la generatriz: 45,24 =11-2,4-g—>g =6 cm

Con el radio y la generatriz, podemos calcular la altura usando el teorema de Pitagoras:
62=h*>+2,4>*—>h=55cm

30. Considera un rectangulo de 4 cm de ancho y 12 cm de largo. Halla el area del cilindro
que se genera al girar el rectangulo alrededor de estos elementos.

a) Suancho
b) Sulargo
a) Si lo giramos alrededor de su ancho, tenemos un cilindro con una base de radio 12 cm y una altura 4 cm.
A=2T1-12 (4 +12) =1 206,37 cm?
b) Si lo giramos alrededor de su largo, tenemos un cilindro con una base de radio 4 cm y una altura 12 cm.

A=2T- 4 (12 +4) = 402,12 cm?

31. Halla el area de los conos que se obtienen al girar estos triangulos rectangulos alrededor de r:
a) |r b) r

2cm

a)A=T-2(6+2)=50,27 cm?
b)A=Tr- 8 (11 +8) = 477,52 cm?
c) Tenemos que calcular el radio de la base, usamos el teorema de Pitdgoras: 162 =142 +r> — r=7,75 cm.

A=T11-7,75 (16 + 7,75) = 578,25 cm?

32. Halla el area de la esfera que se obtiene al hacer girar estos semicirculos.

a) 16 cm de diametro
b) ¥7 cm de radio
c) 5,09 cm? de area

a) A =4r1- 82=804,25 cm?

b) A=4m- (V7 )*=87,96 cm?
2
c) Primero calculamos el radio: 5,09 :% —w?=10,19 —-r=18cm

El drea de la esfera es: A =411- 1,82 = 40,72 cm?
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33. Determina el volumen.

gcm
a NG c
g gty
£ : B
«® E & 9 cm
2 m
10cm
_ _ 3 _. 10-6,88 _ 3 _ 2 a— 3
a)V=13-7-9=819cm b)v=5- -20=3440cm c)V=m-42-9=452,39cm

34. Halla el volumen del cilindro que esta dentro del prisma.

(_,((\

2,5cm

%

El lado del cuadrado del prisma es igual al didmetro del cilindro, y la altura del prisma es igual
a la altura del cilindro:

V=T-1,25%-8=39,27 cm®

35. Tenemos dos cilindros, uno tiene la mitad de altura que el otro y el doble de radio. ;Qué relacion
hay entre sus voliimenes?

Vi=Tt-r*-h V=Tt (2r)?- (h/2)=T4r*- h/2 =21-r*- h

El cilindro cuya altura es la mitad y radio es el doble, tiene el doble de volumen que el inicial.

36. Determina el volumen.

15 cm

a) % 9%.14 =378 cm? b) % T 62 13 =490,09 cm? c) % - 82 15=1005,31 cm?

37. Halla el volumen comprendido entre el cubo y el cono de la figura.

10cm

Volumen del cubo: 10% =1 000 cm3

Volumen del cono: % - 5%2-10 =261,80 cm?

El volumen comprendido entre ambos es 1 000 — 261,80 = 738,2 cm?.
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38. Dado un cono de radio r y altura h, ;.como aumenta mas su volumen: aumentando 1 cm el radio
o al incrementar 1 cm la altura?

Veamos qué ocurre al aumentar el radio:

1

V:% T[-(r+1)2~h:§ T[-r2~h+% T (2r+1)- h— Aumentaen % T (2r+1)- hcmd.

Veamos qué ocurre al aumentar la altura:

V= 1 m-rr-(h+1)= 1 T-r’-h+ 1 - r2 — Aumenta en 1 - r2emd.
3 3 3 3
2
Igualando los dos resultados anteriores: 17:(2r+1)/7 = l’Ter —h=_"
3 3 2r+1

. . . r
El volumen al aumentar en 1 cm el radio serd menor si h< TR
J’_

2

+1°

. [ . r
El volumen al aumentar en 1 cm el radio serd mayor si h > >
-

39. Halla el volumen de estas esferas.

a) b) C)
52cm

_4 3 3

a)v= 3 - 5,2°=588,98 cm
_4 3 3

b) V= § T+ 3,75°=220,89 cm
_ 14 3 3

V= >3 T- 4,1°=144,35cm

40. Halla el radio de una esfera de 73,62 cm? de volumen.

V:% m-rP=73,62cm®—>r=2,6cm

41. Sitenemos un cubo y una esfera y el area de cada uno de ellos es de 216 cm?, averigua cual
de los dos (el cubo o la esfera) tiene mayor volumen.

Veamos qué ocurre con el cubo:

Si el drea del cubo es 216 cm?, quiere decir que el drea de cada cara es 216/6 =36 cm?,
por lo que el lado mide 6 cm.

El volumen del cubo seria 63 =216 cm?3,
Veamos qué ocurre con la esfera:

Si el drea de la esfera es 216 cm? =41- r* — r=4,15 cm.

De modo que el volumen seria V = % - 4,15% = 299,39 cm?3.

Por tanto, tiene mayor volumen la esfera.
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42. calcula el volumen de un prisma pentagonal regular de 17 cm de altura, 9 cm de arista basica

y 6,2 cm de apotema basica.

El 4rea de la base es 5 - 9';’2 =139,5 cm?.

De modo que el volumen del prisma es V=17 -139,5=2371,5 cm>.

43. calcula el volumen de las siguientes figuras geométricas.

4cm

Jcm

10cm

En la primera figura sumamos el volumen del cono al volumen de la semiesfera:

V=2 (-32-7) + 145 33=122,53 cm?
3 23
El volumen de la segunda figura es la suma de un prisma de base rectangular mas medio cilindro:

V:10'5~4+% - Tt- 52-5=396,35 cm?

44. calcula el volumen de un cilindro de 15 cm de altura y 433,54 cm? de area lateral.
Si el drea lateral es 433,54 cm?, quiere decir que 2T - h = 433,54. Como la altura es 15 cm:

r=433,54: (21 15)=4,60 cm — V=T1- 4,6% - 15=997,14 cm?

45. calcula el volumen de una piramide hexagonal regular de altura 17 cm y arista basica de 10 cm.

Como la base es un hexagono regular, podemos calcular su apotema con el teorema de Pitagoras,

ya que el radio es igual al lado:

102 =gp?+ 52— ap =8,66 cm

_6:10-8,66 47 _ 4416,6 cm3

%
2

46. calcula el volumen de un cono de 37,7 cm de longitud de la circunferencia de la base y altura

igual a dos tercios del radio de la base.

Primero calculamos el radio de la base: 2Tr =37,7cm — r=6 cm.

La altura sera % de 6 cm, es decir, 4 cm.

V= % (TT- 62 - 4) = 150,80 cm?
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47. calcula el volumen de una esfera que circunscribe a un cilindro de 1 dm de alturay 1 dm
de diametro de la base.

Calculamos el didmetro de la esfera usando el teorema de Pitdgoras: D2 =12+12— D=1,41dm — R=0,705 dm

v=14

3 - 0,705% = 1,47 dm?

48. calcula el coste de la arena que contiene este almacén si esta completamente lleno y el metro
cubico de arena cuesta 18 €.

VFigura = Vcilindro + VTronco de cono Vilindro = TT- 1,52 -2=14,14 m?3

H = altura del cono grande h =altura del cono pequefio

Aplicando el teorema de Tales:

”??’5:? —h+05=15h—>h=1—>H=15

1,57

VTronco de cono = VCono grande — VCono pequefio =

~T=2,49m3
3

VFigura = 14,14 +2,49 = 16,63 m3
Asi, el coste de la arena es 18 - 16,63 = 299,34 €.

49. Encuentra en Internet la latitud y la longitud de estas ciudades.

a) Johanneshurgo d) Nueva York

b) Tokio €) Buenos Aires

c) Londres f) Quito
a) 26°8'42"S,28°3"1"E d) 40° 40 12" N, 73°56' 24" O
b) 35°41' 2" N, 139° 46’ 28" E e) 34°35'59"” S, 58° 22 55" O
c)51°30°26" N,0°7'39" 0 f)0°13'7"S,78°30"35" 0
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50. ¢Qué longitud y latitud separan estos puntos situados sobre la esfera terrestre?
A(34°E,25°N) B(50°0,46°S) C(167°E,72°S)
Diferencia entre A y B: longitud 84° y latitud 71°
Diferencia entre Ay C: longitud 133°y latitud 97°
Diferencia entre By C: longitud 217° y latitud 26°

51. ¢Qué diferencia horaria hay entre dos puntos si la diferencia entre sus longitudes es 90°?

Cada franja horaria son 15°, es decir, si la diferencia de longitud es 90° se recorren 90 : 15 = 6 franjas horarias, de
modo que la diferencia es de 6 horas.

52. Calcula la diferencia horaria que corresponde a estas cantidades que indican la diferencia
en grados entre las longitudes de dos puntos de la esfera terrestre.

a) 5,8° C) 38,52° e) 123,2°

b) 12,4° d) 55,752° f) 164°
a)5,8:15=0,38 h=23min12s d) 55,752 :15=3,7168 h=3h 43 min 0,48 s
b)12,4:15=10,826h =49 min 365 e)123,2:15=8,213=8h 12 min 48s
c)38,52:15=2,568h=2h34min4,8s f) 164 : 15 = 10,93 =10 h 56 min

53. Las coordenadas de la ciudad A son 40° E 30° N y las de la ciudad B, 60° O 25° S.
;Cual es la diferencia horaria entre estas dos ciudades?

La diferencia de longitud entre las ciudades es de 100°, de modo que la diferencia horaria sera:
100:15= 6,6 h — 6 h 40 min

54. ;Qué diferencia horaria hay entre Tarragona, con coordenadas geograficas 1° 15" E 41° 7' N,
y Céaceres, con coordenadas 6° 23" 0 39° 28’ N?

La diferencia de longitud es 7° 38’ = 7,63 °, de modo que la diferencia horaria sera:

7,63:15= 0,508 h=30min 32s

55. Sabiendo que Fornells (isla de Menorca) tiene una longitud de 4° 7’ E, ;qué diferencia horaria
tiene con Madrid, cuya longitud es 3° 41’ 07

La diferencia de longitud es 7° 48’ = 7,8°, de modo que la diferencia horaria sera: 7,8 : 15=0,52h =31 min 12 s
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56. Si la longitud de Madrid es de 3° 41’ O:

a) ¢Qué diferencia horaria tiene con Tarragona?
b) ¢Y con Almeria, cuya longitud es 2° 26" Q7
c) iCon qué ciudades no tiene Madrid diferencia horaria?

a) La longitud de Tarragona es 1° 15’ E, de modo que la diferencia de longitud con Madrid es 4° 56’ = 4,93°,
Por lo tanto, la diferencia horaria serd: 4,93:15= 0,328 h =19 min 44 s.

b) En este caso la diferencia de longitud es 1° 15’ = 1,25°, por lo tanto, la diferencia horaria sera:
1,25:15=0,083h =5 min

¢) Madrid no tiene diferencia horaria con ciudades que tengan su misma longitud, es decir, 3° 41’ O, tomando
cualquier latitud en ese meridiano.

57. Sefala en un mapa un punto P de latitud 36° N.

a) Halla un punto Q de igual latitud y una diferencia horaria de 1 hora y 40 minutos con respecto a P.

b) Marca sobre el mapa un punto R con la misma latitud pero sur y con una diferencia horaria de 3 horas y
cuarto con respecto a P.

¢) Determina un punto S con distinta latitud pero sin diferencia horaria con respecto a P.
d) Senala otro punto T con distinta latitud y con diferencia horaria de 5 horas con respecto a P.

a) Si la diferencia horaria es de 1 h 40 min = 1,6 h, quiere decir que la diferencia de longitud es
16 -15=25°

b) Si la diferencia horaria es de 3 h 15 min = 3,25 h, quiere decir que la diferencia de longitud es
3,25 - 15 =48,75° = 48° 45’

c) Tiene que tener la misma longitud que P.

d) La latitud puede ser la que queramos, pero al tener una diferencia horaria de 5 horas, tendra que tener una
longitud que difiera delade Pen5- 15 =75°.

ACTIVIDADES FINALES
58. Contesta a estas cuestiones.

a) ¢Cudl es el numero de aristas de un pentaedro que tiene 6 vértices?
b) ¢Cudl es el numero de vértices de un pentaedro si tiene 8 aristas?
c) iCudl es el nimero de aristas de un heptaedro que tiene 7 vértices?
d) ¢Cudl es el nimero de vértices de un heptaedro si tiene 15 aristas?
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a) Un pentaedro tiene 5 caras. Si es convexo verifica la formula de Euler, de modo que tendra
5+6=2+A— A=09 aristas.

b) Un pentaedro tiene 5 caras. Si es convexo verifica la formula de Euler, de modo que tendra
5+V=2+8— V=5vértices.

c) Un heptaedro tiene 7 caras. Si es convexo verifica la férmula de Euler, de modo que tendra
7+7=2+A— A=12aristas.

d) Un heptaedro tiene 7 caras. Si es convexo verifica la férmula de Euler, de modo que tendra

7+V=2+15— V=10 vértices.

59. calcula el nimero que falta en cada caso.

Caras Aristas Vértices
6 12 8
10 6
20 14
10 18 10

60. Los siguientes poliedros, ;son regulares? Razonalo.

a) b) C)

Ninguno de los tres es regular, pues en un poliedro regular las caras son poligonos regulares iguales, y en estos
casos, aunque las caras regulares, en los tres hay poligonos regulares diferentes.

61. Comprueba si estos poliedros cumplen la formula de Euler.

e) g /
A "; ______
b) : d _~ . N h =
| A \ i

La férmula de Euler: n.° de caras + n.° de vértices = 2 + n.° de aristas

a) 10 + 7 =2 + 15. Se cumple. e) 8 + 8 =2 +14. Se cumple.

b)9+9=2+16.Se cumple. f)4+4=2+6.Se cumple.

c) 12 +10 =2 + 20. Se cumple. g)9+9=2+16.Se cumple.

d)9+9=2+16.Se cumple. h) 11 + 16 # 2 + 24. No se cumple.

343



Cuerpos geométricos

62. Dicual es la base de estos prismas que tienen el nimero de elementos indicado.
a) 9 caras C) 20 vertices e) 21 aristas
b) 18 aristas d) 10 vertices f) 18 caras
a) 9 caras — 2 de las caras son las bases, quedan 7 caras que son las laterales, es un prisma heptagonal.
b) 18 aristas — Hay tantas aristas en cada base como aristas laterales, 18 : 3 =6, es un prisma hexagonal.

c) 20 vértices — Los vértices que hay en un prisma son los de sus bases, de modo que como hay dos bases,
20:2 =10, es un prisma decagonal.

d) Es un prisma pentagonal.
e) Es un prisma heptagonal.

f) Es un prisma de base un poligono de 16 lados.

63. ¢Qué poligono es la base de estas piramides?

a) 7 vertices d) 9 vertices
b) 20 aristas g) 18 aristas
c) 8caras f) 10 caras

a) La piramide tiene tantos vértices como la base mas uno:
7 —1=6. Es una piramide de base hexagonal.

b) La pirdmide tiene tantas aristas basicas como laterales:
20:2 =10. Es una piramide de base un decagono.

c) La pirdmide tiene tantas caras como vértices:
8 —1=7. Es una piramide de base heptagonal.

d) Es una pirdmide de base un octégono.
e) Es una piramide de base un enedgono.

f) Es una piramide de base un enedgono.

65. Halla la apotema de una piramide regular de base cuadrada de altura 7 cm y arista basica 9 cm.

La apotema de la piramide forma un triangulo rectangulo con la altura y un segmento que va desde el centro de
la base al lado. En este caso, al ser la base cuadrada es la mitad de su lado, es decir, 4,5 cm.

ap*=7*>+4,52 > ap=8,32cm

66. Halla la altura de estas piramides regulares.
a) Piramide hexagonal de apotema 10 cmy arista basica 10 cm.
b) Piramide pentagonal de apotema 9 cmy apotema basica 4,13 cm.

a) Como la base es un hexagono, podemos calcular la apotema de la base, que nos hace falta para calcular la
altura: ap? + 52 =102 — gp = 8,66 cm

Ahora calculamos la altura, que forma un tridngulo rectangulo con la apotema de la pirdmide y la de la base, de
modo que usando el teorema de Pitagoras: 102 = h* + 8,662 — h=5cm.

b) La altura forma un triangulo rectangulo con las dos apotemas, usando el teorema de Pitagoras:

92=4,132+h> > h=8cm

344



Cuerpos geométricos

67. Calcula la diagonal de un ortoedro de dimensiones:
a) 8 x5x4cm b) 10 X 7 X 3cm

a) Calculamos la diagonal de la base: > =82 +52 — d =9,43 cm
Calculamos la diagonal del ortoedro: D> =9,43% + 4> — D = 10,24 cm
b) Calculamos la diagonal de la base: > =10+ 72 — d =12,21 cm

Calculamos la diagonal del ortoedro: D* =12,212+ 32 — D=12,57 cm

68. La diagonal de un cubo mide v27 cm. Obtén la medida de la arista y de la diagonal de una
de sus caras.

| =longitud de la arista
d = longitud de la diagonal de una cara
D = longitud de la diagonal del cubo

Por el teorema de Pitdgoras, aplicado en unade las caras: > =/ +/> > d* =27 - d =12
De nuevo, por el teorema de Pitagoras: (\/ﬁ)z = 4—(lx/§)2 —27=3F—=/=3cm

Por tanto, d =//2—=2d=3v2 cm

69. Halla la diagonal de un prisma cuadrangular regular de 9 cm de arista basica y 12 cm de altura.

Calculamos la diagonal de la base: d>=92+92 — d=12,73 cm.

La diagonal del prisma es: D> =122+ 12,73> - D=17,49 cm.

70. Halla la medida de los segmentos marcados.

c

2 o oG
acm . ‘
?‘ cm

gcm

[Er AR

d)

10¢cm

6cm

a) Los triangulos laterales son equilateros, de modo que el lado del cuadrado medird 6 cm.
Calculamos la diagonal del cuadrado: d? = 62 + 62 — d = 8,49 cm. Su mitad es 4,245 cm.
La mitad de la altura del poliedro viene dada por 62 = h? + 4,245> — h = 4,24 cm.

Por tanto, la linea roja mide 8,48 cm.

b) La linea roja es la generatriz del tronco de cono. Si desde la circunferencia mas pequefia trazamos una paralela
a la altura se nos forman dos figuras, un rectangulo de base 3 cm y altura 8 cm, y un tridngulo rectdngulo de
catetos 8 cmy 2 cm e hipotenusa la generatriz del tronco de cono.

g°=82+22—-g=8,25cm
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c) Calculamos primero diagonal de la cara: d> =92+ 4? — d =9,85 cm.

Calculamos ahora la diagonal de la base, pues nos hace falta para calcular la diagonal del ortoedro:
d?=52+4>—>d’=6,40 cm.

D?>=6,42+92 - D=11,04 cm
d) La linea roja que va al centro de la base mide: d> =10%+ 62 — d =11,66 cm
La linea roja que cruza el cilindro mide: D> =10% + 122 — D = 15,62 cm
e)ap’=42+3>—>ap=5cm

f) g?=10?+4%? - g=10,77 cm

71. Halla el area de estos poliedros regulares.
a) Tetraedro de arista 12 cm
b) Octaedro de arista 10 cm
C) Icosaedro de arista 8 cm
d) Cubo de arista 7 cm
e) Dodecaedro de arista 6 cm y apotema de cada pentagono 4,13 cm

a) Es el area de 4 triangulos equildteros de lado 12 cm.

Calculamos la altura de las caras: 122 = h* + 62 — h = 10,39 cm.

121039

A=4 =249,36 cm?

b) Es el area de 8 tridngulos equilateros de lado 10 cm.

Calculamos la altura de las caras: 10> = h* + 52— h = 8,66 cm.

£ 10-8,66

A=8 =346,4 cm?

c) Es el area de 20 triangulos equilateros de lado 8 cm.

Calculamos la altura de las caras: 82 =h?+ 42 — h=6,93 cm.

8-6,93

A=20- =554,4 cm?

d) Es el area de 6 cuadrados de lado 7 cm.
A=6-7*=294 cm?
e) El drea de 12 pentdgonos de lado 6 cm y apotema 4,13 cm.

6-4,13
2

A=12-5- =743,4 cm?

72. Halla el area total de un prisma triangular regular de 4 cm de altura y 2 cm de arista basica.

Calculamos la altura de los tridngulos de las bases, y con ella, el area:

2=h+12 5h=173cm—A=2- 2'12'73

+(3-2)-4=27,46 cm?
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73. calcula el area total de un prisma recto cuya altura es de 12 cm y las bases son:
a) Trapecios isosceles de bases 6y 10 cm, y lado oblicuo 3 cm.
b) Trapecios rectangulos de base mayor 21,38 cm, altura 9 cm y diagonal menor 15 cm.

a) Calculamos la altura del trapecio:

n0-6_4_, 32=h2+22 5 h=224cm
2 2
A= (64100224 10 et o.3).122299,84 cm?

2
b) Podemos calcular la base menor con la diagonal menorvy la altura: 152=92+ b2 — b =12 cm

Ahora calculamos el lado oblicuo, que nos hace falta para saber el perimetro:
P=92+(21,38-12)2— /=13 cm

A=2. % +(21,38 +9 + 12 + 13) - 12 = 964,98 cm?

74. Halla el area total de estos poliedros.
a) Un ortoedro cuyas aristas miden 3,4 y 5 cm.
b) Un prisma hexagonal regular de 8 cm de altura y 5 cm de arista basica.

a)A=2-(3-4)+(2-3+2-4)-5=94cm?
b) Calculamos la apotema de la base: 52 = 2,52 + ap?> — ap = 4,33 cm.

5-4,33
A=2.6. 222
2

+(6-5) - 8=369,9 cm?

75. Calcula la arista de estos cuerpos.
a) Un tetraedro de 4rea total 163 cmz
b) Un icosaedro cuyas caras miden v'3 cmz
¢) Un octaedro de area total 18¥3 cmz

a) Calculamos primero la altura de las caras, y después obtenemos la arista a partir del area:

/ —>h:73/cm. A:4-T2:16J§—>/2:16—>/:4cm

P=h*+

Es un tetraedro con una arista de 4 cm.

b) Calculamos primero la altura de las caras, y después obtenemos la arista a partir del drea:

2 Na /.ﬁ/

! :73/cm. A:20-72:J§—>5/2:1—>/:0,45cm

P=h*+

Es un icosaedro con una arista de 0,45 cm.

c) Calculamos primero la altura de las caras, y después obtenemos la arista a partir del area:

2 /.ﬁ/
V3 2

/ —>h=73/cm. A=8:

P=h?+|= =183 —2/”7=18—/=3cm

Es un octaedro con una arista de 3 cm.
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76. calcula la medida de la arista de un cubo sabiendo que su area total es 486 cm?2.
Es el 4rea de 6 cuadrados de lado /, de modo que 6/ =486 — /=9 cm.

Es un cubo con una arista de 9 cm.

77. Halla la arista de un tetraedro regular sabiendo que su area total es 80,09 cm2.

2 3

/ —>h=—3/cm.
2

Es el drea de 4 tridngulos equildteros. Calculamos la altura: = h? +

/~ﬁ/

A=4- 22 =80,09 — / =6,80 cm — Es un tetraedro con una arista de 6,80 cm.

78. Calcula el area total de estas piramides regulares.

Arista Arista tema
o) lateral Apoent basica Aggst?ca

Pentagono 17 cm 10 cm 6,88 cm
Pentagono 23,32¢cm 18 cm 12,39 cm
Hexagono 4,24 cm 3cm
Hexagono 15cm 5cm
Triangulo &cm 4. cm
Triangulo 6,54 cm 5cm

e Calculamos la apotema de la pirdmide teniendo en cuenta el tridngulo rectdngulo que forma con la arista
lateral y la mitad de la arista basica: 172 = ap? + 5> — ap® = 264 — ap = 16,25 cm.

. 10-6,88 + 50-16,25

A=5 =578,25 cm?
2 2
«A=5. 18-122,39 + 90~223,32 =1 606,95 cm?

* Calculamos la apotema bésica: 32 =a?+ 1,52 — a = 2,60 cm.
Calculamos la apotema de la piramide: 4,242 = ap® + 1,52 — ap = 3,97 cm.

326 18397
2 2

A=6 =59,13 cm?

* Calculamos la apotema bésica: 52 =a*+ 2,52 — a=4,33 cm.

) 5-12,33 + 30-15

A=6 =289,95 cm?

* Calculamos la altura del tridngulo de la base: 4> = h? + 22 — h = 3,46 cm.

Calculamos la apotema: 62 = ap? + 22 — ap = 5,66 cm.

A = 40,88 cm?

_ 4.3,46 + 12-5,66
2 2

* Calculamos la altura del tridngulo de la base: 52 =h%?+ 2,52 — h=4,33 cm.

A

_ 54,33 + 15-6,54
2

=59,88 cm?
2
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79. Si el area lateral de una piramide recta de base cuadrada es 80 cm?, y el perimetro de la base
es 32 cm, icual es la medida de la apotema de la piramide?

Alateral = 228 =80—a=5cm

80. Halla el area total de los siguientes cilindros.

a) Radio de la base: 8 cm; altura: 14 cm

b) Longitud de la circunferencia que limita las bases: 37,7 cm; altura: ¢ cm

C) Altura: 12 cm; area de una base: 78,54 cm?
a)A=2T- 8- (14 +8)=1105,84 cm?
b) Si la longitud de la circunferencia es 37,7 cm, quiere decir que 2T =37,7 — r = 6,00 cm.

A=2T-6-(9+6)=565,49 cm?

c) Necesitamos saber el radio para poder calcular el area lateral, lo obtenemos con el area de la base:

T’ =78,54 — r=5,00 cm A=2T-5- (12 +5) =534,07 cm?

81. calcula el area total de los siguientes conos.

a) Generatriz: 5 ¢cm; radio de la base: 4 cm
b) Altura: 12 cm; radio de la base: 9 cm
c) Longitud de la circunferencia que limita la base: 44 cm; generatriz: 10 cm

a)A=T1-4-(5+4)=113,10cm
b) Calculamos la generatriz: g2 =122+ 92— g=15cm. A=T1-9-(15+9)=678,58 cm

c) Calculamos el radio: 44 = 21 — r = 7,00 cm. A=Tt-7-(10+7)=373,85cm

82. considera un cilindro de altura 20 cm y radio de la base 4 cm. ;Qué altura tendra un cono en cada
uno de estos supuestos?

a) Cono con la misma base que el cilindro.
b) Cono con una base de 8 cm de radio.
€) Cono con una base de area doble que la base del cilindro.
Suponemos que el cilindro y el cono tienen areas iguales:
Calculamos el drea del cilindro: A =2T11- 4 (20 + 4) = 603,18 cm>.
a)A=T11-4 (g +4)=603,18cm —>g=44cm
La altura del cono sera: 442 = h* + 42 — h = 43,82 cm.
b)A=1-8-(g+8)=603,18cm —>g=16cm
La altura del cono sera: 162 = h* + 82 — h = 15,49 cm.
c) El 4rea de la base del cilindro es Tt- 42 = 50,27 cm?. Asi:
Agose como = 100,54 cm? — wr? = 100,54 — r = 5,66 cm
A=T0-5,66 - (g +5,66) = 603,18 cm — g = 28,26 cm

La altura del cono sera: 28,262 = h? + 5,662 — h = 27,69 cm.
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83. Halla el area total de los cuerpos de revolucién que se obtienen al girar las siguientes figuras
planas alrededor del eje que se indica.

a) b) )

2cm

5cm 2cm
;:1 cm
6em
3cm
7cem Xcm

1cm
as & ]

5cm

v -

a) Es la suma del area lateral de dos conos: A=Tt-3-5+T11-3-7=113,10 cm?.
b) Es la suma del drea total de dos conos: A=T1-2-(4+2)+T1-1-(3+1)=50,27 cm?.

c) Es la suma del drea lateral de un cono y el 4rea lateral de un cilindro mas el drea de una de sus bases:
A=T-1,5-2+2m- 1,56+ T 1,52=73,04 cm?

84. Halla el area de estos cuerpos geomeétricos.

a) Una esfera de 15 cm didmetro
b) Una esfera de 7,8 cm de radio

a) A=4m- 7,5 =706,86 cm? b) A=41-7,8>=764,54 cm?

86. Obtén la altura del tronco de cono que ves en la figura.

Aplicamos el teorema de Pitagoras al tridngulo rectdngulo que se forma con la generatriz del tronco de cono:

72=h2+(6-4)*—>h=671cm

7. Calcula la altura del tronco de piramide hexagonal regular que dibuja Maria en su cuaderno.

29ddddectbhbhhBe s

275¢m

Ap = 8¢cm

~ 413cm

Aplicamos el teorema de Pitagoras al tridngulo rectdngulo que se forma con la apotema:

82=h>+(4,13-2,75)> > h=7,88 cm
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88. Calcula la altura de un tronco de piramide cuadrangular de aristas basicas 5y 3 cm, y apotema del
tronco 2,9 cm y de un tronco de cono de radios 5 y 3 cm y generatriz 2,9 cm.

En el caso del tronco de pirdmide, aplicamos el teorema de Pitagoras al tridngulo rectdngulo que se forma con la
apotema:

2,92=h>+(2,5-1,5)>—>h=2,72cm

En el caso del tronco de cono, aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo que se forma con la
generatriz:

2,92=h*+(5-3)>—>h=2,1cm

90. Calcula el area total de estas figuras.

16CM &cm

11,01cm ......, 10¢m LER

g8cm

2¢cm 15,14 cm e

La primera figura es un tronco de pirdmide pentagonal. De las caras laterales conocemos lo que miden las bases y
lo que mide el lado oblicuo, necesitamos calcular lo que mide la altura. Para ello usamos el teorema de Pitagoras:

16 cm
2
102=h%+ 22;16] —h=9,54cm
10 cm 2
Avserat =5 - (2160958 g6 3 o2
22 cm
22-5)-15,14 16-5)-11,01
ABase mayor = ()7 = 832,7 sz ABase menor — (+ = 440,4 sz

Atotal = 906,3 + 832,7 + 440,4 =2 179,4 cm?.

La segunda figura es un tronco de piramide cuadrangular. De las caras laterales conocemos lo que miden las
bases y lo que mide el lado oblicuo, necesitamos calcular lo que mide la altura.
Para ello usamos el teorema de Pitagoras:

2
2=6] L, h=786cm Avsteral =4 - W =235,8 cm?

8 =h>+

ABase mayor = 92=81cm? ABase menor = 62=36cm? Atotal = 235,8 + 81 + 36 =352,8 cm?.

91. Calcula el area total de estas figuras.

3cm

gcm 14 cm
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El area lateral de un tronco de cono viene dada por A, =Tt- (R+r) - g
Para el primer tronco de cono:
Ar=T-(6+3)-8+T1- 6%+ T 32=367,57 cm?
Para el segundo tronco de cono:
Tenemos que calcular la generatriz usando el teorema de Pitagoras: g> = 14% + (12 — 10)> > g = 14,14 cm

Ar=Tr- (12 +10) - 14,14 + 11- 12% + 11- 10> =1 743,84 cm?

92. Sabiendo que el circulo maximo de una esfera tiene un area de 201,06 cm?, calcula.
a) Suradio.
b) Su érea total.
c) El area de un huso esférico de 40°,
d) El area de un casquete esférico de 3 cm de altura.

2
a) Tr2 = 201,06 — r = 8 cm ¢) Anuso = 278 40— g9 36 cm?

360
b) A =4T11- 82 = 804,25 cm? d) Acasquete = 27T+ 8 - 3 = 150,80 cm?

93. Obtén el area total de los siguientes cuerpos geométricos.

c)

5cm

6cm

a) El drea de la figura es equivalente a la de un cubo de lado 9 cm. Asi:
A=9%.6=486 cm?

b) Tenemos el area de 5 cuadrados de lado 6 mas 4 triangulos de base 6 y de los que necesitamos calcular la
altura (que seria la apotema de la pirdmide invertida que se mete en el cubo).

Para calcular la altura de los tridngulos usamos el teorema de Pitdgoras: h? =32+2%2 — h=3,60 cm.

6-3,6
2

De modo que el drea totalesA=5-62+4 - =223,2 cm?.

c) Es el area de un cilindro de altura 7 cm y radio 6 cm con solo una base, mas el drea
de una semiesfera de radio 6 cm.
A=2T1-6-7 + T 62+ 2T 62 =603,19 cm?

d) Es el area de medio cilindro de altura 5 cm y radio 1,5 cm, mas el area de medio cono de altura 5 cm y radio
1,5 cm mas el drea de dos triangulos rectangulos de base 1,5 cm y altura 5 cm.

Calculamos primero la generatriz del cono para poder calcular su drea: g>=52+1,5> — g =5,22 cm.

=30,63 + 15,83 + 7,5 =53,96 cm?

A=T-15-(15+5)+ % T 1,5-(1,5+5,22)+2- —1'52‘5
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e) Es el area de 6 cuadrados de lado 8 cm, en 3 de esos cuadrados restamos el drea de un tridngulo rectangulo de
base 4 cm y altura 4 cm y afiadimos al area total de la figura el area de un tridngulo equilatero.

Calculamos primero el lado y la altura del triangulo equilatero:

2
5,66 — h=4,90cm

P=42+4%>—>|=5,66cm 5,662=h2+[T

4.4 + 5,66;1,90

A=6-8-3.- — =384 - 24 + 13,87 = 373,87 cm?

f) Es el area de dos sectores circulares de radio 2 cm y angulo 330°, mas el area de dos rectangulos de base 2 cmy

altura 7 cm mas el area de un rectangulo de altura 7 cm y cuya base es un arco de radio 2 cm y angulo 330°.

A=21T-22-@+2-2-7+2T[-2-@-7=23,04+28+80,63=131,67cm2
360 360

94. calcula el volumen de un prisma triangular regular de 7 cm de altura y 3 cm de arista basica.

Calculamos la altura del tridngulo de la base usando el teorema de Pitagoras: 32=h?+ 1,52 — h=2,60 cm

326

1% -7=27,3cm?

95. Halla el volumen de un ortoedro cuyas aristas miden 4, 6 y 12 cm.
V=4-6-12=288cm?

96. calcula el volumen de un prisma hexagonal regular de 8 cm de altura y 4 cm de arista basica.

Calculamos la apotema de la base: 4> = ap? + 22 — ap = 3,46 cm.

_ 6-4-3,46

% -8=332,16 cm?

97. calcula el volumen de estas piramides regulares de base triangular:
a) Arista lateral: 8 cm; arista béasica: 7 cm.
b) Apotema de la piramide: 6,54 cm; arista basica: 5 cm.

a) Calculamos la altura de la base: 72=h? + 3,52 — h =6,06 cm.

Calculamos la apotema de la base, sabiendo que mide la tercera parte de su altura: a = %6,06:2,02 cm
Calculamos la apotema de la pirdmide: 82 =ap? + 3,52 — ap = 7,19 cm.
Calculamos la altura de la pirdmide: 7,192 =2,022 + H> — H =6,9 cm.
v= % : 7'2'06 -6,9 =48,78 cm?
b) Calculamos la altura de la base: 52=h%?+2,52 — h=4,33 cm.
Calculamos la apotema de la base, sabiendo que mide la tercera parte de su altura: a = %-4,33: 1,44 cm

Calculamos la altura de la pirdmide: 6,542 = 1,442 + H> — H = 6,38 cm.

15-4,33

V= 1 - 6,38 =23,02cm?
3 2
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98. Un tetraedro regular es una piramide de base triangular donde todas sus caras son iguales.
Calcula el volumen de esta piramide si su superficie total es de 40 m=.
Esto quiere decir que el drea de cada cara es de 10 m?.
Calculamos la altura de cada cara en funciéon del lado, que coincide con la apotema de la pirdmide:
Iy V3,

P=pt+|L| -h=22

/~£/

Como el drea es 10 m?, tenemos que 10 = 72 —1=4,81m,h=4,17m

Calculamos la apotema de la base, sabiendo que mide la tercera parte de su altura: a = %-4,17 =139 cm

La altura de la pirdmide viene dada por 4,172 = H> + 1,392 — H=3,93 m.

V:%~10-3,93:13,1 m3

99. Obtén el volumen de estas piramides hexagonales regulares.
a) Apotema: 8 cm; arista basica: 5 cm.
b) Arista lateral: 6 cm; arista basica: 3 cm.
a) Calculamos la apotema de la base y luego la altura de la piramide usando el teorema de Pitagoras:
52=qgp?+2,52—>ap=4,33cm
82=h?>+4,332 >h=6,73cm

(6-5)-4,33

> .6,73 =145,70 cm?

V= 1
3

b) Calculamos la apotema de la base y luego la altura de la pirdmide usando el teorema de Pitagoras:
32=gp?>+1,52 > ap=2,60cm
62=h’+32— h=5,20cm

y= 1.(6:3)-2,60
3 2

.5,20 =40,56 cm?

100. Halla el volumen de los siguientes cilindros.
a) Radio de la base: 4 cm; altura: 10 cm.
b) Longitud de la circunferencia que limita las bases: 37,7 cm; altura: 12 cm.
a)V=m-4%-10=502,65cm?
b) Calculamos el radio de la circunferencia: 21r =37,7 — r = 6,00 cm.

V=m-62-12=1357,17 cm?

101. Halla el volumen de los siguientes conos.

a) Generatriz: 8 cm; radio de la base: 5 cm.
b) Altura: 18 cm; radio de la base: 8 cm.
c) Longitud de la circunferencia que limita la base: 44 cm; generatriz: 11 cm.
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a) Calculamos la altura del cono: 82=h?+5%2 — h=6,24 cm.

4 :% - 526,24 = 163,36 cm®

b) V:% - 8218 =1206,37 cm?

c) Calculamos el radio de la circunferencia: 44 = 21r — r = 7,00 cm.

Calculamos la altura: 112=h%?+ 7> - h=8,49 cm.

v :% - 7%- 8,49 =435,64 cm?®

102. Halla el volumen de un cubo sabiendo que:
a) La diagonal de una de sus caras mide 9,9 cm.
b) La diagonal del cubo mide 8,66 cm.

a) Calculamos el lado: 9,92 =P + > - [=7,00cm. —» V=73 =343 cm?

b) La diagonal del cubo viene dada por D? = d? + 2. Y podemos expresar d en funcién de / como d = /2 |,
de modo que D? =2/ + . Asi 8,662 =3 — | =5,00cm — V=53=125cm?

103. Halla el volumen de un tetraedro que tiene la caracteristica indicada.
a) Su arista es 8 cm.
b) La apotema es 8 cm.

a) Calculamos la altura de la base, que es igual a la apotema de la pirdmide: 82 = ap? + 42 — ap = 6,93 cm.

2
Calculamos la altura de la pirdmide: 6,932 = h? + [%6,93] — h=6,53cm.

V= % . % 6,53 =60,34 cm?

2
b) Calculamos su arista: a® = 8% + [g] —a=9,24cm.

1

2
Calculamos la altura de la pirdmide: 82 = h? + §-8] — h=7,54cm.

V= % : ng -7,54=92,89 cm?

104. calcula el volumen de las siguientes esferas.
a) Esfera de radio 6 cm.
b) Esfera de diametro 20 cm.
¢) Esfera cuyo circulo maximo contiene un area de 78,54 cm?.

a)v= % TT- 63 =904,78 cm?

b) V= % - 103 =4 188,79 cm?

c)78,54=1-r* > r=500cm. —» V= % - 53=523,60 cm?
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105. El area de una esfera es 452,39 cm?. Halla el volumen de estos cuerpos y responde cual
es el mayor de ellos.

a) Elcilindro en el que estaria contenida ajustandose completamente a él.
b) El cubo que la circunscribe.

a) La altura del cilindro se corresponderia con el didametro de la esfera y el radio de la base
con el radio de la esfera.

Calculamos el radio de la esfera, ya que conocemos su area:
452,39 =410* > r=6cm —>d=12cm

Veilindro =TT+ 62+ 12 =1 357,17 cm?
b) El cubo tiene un lado igual al didametro de la esfera, de modo que el volumen del cubo es:

v=123=1728cm?

106. Sabiendo que un cubo y una esfera tienen igual area, 96 cm?, ;cuél de los dos tiene mayor
volumen?

Veamos cudl es el radio de la esfera: 96 = 410> — r=2,76 cm.
Por lo tanto, el volumen de la esfera serd: Vesfera =% - 2,763 =88,07 cm?.
Veamos cudl es el lado del cubo: 96 =6 -2 — =4 cm.

Por lo tanto, el volumen del cubo sera: Veubo = 43 = 64 cm?.

Es mayor el volumen de la esfera.

107. En el interior de un cubo de 12 cm de arista construimos una piramide cuya base es una cara
del cubo y el vértice es el centro de la cara opuesta. Calcula el area y el volumen de esta piramide.

/]

12cm

La altura de la piramide es igual al lado del cubo. El area de la base es el drea de un cuadrado de 12 cm de lado,
de modo que el volumen es:

V:% -12%2-12=576cm?

Para calcular el area necesitamos saber la apotema de la pirdmide, que calculamos usando el teorema de
Pitdgoras:

ap*=122+62—agp=13,42 cm.

A=122+4-

712'123'42 = 466,08 cm?
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108. Obtén el volumen de los siguientes cuerpos geométricos.

T D TR < (

B 4cm
I 2cm ~
1
e 5¢m
a 2cm
dcm
b) 4cm d) f)
| ,
4cm Jmnas
" 6cm

a) Es el volumen de un ortoedro de aristas 4 cm, 2 cm y 2 cm, mas una piramide de base cuadrada
de lado 2 cmy altura 2 cm.

V:4~2-2+% -22.2=18,67cm?

b) Es el volumen de un cilindro de radio de la base 3 cm y altura 4 cm, mas un cono de radio de la base 3 cm
y altura 4 cm.

V=H-32-4+% - TT- 32+ 4=150,80 cm?

c) Es el volumen de un cilindro de radio de la base 4 cm y altura 8 cm, menos un cono de radio de la base 4 cm
y altura 4 cm.

V=ﬂﬁ¥-8—%-Tr¥-4=3%JOuﬁ

d) Es el volumen de un cubo de arista 9 cm, menos el volumen de 8 cubos de arista 3 cm.
v=93-8-3*=513cm?
e) Es el volumen de medio cilindro de radio de la base 1,5 cm y altura 5 cm, mas el volumen de medio cono de
radio de la base 1,5 cm y altura 5 cm.
V= 1 T 1,525+ 11 - T+ 1,52+ 5 =23,56 cm?
2 23

f) Es el volumen de un cubo de arista 6 cm, menos el de una piramide de base un cuadrado de lado 6 cm
y altura 4 cm.

V:63—% -62-4=168 cm?

g) Es el volumen de un cubo de arista 8 cm, menos el volumen de una pirdmide cuya base
es un tridngulo equilatero.

Calculamos primero el lado y la altura del tridngulo equilatero:

5,66

2
P=42+4?2 - [=5,66cm 5,662 =h?+ T] —h=4,9cm

2
Calculamos la altura de la pirdmide: 4% = H? +[§-4,9] —H=2,3cm

156649
3 2

v=2g? -2,3=501,37 cm?®

h) Es el volumen de un cilindro de radio de la base 6 cm y altura 7 cm, mas el de una semiesfera de radio 6 cm.

V=m-6>-7+ %% - Tt- 6 =1 244,07 cm®
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109. Calcula el volumen de estas figuras.
a) A D)

L 9cem L 6cm

9cm

a) Es el volumen de una piramide de base cuadrada de lado 12 cm y altura H, menos el volumen de una
pirdmide de base cuadrada de lado 6 cm y altura h.

Calculamos la apotema de la pirdmide mayor: 182 = ap? + 62 — ap = 16,97 cm.
Calculamos la apotema de la pirdmide menor: 92 =ap’? + 32 — ap’ = 8,48 cm.
Calculamos la altura de la pirdmide mayor: 16,97? = H?> + 62 — H = 15,87 cm.
Calculamos la altura de la pirdmide menor: 8,482 =h%*+32 — h=7,93 cm.
V=12%-15,87 -6%-7,93=1999,8 cm?

b) Es el volumen de un cono de radio de la base 4 cm y altura H, menos el volumen de un cono de radio de la
base 2 cmy altura h.

Calculamos la altura del cono mayor: 122 =H>+4? —- H=11,31cm.

Calculamos la altura del cono menor: 62=h%+2%> - h=5,66 cm.

V= %-H- 42.11,31 - %-T[- 2%.5,66 =165,79 cm?

110. Las coordenadas terrestres, longitud y latitud, se expresan en grados.
a) ¢Cuales son los limites de estos valores?
b) ¢Donde esta situado el origen?

a) La longitud varia entre 0° y 180° y la latitud entre 0° y 90°.

b) Para la longitud en el meridiano de Greenwich y para la latitud en el ecuador.

111. Observa un mapa y calcula los valores maximo y minimo de la longitud y la latitud de tu provincia
y tu Comunidad Auténoma.

Respuesta abierta.

112. El radio de la Tierra mide, aproximadamente, 6 371 kilometros. Calcula el area de su superficie
y el volumen de la Tierra.

Considerando la Tierra como una esfera:

A=41- 63712 =510 064 471,91 km? V= % -Tt-63713=1,08 - 10%? km?3.
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113. Responde razonadamente.
a) (Cuanto mide aproximadamente un meridiano?
b) ¢Cuéantos grados abarca cada huso horario?
C) ¢Cudl es el area de un huso horario?
d) ¢Hay un meridiano que pasa por cada punto de laTierra?

2
a) 27 6 371 = 40 030,17 km QA= %3;”5 =2,13 - 107 km?
b) 360°: 24 = 15° d) Si, el que indica su longitud.

114. Si Moscu esta a 37° 36" E, iqué diferencia horaria tiene con Venecia, que esta a 12° 20’ E?

La longitud de Moscu es 37° 36" =37,6° E, y la de Venecia 12° 20’ = 12,33° E, la diferencia de longitud entre las
ciudades es 37,6° —12,33° = 25,27°.

De modo que la diferencia horaria es 25,27 : 15=1,68 =1 h 41 min 4,8 s.

115. Halla la diferencia horaria que hay entre Madrid y Nueva York sabiendo que las coordenadas
de ambas ciudades son:

Madrid: 40° 18" N, 3° 43" 0
Nueva York: 40° 45" N, 74°0

Vemos cudl es la diferencia entre sus longitudes: 74° —3°43’ =74°-3,72°=70,28°

De modo que la diferencia horaria es 70,28 : 15=4,69 h =4 h 41 min 24 s.

116. La longitud de Viena es de 16° 20 E.
a) Cuando en Viena son las 3 de la tarde, ;jqué hora es en una ciudad 40° al oeste?
b) ¢Y en una ciudad 70° al este?
) ¢Qué longitud tiene una ciudad en la que amanece 3 horas después que en Viena?
d) (Y siamanece 3 horas antes?

a) La diferencia de longitud con una ciudad 40° al oeste es de 56° 20’ = 56,33°, de modo que la diferencia horaria
es 56,33:15=3,76 h=3 h 45 min 36s.

Como nos desplazamos al oeste, restamos la diferencia horaria, de modo que en la ciudad seran las
15-3h45min 36 s =11 h 14 min 24 s, es decir, aproximadamente las 11 y cuarto de la mafiana.

b) La diferencia de longitud con una ciudad 70° al este es de 53,67°, de modo que la diferencia horaria es
53,67 :15=3,58 h =3 h 34 min 48 s.

Como nos desplazamos al este, aumentamos la diferencia horaria, de modo que en la ciudad seran
aproximadamente las 6 y media de la tarde.

c) Si amanece tres horas después, quiere decir que esta al oeste de Viena. Si la diferencia son 3 horas, quiere
decir que la diferencia de longitud es 3 - 15 = 45° al oeste de Viena.

Como Viena estd al este, si x es la longitud de la ciudad: x + 16° 20" = 45° — x =28° 40’ O.

d) Si amanece tres horas antes, quiere decir que estd al este de Viena. Si la diferencia son 3 horas, quiere decir
que la diferencia de longitud es 3 - 15 = 45° al este de Viena.

Como Viena estd al este, si x es la longitud de la ciudad: x — 16° 20’ =45° — x =61° 20" E.
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117. Considera tres ciudades, A, By C: A y B se encuentran en el mismo meridiano pero distintos
hemisferios y sus latitudes se diferencian en 80°; C se encuentra en el hemisferio norte

en el mismo paralelo que A y distanciada de esta 50°. Dibuja una esfera y sitla estas tres
ciudades sabiendo que la latitud de B es 60° S.

a) ¢Puedes deducir las coordenadas de las tres ciudades?

b) Encuentra las posibles coordenadas de A, B'y C sabiendo que C esta en un meridiano que se distancia 65°
del meridiano cero.

) ¢Qué falta para determinar definitivamente las coordenadas de esas ciudades?

a) Como las latitudes de A y B difieren en 80°y estan situadas en hemisferios diferentes, entonces la latitud
de A es 20° N. Al estar C en el mismo paralelo que A, la latitud de C es 20° N.

No podemos calcular las longitudes porque no tenemos datos suficientes.

b) Si C dista 65° del meridiano cero, su longitud puede ser 65° E 0 65° O. Sabemos que A dista 50° de C, de modo

que su longitud (y por tanto también la de B ya que estan en el mismo meridiano) puede ser alguna de las
siguientes:

115°E  15°E  115°0 15°0

c) Es necesario conocer si C estd el este o al oeste del meridiano cero y si A esta al este o al oeste de C.

118. ¢(cual es la longitud del paralelo situado a 45° N de latitud? ;Y el situado a 45° S?

T R =6371 km es el radio de la Tierra.

<
4 @ 1 ™ .z .7 Ve . ’ .
;5 p \ El tridngulo formado es un triangulo rectangulo isdsceles, es decir,
[ 45 los catetos son iguales. Llamando r al radio del paralelo:

\/E R=6371

RZ:r2+r2aR2:2r2Hr:7R

r=4504,98 km

Los paralelos situados a 45° N y 45° S son simétricos con respecto al ecuador y tienen la misma longitud:

L =2nr =2x-4504,98 = 28305,61km

119. En cierta fabrica de conservas alimenticias utilizan latas con forma cilindrica. Su proveedor
le ofrece estas posibilidades, siendo 0,02 €/cm? el precio del material con que se elaboran
las latas.

Tipode lata Radio delabase  Altura

A 12 3
B 10 5
c 6 12

:Qué tipo de lata se debe emplear para envasar la maxima cantidad posible con el menor precio?
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Alataa = 2T+ 12 (12 +3) =1 130,97 cm? — Precio =1 130,97 - 0,02 = 22,62 €
V=1-122-3=1357,17 cm?

Precio de 1 cm®=22,62:1 357,17 =0,016667 €/cm3
Alatas = 2TT- 10 (10 + 5) = 942,48 cm? — Precio = 942,48 - 0,02 = 18,85 €
V=T1-102-5=1570,80 cm3

Precio de 1 cm3®=18,85:1 570,80 =0,01200 €/cm?
Alatac = 2TT- 6 (6 + 12) = 678,58 cm? — Precio = 678,58 - 0,02 = 13,57 €
V=1-6%-12=1357,17 cm?

Preciode 1 cm3=13,57 : 1 357,17 = 0,009999 €/cm?

Lo mas rentable es hacer latas de tipo C.

120. Averigua si los siguientes listones de madera caben en una caja de 40 cm de largo, 25 cm
de ancho y 18 cm de alto.

a) 46,5cm b) 50,3¢cm C) 50,6 cm d) 51cm
(Cuales se pueden apoyar en el fondo de la caja?

La mayor longitud de la caja es su diagonal, de modo que cabran todos los listones que midan menos.
Calculamos la diagonal de la base para poder calcular la de la caja:

d>=40%*+25> > d=47,17 cm

(En la base de la caja se puede poner el listén de 46,5 cm, de modo que ese cabe en la caja)
Calculamos ahora la diagonal de la caja:

D?*=47,17> + 182 —» D =50,49 cm

De modo que cabe el listédn de 50,3 cm, pero los de 50,6 cm y 51 cm no caben en la caja.

121. La habitacion de Ramon tiene forma de ortoedro de dimensiones 3,5 m de ancho, 4,2 m
de largo y 2,5 m de altura. Decide pintar las paredes y el techo. Tiene una ventana cuadrada
de 1,2 m de lado y la puerta mide 90 cm de ancho y 2,1 m de altura. Si con cada bote de pintura
puede cubrir una superficie de 20 m?, ;cuantos botes necesitara?

Calculamos el area de la habitacidn (excluyendo el suelo, es decir, una de las bases del ortoedro) y le restamos el
area de la ventana y de la puerta.

Aortoedro = 3,5+ 4,2 + (3,5 -2+4,2- 2) -2,5=53,2 m?
Aventana = 1,22 = 1,44 m? Apuerta =0,9 - 2,1 =1,89 m?
Apintar = 53,2 — 1,44 — 1,89 = 49,87 m?

Necesitara 3 botes, porque con dos botes, cubriria 40 m? que no es suficiente. Con tres botes podria pintar 60
m?, de modo que le sobrara pintura.

122. Un arquitecto disefa dos torres: una ctibica de 6 m de arista con un tejado en forma piramidal
y altura total 7,42 m, y otra cilindrica de base 24,63 m?y altura 7 m con tejado cénico, siendo
la generatriz del cono cuatro veces el radio de la base. Si el coste de cada metro cuadrado
de fachada es 205,60 €, ;qué torre saldra mas cara?
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Necesitamos en cada caso calcular el rea lateral de las figuras.
En el caso de la pirdmide, necesitamos saber la altura de cada uno de los lados, es decir, la apotema, que
podemos calcularla ya que conocemos la altura total de la torre: ap? = 1,422+ 32 - ap=3,32m

=183,84 m?

-3,32
Avorre cibica =4 - 62 + 4 - %

Calculamos el radio del cilindro: Tr? = 24,63 - r=2,8m
La generatriz del conosera: 4-2,8=11,2m
Avorre cilindrica = 2T+ 2,8 - 7+ 11- 2,8 - 11,2 = 221,67 m?

Saldra mas cara la torre de base cilindrica, pues tiene mas metros cuadrados de fachada.

123. El rodillo de amasar de Laura tiene un radio de 1,8 cm y 24 cm de largo.

a) ;Qué area cubre en cada vuelta?
b) ¢Cuantas vueltas tiene que dar el rodillo para amasar una pieza circular de radio 9,5 cm?
€) ¢Cuéantas vueltas ha dado Laura al rodillo si la superficie cubierta ha sido 5428,6 cm??

a) El drea que cubre en cada vuelta, es el area lateral del cilindro: A =211+ 1,8 - 24 = 271,43 cm?

b) El drea de la pieza es Tt- 9,52 = 283,53 cm?

283,53 = 1,04 — Son necesarias 2 vueltas.
271,43

c) 24286 _ 20 vueltas
271,43

124. David quiere meter en el ascensor un tubo metalico de 2,88 m. Las medidas del ascensor

son 1 X 1 x 2,5m. (Podra hacerlo?

Calculamos la diagonal del ascensor.
La diagonal de la base del ascensores > =12+ 1> - d = /2 m.
La diagonal del ascensor es D?> = (/2 )2+ 2,52 — D =2,87 m.

No podra meter el tubo en el ascensor, porque la maxima longitud en este es de 2,87 m.

125. Halla el volumen de esta piscina.
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Podemos dividir la piscina en dos partes: un ortoedro de lados 4 m, 20 my 2 m y un prisma que es la mitad del
ortoedro anterior, ya que se trata de un ortoedro partido por un plano de este modo:

. 3 . .
Es decir, el volumen esz del volumen de un ortoedro de dimensiones 4 x 20 x 2.

v==2.4.20-2=240m?

N w

126. En un depdsito cibico lleno de agua y de arista 3 m, introducimos los siguientes cuerpos.

a) ¢Qué porcentaje de la cantidad inicial de agua hay en el cubo después de introducir una esfera
de radio 1,5 m?

b) ¢Qué porcentaje queda de la cantidad inicial de agua si introducimos un cilindro de diametro
y altura3m?

c) ¢Y cual es el porcentaje si introducimos un cono de 3 m de diametro e igual altura?

am
3m am

Vinicial =33 =27 m3

a) Vaueda =33 — % - 1,53 =12,86 m3® — El porcentaje que queda es % 100 =47,63 %.

b) Vqueda =33 — T+ 1,52 - 3 =5,79 m® — El porcentaje que queda es 52—779 -100 =21,44 %.

19,93

€) Vaueda = 33 = % - 1,52 -3 =19,93 m® — El porcentaje que queda es 100 =73,81 %.

DEBES SABER HACER

1. Calcula el nimero de caras de estos poliedros.
a) Tiene 16 vértices y 24 aristas.
b) Tiene 6 vertices y 12 aristas.

a) Si es convexo verifica la formula de Euler, de modo que tendrd 16 + C=2 + 24 — C =10 caras.

b) Si es convexo verifica la férmula de Euler, de modo que tendra 6 + C=2 + 12 — C =8 caras.
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2. El largo de un ortoedro es el doble que el ancho, y el ancho es el doble que la altura.
Si su diagonal vale v21 cm, halla el area total.

Adx
La diagonal de la base es d? = (4x)2 + (2x)> — d = x~/20 .
La diagonal del ortoedro es D? = (+/21 )2 =x*+ (x4/20 )2 = 21 =21x* > x = 1.

El dreatotales2-(4-2)+(4-2+2-2)-1=28cm?’

3. Halla el area total de un prisma hexagonal regular de 25 cm de altura y 12 cm de arista basica.

Calculamos la apotema de la base (por ser un hexagono regular el radio de la base es igual al lado):
122=gp?+6>— ap =10,39 cm

(6-12)-10,39
2

A=2. +(6-12) - 25 =2 548,08 cm?.

4. calcula el 4rea de una piramide cuadrangular regular de arista basica 6 cm y apotema 8 cm.

A=6>+4. =132 cm?

68
2
5. ¢Qué altura tiene un cilindro de area lateral 75,36 cm? y radio de la base 4 cm?

El 4rea lateral del cilindro viene dada por 21 - h = 75,36 cm?, como r =4 c¢m, tenemos que h =3 cm.

6. Halla el area del cono que se obtiene al girar el triangulo rectangulo de catetos 6 cmy 13 cm.
Calculamos la generatriz del cono, que es la diagonal del tridngulo: g = 132 + 62 — g = 14,32 cm.
Suponemos que lo hacemos girar sobre el cateto de 13 cm:

A=Tl-6-(6+14,32) =383,02 cm?
Suponemos que lo hacemos girar sobre el cateto de 6 cm:

A=T11-13 (13 +14,32) =1115,77 cm?

7. Calcula el volumen de un cubo sabiendo que una de sus caras tiene un area de 70,56 cm?2.
Calculamos la arista del cubo: 70,56 = > — [ = 8,4 cm.

vV =8,43=592,704 cm?

8. calcula el volumen de un cilindro sabiendo que la base tiene un perimetro de 42,73 cm y la altura
es el doble del radio de la base.

Calculamos el radio de la base: 42,73 =21r - r=6,8 cm.

h=6,8-2=13,6cm— V=T1-6,8":13,6 =1975,63 cm®
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9. ¢Qué longitud y latitud separan los puntos A, By C? ;Cual es la diferencia horaria entre ellos?
A(14°E,55°N) B(37°0,46°S) C(118°E, 72°S)
Diferencia de latitud entre Ay B: 101°
Diferencia de latitud entre Ay C: 127°
Diferencia de latitud entre By C: 26°
Diferencia de longitud entre Ay B: 51°
La diferencia horaria entre Ay Bes 51:15=3,4h =3 h 24 min
Diferencia de longitud entre Ay C: 104°
La diferencia horariaentre Ay Ces 104 :15=6,93h =6 h 55 min 48 s
Diferencia de longitud entre By C: 155°
La diferencia horaria entre By Ces 155:15=10,33 h=10h 19 min 48 s

COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

127. La mayoria de los fotégrafos llevan en su bolsa pilas para que funcionen sus flashes, incluso pilas
especiales para alguna de sus camaras antiguas que no disponen de baterias recargables.

Uno de los problemas que tienen es que dada su forma cilindrica no son faciles de almacenar en
bolsas. Con este fin han aparecido unos estuches en forma de pequefias
cajas de plastico donde poder llevarlas con comodidad.

¢ Una pagina web dedicada a la venta de material fotografico anuncia este producto.

ESTUCHEPARAPILASAAYAAA | e1caa |
para

: 4 pilas.
Almacenaje para 4

baterias AAy AAA | * Disponible

end [

Shi ol colores. |

1,00 € VA incluido | » Medidas |'
Cantidad 1 oenmm: |
«Anadir» | 62x57x18 J

J

— e

Estas son las dimensiones de una pila de tipo AAA. ;Cuantos centimetros clibicos quedan sin
ocupar por las cuatro pilas en la caja que se publicita en el anuncio?

44.5 mm

- -

La caja es un ortoedro, su volumen es Vcaja =62 - 57 - 18 =63 612 mm?,

El volumen de cada pila es Vpiia =TT+ 5,252 - 44,5 = 3 853,26 mm?,
El volumen de 4 pilas es: 3 853,26 - 4 =15 413,04 mm?,
Espacio que sobra: 63 612 — 15 413,04 = 48 198,96 mm? = 48,2 cm3
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

128. Una hormiga se encuentra en un vértice de un octaedro y decide recorrer todas sus aristas
sin pasar dos veces por la misma arista. Indica un camino posible.

Curiosamente, la hormiga no podria hacer lo mismo en un cubo. Compruébalo.

Para que la hormiga pudiese recorrer el octaedro sin repetir arista, este se tendria que poder dibujar con un solo
trazo y efectivamente se puede.

Sin embargo, en un cubo, esto no es posible.

129. Considera x la medida de la arista de un cubo. Demuestra que la diagonal del cubo se obtiene con
la formula d = v3x.

Calcula con ella la diagonal de los siguientes cubos. V

a) Cubo de arista 6 cm

b) Cubo de arista 4,5 cm
Si el lado del cubo es x, tenemos que la diagonal de |a base es: dbase? = x* + x> — dbase = /2 X
Calculamos ahora la diagonal del cubo: d? = (2 x)> +x* > d = V3 x

a)d=+3-6=10,39cm

b)d=v3-4,5=7,79cm

130. Encuentra la expresion que da la altura de un tetraedro en funcion de su arista.

Necesitamos primero calcular la apotema de la piramide:

2
X —>ap:ﬁx.

Si la arista mide x, entonces x*> = ap? + >

Como es un tridngulo equilatero, sabemos que la distancia de su centro al punto medio de uno de los lados es
1/3 de la altura. Asi, calculamos la altura del tetraedro:
2

ﬁX 1@)( —)H:@X:&X:ﬁx
2 3 2 6 6 3

2
=H?>+

131. Halla las diagonales trazadas desde un vértice en un prisma hexagonal regular cuyas aristas
basicas y aristas laterales miden 12 cm.

Se forma un tridngulo rectdngulo con la diagonal, la arista lateral y dos radios del hexagono de la base:
di? =122+ 242 — ¢, =26,83 cm

Se forma un tridngulo rectangulo con la diagonal, la arista lateral y dos alturas de los tridngulos en los que se
divide la base. Calculamos la altura de los tridngulos: 122 = h?> + 62 — h = 10,39 cm.

d22=12%2+20,782 — d2=24cm
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132. Considera x, y, z las dimensiones de un ortoedro. Demuestra que su diagonal d se obtiene
con la formula: d? = x? + y? + 22

dBase2 =x>+ y2 —>d20rtoedro = dBase2 +22=x*+ y2 + 22

133. En el afio 1638 el matematico Galileo propuso el siguiente problema: «Si se enrolla una hoja
de papel en los dos sentidos posibles, se obtienen dos cilindros distintos».

¢ Tienen estos cilindros el mismo volumen?

Sea x uno de los lados de la hoja e y el otro.

2 2
. X X X
Si enrollamos el lado x, entonces 2Tr =x — r = o elvolumenes V= T[~[ ] Yy = Y

71 2% Ar
y y Y 2x
Si enrollamos el lado y, entonces 2Tr =y — r= =, el volumen es V=T1- [— x=YX
27 27 A

Los volumenes no son iguales.

134. En un libro de Mateméaticas hemos encontrado el siguiente problema sobre volimenes:
«Si el lado de un octaedro es I, su volumen es: V = 23 - 0,4714».

Investiga como se obtiene esta formula.

2

Calculamos la apotema de la pirdmide: P =ap?+ |-| —ap = ?/.
3\ 1Y V2
Calculamos ahora la altura de la pirdmide: [2/] =h?+ 5|~ h= - l.
1
Vpiramide = g N I2 . % /= 0,2357I 3 Voctaedro = 2 + Vpiramide = 0,4714I 3

135. El radio de la base de un cilindro y de un cono mide 10 cm. Si la altura del cilindro es de 10 cm,
averigua cual debe ser la generatriz del cono para que ambos tengan:

a) La misma area lateral. b) La misma area total.
a) ALateral Cilindro = 27T+ 10 - 10 = 628,32 Alateralcono =TT+ 10 - g
TM-10-9=628,32 >g=20cm
b) Atotal cilindro = AL + 2TT- r* = 628,32 + 628,32 = 1 256,64 Atotal cono = AL + TT- r> = 10TT- g + 314,16
31,42 -g +314,16 =1 256,64 - g=30cm
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PRUEBAS PISA

136. A la derecha, hay un dibujo de dos dados. Los dados son cubos con un sistema especial
de numeracion en los que se aplica la siguiente regla:

«El niimero total de puntos en dos caras opuestas es siempre siete».

Puedes construir un dado sencillo cortando, doblando y pegando carton. Estos dados se pueden
hacer de muchas maneras. En el dibujo siguiente puedes ver cuatro recortes que se pueden
utilizar para hacer cubos, con puntos en las caras. ;iCual de las siguientes figuras se puede doblar

para formar un cubo que cumpla la regla de que la suma de caras opuestas sea 7?
(Prueba PISA 2006)

. sle .
. .

sen|e w
sea
snnle

Las figuras Il 'y ll1.

l

.
sjlenefe o
.

..
0
.
0
.
* slese
.
® wlese|e

137. Aqui ves una fotografia de una casa de campo con el tejado en forma de piramide.

La planta del atico, ABCD en el modelo, es un cuadrado. Las vigas que sostienen el tejado son las
aristas de un bloque (prisma rectangular) EFGHKLMN. E es el punto medio de AT, F es el punto medio
de BT, G es el punto medio de CT y H es el punto medio de DT. Todas las aristas de la piramide tienen
12 m de longitud.

a) Calcula el area de la planta del atico ABCD.

b) Calcula la longitud de EF, una de las aristas horizontales del bloque.
(Prueba PISA 2006)

a)A=122=144m?

b) Los tridngulos de las caras laterales del tejado estdn en posicidn de Tales — EF =6 m
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CLAVES PARA EMPEZAR

1. Representa los siguientes puntos.

A(2,5) c(—4, —2) E(5, —3) G(0, 0)
B(0, —4) D(4,0) F(—3,4) H(3, —4)

e
om

I.

2. Representa los siguientes intervalos y decide si los extremos pertenecen o no a cada uno de ellos.

a (—1,3 c) (4, 8]
h) [2, 4] d) 3,5
a) —_? i i : ig—
b) -¢ I -
2 4
c) =@ t t } $—
4 8

d) -¢ I ‘s

VIDA COTIDIANA

La aviacion inicié su andadura en el siglo xvii, con los globos aerostaticos que se elevaban
impulsados por aire caliente.
* Aqui tienes las graficas de uno de los primeros vuelos de la historia.

Distancia (m)

Altura (m)

¢A qué distancia llegé el vuelo? ;Ccual fue su altura maxima?

Avanzé 80 metros y la maxima altura alcanzada fueron 2 metros
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RESUELVE EL RETO

Piensa y completa la tabla.
X

<

V(0| N[N | &)W M
ElINAEAINWIN| N =

o

A 9 le corresponde 3, porque tiene 3 divisores: 1,3y 9.

Un caracol sube por un palo de 10 m de altura. Asciende 3 m durante el dia y resbala 2 m
por la noche. ;(Cuanto tiempo tardara en subir?

El primer dia llega hasta el tercer metro y por la noche cae hasta el primer metro; el segundo dia llega hasta el
cuarto metro durante el dia y por la noche cae hasta el segundo metro; ...; el octavo dia llega hasta el décimo
metro durante el dia. Tarda 8 dias en subir.

Si una funcién continua cortaa Y en ¥ = 3 y no corta al eje X, ;qué podemos decir de su recorrido?

Si es lineal, la Unica opcidn es que sea la funcion constante y = 3, asi que su recorrido es 3. Si no es lineal y no corta
al eje X, lo que sabemos es que su recorrido solo toma valores positivos.

La funcion que mide el angulo que forman las manecillas del reloj a medida que pasa el tiempo
es periddica. ;Cual es el valor del periodo?

12 horas

ACTIVIDADES

1. ¢Son estas relaciones funciones?
a) Numero de jabones comprados y precio a pagar.
b) El nimero de DNIy la suma de sus dos Ultimos digitos.
c) Medida del ancho de un rectangulo y perimetro del rectangulo.
d) Numero de monedas de 2 € y cantidad de dinero que representan.
a) Si, a cada valor de x, el nimero de jabones comprados, le corresponde un Unico precio a pagar.
b) Si, para cada par de numeros finales del DNI solo hay un posible resultado al sumarlos.

c) No, para dos rectangulos del mismo ancho, el perimetro puede ser diferente, es decir, le corresponde mas de un
valor, dependera también del valor de la altura.

d) Si, a cada valor de x, numero de monedas de 2 €, le corresponde una Unica cantidad de dinero que representa.
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. Calcula, para los niimeros 1, 2, 3, 4y 5, el nimero o nimeros que les corresponden con estas
relaciones, e indica cudles son funciones.

a) A cada nimero, sU opuesto.

b) A cada nimero, su doble mas 5.

C) A cada numero, su cantidad de divisores.
a)-1,-2,-3,-4y-5
b)7,9,11,13y 15
c)1,2,2,3y2

Las tres relaciones son funciones.

. Encuentra una relacion que sea funcién y otra que no lo sea.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Es funcidn la relacién entre la longitud del pie y la talla de zapato.

No es funcidn la relacidn entre la temperatura que hace y la probabilidad de lluvia.

. Expresa, mediante un enunciado, las siguientes funciones.
ay=2x—1 b)y=—-x+3

a) El doble de un nimero menos uno.

b) El opuesto de un nimero mas tres.

. Obtén la expresion algebraica de la funcion que asocia a cada niimero:
a) Sutriple  b) Sucuadrado  c¢) Sudoble mas5

a)y=3x

b) y = x?

c)y=2x+5

. Determina la ecuacion de la funcion que asocia a cada nimero su doble menos 3 unidades.
Calcula f(8), f(—4) y f(10).

fix)=2x-3
fl8)=2-8-3=13 fl-4)=2-(-4)-3=-11 fl10)=2-10-3=17

. Halla la expresion algebraica de la funcién que pasa una medida expresada en metros a la misma
medida expresada en centimetros.

Sea x la medida expresada en metros, la funcién que la expresa en centimetros es f(x) = 100x.
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. Construye una tabla de valores para la funcién que a cada nimero lo relaciona con:
a) Su triple menos dos unidades.
b) La suma de su cuadrado y 2 unidades.
€) Su numero opuesto mas 3 unidades.

a
' 2 . o 1| 2

10. El precio de una entrada es 15,75 €. Expresa esta funcion mediante una ecuacion, una tabla
y una grafica.

El precio final dependera del nimero de entradas que se compre y no se puede comprar un nimero de entradas
negativo.

Expresion algebraica: f(x) = 15,75x

0 1 2 3 4
DSEe 0 1575 3150 4725 63

10
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11. Representa la funcién que relaciona una medida en decametros con su equivalente.

a) En metros b) En centimetros
y
a) Expresion algebraica: fix) = 10x /
0 1 2 3 4 a:)/ LE T
0 10 20 30 40 / fb)
/ /
I,l'{
b) Expresion algebraica: f(x) = 1000x / xf
B o 2 s 5
f(x) =1 000x 0 1000 2000 3000 | 4000 - s -
1

12. Una familia consume semanalmente 10 barras de pan, 3 kg de carne, 16 £ de leche y 6 kg
de frutas y verduras. Haz en unos ejes de coordenadas, utilizando diferentes colores,
la representacion grafica del consumo a lo largo de seis semanas.

Pan: 10x
X

1 2 3 4 5 6
fx) = 10x 10 20 30 40 50 60

Carne: 3x

X 1 2 3 4 5 6
fix)=3x 3 6 9 12 15 18

Leche: 16x

X 1 2 3 4 5 6
fix) = 16x 16 32 48 64 80 96

Fruta: 6x

12 3 4 5 6
flx) = 6x 6 12 18 24 30 36

13. Un grifo, que arroja 4 £ de agua por minuto, se mantiene abierto hasta llenar un depdsito de 200 £.
Representa la grafica de la funcién que relaciona los minutos durante los que esta abierto
el grifo con:

a) La cantidad de agua arrojada
b) La cantidad de agua que falta para llenar el deposito

a) En funcidn del tiempo, de los minutos que esté abierto, la cantidad de agua arrojada es y = 4x.
Y,

201/
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b) En funcién de los minutos que esté abierto, la cantidad de agua que falta para llenar el depésito es
y =200 — 4x.

20 \

14. Representa graficamente la funcién que relaciona la longitud x con el perimetro de la figura

en cada caso.
a) b)
X X+1
7
X+ 4
X
a) flx) = 2x+2 - g = 3x b) fix) =2 - (x +4) +2 - (x+ 1) = 4x + 10
Y _ Y
11
/ 10
1 9
T X TTT [ %

15. Dada la funcidn que asocia a cada numero real su triple menos 6, obtén su expresion algebraica,
su dominio, recorrido y grafica.

flx)=3x-6 Domf=R Imf=R
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16. considerando la funcién que asocia a cada nimero real su inverso mas 3.

a) Escribe su expresion algebraica.
b) Obtén su dominio y recorrido.
c) iCudl es el valor de la funcion six = 2?

a)f(x)=%+3 b) Domf=R—{0}, Im f=R — {3} c)f(2)=%+3=%

17. Indica el dominio y el recorrido de estas funciones.

: 3
= 2 — = —
a) fx)y=x2—7 b) f(x) Y

a) Domf=R, Im f=[-7, + ) b) Dom f=R-{0}, Im f=R — {0}

18. Encuentra el dominio y el recorrido de estas funciones.

a) f(x) = X2_1 0 fx) = —2
b) fx) = | x| d) )= +vx
a)Domf=R Imf=R c)Domf=R Imf=-2
b) Domf=R Im f=[0, +) d) Dom f=[0, +x) Im f=[0, +)

19. Indica el dominio y el recorrido de estas funciones que aparecen de las notas de Sara.

Y Y“

Si cada cuadricula equivale a una unidad:
Para la primera nota: Dom f=[-5, +5], Im f= [-4, +4]

Para la segunda nota: Dom f=[-5, +4], Im f=[-2, +5]

20. Indica el dominio y el recorrido de estas funciones.
a) Y ) b} ¥

a) Dom f=[+2, +6), Im f=[+1, +3]
b) Dom f=(+2, +5), Im f= (-3, 0]
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21. Esta es la grafica de la temperatura de una ciudad durante todo el dia. Indica el dominio
y el recorrido.

Temperatura (°C)

Tiempo (horas)

Dom f=[0, 24], Im f=[+8, +28]

22. Observa la grafica de esta funcion y determina los puntos de discontinuidad y los puntos de corte
con los ejes.

Hay discontinuidadesen x=1y en x=3.

La gréfica corta al eje Xen x=—1y en x=2. La gréfica cortaal eje Yeny=-1/2.

23. Dibuja una funcién continua para todos los valores de x excepto en x = —2 y x = 4, y que corte
alos ejesen (0, 4),(2,0) y (6, 0).

Respuesta abierta. Por ejemplo:

N T LT Ix

24. Halla los puntos de corte con los ejes de f(x) = ax + b, donde a y b son niimeros, sabiendo
que pasa por los puntos (1, 1) y (2, —1).

Sipasa por(1,1)cumpleque:1=a-1+b

Si pasa por (2, —1) cumple que: —-1=a -2 +b.

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, al resolverlo obtenemos que a=-2y b =3.
La funcidn es f(x) = —2x + 3.

Los puntos de corte con los ejes son (0, 3) y (3/2, 0).
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25. Halla los puntos de corte con el eje de abscisas de estas funciones.

a) y=4x—1
b) y = 2x2+ 4
C)y:x2—5
2
d}y=3x5+2
e) y=(x—1)
f) y=3(x+1

a) Puntos de corte coneleje X: 4x—1=0— x=1/4.
El punto es (1/4, 0).

b) Puntos de corte con el eje X: 2x2 +4=0. —»x>=-2
No existen puntos de corte con este eje.

XxX? -5

c¢) Puntos de corte con el eje X: =0 - x=+5 yx=—+5.

Los puntos son (++/5, 0) y (—/5, 0).

d) Puntos de corte con el eje X: 0 - x=-2/3.

3X+2
s =
El punto es (-2/3, 0).

e) Puntos de corte con el eje X: (x—1)>=0 — x=1.
El punto es (1, 0).

f) Puntos de corte con el eje X: 3(x+1) =0 — x=-1.

El punto es (-1, 0).

26. Halla los puntos de corte con el eje de ordenadas de estas funciones.

ay=3—x g y=(x—27?
X X—8
b)y=2 3 f)y 3
C) ==X g y=—4x—4
X—3 X—9
dy= = +1 hyy= 0

a) Punto de corte con el eje Y: x=0 — 3 — 0 =3. El punto de corte es (0, 3).

b) Punto de corte coneleje Y: x=0—2+ % = 2. El punto de corte es (0, 2).

c) Punto de corte con el eje Y: x=0— 02— 0+ 2 = 2. El punto de corte es (0, 2).

d) Punto de corte coneleje V: x=0— O—;?’ +1= % . El punto de corte es (0, 2/5).

e) Punto de corte con el eje Y: x=0 — (0 — 2)? = 4. El punto de corte es (0, 4).

f) Punto de corte con el eje Y: x=0 — % = —% . El punto de corte es (0, —8/3).

g) Punto de corte con el eje Y: x=0 — —4 - 0 — 4 =—4. El punto de corte es (0, —4).

2
h) Punto de corte con el eje Y: x=0 — % = —%. El punto de corte es (0, —9/10).
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Relaciona cada funcién con sus puntos de corte.

2
a) fix) = kel ) (0,0
4
b) g(x) = 3x? I (0, 8),(2,0)
c) hix)=4(2 —X) ) (0; —0,25), (1,0), (—1,0)
iy == ; 1 V) (0;0,25), (—1,0)
a) Punto de corte con el eje Y: x=0— %: f% =-0,25. El punto de corte es (0; —0,25).

b) Punto de corte con el eje Y: x=0— 3 - 02=0. El punto de corte es (0, 0).
c) Punto de corte con el eje Y: x=0— 4 - (2 — 0) = 8. El punto de corte es (0, 8).

d) Punto de corte coneleje Y: x=0— %:% =0,5. El punto de corte es (0; 0,5).

Para a) la correspondencia deberia ser Ill). Comprobamos que los otros puntos de corte son los puntos de corte

2
con el eje X: X

=0—x=1yx=-1.Sise cumple, la correspondencia con a) es lll).
Para b) la correspondencia es 1). Los puntos de corte con X son los que cumplen 3x%> =0, de modo que de nuevo
tenemos el punto (0, 0).

Para c) la correspondencia deberia ser Il). Comprobamos que los otros puntos de corte son los puntos de corte
conelejeX:4-(2—x)=0— x=2.Sise cumple, la correspondencia con c) es Il).

Para d) no hay correspondencia. Los puntos de IV) no se corresponden con ninguna de las funciones indicadas.

28. Algunas de estas funciones tienen el mismo punto de corte con el eje Y. ;Cuales son?

378

a) flx)=2x+3
b) gx)= —x+4
) hix)=3(x + 1)

. X
=—+
d) i) 5 3
e jix)=3
a) Punto de corte con el eje Y: x=0— 2 - 0+ 3 = 3. El punto de corte es (0, 3).

b) Punto de corte con el eje Y: x=0— —0 + 4 = 4. El punto de corte es (0, 4).

c) Punto de corte con el eje Y: x=0—3 - (0 + 1) = 3. El punto de corte es (0, 3).

d) Punto de corte coneleje Y: x=0— % + 3 =3. El punto de corte es (0, 3).

e) Punto de corte con el eje Y: x=0. El punto de corte es (0, 3).

Tienen el mismo punto de corte con el eje Y las funciones a), c), d) y e).
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29. iPueden tener los mismos puntos de corte con los ejes dos funciones diferentes? Dibuja la grafica
de dos funciones que cumplan esta condicion.

Si, es posible, por ejemplo la funcién y = x y la funcién y = x2.

30. Determina el crecimiento, el decrecimiento, los maximos y los minimos de esta funcion.

La funcion crece en (—o, —4) U (=3, =1) U (2, 3) U (4, +0).
La funcién decrece en (-4, =3) U (3, 4).
La funcién es constante en (-1, 2).

Tiene maximo parax=—-4y x=3.Y tiene minimoenx=-3yx=4.

31. Dibuja la grafica de una funcién que sea creciente en los intervalos (—4, 0) y (6, 9) y decreciente
en el resto.

Respuesta abierta, por ejemplo:

Y

32. Analiza el crecimiento y el decrecimiento de la funciony = |x — 3|.

s 4 3 2 1 0 1 2 3 4 s
.2 7 6 5 4 3 2 1 o0 1 2

Y

Ni 17
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33. Esta grafica representa el nimero de litros por metro cuadrado a lo largo de un dia lluvioso.

2/m?
w

8 12 16 X

Horas

¢Cudles son los intervalos de tiempo en que aumento la cantidad de litros por metro cuadrado?
¢Y en los que disminuyé?

20

a

—

b

=

A qué hora del dia llovid mas?

L)

¢Y la hora en que la cantidad de litros por metro cuadrado fue la menor?

a) La cantidad de litros por metro cuadrado aumenta de 8 a 12 de la manana y de 4 a 6 de la tarde. Disminuye
de 12 de la mafnana a 2 de la tarde y de 6 de la tarde a 12 de la noche.

b) Llovié mas a las 6 de la tarde.

c) A las 8 de la mafana, que no llovia.

34. La siguiente grafica muestra la evoluciéon de la temperatura de un paciente a lo largo de 10 horas.

Y
40

Temperatura (°C)
W W
& D

[}
~J

a) ¢Cuales son los periodos de tiempo en los que le aumenta la temperatura? ;Y en los que le disminuye?
b) ¢Cual fue el momento en que su temperatura fue maxima?
C) ¢A qué hora registro la temperatura minima?

a) Aumenta su temperatura en las 3 primeras horas de la medicidn, luego entre la 4.2 y la 5.2 hora, también entre
la 6.2y la 8.2 hora y finalmente la ultima hora de la medicién (entre la 9.2 y la 10.2).

Disminuye entre la 3.2y la 4. hora, entre la 5.2 y la 6.2 hora y entre la 8.2 y la 9.2 hora.
b) Alcanza la maxima temperatura, de 40 °C, en la 3. y la 5.7 hora de la medicién.

c) La temperatura minima se registra 9 horas después de la primera medicidn.

35. Dibuja la grafica de una funcion periddica de periodo 2.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

g
i

36. Estudia las simetrias de la funcion y = x3.
Simetria par: fl—x) = (—x)3 = (-=1)* - x> = —x3 =2 x*> = f(x). No existe simetria par.

Simetria impar: fl-—x) = (—x)® = (-=1)* - x} = —x® = —f(x). Tiene simetria impar.
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37. Dibuja la grafica de una funcion par de la que se sabe que f(—2) = —1y f(3) = 0.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

38. Una funcidn simétrica respecto del origen, ipuede ser periddica?

Si, por ejemplo:

39. En la grafica se muestra la velocidad de Pablo (en kildmetros por hora) durante una carrera.

Y
K v

£13
=12
E n
g 10
g 9

0 1 2 X
Tiempo (h)

a) Analiza su continuidad.

b) ¢En qué puntos corta a los ejes?

c) Estudia su crecimiento.

d) Senala sus maximas y minimos.

€) ¢A partir de qué minuto supera Pablo los 12 kilémetros por hora?

a) Es continua en todo su dominio.
b) Corta al eje Y en el momento en que Pablo empieza a correr, a una velocidad un poco inferior a 9 km/h.

c) Crece el primer cuarto de hora, luego decrece otro cuarto de hora. Entonces vuelve a incrementar su velocidad
otros 15 minutos, para luego ir decreciendo esta durante media hora (en ese momento lleva corriendo una
hora y cuarto). Vuelve a incrementarla durante un cuarto de hora y decelera el cuarto de hora siguiente. Tras
esta bajada de velocidad la vuelve a aumentar durante 30 minutos (lleva corriendo 2 horas y cuarto), para
bajarla de nuevo los Ultimos 30 minutos que esta corriendo.

d) La velocidad maxima la alcanza tras correr 2 horas y cuarto y la minima tras llevar corriendo 1 hora
y 45 minutos. A lo largo del camino tiene velocidades méaximas relativas en x=0,25,x=0,75ex=1,5.Y
velocidades minimas relativas en x=0,5y x=1,25.

e) Pablo supera los 12 km/h tras aproximadamente 2,1 horas corriendo; esto es, 126 minutos corriendo.
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El grafico indica la altura del sol sobre el horizonte (en metros) en una ciudad el dia 1 de octubre.

Altura (m)
o
S

(]
(=]

—
o

4 8 12 16 20 X
Hora

a) ¢Aqué hora sale el soly a qué hora se pone?
b) ¢Es una funcion continua?

)
)
) Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) ¢Cual es el maximo de la funcion?

)

e) ¢Cuantas horas de sol hay ese dia?
a) El Sol sale a las 8 de la mafiana y se pone a las 8 de la tarde.
b) Si, pues no hay ningun salto en el trazo de la funcion.
c) Crece entre las 8 de la mafiana y las 2 de la tarde y decrece entre las 2 de la tarde y las 8 de la noche.

d) El maximo de la funcidn se tiene a las 2 de la tarde, cuando el Sol alcanza una altura de 60 m sobre el
horizonte. Es decir, el punto del maximo es (14, 60).

e) Hay 12 horas de sol ese dia.

ACTIVIDADES FINALES

41.

42.

382

Sefala qué relaciones son funciones.
a) Un numero y su mitad
b) Un numero y su valor absoluto
¢) Un numero y su raiz cuadrada
d) Un numero y su raiz clbica
a) Es funcion. Para cualquier nimero que consideremos su mitad es Unica.

b) Es funcidn. Para cualquier nimero que consideremos su valor absoluto es unico.

c¢) No es funcién. Si no nos especifican el signo de la raiz cuadrada, para un nimero tenemos dos posibles valores,
por ejemplo, a 1 le corresponderian 1y —1.

d) Es funcidn. Para cualquier nimero que consideremos su raiz cubica es Unica.

Indica cuales de estas relaciones geométricas son funciones.
a) Radio de un circuloy su area

b) Perimetro de un rectangulo y area del rectangulo

¢) Base de un rectangulo y su perimetro

a) Si es funcién. Dado un circulo con un radio determinado, solo existe una posibilidad para el valor de su area.
b) No es funcidn.

c) No es funcién.
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44. Indica cuales son funciones y cuales no.

a) YI ) v[ |
X X
b

C

ey Tl
L IFs, " s
(VRN X

Son funciones b) y d). Las graficas a) y c) tienen valores de x a los que les corresponde mas de un valor de y.

45, Realiza una representacion grafica que muestre la medida de la sombra de una farola a lo largo
de un dia soleado.
a) Razona si se trata de una funcion.
b) Sicada dia se realizara esta grafica, ;seria la misma?

Longitud (cm)

1
20 \\_ //
bt
-07 3

a) Si, para cada hora del dia, solo hay un posible valor de medicién de la sombra.

b) No, varia en funcién del sol (hora de salida, posicién, ...).

Hora del dia

46. Encuentra la expresion algebraica de la relacion que a cada niimero le hace corresponder:
a) Su tercera parte mas dos

b) La mitad de su triple
c) La raiz cuadrada de su cubo

a)y=%+2 b)y=37x c)y=\/F

47. Escribe la relacién entre las siguientes magnitudes con una expresion algebraica.
a) Area de un cuadrado y su lado

b) Apotema de un hexagono regular y lado del hexagono
c) Volumen de una esferay radio de la esfera

a)A=/? b) angl c)V= % nr
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48. Para la funcion y = 4x — 3, calcula el valor de la abscisa o la ordenada en cada caso.
a)x=23 by y=—1 C)x= -2 dy=5

a)y=4-3-3=9 b)-1=4x-3 —>x=1/2 cy=4-(-2)-3=-11 d)5=4x-3 >x=2

49. calcula el valor de las siguientes funciones parax = —1,X =2y x = 3.

a) fx)=x2—4 ) fx)=3x—6

b) f() = 2X3_1 ) ) = (x + 27
a)fi-1)=-3,f(2)=0, f(3) =5 c)fl-1)=-9,f(2)=0,f(3)=3
b) fi-1)=-1,f2)=1, f(3)=5/3 d) f(-1)=1, f(2) =16, f(3) = 25

50. Elabora una tabla de valores para cada una de las funciones y realiza su grafica.

a) fx)=x—3 ) f0) = 5x=% e flix)=—x+6

=X X 3x

=2 fo0= 2+ f) f)= -2+

b) fx)=— d) f=-+4 ) fo)=—2+=

a d
' 2 4 0 1 2 ‘'mm 2 . 0 1 2
5 4 3 -2 - il 3 72 4 92 5

A |
d - ERERRRENN Sl 2 1 0 1 2
sl 3/2 | 1 12 o0 |-1/2 il 8 7 | 6
Y Y
J
. :
1IN X ]
1
11 X
c) f)
2 -1 0 1 2 '’ 22 -1 | 0o 1 2
11 -6 -1 4 9 WA =7/2 -11/4 0 =2 -5/4 | -1/2
Y f v
|
||l|
1 /‘ 1 7
[ 1 X 1—}—¢—O——I—I/—r-f——|-b
Sadny
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52. Haz una tabla de valores para cada grafica.
b) Y

———l
3 |

e 4 | 2 a1 2] 4
Dl 025 | 05| -1 | 1 | 05025

54. Encuentra la expresion algebraica que relaciona la base y la altura de los rectangulos de area
48 m2. Elabora una tabla con algunos valores enteros.

A=b-h—48=b-h—h=48/b
b 1 2 3 4 8
h 48 24 16 12 6

55. considera la funcién f(x) = 2x? + 1. Responde verdadero o falso razonadamente.
a) Elvalor que corresponde ax = 2 es f(2) = 9.
b) Parax = 1y x = —1tenemos f(1) = f(—1).
¢) La funcion nunca toma el valor 0.
d) La funcion toma valores negativos para las abscisas negativas.
a) Verdadero. f(2)=2-22+1=2-4+1=9
b) Verdadero. f(1)=2-12+1=3=2"(-1)>=f(-1)
c) Verdadero. 2x* + 1 =0 — x? =—1/2. No hay ningln nimero real que cumpla esta condicién.

d) Falso. Por ejemplo, f(-1) =3

56. Halla el dominio y el recorrido de estas funciones.

ay=3x—4 Oy=x+2 ely=(x—23¢
4x X 2x+ 4
b)y—? d)y—?‘l'é f)y— 5
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a)Domf=R Imf=R d) Domf=R Imf=R
b) Domf=R Imf=R e)Domf=R Im f=[0, +x)
c)Domf=R Im f=[2, +x) f)Domf=R Imf=R

57. calcula el dominio de las siguientes funciones.

ay=vx+2 b)yz)(i2 c)y=%—2

a) Dom f=[-2, +o)
b) Dom f=R — {2}
c) Dom f=R - {0}

58. Indica el dominio y el recorrido de las funciones representadas. ;Son continuas?

a) Dom f=R —{2}. No es continua, no esta definida en x =2

b) Dom f= (-3, 3). Es continua.

59. Halla los puntos de corte con los ejes de estas funciones.

Q) y=3x—2 dy=x—2
by y=—2 e y=>5
Q) y=4x+1 f) y=(x—1p

a) Puntos de corte con el eje X: 3x — 2 =0 — x = 2/3. El punto de corte es (2/3, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0— 3 - 0— 2 =-2. El punto de corte es (0, —2).

b) Puntos de corte con el eje X: para cualquier valor de x, el valor de y es —2, no hay puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y: para cualquier valor de x, el valor de y es —2. El punto de corte es (0, —2).

c) Puntos de corte con el eje X: 4x + 1 =0 — x =—1/4. El punto de corte es (-1/4, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0— 4 -0+ 1=1. El punto de corte es (0, 1).

d) Puntos de corte con el eje X: x> =2 =0 — x=++/2 yx=—+/2 . Los puntos de corte son (++/2 ,0) y (-2, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0 — 02— 2 =-2. El punto de corte es (0, —2).

e) Puntos de corte con el eje X: para cualquier valor de x, el valor de y es 5, no hay puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y: para cualquier valor de x, el valor de y es 5. El punto de corte es (0, 5).

f) Puntos de corte con el eje X: (x — 1)>2=0 — x = 1. El punto de corte es (1, 0).

Punto de corte con el eje Y: x=0— (0 — 1)2=1. El punto de corte es (0, 1).
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60. Elabora una tabla de valores para cada una de las funciones, haz la representacion grafica
y analiza la continuidad.
3 X—4

i
a)}’—y—'l C)y—g ey= ”

by=vx+1 dy=+3x f) y=v4—2x

-0,5 0,5 1 2

No es continua, tiene una discontinuidad en x = 0.

b) -1 -3/4 0 5/4 3 8
o 12 1 32 2 3

Es continua.

9 3 2 1 1 2 3
~1/2 -3/4 -3/2 3/2  3/4 12

No es continua, tiene una discontinuidad en x = 0.

d i o 13 1 4/3 3 16/3
"0 1| 3=17 2 |3 4

j o Tx
Es continua.
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No es continua, tiene una discontinuidad en x =0.

Es continua.

61. Observa los precios, en euros, del kilogramo de patatas en el periodo 2006-2010.

Representa los datos en una grafica y analiza su crecimiento y decrecimiento.

ARo 2006 2007 2008 2009 2010
Precio 0,51 0,65 | 057 049 064

Precio

il ;
{006 2008 2010 A1°

Hay un crecimiento del precio de la patata de 2006 a 2007, de 2007 a 2009 baja y de 2009 a 2010 sube de nuevo.

62. Indica el dominio, el recorrido, la continuidad, el crecimiento y los maximos y minimos, si existen.

a) Y

a) Dom f =[-4, 4] Im f=[-2, 2] b) Dom f =[-4, 4] Im f=[-3, 3]
Crece en (—4, —3) U (1, 3). Decrece en (-3, 1). Crece en (-4, -2) U (0, 2). Decrece en (-2, 0) U (2, 4).
Excluyendo los extremos, hay: Excluyendo los extremos, hay:
Un maximo en x =—3. Un minimo en x=1. Maximos en x=-2, x = 2. Un minimo en x = 0.
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63. Sefala las funciones periodicas y escribe su periodo.

c) Y

Son periddicas a) (de periodo 2) y c) (de periodo 4).

64. completa en tu cuaderno las graficas para que las funciones sean simétricas respecto del eje Y.

o) [
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3

66. comprueba si las siguientes funciones son simétricas y si lo son di de qué tipo.

aAy=x2+x Oy=(x-—2pP e)y = x?
:-i — y2 3 :i
b) y 5 dyy =x?—2x f)y %

a) fl=x) = (=x)? + (=x) =x* — x
fl=x) # f(x) — No tiene simetria par.
b) fl—x) = —x/2
fl=x) # f(x) — No tiene simetria par.
) fl=x) = (~x = 2)* = (-1)* (x + 2)* = (x + 2)?
f(=x) # f(x) — No tiene simetria par.
d) fl=x) = (%) = 2(-x)* =x* + 2x*
fl—x) # fix) — No tiene simetria par.
e) fl=x) = (=x)’ = (-1)* ¥’ = -
fl—x) # fix) — No tiene simetria par.

f) fl=x) = 3/(—x) = -3/x

fl=x) # f(x) — No tiene simetria par.

fl—x) # —f(x) — No tiene simetria impar.

fl—x) = —f(x) — Tiene simetria impar.

f(=x) # —f(x) — No tiene simetria impar.

fl—x) # —f(x) — No tiene simetria impar.

fl=x) =—f(x) — Tiene simetria impar.

fl—x) = —f(x) — Tiene simetria impar.

68. Dibuja una funcién con estas caracteristicas.

¢ Dominio: [—3, 9] « Recorrido: [0, 6]
¢ La ordenada en el origen es 5.
e f(—3)=1,f(—2)=0,f4)=6Yyf(9) =2

Respuesta abierta. Por ejemplo:

/2

69. Dibuja una funcién cuyos dominio y recorrido son R, creciente hasta x = 3 y decreciente
en el resto, y con un maximo de ordenada 8.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
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70. Estudia las caracteristicas de estas funciones.
X+ 3
ay=5x—3 b y= > Oy=x2+2x—3
Hacemos una tabla de valores y luego su representacion grafica y a partir de ella analizamos las caracteristicas.

) 2 -1 0 1 2
flx) -13 -8 -3 2 7
Es continua creciente.
b "
. 2 . o0 1 2 EEE>
X 1/2 1 3/2 2 5/2 e
7o) Y] / / n
|~ | 1 X
Es continua creciente.
Y ]
) g -2 -1 0 1 2 f
fix) -3 -4 -3 0 5
\l., 4%7;
ettt et
'\.\ } X
Es continua. Es decreciente en (—o, —1) y creciente en (-1, +o0).
\\./‘f

Tiene un minimo en x=-1.

71. Analiza si existen las siguientes funciones; en caso afirmativo ilustra tu respuesta.

a) Funcion siempre creciente y simétrica respecto del origen

b) Funcion periodica y siempre creciente
€) Funcion periodica simétrica respecto del eje X

a) Si, por ejemplo, la funcion y = x.

b) Una funcidn es periddica de periodo T si f(x) = fix + T).
Si la funcidn es siempre creciente, tenemos que f(x) < f(x + T), para todo T> 0. Entonces no puede ser
periddica.

c) Si es simétrica respecto del eje X no es funcion, porque habria mas de un posible valor de y para un Unico valor

de x.
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73. Identifica la grafica que cumple:
* Pasa por(—1, —3)y (2, 1).
e Crece hasta x = —3 ydesde x = 0.
* Decreceentrex = —3yx = 0.

La gréfica a la que se refiere el enunciado es la c).

74. La grafica muestra el nimero de pasajeros de un autobus urbano a lo largo de sus paradas.

Pasajeros
&

=y

[ 10 20 3 40
Minutos

a) iCuantos pasajeros van en el autobus después de diez minutos en circulacion?
b) ¢En qué momento habia menos pasajeros?
¢) iCuanto tarda en realizar un viaje completo?
a) 50 pasajeros.
b) Al inicio y al final del trayecto, ya que hay 0 pasajeros.
Durante el trayecto hay un minimo tras 25 minutos de circulacion.

c) 40 minutos.

75. Un artesano fabrica relojes que vende a 600 € cada uno. Si emplea una semana en fabricar
cada reloj, representa la funcién tiempo-ganancia y determina sus puntos de discontinuidad.

Ganancia

*—

-~—0
600 1 e

e e S
1 Semana

76. El nimero de visitantes de un museo a lo largo de un dia se muestra en la siguiente grafica.

YA
200 +

150 +
100+
| AN

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 X
Hora del dia

Visitantes
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a) ¢Cual es el horario del museo?

b) ¢En qué momento hay més visitantes?

¢) ¢Cudl es el nimero maximo de visitantes?

d) Indica los periodos de crecimiento y decrecimiento del nimero de visitantes.

e) ¢(En qué periodos habia méas de 100 personas en el museo?

f) ¢Enalglin momento, mientras permanecia abierto el museo, se ha quedado vacio?
a) De 10 a 20 (es decir, de 10 de la mafiana a 8 de la tarde).
b) A las 12:30.
c) 200 visitantes.

d) El nimero de visitantes crece de 10 a 11, de 11:30 a 12:30, de 16:00 a 16:30, de 17:30 a 18:00 y de 18:30
a19:00. Y decrece de 12:30 a 13:00, de 13:30 a 14:00, de 16:30 a 17:00 y de 19:30 a 20:00.

e) Ha habido mas de 100 personas de 11:30 a 13:00 y de 18:30 a 19:30.
f) Si, de 14:00 a 16:00 y de 17:00 a 17:30.

DEBES SABER HACER

1. Considera la relacion que a cada niimero natural impar menor que 50 le asigna su doble mas 2.
Contesta razonadamente.
a) ¢Esta relacion es una funcion?
b) Escribe su expresion algebraica.
c) Construye una tabla de 10 valores.
a) Si, pues para cada posible valor de x solo existe un posible valor de y.
b) y = 2x + 2, donde x es natural, impar y menor que 50.
c)

3 5 7 9 11 21 31 41 49

Bl :
) 4 8 12 16 20 24 44 64 8 100

2. completa en tu cuaderno las tablas de valores y realiza la representacion gréafica.

X 1 2 3 4 5 X =N = 0 1
flo=(x—-3 4 1 0 1 4 D, 4 7 2 3 8
y Y
\ ."II
/ /
"-,I IIII.' I-'I
/ A /
' k! X
\".
\ /
2t ,,..-"!
+ ; .
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3. Un vendedor de muebles tiene un sueldo fijo de 480 € y, por cada mueble que vende, cobra 10 €
de comision. Dibuja la grafica que expresa la ganancia en funcién del nimero de muebles vendidos.

y=10x + 480

4. Halla los puntos de corte de estas funciones.
4. — 5x

a fx)=—x2+ 6 b) g(x) = >

a) Puntos de corte con el eje X: —x*+ 6 =0 — x=++/6 yx=—/6 . Los puntos de corte son (/6 ,0)y (-6 , 0).
Puntos de corte con el eje Y: x =0 — —0% + 6 = 6. El punto de corte es (0, 6).

b) Puntos de corte con el eje X: % =0 — x=4/5. El punto de corte es (4/5, 0).

Puntos de corte coneleje Y: x=0 — #

= 2. El punto de corte es (0, 2).

5. Observa la grafica correspondiente a una funcion.

—‘-I\J(})bU’!U‘\""-.I.<

a) Sefiala su dominioy su recorrido.

b) ¢Es una funcion continua?

) Estudia su crecimiento y su decrecimiento.
d) Senala sus maximos y minimos, si los tiene.

a) Dom f=10, 10] Im f=1[0, 7]
b) Si, es continua.
c) Creceen (0,1) U (2,4)u (5,6) U (8, 10). Decrece en (1, 2) U (4, 5) U (6, 8).

d) Excluyendo los extremos, hay maximoenx=1,x=4y x=6y hay minimosenx=2,x=5yx=38.

6. Indica cuales de las siguientes graficas corresponden a funciones periédicas.
ay h) ¥

T X X

La grafica a) es de una funcidn periddica, de periodo 2,5.
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7. Representa una funcion con estas caracteristicas.
e Domf=R
* Pasa por los puntos (—3, 0) y (0, 2).
» Es creciente hasta x = —2, constante en el intervalo (—2, 4) y decreciente a partir de x = 4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

77. Un avién comercial suele volar a una altura que esta entre los 30000 y los 40000 pies; teniendo
en cuenta que un pie son aproximadamente 0,3 m, esto seria entre unos 9000 y 12000 m.
La altura maxima que puede alcanzar se conoce como techo de vuelo.

De todas formas, la altura que llevan los aviones depende de muchos factores, como las
limitaciones de la ruta por cuestiones del trafico aéreo, el peso del avion, los vientos...

Un avién tarda de 15 a 20 minutos en alcanzar la altitud adecuada, y para el descenso necesita
en torno a 20 minutos mas.

« Dibuja una grafica que relacione el tiempo del viaje, en minutos, y la altura del vuelo, en metros,
de los siguientes vuelos.

a) Puente aéreo Madrid/Barcelona. Altura maxima 30000 pies, duracion del vuelo 1 hora
15 minutos.

b) Viaje de Milan/Madrid. Altura maxima 37 000 pies, duracion del vuelo 2 horas 5 minutos.

¢) Viaje Barcelona/lbiza. Vuelo de 50 minutos, altura maxima 20000 pies.

a) Altura b) Altura C) Altura
(m) (m) (m)
| A4 \
3000 3004 \ 3000
i llo il Duracion 00 ¥4 L4 L Ll L 4 \ , 10 Duracion
) l 10 Duracién )
(min) (min)

(min)
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

78. Considera el rectangulo cuyo ancho es x y cuyo
largo es x + 4.

Averigua cual de las graficas es la que corresponde
a la funcién que asigna a cada valor de x el area
del rectangulo.

Es la gréfica b). Las otras independientemente de si los valores se adeciian o no, no son posibles, ya que x no
puede tomar valores negativos, pues es una distancia.

79. Dibuja la gréafica de la funcién que mide el angulo formado por las manecillas del reloj desde
las 0:00 horas hasta las 2:00 horas. ;Cuales son los maximos y los minimos?

Minutero
60 min — 360°
1min — x

x = 6°. La aguja del minutero recorre 6° cada minuto.

Horaria
12 - 60 min — 360°
1 min -y

y =0,5°. La aguja horaria recorre 0,5° cada minuto.

Vemos el dngulo que se forma cada 15 minutos.

A las 0:00, dngulo de 0°

A las 0:15, minutero
A las 0:30, minutero
A las 0:45, minutero
A las 1:00, minutero
A las 1:15, minutero
A las 1:30, minutero
A las 1:45, minutero

A las 2:00, minutero

:6-15=90°y horaria 0,5 - 15=7,5°, dngulo 90 — 7,5 = 82,5°
:6-30=180°y horaria 0,5 - 30 = 15°, angulo 180 — 15 = 165°
:6-45=270°y horaria 0,5 - 45 =22,5°, angulo 270 — 22,5 = 247,5°

:0°y horaria 0,5 - (1 - 60) = 30°, angulo 30°

:6-15=90°y horaria 0,5 - (1 - 60 + 15) = 37,5°, angulo 90 — 37,5 =52,5°
:6-30=180°y horaria 0,5 - (1 - 60 + 30) = 45°, angulo 180 — 45 = 135°
:6-45=270°y horaria 0,5 - (1 - 60 + 45) = 52,5°, angulo 270 — 52,5 = 217,5°
:0°y horaria 0,5 - (2 - 60) = 60°, angulo 60°

Angulo J

504
0 1 | |

80. ¢(Cuantos puntos de corte puede tener una funcion con el eje Y2 ;Y con el eje X?

Con el eje X infinitos, pero con el eje Y solo uno, ya que de tener mas querria decir que a x =0 le corresponde
mas de un valor, con lo cual, no seria funcion.
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81. Una funcidn, ;puede ser simétrica respecto del eje X? Razona tu respuesta.

No, puesto que si es simétrica respecto del eje X a cada valor de x le corresponde mas de un valor en y, y por

tanto no es funcion.

82. ¢Qué grafica corresponde al llenado de cada frasco?

e ey ™
@ ®) @
[ hd & e
- oo 3 =
-~ 4 = =4 =
< < < <
Volumen Volumen Volumen Volumen

El frasco amarillo se corresponde con 2 o 4.

El frasco rojo no se corresponde con ninguna.

El frasco verde se corresponde con 3.

El frasco azul se corresponde con 1.

PRUEBAS PISA

83. Los faros son torres con un foco luminoso en la parte superior. Los faros
ayudan a seguir su rumbo durante la noche cuando navegan cerca
de la costa. Un faro emite destellos de luz seglin una secuencia regular
fija. Cada faro tiene su propia secuencia.

En el diagrama de abajo se puede ver la secuencia de un faro
concreto. Los destellos de luz alternan con periodos de oscuridad.

Luz

OSCUMNAA] m— s s

Tiempo (s)
Se trata de una secuencia regular. Después de algun tiempo,
la secuencia se repite.

Se llama periodo de la secuencia al tiempo que dura un ciclo completo,
antes de que comience a repetirse. Cuando se averigua el periodo de la

secuencia, es facil ampliar el diagrama para los siguientes segundos, minutos o incluso horas.

» ;Cuanto dura el periodo de la secuencia de este faro?

» ;Durante cuantos segundos emite este faro destellos de luz a lo largo

de 1 minuto?

= Copia en tu cuaderno la cuadricula de abajo, y traza el grafico de una posible secuencia
de destellos de luz de un faro que emita 30 segundos de destellos de luz cada minuto. El periodo de

esta secuencia debe ser de 6 segundos.

Luz

Oscuridad

0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

El periodo dura 5 segundos.

En 5 segundos emite destellos 2 segundos. En 1 minuto hay
60 : 5 =12 grupos de 5 segundos, emitira destellos 12 - 2 =24
segundos.

(Prueba PISA 2003)

Luz

Oscuridad
0 2 4 6 8 10

Tiempo (s)
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Funciones lineales y cuadraticas

CLAVES PARA EMPEZAR

1. Halla la solucién de estas ecuaciones.
a) —2x+8=2 C) 4x — 16 = =5x + 2
b) 6x —8 = —20 d —13=8+7x
a)—2x+8=2—>8-2=2x—>x=3
b)6x—-8=-20—>6x=-20+8 —> x=-2
C)4x—16=-5x+2 —>4x+5x=2+16 > x=2

d)-13=8+7x—>-13-8=7x > x=-3

2. Resuelve estas ecuaciones.
ax—10+25=0 COX+4x+3=0
by x+x—12=0 dxx—8x—10=0

10£4/(—10Y —4-25 _ 2_p.3 _ X =—1
a) x— ( 2) - o x— Aﬁ:x/i 4-3 _ 4212:{)(_ :

84(-8)+4-10 84102 [X=91
B S lx=-1

b) x = =
X=-4 2 2

— 2 . — X=3
1=V +4-12 1i7: d) x=
2 2

VIDA COTIDIANA

En las tarifas de madviles, por regla general, el precio suele incluir una cuota fija mas un coste
por minuto de llamada. Una de las reivindicaciones habituales de las asociaciones de
consumidores es que el coste se establezca por segundos.

= Los datos de un estudio reflejan que si se tarifara por segundos, el coste medio del segundo
seria de 0,2 céntimos. ;Cuanto costaria una llamada de 25 segundos? ;.Y una de 1 minuto

y 14 segundos?

Representa mediante una grafica el tiempo de la llamada y su coste.

Si no tenemos en cuenta la cuota fija, una llamada de 25 segundos costaria 25 - 0,2 =5 céntimos
y de 1 minuto y 14 segundos costaria 74 - 0,2 = 14,8 céntimos.

La gréfica es:

Tarifa (cent.)

0,2

0,5 Tiempo (s)
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RESUELVE EL RETO

Comienzo a escalar una montana a las 9:00 h y llego a la cima a las 17:00 h. Duermo en la cima
y a la mafana siguiente comienzo el descenso a las 9:00 h y llego a la base a las 17:00 h.

Estoy seguro de que ha habido algtin punto del camino por donde he pasado a la misma hora
los dos dias.

Suponiendo que las velocidades de subida y bajada son iguales, a las 13:00 h he pasado
por el mismo punto del camino.

Coloca 10 monedas de tal manera que formen 5 filas con 4 monedas en cada fila.

Una funcién cuadratica pasa por los puntos (3, —1) y (11, —1). ¢Cual es su eje de simetria?
Y la abscisa del vértice?

El eje de simetria es la recta x=7.

La abscisa del vértice se sitla en el eje de simetria. Por tanto, xvsrtice = 7.

Una catapulta lanza un proyectil con una trayectoria parabolica, el proyectil alcanza una altura de
40 m y recorre una distancia sobre la horizontal de 300 m. ;/Cuanto lleva recorrido al alcanzar su
altura maxima?

El eje de simetria estd en la mitad de la trayectoria. Por tanto, alcanza su maxima altura a los 150 m.

ACTIVIDADES
1. Identifica las funciones lineales y calcula su pendiente y su ordenada en el origen.
ay=x—2 d y=4x—1
—%HT 6
by y % e) y= i

Qy=-2Xx+5 fyy=4—x
a) Es funcion lineal de pendiente 1 y ordenada en el origen —2.
b) No es funcién lineal.
c) Es funcidn lineal de pendiente —2 y ordenada en el origen 5.

d) Es funcidn lineal de pendiente 4 y ordenada en el origen —1.

e) No es funcién lineal.

f) Es funcidn lineal de pendiente —1 y ordenada en el origen 4.
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2. ¢Es creciente o decreciente una funcion lineal que pasa por (1, —2) y su ordenada
en el origen es —4?

La funcién sera de la forma y = mx — 4. Ademds, sabemos que -2=m-1-4 —>m=2.

La pendiente es positiva, de modo que es creciente.

3. Representa la funcion linealy = 2x + nparan =1,n=2,n = —1yn = 0. ;Como son las rectas
que has dibujado?

sl

Son paralelas (de izquierda a derechason:n=2,n=1,n=0,n=-1).

4. Contesta a las siguientes preguntas.

a) {Cuantas funciones lineales tienen pendiente 27
b) ¢Cuantas funciones lineales de pendiente 2 cortan al eje Y en el punto (0, 57
c) ¢(Alguna funcion lineal de pendiente 2 corta al eje X en el punto (1, 0)?

a) Infinitas, ya que son todas las de la forma y = 2x + n, pudiendo asignar a n cualquier valor.
b) Solo una, la que cumple que 5=2:-0+n— n=5, es decir, y = 2x+ 5.

¢) Si, laque cumpleque0=2-1+n— n=-2, es decir, y =2x — 2.

5. Representa graficamente estas funciones de proporcionalidad directa e indica la pendiente
de cada una de ellas.

1
a)y=2x Oy=—x & y=—=x
X Ax
b))y =— = — fy y=1
) Y 3 d y 5 ) ¥ =10x
Yi_
a) La pendiente es 2. d) La pendiente es 4/5. 0 19 /;) A
b) La pendiente es 1/3. e) La pendiente es —1/7.
/ b)
c) La pendiente es —1. f) La pendiente es 10. e) 14/
f. 1 ! X
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6. Pon dos ejemplos de funcién de proporcionalidad directa creciente y otros dos de decreciente.

Proporcionalidad directa creciente: y=xe y = 7x.

Proporcionalidad directa decreciente: y=—xe y=-7x.

7. ¢Cuales de los siguientes puntos pertenecen a la funcion de proporcionalidad directa
: 5
cuya pendiente es 3?

a) (0,5) b) (2,0 ) (2,9

La funcién es yzg x. Comprobamos cudles pertenecen.
a)x=0— yzg-o = 0. El punto (0, 5) no pertenece a la funcidn.
b)x=2— yzg-z = 5. El punto (2, 0) no pertenece a la funcion.

)x=2— y=;2 =5. El punto (2, 5) pertenece a la funcién.

2. Da la expresion algebraica de una funcién de proporcionalidad directa que pase por (2, —4).
y = mx, si pasa por (2, —4) cumpleque -4=m-2 > m=-2.

La funcién es y = —2x.

9. Sila representacion grafica de una funcion es una linea recta que pasa por tres de los cuatro
cuadrantes del sistema de coordenadas, ;es una funcion lineal o de proporcionalidad directa?

Es una funcién lineal, ya que una de proporcionalidad directa pasa siempre por el origen, de modo que solo pasaria
por dos cuadrantes.

10. Representa las siguientes rectas.

ay=-—7 dy=2
byy=0 ) y=:—2
cy=1 fy y=-3
Ya
y=2
1 y=1
y=0
1 [ |
y=—
y=-3

y=-
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11. Escribe la ecuacion de la funcion constante que pasa por cada uno de estos puntos.
a@0eé b -3 o295 d@o
a)y=6 c)y=5
b)y=-3 dy=0

12. Determina la ecuacion de las rectas de la grafica y calcula las coordenadas de los puntos
de corte entre ellas.

Yi

rry=3 s: x=1(no es una funcién) ty=-2

El puntode cortederyses(1,3)yeldesyt(1,-2).Lasrectas ry tno se cortan, son paralelas.

13. Halla la ecuacioén de la recta paralela al eje Y que pasa por el punto (2, —9).

Si es paralela al eje Y, sera de la forma x = m. Dado que pasa por (2, —9), la recta es x = 2.

14. Completa en tu cuaderno estas tablas y representa graficamente la funcion.

X 1 0 —4 et |
y=x+3 4 3 —1 2
X -1 0 2 1
y=-2x+1 F | 1 -3 -
1% Y
1 1+
; 1 X [\ X
Sy=x+3
y=-2x+1
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15. Representa graficamente estas funciones.

ay=-3x+7 d)y =2x
b) y =05x e y=-x+7
) y=-—3 il y=—x+1

__,-""'_. 1 ‘& X
__fr: T .\.

c)

a)' )

16. Calcula, para la funcion y = —2x + 3, la ordenada que corresponde a cada uno de estos valores

de la abscisa.
-5 3
ax=0 C}X—T e}x—E
b xoe 2 d x = —1 fy x=-3
a)y=-2-0+3=3 dy=-2-(-1)+3=5
b)y=-2-2+3=-1 e)y=—2-§+3=0
c)yz_z.[_%] +3=g fly=-2-(-3)+3=9

17. Para la funcion y = 4x — 1, calcula la abscisa que corresponde a estos valores de la ordenada.

ay=20 Oy=-2 e)y=-5

byy=3 dy=7 fly=-6
a)0=4x-1—->x=1/4 c)2=4x-1->x=-1/4 e)-5=4x-1—-x=-1
b)3=4x-1—-x=1 d)7=4x-1—->x=2 f)—6=4x—1—x=-5/4

X2
3
a) (0, —2) b (—1,1) c G d (—=1,-1)

18. ¢Pertenecen estos puntos a la funcién y =

?

0-2 2

a)x=0—-y= =5 =3 — (0, —2) no pertenece a la funcién dada.
b)x=-1—>y= % =—1— (-1, 1) no pertenece a la funcién dada.
C)x=5—>y= 5;32 =1— (5, 1) pertenece a la funcién dada.

d)x=-1—-y=-1— (-1, —1) pertenece a la funcién dada.
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19. Halla la ecuacion de estas funciones lineales.

a) Pasa por los puntos (2, 0) y (0, —2).
O=m-2+n -2=m-04+n — 2m+n=0yn=-2—-2m-2=0—>m=1.laecuacionesy=x-—2.

b) Es una recta horizontal, su ecuacion es y = -3.

c) Pasa por el origen, es de la forma y = mx.
Pasa por el punto (2,1) > 1=m-2 — m=1/2. La ecuacion es y = x/2.

d) Pasa por los puntos (0, -1) y (1, 3).
—1=m-0+n 3=m-1+n — n=-1ym=4— laecuacidnesy=4x—1.

20. Dados los puntos A(3, 1) y B(—1, —2), traza en un sistema de coordenadas las rectasr, s
y ty responde.

r — Recta que pasa por A y el origen de coordenadas.
s — Recta que pasa por By el origen de coordenadas.
t — Recta que pasa por Ay B.

a) Determina la ecuacion de las rectasr, sy t.

b) Determina la ecuacion de la linea recta que es paralela al eje X pasando por Ay de la linea recta que
es paralela al eje Y pasando por B.

a) Como r pasa por el origen y por A cumple que 1=m -3 — m=1/3, asi la ecuacion de res y = x/3.
Como s pasa por el origen y por B cumple que —2=m - (-1) — m =2, asi la ecuacion de s es y = 2x.
Como t pasa por Ay B:

1=m-3+n,-2=m-(-1)+n. - m=3/4, n=-5/4.Laecuacidénesy = %x— %
b) La ecuacién de la recta paralela al eje X que pasa porAesy=1.

La ecuacion de la recta paralela al eje Y es x =—1.
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21. Determina la ecuacion de la funcion lineal cuya pendiente es 5 y cuya ordenada en el origen
es —3.

y=5x -3

22. Determina la ecuacion de estas rectas.

a) Su pendiente es —3y pasa por el punto (1, —2).
b) Pasa por los puntos (—1, —3)y (4, —2).

a)-2=-3-1+n—n=1.laecuacidondelarectaesy=—-3x+ 1.

‘2‘—(‘5) (x—(—l))=—3+% (x+1) > 5y=—15+x+1—x-5y—14=0

b)y=-3+ 1

23. calcula la ecuacion punto-pendiente de la recta cuya pendiente es —1y pasa por el punto (0, —4).
Represéntala.

y=—4-1(x—0) > y=-x—4

y=-x-4

24. Determina la ecuacién punto-pendiente de las rectas representadas en los ejes de coordenadas
a la derecha.

AT

La recta r pasa por (0, —3) y (2, 1). Su pendiente es 1;(_03) = 2. La ecuacién punto—pendiente es

y=-3+2(x—0)=2x-3.
La recta s es horizontal, no tiene pendiente, su ecuacién es y = —-2.

La recta t pasa por (0, 0) y por (1, —1). Su pendiente es _11_00 =—1. La ecuacién punto—pendiente es y = —x.
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25. Calcula la ecuacion general de estas rectas.

Ay=x+2 d) Recta con pendiente 3 y que pasa por el punto (—2, —2).
by y=—x e) Recta que pasa por los puntos (2, 3) y (—4, —1).
Qy=1
a)x—-y+2=0 dy=-2+3(x—(-2)) > 3x—y+4=0
b)x+y=0 e)y=3+ ‘1‘3 (x—2)—>y=3+§ (x—2) >3y=9+2x—4—2x-3y+5=0

cy—-1=0

26. Representa estas rectas graficamente.
a2x+y—2=0 bl =x+2y=0

2x+y—-2=0

x+2y=0

27. ¢COmMo expresarias la recta paralela al eje Y, x = 2, en su forma general? ;Qué ocurre cuando
en la ecuacion general de una recta b = 0?

Esx—2=0,dondea=1,b=0yc=-2.

Si b es 0, no existe el término y, de modo que son rectas paralelas al eje Y (y no son funciones).

28. Copia y completa en tu cuaderno esta parabola y sefala sus elementos (vértice y eje de simetria)
y sus propiedades (orientacion de las ramas y tipo de punto que es el vértice).

Y

El eje de simetria es el eje V.
El vértice es el punto (0, 0), que es un minimo,
porque las ramas de la pardbola van hacia arriba.
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29. Representa una parabola cuyo eje de simetria es x = 5y que cumple:
a) Pasapor(4,2)ya<o.
b) Pasapor (7, —1)ya > 0.
a) vy b) v

.
\

30. Si el vértice de una parabola esta en (1, 4) y a > 0, ;cuantos puntos de corte tiene con los ejes?
(Ysia<o0?

Sia >0, las ramas de la pardbola van hacia arriba y asi no cortara al eje X y tendra un punto de corte con el eje Y.

Si a <0, las ramas van hacia abajo, asi que cada una de ellas cortard el eje X y ademds la que esté mas a la
izquierda tendra un punto de corte con el eje Y.

31. calcula el vértice de estas funciones cuadraticas y determina su eje de simetria.
ay=-—-x24+2x-5 ) y=—X2—6x
b)y=—2x2+4x—3 d) y = 3x?

|
‘ N

a) Su eje de simetria es x = =1 Su vértice es |1, =(1, -4).
2-(—1) 4.(—)
2
b) Su eje de simetria es x= =t g Su vértice es 1,M =(1,-1).
2-(-2) 4.(=2)
2
c) Su eje de simetria es x = o ) =-3 Su vértice es —S,M =(-3,9).
2:(=1) 4-(=)
2
d) Su eje de simetria es x = % =0 Su vértice es OW] =(0, 0).

32. Determina el eje de simetria de la parabola que tiene como puntos de corte con el eje X:
a) 0,0y((0 b (=20y(@20 ©Q,0y@40
a)x=1 b)x=0 c)x=25

33. Explica como son los coeficientes de la funcion cuya grafica es esta parabola. ;Hay alguno que sea

cero? LQUé pasaria si cambiamos de signo a todos?
YA

=V
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Como las ramas estan hacia arriba, tenemos que a > 0.

Como el eje de simetria es la recta x =0, se tiene que ;—g =0, es decir, b=0.
El punto del corte con el eje Y, (0, ¢), estd en la parte positiva del eje, de modo que ¢ > 0.

Si les cambidasemos a todos el signo, tendriamos la simétrica de esta parabola respecto del eje X.

34. Representa graficamente estas funciones cuadraticas.

ay=x+6x+2 dy=-—-xX—4x+1
b) y=—2x+4x—5 e)y=—2x—8x+3
Cy=3¢+6x—4 fly=x—4x+5
2
a)a=1,b=6,c=2 Vértice: %,#]:(—&—7) a >0 — (-3, -7) es un minimo.

. ,35
Puntos de corte con el eje X: x = oK . Los puntos son (-0,35; 0) y (-5,65; 0).

X =-5,65

—6+67 =412 _{x:—o 3

Puntos de corte con el eje Y: (0, 2)

e s 4 2 11
02 3 6 -6 -3 9

—4 & +4.(=2).(-5)

b)a=-2,b=4,c=-5 Vértice: , =(1-3) a<0—(1,-3) es un maximo.
2:(-2) 4-(=2)
. —44 A —4.(=2)-(=5) —44= .
Puntos de corte con el eje X: x = 27 é) )(=9) A 1 24 . No corta al eje X.

Puntos de corte con el eje Y: (0, —5)

2 -1 2 3 4
0 21 -11 -5 -11 -2

Y
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2
cJa=3,b=6,c=—4 Vértice: %,*'33'(_4)]_(—1,—7) a>0— (-1, -7) es un minimo.

. —611/62—4~3~ -4 X =0,
Puntos de corte con el eje X: x = (=4) :{ 0.53 Los puntos son (0,53; 0) y (-2,53; 0).

2-3 X=-2,53"
Puntos de corte con el eje Y: (0, —4) 14
S 2 1] 2 |3 \ /
5 -4 5 20 41

2
dya=-1,b=-4,c=1 Vértice: —(-4) ~(-4) +4'(_1)’1] =(-2.5) a <0 — (=2, 5) es un maximo.

2-(=1 4-(=1)
—(=4) (=AY —4-(=1)1 -
Puntos de corte con el eje X: x = (=) £N(-4) =01 {X 424

2-(-1) Tl x=0,24

. Los puntos son (0,24; 0) y (—4,24; 0).

Puntos de corte con el eje Y: (0, 1)

' 4 3| 1| 1| 2
b1 4 4 4 -1

2
e)a=-2,b=-8,c=3 Vértice: _(_8),_(_8) +4:(-2):3 =(-217) a < 0— (=2, 11) es un maximo.
2-(=2) 4.(-2)
—(=8) /(-8 —4:(—=2)-3  [x=-4,35
Puntos de corte con el eje X: x = (=8)+(-8) (-2 = . Los puntos son (0,35; 0) y (—4,35; 0).
2-(-2 Xx=0,35
Puntos de corte con el eje Y: (0, 3) va
Bl : 3| 1] 1] 2 1
N
3 9 9 -7 -2 \ ¢
/ \l
/ \
Ilrl" "!.
.

-
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Funciones lineales y cuadraticas

—(=4) —(-4Y +4-15
2.1 4.1

fla=1,b=-4,c=5 Vértice: =(27) a>0—(2,1)es un minimo.

Puntos de corte con el eje X: x = -4 . No corta al eje X.

—(—4)£\(-4)-415 a4
21 T2

Puntos de corte con el eje Y: (0, 5)

Bl 2 - 1 3| a4
o2 17 10 2 2 5

Y

24
| : -
35. Representa graficamente estas funciones.
ay=x C) y= —3x2
b) y=2x d y=—4x
Y..
b
\ -' y a)
\4/
+ =/, \1 t T
;||'I‘ III'=.
."I E Il'i,C)
| | d))
36. Representa graficamente las siguientes funciones cuadraticas.
ay=x+x C) y=x2+ 5%
b) y = x2 — 3x d)y=x—7x
c)\\ b )
'\\ |
\
\
\
rfll. ;(
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37. Representa las parabolas y determina si existe relacion entre ellas.

a)y,=x*+2x C) y3=x?—2x
by y,=—x2+ 2x d) y,=—x—2x
Y
a) c)
1 P~
+ — - o
\_/ 1.\ X
I_.f \
.'"I: \
[
d) b)."l \

Si, son la misma parabola solo que trasladada o girada.

38. Un fontanero cobra 13 € por la visita a domicilio y 15 € por cada hora de trabajo.

a) Determina la ecuacion de la funcion que relaciona el dinero que costara la factura de una reparacion
con el tiempo que le ocupe.

b) Representa graficamente la funcion y marca sobre la grafica el punto que relaciona el coste de la factura
con un arreglo que necesita 4 horas.

a) flx) =13 + 15x, donde x es cada hora de trabajo.

b) Facturacion (€) )

10

11 | [ ] 'Tiempo(horas)

39. La temperatura, en un lugar de la Antartida, a las 12 h es de 5 °C y cada hora baja 4 °C. Expresa
esta relacion mediante una ecuacion y represéntala graficamente.

fix)=5—4x

Temperatura (°C)

1:00 . 2:00 Hora

i
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40. En un establecimiento para mayoristas el precio de un producto es 0,6 €/kg, si se compra menos
de 10 kg. Si se compran 10 o mas kilos, el precio del kilo es un 20% menos. ;Cual es la ecuacion de
la funcion que relaciona peso y precio?

Flx) 0,6x Six <10
~10,8-0,6x=0,48x six>10

41. El movimiento de una piedra al lanzarse al aire viene dado por la funcion y = —6x>+ 15x, enla
que x es el tiempo, medido en segundos, e y la altura de la piedra, medida en metros. Calcula.

a) La maxima altura que alcanzara la piedra.
b) En el momento en el que alcanza la altura maxima, ;cuanto tiempo habra transcurrido desde
su lanzamiento?

a) Como a < 0, el vértice es un maximo.

> E] — (1,25; 9,38)

—15 —15"+4-(=6)-0
4'8

2(-6) 4.6

Alcanza 9,38 metros de altura.

b) Han trascurrido 1,25 segundos desde el lanzamiento.

42. Las ecuaciones indican las trayectorias que ha llevado el balon en dos lanzamientos de Cristino
Rolan. ;Qué lanzamiento ha llegado mas lejos? ;Cual ha alcanzado mayor altura?
1.e lanzamiento: y, = —4x? + 14x
2.°lanzamiento: y, = —2(x — 2)*+ 8

Desarrollamos primero la ecuacién: =2 (x> — 4x + 4) + 8 = —2x* + 8x

En los dos casos como a < 0, el vértice serd un maximo.

—14 —142+4-(-4)-0

Veamos cual es el vértice para el primer lanzamiento: ,
2.(-4) 4.(-4)

]— [Z,‘B] — (1,75; 12,25)
i

~8 —8+4.(=2)-0

2(—2) 4(-2)

La mayor altura la alcanza en el segundo lanzamiento, 2 m, pero llega mas lejos en el primero, 12,25 m.

Veamos cual es el vértice para el segundo lanzamiento: [

]=(2, 8)

43. Escribe la ecuacion de una funciéon cuadratica que tenga un maximo en el punto (1, 2).

—b —b*+4ac
2a’  4a

]:(1,2)

Para que sea maximo, a <0.
Por ejemplo, podria ser a=-1, b =2, y entonces tendriamos que:

—22+4.(-1)-c

=2—>-4-4c=-8—>c=1
4-(=1)

Una posible funcioén seria —x*> + 2x + 1 =0.
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ACTIVIDADES FINALES

44. Clasifica estas funciones lineales en crecientes o decrecientes y escribe el valor de su pendiente.

ay=3x—4 dy=-x+5

b) y=—2x e) y=3x

c)yzé—d f}yz—zl—%
a) Lineal creciente con pendiente 3. d) Lineal decreciente con pendiente —1.
b) Lineal decreciente con pendiente —2. e) Lineal creciente con pendiente 3.
c) Lineal creciente con pendiente 1/3. f) Lineal decreciente con pendiente —1/4.

45. Dibuja en el plano el punto A(—2, 1).

a) ;Qué graficas de funciones lineales pasan por A?
b) ¢Cuantas son de proporcionalidad directa?

Y X
.
AN Rl T

a) Infinitas, por un punto pueden pasar infinitas rectas.

b) Solo una, la que pasa por Ay por (0, 0). Por dos puntos solo pasa una recta.

46. Este es el grafico de una funcion de proporcionalidad directa.

a) Dibuja en tu cuaderno los ejes si la abscisa del punto A es x = 2.
b) iCual es la ordenada del punto A?
c) ¢Y la expresion algebraica de la funcion?

a) "

b) La ordenadadeAesy=4

c)y=2x
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48. Determina la pendiente de estas rectas.

/ X

Consideramos para la recta r los puntos (2, 4) y (=2, 2). La pendiente es 2/4 = 1/2.

Consideramos para la recta s los puntos (1, 1) y (2, 4). La pendiente es 3/1 = 3.

49. Indica la pendiente de cada una de estas funciones lineales.

a) Su grafica pasa por A(2, 4)y B(4, 5).

b) Su grafica pasa por C(—1,3)yD(—4, —2).
C) Su grafica pasa por 0(0,0)y E(—5, 1).

d) Su grafica pasa por F(0,3)y G(6, 2).

e) Su grafica pasa por H(2, 0) y (0, —5).

aym=1/2 b) m=5/3 c)m=-1/5 dym=-1/6 e)m=5/2

50. Si la grafica de una funcion de proporcionalidad directa pasa por el punto P(3, —4), indica
por cudles de los siguientes puntos pasa.

A(3, —6) c(2, —3) E(—1, —1)
B(—3, 4) D(6, —8) F(é, 8)

Por ser de proporcionalidad directa, pasa por (0, 0). De modo que la pendiente serd m = —4/3. La ecuacion de la
recta es y = —4x/3.

Comprobamos qué puntos pertenecen a la recta:
A:y=-4-3/3=-4%—6. La funcidn no pasa por A.
B:y=-4-(-3)/3 =4. La funcion pasa por B.
C:y=-4-2/3=-8/3 #-3. La funcion no pasa por C.
D:y=-4-6/3 =-8. La funcién pasa por D.
E:y=—-4-(-1)/3 =4/3 #—1. La funcién no pasa por E.
F:y=-4-6/3=-8# 8. La funcidon no pasa por F.

51. Representa la funcion de proporcionalidad directa que pasa por el punto Q(1, —4), completa en tu
cuaderno la tabla y sefiala los puntos en la grafica.
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Si es de proporcionalidad directa, pasa por (0, 0) ademas de por Q. Su pendiente es m = —4/1 =—4.

La ecuacién de la funciéon es y = —4x.

Bl 2 1 3 > |
L 8 4 12 -8

52. Halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas y el valor de la ordenada en el origen.
X—4

5
by y=—x dy=4ax—1

ay=2x+4 Q) y=

El valor de la ordenada en el origen es el punto de corte con el eje Y.

a) Punto de corte con el eje X: 2x+4 =0 — x=—2. Punto (-2, 0)
Punto de corte coneleje Y: x=0—2 -0+ 4 =4. Punto (0, 4)

b) Punto de corte con el eje X: —x=0 — x=0. Punto (0, 0)
Punto de corte con el eje Y: x=0 — —0=0. Punto (0, 0)

c) Punto de corte con el eje X: X?_A =0 — x=4. Punto (4, 0)

Punto de corte con el eje Y: x=0— 0;54 = f% . Punto (0, —4/5)

d) Punto de corte con el eje X: 4x —1=0 — x = 1/4. Punto (1/4, 0)
Punto de corte coneleje Y: x=0—4-0—1=-1. Punto (0, -1)

53. Halla la expresion algebraica de la funcion lineal que pasa por el origen y su pendiente es:
am=-3 bm=5 ¢om=12 dm=-05

a)y=-3x b) y =5x c)y=1,2x d) y=-0,5x

54. Representa graficamente las bisectrices de los cuadrantes y encuentra su expresion algebraica.
¢son crecientes o decrecientes? Y

Las expresiones algebraicas son
y =X, que es creciente, e y = —x, que es decreciente.

416



Funciones lineales y cuadraticas

55. Representa graficamente estas funciones.

ay=3x—1 Qy=—-2X+2 e)y=3—x
X B=i2x 1
byy=%-5 dy="— fly=7->

56. Di si los siguientes puntos pertenecen a la grafica de la funcion f(x) = 3x — 6
oaladeg(x)=4— 2x.

a) A, —6) c) C(,2 €) E@G,3)

b) B(2,0) d) D(—1,6) f) F(1, —=3)
a)fl0)=3-0-6=-6,g(0)=4—-2-0=4=-6. El punto A pertenece a f, pero no pertenece a g.
b)f(2)=3-2-6=0,g(2)=4—-2-2=0. El punto B perteneceafyag.
c)fl1)=3-1-6=-3%#2,9g(1)=4-2-1=2. El punto C pertenece a g, pero no pertenece a f.
d)f-1)=3:(-1)-6=-9%#6,g(-1)=4—2 - (-1) =6. El punto D pertenece a g, pero no pertenece a f.
e)f(3)=3-3-6=3,9(3)=4-2-3=-2+3. El punto E pertenece a f, pero no pertenece a g.
f)fl1)=3-1-6=-3,g(1)=4—-2-1=2=-3. El punto F pertenece a f, pero no pertenece a g.

57. ¢Cual es la representacion de y = — %x -1

C) Y

Tiene que ser decreciente, ya que la pendiente es negativa, de modo que no pueden ser ni a) ni b) ni d).

Comprobamos que es c): la recta pasa por (0, —1) y por (-2, 0), es decir, ——-0—-1=-1y —% -(-2)—-1=0.

N|—

De modo que la representacién de la funcion dada efectivamente es c).
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58. Representa graficamente e indica cuales de ellas son funciones y de qué tipo.

ay=3 dy=-2
by x=23 e) x=—-5
oy=0 fyx=0

Y

L =3

x==5 T x=3
1l
y=0,
1 Jumifly X

Son funciones constantes a), c) y d).

59. Escribe la expresion algebraica de las funciones lineales cuya grafica es la siguiente.
Y

Recta roja: pasa por (0,4)y(1,1),y=4+ % (x—0)=4-13x.

Recta azul: pasa por (0,5)y (-2,1),y=5+ 1750 (x—0)=5+2x.
Recta verde: pasa por (0,0)y(1,1),y=0+ % (x—0)=x.
Recta amarilla: pasa por (0,0)y (-1,1),y=0+ 11_00 (x—0)=—x.

60. Calcula la ecuacion de la recta cuya pendiente es —2 y que pasa por el punto P(4, —1).

y=—1-2(x—-4)=-2x+7

61. Cconsidera los puntos A(0, 4), B(5, 7) y C(3, 2). Determina la ecuacion punto-pendiente de cada
una de estas rectas.

a) Recta que pasapor Ay B. d) Recta que pasa por el origen y A.
b) Recta que pasa por el origeny B. e) Recta que pasaporAyC.
C) Recta que pasaporByC. f) Recta que pasa por el origeny C.
74 3
= 4 _— — = —_
a)y=4+ =0 (x-0)=4+ - X
=0+770 x—0)=Z
b)y—0+5 O(x 0) 5x

418



Funciones lineales y cuadraticas

c)y=7+2_77(x_5)=7+Ex_§=EX,ﬂ
3-5 2 2 2 2
d)x=0
2-4 2
e)y=4+-— (x-0)=4-=x
Jy=4+ 22 (x-0)=4-2
2-0 2
fly=0+=—— (x-0)==x
)y=0+ =2 (-0)= 2

62. Determina la ecuacion punto-pendiente y general de las siguientes rectas.

ay=3x—4
b) y=—2x
QQy=-x+5
X
=—4
dy y 3
e) y=3x
X
f)y——ﬂ,—z

a) La recta pasa por el punto (2, 2) — Ecuacién punto-pendiente: y =2 + 3(x — 2)
Ecuacion general: 3x—y—-4=0

b) La recta pasa por el punto (1, —2) — Ecuacidn punto-pendiente: y =-2 — 2(x — 1)
Ecuacion general: 2x+y =0

c) Ecua La recta pasa por el punto (1, 4) — Ecuacién punto-pendiente: y =4 — 1(x — 1)

Ecuacion general: x+y—-5=0

d) La recta pasa por el punto (3, —3) — Ecuacién punto-pendiente: y = -3 +% (x—13)
Ecuacidn general: x—3y —12=0
e) La recta pasa por el punto (1, 3) — Ecuacidn punto-pendiente: y =3+ 3(x — 1)

Ecuacion general: 3x—y=0

f) La recta pasa por el punto (4, —5) — Ecuacién punto-pendiente: y = -5 —% (x—4)

Ecuacion general: x+ 4y + 16 =0

64. Determina el punto de corte de estas funciones lineales; represéntalas para comprobar
el resultado.
aAy=x+29 y=—2x
byy=3x—-5 y=3-X
Qy=7—-2x y=4x—-5
X+ 4

dyy = 7 Y= =X
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a) x+9=-2x — x=-3. Punto de corte (-3, 6) c)7-2x=4x—-5 — x=2. Punto de corte (2, 3)
Y
/ T Y..
11
11
1 "X
b) 3x —5=3 —x — x=2. Punto de corte (2, 1) d) XTM =—X—X= —% . Punto de corte —%, %]
Y Y
11 .
i 1 X 1]
A
\]\- X
65. Obtén la expresion algebraica de estas funciones lineales.
a) Pasa por A(—1, 0) y es paralela al eje Y.
b) Pasa por B(0, 5) y es paralela al eje X.
C) Pasa por C(2,6)Y es paralela al gje X.
d) Pasa por D(—4, 1)y es paralela al gje .
a) No es funcion. Su ecuacién es x = —1. cJy=6
b)y=5 d) No es funcién. Su ecuacion es x = —4.

66. Considera la funcién f(x) = mx + n. En cada caso, halla m y n sabiendo que:

af(y=—-1yf—-N=7 ) fM=1yf2)=6

——lr s _2

b) f(0) = 3yf( 1) 1 d) f(2) 2yf(5) 5
a)fll)=m-1+n=-1 f(=1)=m - (-1) + n=7. Resolvemos el sistemaym=-4yn=3.

b)fl0)=m-0+n=-2/3 f(-1)=m-(-1) + n=-1. Resolvemos el sistemaym=1/3yn=-2/3.
Afll)=m-1+n=1 fl2)=m -2+ n=6. Resolvemos el sistemaym=5yn=—4.

d)f(2)=m-2+n=5/2 f(5)=m -5+ n=2/5. Resolvemos el sistemay m=-7/10y n=39/10.

67. Halla las expresiones algebraicas de las funciones lineales cuyas graficas:

a) Esparalelaaladey = —x + 6y pasa por el origen.

b) Pasa por el punto P(1, 2) y es paralela a la grafica de la funcion lineal que pasa por los puntos A(1, 1)
Vi Bl—2, —1);
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a) Si es paralela tiene la misma pendiente, y si pasa por el origen su ordenada en el origen es 0, de modo que la
expresion algebraica buscada es y = —x.

b) Veamos cudl es la pendiente de la recta que pasa por Ay B: % = % .

La ecuacion punto-pendiente de la recta que buscamos esy =2 + % (x—1) =%x+% .

68. Sin representarlas, indica el vértice y el eje de simetria de estas parabolas.

ay=x+4x—5 dy=-2¢—-8x+5
b)y=—x+2x—10 &) y=x—5x+2
CQy=3x%—6x+1 fy=—x-3x+6

Di en cuales el vértice es un maximo y en cuales es un minimo.

2
a) Vértice: [;'W =(-2,-9). Es un minimo, puesto que a > 0.

Eje de simetria: x=-2

-2 —224+4-(-1)-(-10)

20 &)

Eje de simetria: x=1

b) Vértice: [ ]_ (1,—9) . Es un maximo, puesto que a <0.

—(—6) —(—=6) +4-31
2.3 4.3

c) Vértice: [ ]: (1, —2) . Es un minimo, puesto que a > 0.

Eje de simetria: x=1

~(-8) (-8 +4:(-2):5
2:(-2) 4.(-2)

d) Vértice: [ ](—2, 13). Es un maximo, puesto que a < 0.

Eje de simetria: x=-2

e) Vértice: [_(_5) _(_5)2+4'1'2]:[5 v

, —~,——|. Es un minimo, puesto que a > 0.
21 4.1 2 4

Eje de simetria: x=5/2

f) Vértice: 7<73), —(3) +4-(=1)-6 :[—g,ﬁ] . Es un maximo, puesto que a < 0.
2~(—'|) 4~(—1) 2 4

Eje de simetria: x =—3/2

69. Considera la parabolay = —2x2 + 3x — 1. ¢(Por cuales de los siguientes puntos pasa?

a) (0,1) b) (1,0 c) (—1, —6) d) (2,3
a)—-2-0°+3-0-1=-1#1. Nopasapor (0, 1). c)-2-(-1)?>+3-(-1) - 1=-6. Pasa por (-1, —6).
b)-2-12+3-1-1=0. Pasa por (1, 0). d)—2-22+3-2-1=-3#3.No pasa por (2, 3).
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70. Completa en tu cuaderno para que los puntos pertenezcan a la parabolay = x2 — 2x + 1.

a) (0.4 b o0 ¢ (1,0 d (3,9
a)xX*-2x+1=4—>x>-2x-3=0—>x=-1yx=3 )xX*—-2x+1=0—-x=1
b)0?-2-0+1=1=y d)x*—2x+1=9—>x2—2x—-8=0—>x=-2yx=4

71. considera la funcion y = x2 — 3x.
a) ¢Qué puntos tienen ordenada —2?
b) ¢Cuéles tienen ordenada 4?
a)-2=x2-3x—>x*-3x+2=0—x=1yx=2. Los puntos (1, -2) y (2, —2).

b)4=x*-3x—>x*-3x-4=0—x=-1yx=4.Los puntos (-1, 4) y (4, 4).

72. El punto (—2, 1) es vértice de algunas de las siguientes parabolas; indica de cuales.
ay=x—4x+5 dy=x—4x+3
b)) y=x2+4x+5 g y=3x2+12x+ 1
CQy=—-2x—8x—9 Hhy=-2x¥-8x—7
Veamos si pertenece a la pardbola y, de pertenecer, si es su vértice.
a)(-2)2—4-(-2)+5=17 # 1. No pertenece a la parabola.
b) (-2)>+4 - (-2) + 5= 1. Pertenece a la parabola.

2
%%] = (=2, 1). Es vértice de la parabola.

Veamos si es su vértice:

c) (-2) - (-2)>—8:(-2) —9=-1=#1. No pertenece a la parabola.
d) (-2)>—4 - (-2) + 3 =15. No pertenece a la parabola.
e)3-(=2)>+12-(-2)+11=-1# 1. No pertenece a la parabola.
f) (=2) - (-2)> -8 - (-2) — 7 = 1. Pertenece a la parabola.

2
Veamos si es su vértice: —(-8) , —(=8) +4:-(=2)-(=7)| _ (-2, 1). Es vértice de la parabola.
2.(-2) 4(-2)

73. Determina la funcién cuadratica y = ax? + bx + ¢ y represéntala graficamente en cada caso.
a) Pasapor (—3,4)y(3,4)ya = 1.
b) Pasa por (1,2)y (5, 2) y la ordenada del vértice es 4.

a)Sia=1,esdelaformay =x*+bx+c.

Cumple que (-3)2+b-(-3)+c=4yque32+b-3+c=4.
Resolviendo tenemos que b=0y c=-5.

y=x*-5
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b) Cumplequea-1?+b-1+c=2yquea-5*+b-5+c=2. Yy
2
Ademas, —b"+4ac _ 4.
4
Tenemos un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas. Resolvemos 11
y descartamos el caso en el que a =0. + %
Portanto,a=-1/2,b=3yc=-1/2 — y:—%x2+3x—% /"' \

74. Halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas de las siguientes funciones.
ay=x—6x+5 d) y=2x — 4x
byy=x2—4 gl y=—4x+ x2
Cy=3x2—18x+ 24 fy y=—2x2 — 6x
a) Puntos de corte con el eje X: x> —6x+5=0— x= 1y x=5. Los puntos son (1, 0) y (5, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0— 02—6 -0+ 5 =5. El punto de corte es (0, 5).
b) Puntos de corte con el eje X: x> —4=0 — x=-2 y x=2. Los puntos son (-2, 0) y (2, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0 — 0% — 4 = 4. El punto de corte es (0, 4).
c) Puntos de corte con el eje X: 3x2— 18x+24=0— x=2y x= 4. Los puntos son (2, 0) y (4, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0— 3 - 0> — 18 - 0+ 24 = 24. El punto de corte es (0, 24).
d) Puntos de corte con el eje X: 2 - x> —4x=0 — x=0y x= 2. Los puntos son (0, 0) y (2, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0—2-0>—4-0=0. El punto de corte es (0, 0).
e) Puntos de corte con el eje X: —4x + x> =0 — x =0y x = 4. Los puntos son (0, 0) y (4, 0).
Punto de corte con el eje Y: x=0 — —4 - 0+ 0% = 0. El punto de corte es (0, 0).
f) Puntos de corte con el eje X: —2x2 — 6x=0 — x= 0y x = —3. Los puntos son (0, 0) y (-3, 0).

Punto de corte con el eje Y: x=0— -2 - 02— 6 - 0=0. El punto de corte es (0, 0).

75. Deduce cudl es la abscisa del vértice para las parabolas cuyos puntos de corte con el eje X
son los siguientes.

a) (=2,0y 4,0 ¢) (=1,0Yy(20)
b) (3,0)y (5,0 d) (—3,00y(—2,0

La abscisa del vértice es la que esta en el eje de simetria. El eje de simetria equidista de los dos puntos
de corte con el eje X.

a)x=1 b)x=4 c)x=1/2 d)x=-5/2

76. Deduce cual es el eje de simetria de una parabola sabiendo que pasa por los puntos:
a) (2,6)y (5, 6) 0 (=2, —-NyE —1)
b) (—3,2y(—1,2 d) 3,0y(—3,0

Estos puntos tienen dos a dos la misma ordenada, de modo que son simétricos respecto del eje de simetria, que
tiene que distar lo mismo de los dos.

a)x=7/2 b)x=-2 c)x=0 d)x=0
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77. Representa graficamente las siguientes funciones cuadraticas.

Ay=KkK+1¢—6 e) y=2x*—4x
b)y=—k—32+6 fry=x—ax+7
Qy=—2¢—14 g y=—2x2—4x+1
dy=x—x+2 hy=x+2
a) e) Y4

b)

E 1 X
c) i g) 4
14 1 X 1
I
d) h)
14
1 X 1 X
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78. ¢En cuantas funciones cuadraticas su grafica pasa por (3, —2) y x = 2 es la abscisa de su vértice?
Escribe varias y represéntalas.

La funcidn pasa también por el punto (1, —2) porque su eje de simetria es la recta x = 2. Planteamos un sistema
de dos ecuaciones y lo resolvemos:

9a+3b+c=-2

—C=-2—-a-b,b=-4a
a+b+c=-2

Dando diferentes valores al pardmetro a, obtenemos infinitas parabolas que
cumplen las condiciones especificadas. Por ejemplo:

Sia=1b=—4Cc=1-y=x"—4x+1

Sia=-1b=4,c=-5-y=—x"+4x-5

79. completa en tu cuaderno la tabla de valores de una funcion cuadratica cuya grafica es una
parabola con vértice en (2, —3).

G 0 -2 4 6
T -2 1

El vértice estd en la recta x = 2, por lo que el punto (0, —2) es el simétrico del punto de abscisa x = 4.
Por la misma razén, los puntos de abscisas x =—2 y x = 6 son simétricos. Por tanto:

S o0 2 4 s
Bl : 2 1

80. Razona si es verdadero o falso.
a) y = x2 + 3x — 2tiene dos puntos de altura —2 y ninguno de altura 0.
b) y=—X*+ x — 4nocorta al eje X.
C) Laabscisa del vérticedey = x — x2 + 3 es— %

d) El vertice de la parabola f(x) = x + 4x — 5 pertenece también a larectag(x) = 2x — 5.

_ V[_ﬁ, _E] =V(-15,~4,25)
24

—b —b*+4ac

a) Falso. Primero calculamos el vértice: v|—, 2
a

Como a >0y la ordenada del vértice es menor que —2, la pardbola tiene dos puntos de altura -2
y otros dos de altura 0.

b) Verdadero. La solucidn a la ecuacidn —x% + x — 4 = 0 no tiene raices reales.

c) Falso. La abscisa del vértice es ;—2 = =

d) Verdadero. El punto de vértice es (-2, -9),y g(-2)=2-(-2)-5=-9.

21. Razona si son verdaderas o falsas las afirmaciones que aparecen a continuacién.

X—Xx2

a) Laparahola y = corta al eje Y en el punto (0,—5) y al eje X en el punto (1, 0).

b) y = (x — 2)? tiene por vértice uno de los puntos de corte con los ejes.
C) ¥ = X(x + 4) + (x — 1) tiene como representacion una parabola con todas las ordenadas negativas.
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a) Falso. Si x =0, entonces el numerador de la fraccién es 0, de modo que y =0, asi que no pasaria por (0, —5).
b) Verdadero. Su vértice es (2, 0).

c) Falso. Operamos y simplificamos:
Yy=x(x+48)+(x-12 > y=x>+4x+X°-2x+1—>y=2x*+2x+1

Como a > 0 las ramas de la parabola van hacia arriba, de modo que existen puntos
cuyas ordenadas son positivas.

82. Determina el valor de m para que las siguientes parabolas cumplan estas condiciones.

a) y= —3x+2mx + m tiene unmaximoenx = 2.
b) y=(m—3)X + 2x — 6 tiene unminimoenx = —1.
a) El vértice tiene abscisa igual a 2, es decir, —b_ 2 _—2m
2a 2-(-3)

a < 0. Asi, la ecuacién de la pardbola es y = —3x? + 12x + 6.

=2—-m==6.Y sabemos que es maximo porque

b) Para que sea minimo, tiene que cumplirse que a > 0. Y para que sea la abscisa de vértice:

;b:f1H772:—1ﬂm=4 . Con m =4 se cumple que a > 0, de modo que si es minimo.
2a 2:(m-3)

Asi, la ecuacidn de la pardbola es y = x? + 2x — 6.

83. conocemos los siguientes datos de una parabola:

* Su eje de simetria es el eje Y.

* Corta al eje Y en el punto (0, 3).

« Los puntos de corte con el eje X son (—1,0) y (1, 0).
Calcula la ecuacién de la parabola.

xvzg—gzo—m:o

La ecuacion es de la forma y = ax?+ ¢ . Como pasa por los puntos (-1, 0), (1, 0) y (0, 3):

a-r?+c=0

—a=-3,c=3—-y=-3x*+3
3=a-0°+cC

85. Representa graficamente la parabola y = —2x2 + 1. A partir de esta grafica representa
las parabolas y = —2x2ey = —2x2 — 3.

Realizando una traslacion de la pardbola y = —-2x* + 1
una unidad hacia abajo y cuatro unidades hacia 14
abajo, obtenemos las gréficas de y = —2x2
y y =—2x*— 3 respectivamente.
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86. A partir de la gréfica de la funcién y = x? representa las siguientes funciones.

a)y=—x e y=x—3
b) y = 3x2 fyy=—-x+3
0 y=—3x g =8+ gF
dy=x+3 h y=x-—3p

a) Es la simétrica respecto del eje X.

b) Se multiplican por 3 los valores del eje Y, obteniendo una parabola mucho mas estrecha.
c) Es la simétrica de la grafica anterior respecto del eje X.

d) Se traslada tres unidades en el eje Y hacia arriba.

e) Se traslada tres unidades en el eje Y hacia abajo.

f) Se traslada la grafica simétrica a y = x? tres unidades en el eje Y hacia arriba.

g) Se traslada tres unidades en el eje X hacia la izquierda.

h) Se traslada tres unidades en el eje X hacia la derecha.

87. Determina la ecuacion de la parabola que resulta de trasladar el vérticedey = x2 — 5
al punto:

a) (1, —3) b) (—2, —4)

a) Hay que trasladarla dos unidades hacia arriba en el eje Y, y una a la derecha en el eje X, de modo que
y=(x—12-5+2=x>-2x+1-3=x>2—2x-2.

b) Hay que trasladarla una unidad hacia arriba en el eje Y, y dos a la izquierda en el eje X, de modo que
y=(x+22-5+1=x>+4x+4—-4=x>+4x.
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8. Halla b y c para que la parabola y = x? + bx + c tenga el vértice en el punto (2, 3).

La abscisa del vértice es: ;—g _=b_ 2 >b=-4

~-b?+d4ac _ —16+4c
da 4

La ordenada del vértice es: =3 —>c=7

89. Calculaay b para que la parabolay = ax? + bx — 2 tenga el vértice en (3, 7).

La abscisa del vértice es: ;—g = ;—b =3 > b=-6a

—b*+4ac _—b’—8a
4a  Ada

La ordenada del vértice es:

=7 — —b?>=36a

Resolvemos el sistema: —(—6a)? = 36a — —36a*>=360 — -a’=a—a=0ya=-1

Descartamos a =0, pues no tendriamos parabola, de modo que a =—1y entonces b = 6.

90. Obtén los valores de a, b y ¢ para que la funciéon y = ax? + bx + c pase por (0, 6), (—1, 9) y (4, 14).
Tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas:
6=a-0*+b-0+c—c=6
9=a-(-12+b-(-1)+6—>a—-b=3
14=a-4+b-4+6—16a+4b=8—4a+b=2

Resolviendo:a=1yb=-2

91. Analiza las siguientes situaciones y concluye cudles se corresponden con situaciones
de proporcionalidad directa. Escribe para cada una la funcion con la que se expresa
y realiza la representacion grafica.
a) Espacio recorrido por un automovil que circula a velocidad constante de 105 km/h.
b) Llenado de un depdsito de combustible, en el que hay aun 10 £, a razén de 8 &/min.
c) Dinero gque se debe pagar por comprar naranjas siendo su precio 1,40 €/kg.
d) Sueldo final de un comercial que cobra 600 € fijos mas un 15% de las ventas realizadas.
e) Vaciado de una piscina de 200 m? a razon de 12 m® cada 50 minutos.
f) Factura de un taller en la que aparece un IVA del 21 % aplicado al coste del arreglo.

a) Es de proporcionalidad directa y su expresion algebraica es y = 105x.

Y -+
200 4_;,"““
+— —é—f-——b—!—h—!—?

b) No es de proporcionalidad directa.
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c) Es de proporcionalidad directa y su expresién algebraica es y = 1,4x.

Y
051/
P e R
0,5 X
L

d) No es de proporcionalidad directa.
e) No es de proporcionalidad directa.

f) Es de proporcionalidad directa y su expresién algebraica es y = 1,21x.

Y
05 1 /
At
0,5 X

92. Los taxis de una localidad cobran 2,05 € por la bajada de bandera y 0,98 € por cada kilémetro
recorrido.

a) Estudia y representa la relacion Precio — Distancia recorrida.
b) ¢Cuantos kilometros hemos hecho si el viaje nos ha costado 6,95 €2

a) y=2,05+0,98x
Y

b) 6,95 =2,05+0,98x — x =5 km
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93. Un pintor cobra 100 € como tarifa por el desplazamiento hasta la casa que tiene que
pintar y 22 € por cada metro cuadrado que pinta.

a) Estudiay representa la relacion Superficie pintada y Precio.
b) Sila factura de su Ultimo trabajo ha ascendido a 2080 €, ; cuantos metros cuadrados ha pintado?

a) y=100 + 22x
Y

]

- 1 I . ' . | | . X

b) 2080 = 100 + 22x — x = 90 m?

94. El precio de la entrada para una obra de teatro es 35 €, y el coste de cada representacion
es 5000 €. Suponiendo que no hay entradas con descuento:

a) Escribe la funcion gue relaciona el dinero recaudado en cada representacion con el nimero de entradas
vendidas.

b) ¢Cuantas entradas como minimo se deben vender para que la representacion no tenga pérdidas?
) ¢Cuél es el beneficio maximo por representacion si el teatro tiene 180 butacas?

a) El dinero recaudado en la representacion por la venta
de x entradas viene dado por la funcién y = 35x.

b) y =35x — 5000 es la funcién que relaciona el nUmero de entradas vendidas con el dinero ganado.
Para que la representacion no tenga pérdidas se debe cumplir que y > 0.

y=0—35x—5000=0— x=142,86.
Por tanto, se deben vender como minimo 143 entradas.

Y

/y =35x—5 000

1000 T

c)y=35-180- 5000 = 1300 euros.
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96.

97.

98.

Funciones lineales y cuadraticas

Dos obreros levantan un muro de 56 cm de altura en dos horas, y a partir de ese momento, solo
trabajara uno de ellos debiendo levantar el muro a razén de 17 cm cada hora.

a) Encuentra la funcion que dé la altura del muro en funcion del tiempo.
b) ¢Qué altura tendra el muro después de 5 horas?
¢) Siel muro debe tener 3,11 m de altura, (cuanto tiempo tendra que trabajar el obrero en solitario?

a)y=56+17(x—2), parax>2
b)y=56+17 - 3=107 cm
€)311=56+17(x—2) —» x=17 horas

En unos grandes almacenes aplican un 35% de descuento al precio de todos sus articulos.
Calcula la ecuacion de la funcién que relaciona los precios anteriores a la rebaja
con los posteriores.

y=(1-0,35)x=0,65x

Un establecimiento que se dedica al alquiler de videojuegos establece, para sus clientes,
una cuota fija por asociacion de 5 € y 2,50 €/semana por cada juego que se alquila.
Encuentra la funcion que calcula la cuantia a pagar por un cliente que se asocia y alquila x
videojuegos durante y semanas.

Precio=5+2,5xy

Durante una emergencia, el capitan de un barco dispara una bengala luminosa para advertir
a la guardia costera de que necesitan ser rescatados.

El camino que recorre la bengala describe una parabola. La funcion que representa el movimiento
de la bengala viene dada por la funcién y = 80x — 5x?, donde y es la altura, en metros, que
alcanza la bengala, y x el tiempo transcurrido, en segundos, desde que se lanza la bengala.

a) iCual es la altura maxima que alcanza la bengala?

b) ¢Cuantos segundos pasan desde que se dispard la bengala hasta que la sefial luminosa alcanza su altura
maxima?

Calculamos la abscisa del vértice: x, = _—b = _—80_ =8
28 2-(-5)

Entonces, y,=80-8—5-82=320
a) Alcanza una altura maxima de 320 m.

b) Pasan 8 segundos.
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100. Para celebrar una fiesta, un grupo de amigos elige entre dos locales cuyas ofertas son:

CMORGANARA

| 200€y 10 €
1000€y 5 € ! .
por anS¥EﬂtE L ¢ por asistente

La capacidad maxima en ambos locales es de 300 personas. ;Cual de ellos elegirias?

X = numero total de asistentes

Camelot: y =1000 + 5x Morgana: y =200 + 10x
Y
Morgana
/ Calculamos el punto de corte entre las dos rectas:
Camelot

! 1000 + 5x =200 + 10x — x =160

500 1

e

| s0 X

Por tanto, si son menos de 160 invitados, saldra mas barato Morgana; y si son
entre 160 y 300 invitados, Camelot.

101. En la grafica adjunta se puede ver el espacio recorrido por dos ciclistas que inician un viaje
al mismo tiempo y desde el mismo sitio.

(78]
14,]

r
4,1

Giclista 1+

Espacio (km)
o

w

Tiempo (min)

a) Halla la velocidad que lleva cada uno.

b) Determina el tiempo durante el que circula cada uno y la distancia que recorren.
c) Escribe la expresion algebraica de cada recta.

d) suponiendo que el méas veloz saliera 20 minutos después, ;jen qué momento y lugar alcanzaria al otro?
Dibuja graficamente esta situacion en los ejes coordenados.

e) Sifuera el mas lento el que saliera 5 minutos después, pero aumentara su velocidad un 40%, ¢en qué
momento y lugar alcanzaria al otro? Realiza la representacion grafica de esta situacion.

a) El ciclista 1 tras 60 minutos ha recorrido 25 km, su velocidad es 25 km/h.

El ciclista 2 tras 60 minutos ha recorrido 32,5 km, su velocidad es 32,5 km/h.
b) El ciclista 1 circula durante 90 minutos y recorre un total de 37,5 km.

El ciclista 2 circula durante 60 minutos y recorre un total de 32,5 km.
c) Ciclista 1: y = 25x/60 = 5x/12

Ciclista 2: y = 32,5x/60 = 13x/24
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d) y = 13(x — 20)/24
5x/12 =13(x — 20)/24 — x = 86,67 minutos y=36,11 km

Y

5
t l 1(') + + + + + + + t %
e) y=(5(x-5)/12) - 1,40
(5(x —5)/12) - 1,40 = 13x/24 — x = 70 minutos y=37,92 km

Y

lié:::;::#:,x

102. Un jugador de futbol se encuentra frente a una porteria sin portero, a 6 metros de distancia.

Averigua si con el lanzamiento siguiente meteria gol: y = —0,07x2 + 0,9x (la altura de la porteria
es de 2,44 m).

a) (A qué distancia se debe poner para meter gol?
b) ¢Y para golpear en el larguero?
c) ¢Desde qué distancia el balon ira fuera?

A una distancia de 6 metros, la altura maxima de la trayectoria es:
y=-0,07 -62+0,9 - 6=2,88 m — Como la porteria tiene una altura de 2,44 m, el jugador no mete gol.
a) 2,44=-0,07x*+0,9x — x = 3,89 y x = 8,97
La distancia maxima que alcanza: 0 =—-0,07x*> + 0,9x — x=12,86 m
Se debe poner o a menos de 3,89 metros o a mas de 8,97 metros y menos de 12,86 metros.
b) Para golpear el larguero a 3,89 metros justos o 8,97 metros justos.

c) A una distancia de entre 3,89 metros y 8,97 metros el baldn ira fuera.
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103. En las primeras rebajas de verano se ha aplicado un 25% de descuento al precio inicial,
y en las segundas rebajas se ha aplicado un 40% de descuento sobre el precio ya rebajado.

Escribe la expresion algebraica que se corresponde con cada una de estas dos situaciones
y represéntalas graficamente.

1% rebajas: y =0,75x
2% rebajas: y=0,6 - 0,75x = 0,45x

| 1.*rebajas

.
_“2rebajas

10 X

104. A partir de un cuadrado de lado 5 cm se construye un rectangulo segun indica la figura.
Escribe y representa la funcién que proporciona, en funcion de x:

a) El perimetro del rectangulo.
b) El area del rectangulo.

5cm

scm

5cm
a)P=2-5+2-(5+x)=20+2x
b)A=5-(5+x)=25+5x
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105. El coste fijo en la factura mensual del agua es de 10 € al mes. A eso hay que anadir el precio
por metro clibico, que depende del consumo.

« Consumos menores que 80 m?: 0,90 €.

+ Consumos entre 80 m*y 120 m?* 1,50 €.

* Consumos mayores que 120 m? 2 €.

Representa sobre los mismos ejes las funciones Consumo - Precio para los tres tramos

de consumo.
Coste
50
! 1zb T T ==Consumo
DEBES SABER HACER
1. Clasifica las siguientes funciones.
a)y=4x-—3 dy=—x(1—x
X—1
b — 5 —
)y ey >
C) y=3x+2 fly=x@—x) + 4
a) Funcién lineal c) Funcion cuadrética e) Funcién lineal
b) Funcién constante d) Funcion cuadratica f) Funcién cuadratica

2. Para las funciones lineales del ejercicio anterior:

a) Indica la pendiente y |la ordenada en el origen.
b) Calcula los puntos de corte con los ejes.
) Realiza la representacion gréfica.

a) y=4x— 3. Pendiente m = 4. Ordenada en el origen n=-3.
y = (x—1)/2. Pendiente m = 1/2. Ordenada en el origen n=—-1/2.

b) y = 4x — 3 corta con el eje X en (3/4, 0) y con el eje Y en el punto (0, —-3).
y=(x—1)/2 corta con el eje X en (1, 0) y con el eje Y en el punto (0, —1/2).

<) Y4

e)
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3. Para las funciones cuadraticas del primer ejercicio:

a) Halla su vertice indicando si es maximo o minimo.
b) Indica su eje de simettria.

¢) Calcula los puntos de corte con los ejes X e Y.
d) Haz su representacion grafica.

2
a)y=3x+2—-V =0 -0"+4-3-2

. =V(0,2) €s un minimo.
2-3 4.3

—(=1) —(=1 +4-10

y=-x(1-x)=x*—x—>V

:v[§,§] es un maximo.
4-(7'1) 2 4
b) y = 3x?> + 2 — El eje de simetria es larecta x=0.

y=x*—x— El eje de simetria es la recta x =—.

2
y=-x*+3x+ 4 — El eje de simetria es larecta x ==.
c)y=3x*+2

Puntos de corte eje X: 3x2 + 2 = 0 — No hay puntos de corte.

Punto de corte eje Y: x=0 — y =2 — Punto (0, 2)
y=x>—x

Puntos de corte eje X: x> —x=0—x=0y x=1— Puntos (0, 0) y (1, 0)
Punto de corte eje Y: x=0 — y =0 — Punto (0, 0)
y=—x*+3x+4

Y

Puntos de corte eje X: —x2+3x+4=0— x=4 y x=-1 — Puntos (4, 0) y (-1, 0).
Punto de corte eje Y: x=0— y =4 — Punto (0, 4).
d)

4. Al abrir las compuertas de un estanque, el nivel de agua inicial es de 120 cm, y desciende
a razéon de 6 cm por minuto.

a) Haz unatabla en la que se refleje el nivel de agua (cm) en funcion del tiempo (minutos).
b) :Qué tipo de funcién es? Represéntala.

€) ¢Qué nivel de agua habra a los 15 minutos?

d) ¢Cuanto tarda el estanque en vaciarse?
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T 0 | 1 [ 2 | 0|1
120 114 108 60 @ 30

b) Es una funcidn lineal.

Nivel agua

2]

| Tiempo
c) Habra 30 centimetros de altura.
d)y=120-6x=0—x=20

Tarda en vaciarse 20 minutos.

COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

106. Quiero cambiar de tarifa para mi movil y he encontrado estas ofertas

TarIFA A
Sin cuota fija al mes
Llamadas: | 4]
8 céntimos por minuto
Tarifacion por segundos

Cuota mensual de 3 €
Llamadas:

5 céntimos por minuto

Tarifacién por segundos

* ;Que tarifa me sale mas barata? ;Cuanto tengo que hablar por teléfono
para que la tarifa A me salga mas barata que la 87

TArIFA C

Llamadas ilimitadas
Cuota mensual 40 €

» ;A partir de cuantos minutos me sale mas harata la tarifa C?

» Sien el recibo de este mes figura que mis llamadas han durado 2 horas vy 36 minutos, ;cual de las tres tarifas
me hubiese convenido mas?
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Coste (€) 4
TarifaC .~ Tarifa A: y =0,08x Tarifa B: y = 3 + 0,05x Tarifa C: y =40
Tarif_a A Tarifa B * Para que A sea mas barata que B:
10 * 0,08x =3 + 0,05x — x =100 — Hay que hablar entre 0 y 100 minutos.
' | o | | | | | | [hempo (min)

¢ Para que la tarifa C compense frente a la A:
0,08x = 40— x =500 — Hay que hablar mdas de 500 minutos.

Para que la tarifa C compense frente a la B:
3+ 0,05x =40 — x = 740 — Hay que hablar mas de 740 minutos.

¢ 2 horas 36 minutos = 156 minutos — La tarifa mas barata en es la tarifa B.

FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

107. Estudia si se pueden representar una funcion lineal y otra de proporcionalidad directa
que cumplan estas caracteristicas.

a) Se cortan en el origen.
b) No se cortan.
¢) Sus pendientes son nimeros uno opuesto del otro,
d) Sus ordenadas en el origen son iguales.
a) No se puede. Si se cortasen en el origen, las dos serian de proporcionalidad directa.
b) Si se puede, siempre y cuando tengan la misma pendiente (paralelas).
c) Si se puede. Por ejemplo y = 4x como funcién de proporcionalidad directa y y =—4x + 1 como funcién lineal.

d) No se puede. La ordenada en el origen de una funcién de proporcionalidad directa es 0, y si la funcidn lineal
tuviera esa ordenada en el origen, seria funcién de proporcionalidad directa.

108. La representacion grafica de la funcion cuadratica y = ax? + bx + ¢ es una parabola cuyo
vértice tiene por coordenadas (h, k).

\ .

a) Comprueba que la expresion algebraica de esta funcion se puede escribir de la siguiente forma:
y=alx—h?+k
b) ¢Cudl es la ecuacion del eje de esta parabola?
a)

:26 —
ah’ —2ah*+c=k| c=ah’+k

x,==2_n b——2ah } b——2ah
y, =ah’+bh+c=k

}Mc_)y:a)@2ahx+ah2+kﬁy=a(xh)2+k

b)x=h
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109. Una de las siguientes parabolas es la que resulta de mover la grafica de la funciony = 3x2 + 1
cuatro unidades hacia arriba y seis unidades a la izquierda. ;Cual es?

a) y=3—4f+6 Oy=3(x—62+5
b)y=3(x+4¢ -6 dy=3(x+62+5

Al mover 6 unidades a la izquierda tenemos 3(x + 6)% + 1 y al mover cuatro unidades hacia arriba tenemos
3(x+6)2+1+4=3(x+6)*+5.

La parabola es d).

110. Determina, en cada caso, la ecuacién de la funcién cuadratica cuya representacion grafica es:

a) Como en el vértice x =0, tenemos que b = 0. Ademas, en ese caso a - 0> + c=-9/2, asi que c =—-9/2.
Calculamos g, sabiendo que 0=a-32-9/2 - a=1/2.

y=1x-2
2 2

b) Se cumplequea-0*+b-0+¢c=0—-c=0.
Ademds,a-12+b-1=0—a+b=0
Ya-22+b-2=2—4a+2b=2—2a0+b=1
Resolviendo,a=1y b=-1.
y=x>—x

c)Secumplequea-0?+b-0+c=0—c=0.

Ademas, g (-2)*+b-(-2)=0—4a-2b=0—b=2a
Ya (-1 +b-(-1)=1—>a-b=1

Resolviendo, a=-1y b =-2.

y=-x2—2x

d) Se cumplequea-0?+b-0+c=-2 —c=-2.
Ademas, a- (-4)*+b-(-4)—2=0—>16a—-4b—-2=0
Y también se cumple que g - 0,52 +b-0,5-2=0— 0,250+ 0,5b-2=0
Resolviendo, tenemos que a=1y b=3,5.

y=x>+3,5x—2
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PRUEBAS PISA

111. Por razones de salud la gente deberia limitar sus esfuerzos, por ejemplo
al hacer deporte, para no superar una determinada frecuencia cardiaca.
Durante afos la relacién entre la maxima frecuencia cardiaca recomendada
para una persona y su edad se describia mediante la formula siguiente:
Maxima frecuencia cardiaca
recomendada = 220 — edad

Investigaciones recientes han demostrado que deberia modificarse esta
formula ligeramente. La nueva formula es la siguiente:

Maxima frecuencia cardiaca
recomendada = 208 — (0,7 x edad)

un articulo de periodico afirma:

El resultado de usar la nueva formula en lugar de la antigua es que el maximo numero recomendado de latidos
cardiacos por minuto disminuye ligeramente para los jovenes y aumenta ligeramente para los mayores.

¢ A partir de qué edad aumenta la maxima frecuencia cardiaca recomendada como resultado de introducir
la nueva formula? Muestra tus calculos.

La formula para la maxima frecuencia cardiaca recomendada = 208 — (0,7 X edad) se aplica también para
determinar cuando es mas eficaz el ejercicio fisico. Las investigaciones han demostrado que el entrenamiento
fisico es mas eficaz cuando la frecuencia cardiaca alcanza el 80% del valor maximo recomendado.

Escribe una formula para hallar, en funcion de la edad, la frecuencia cardiaca recomendada para que
el ejercicio fisico sea mas efectivo.

(Prueba PISA 2006)
* Veamos cuando son iguales las dos frecuencias cardiacas maximas recomendadas:

220—-x=208-0,7x — x=40

Frecuencia 4
cardiaca

T ' o o 3 A partir de 40 afos la nueva frecuencia cardiaca

T v maxima recomendada aumenta con respecto

T a la anterior.

Fc’)rmula.
20l antigua \
200 1 7T 1 17 17 17 1 | [Edad

e La férmula para ver la frecuencia cardiaca para un ejercicio mas efectivo es:

y=0,8 (208 — 0,7x) = 166,4 — 0,56x
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Estadistica

CLAVES PARA EMPEZAR
1. Calcula los puntos medios de estos intervalos e indica tres puntos que pertenezcan a cada
uno de ellos.
[1, 4) (4, 6] (1,2) [4, 5]
A+1_

Punto medio de [1, 4): g Estdn en el intervalo los puntos: 1, 2y 3.

6+4

Punto medio de (4, 6]: =5. Estan en el intervalo los puntos: 5; 5,5y 6.

241 3

Punto medio de (1, 2): 5" Estdn en el intervalo los puntos: 1,25; 1,5y 1,75.

Punto medio de [4, 5]: %:% . Estan en el intervalo los puntos: 4, 5y 4,5.

2. Calcula.
a) 20% de 30 b) 40% de 120 C) 12% de 50
a)6 b) 48 c)6
VIDA COTIDIANA

La lavadora ha facilitado la realizacion de las tareas domésticas. Pero el reparto de estas tareas
no es equitativo.

Segln la encuesta de empleo del tiempo del Instituto Nacional de Estadistica, las mujeres dedican
dos horas y cuarto mas al dia a tareas domésticas que los hombres.

» Esta tabla muestra las horas semanales que dedican a las tareas domésticas 6 hombres
y 6 mujeres.

Hambres 224 FEL: A 195 12 23

Muieres 2511807 B3 5N 1351 13

Contrasta si contradice los datos de la encuesta del INE.
Calculamos la media de cada uno de los grupos:
Media para los hombres: 1,97 horas Media para las mujeres: 3,43 horas
La diferencia de horas es 3,43 — 1,97 = 1,46 horas = 1 hora 27 minutos 36 segundos

Este estudio da una ligera diferencia con respecto a los datos del INE, pero al ser una muestra pequeia no
podemos asegurar que contradiga estos datos.

RESUELVE EL RETO

He hecho muchos viajes. Todos han sido a Paris, menos dos. También he ido a Italia, excepto en
dos ocasiones. Y a Berlin, menos en dos de mis viajes. ; Cuantos viajes he hecho?

Ha hecho tres viajes.
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Hacemos un histograma con intervalos de la misma longitud y los rectangulos tienen todos la
misma altura. ;Como es el poligono de frecuencias?

Una recta paralela al eje horizontal.

caminamos en fila india. Lucas, que va justo delante de mi, se encuentra exactamente en el centro
de la fila. Si delante de mi hay el doble de gente que detras de mi, ;cuantos somos en total?

Son siete personas. Lucas ocupa la posicién cuarta, de modo que la persona que habla es la quinta. Delante de
quien habla hay 4 personas y detras 2.

ACTIVIDADES

1. De las 700 bombillas que se producen a diario en una fabrica, se escogen 50 para examinar si
tienen algun fallo. Identifica poblacién, muestra, individuo y tamafio de la muestra.

Poblacion: 700 bombillas. Individuo: cada una de las bombillas.

Muestra: 50 bombillas. Tamafio de la muestra: 50.

2. ¢De qué tipo son las variables estadisticas: nivel de estudios, superficie de una casa, edad?
Nivel de estudios: variable cualitativa.
Superficie de una casa: variable cuantitativa continua.

Edad: variable cuantitativa discreta.

3. Elige una muestra representativa para estudiar la altura de los alumnos de tu instituto.

Segun la cantidad de alumnos del instituto, se podria considerar como muestra toda la poblacidn.

4. Efectiia el recuento de estos datos.
4 1.1,2.1,82.538.5.2.54.1:2)
b) {Rojo, Azul, Verde, Verde, Verde, Azul, Azul, Verde}

2N Nimero JEY 2 3 4 5
Recuento 6 4 2 1 2
b) :
Color Rojo = Azul  Verde
Recuento 1 3 4

5. Agrupa los datos en cinco clases y haz el recuento.
638912 11 27 10 30 26 18 25 23 19 22
Dato menor: 3 Dato mayor: 30

Dividimos en 5 partes iguales: 30-3

=5,4. Usamos una amplitud de 6.

DEETEN 3,9 [9,15) | [1521)  [21,27)  [27,33)
3 4 2 4 2
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6. Realiza la actividad anterior:
a) Agrupando en seis clases.
b) Agrupando en clases de amplitud 4.
) Observa los cambios si afadimos el dato 40.

a) Dividimos en 6 partes iguales: 306_3

=4,5. Usamos una amplitud de 5.

PUETE [3,8)  [8,13) | [13,18) [18,23) [23,28) [28,33)
2 5 0 3 4 1
b)

DR 3,7 | (7,11) | (13,15 | [1519) | [19,23) | [23,27) | [27,31)
2 3 2 1 2 3 2

40-3

c) Dividimos en 6 partes iguales: =6,17. Usamos una amplitud de 7.

DS [3,10)  [10,17)  [17,24) [24,31)  [31,38) [38,45)
1 3 1 4 0 1

BGETE (3,7) | [7,11) | [11,15) | [15,19) | [19,23) | [23,27) | [27,31) | [31,35) | [35,39) | [39, 43)
2 3 2 1 2 3 2 0 0 1

7. ¢Por qué los intervalos en las tablas son cerrados por un lado y abiertos por el otro?

Para asegurarnos de que todos los puntos pertenecen a un intervalo, pero que ningun punto pertenece a dos
intervalos a la vez.

8. Construye la tabla de frecuencias para: 3, 4,7,5,4,3,5,4,4,3,6,7, 3,5.

Xi fi Fi hi Hi %

3 4 4 0,29 0,29 29%

4 4 8 0,29 0,58 29%

5 3 11 0,21 0,79 21%

6 1 12 0,07 0,86 7%

7 2 14 0,14 1 14 %
14 1

9. Estas son las horas de estudio de un grupo de alumnos. Realiza la tabla de frecuencias.

34355 11172 34502
03221 21320 gl A HE )

Xi fi Fi hi Hi %

0 3 3 0,1 0,1 10%

1 8 11 0,27 0,37 27%

2 7 18 0,23 0,60 23%

3 6 24 0,2 0,8 20%

4 3 27 0,1 0,9 10%

5 3 30 0,1 1 10%

30 1
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10. Haz una tabla de frecuencias con cinco valores diferentes, sabiendo que cada uno aparece
el doble de veces que el anteriory que f, = 3.

Fi hi Hi %
1 3 3 0,03 0,03 3%
2 6 9 0,06 0,09 6%
3 12 21 0,13 0,22 13%
4 24 45 0,26 0,48 26%
5 48 93 0,52 1 52%
93 1

11. Explica como completarias una tabla de frecuencias en la que conoces solo las frecuencias
absolutas acumuladas.

Iria restando a cada frecuencia, la frecuencia siguiente, para asi obtener las frecuencias absolutas. Ademas, el
numero de datos es la suma de todas las frecuencias.

Una vez se tienen las frecuencias absolutas y el total de datos, se puede calcular el resto de elementos de la
tabla.

12. El numero de paginas que los alumnos de una clase han escrito para un trabajo ha sido:

30 25 34 28 16 29 23 22 31 42 19 24
34 32 13 32 40 36 26 37 32 33 12 51

Construye una tabla de frecuencias agrupando los datos en seis clases.

Dato menor: 12 Dato mayor: 51

Dividimos en 6 partes iguales: 51;12 =6,5. Hacemos intervalos de longitud 7.
Xi fi Fi hi Hi %
[11, 18) 3 3 0,125 0,125 12,5%
[18, 25) 4 7 0,167 0,292 16,7%
[25, 32) 6 13 0,250 0,542 25%
[32, 39) 8 21 0,333 0,875 33,3%
[39, 45) 2 23 0,083 0,958 8,3%
[45, 52) 1 24 0,042 1 4,2%
24 1

13. El nimero de coches que han repostado en una gasolinera, a lo largo de un mes, ha sido:

125 140 234 167 342 256 276 149 253 331
178 267 236 354 432 298 276 351 387 348
329 430 165 138 207 246 301 224 177 456

Construye una tabla de frecuencias agrupando los datos en ocho clases.

Dato menor: 125 Dato mayor: 456

456 —12

Dividimos en 8 partes iguales: S 41,375. Hacemos intervalos de longitud 42.
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[125, 167) 5 0,167 0,167 16, 7%
[167, 209) 4 9 0,133 0,3 13,3%
[209, 251) 4 13 0,133 0,433 13,3%
[251, 293) 5 18 0,167 0,6 16,7 %
[293, 335) 4 22 0,133 0,733 13,3%
[335, 377) 4 26 0,133 0,866 13,3%
[377, 419) 1 27 0,033 0,9 3,3%
[419, 461) 3 30 0,100 1 10%
30 1

14. Las notas obtenidas por el total de los alumnos de 3.° de ESO de un instituto en una prueba
de 50 preguntas han sido:
34 27 45 35 19 18 27 38 42 38 24 28
19 29 35 34 42 45 27 18 20 22 26 36
43 41 30 40 10 8 3 9 39 48 38 44
26 24 15 12 5 24 34 33 22 35 41 10
19 18 20 30 44 43 23 32 34 43 42 26
34 41 20 22 21 32 33 45 44 46 47 18
23 28 27 38 36 34 4 49 39 37 36 17

Haz una tabla de frecuencias agrupando los datos:
a) En ocho clases ¢) En clases de amplitud 9

b) En diez clases d) En clases de amplitud 8
Dato menor: 3 Dato mayor: 49
a) Dividimos en 8 partes iguales: 498_3 =5,75. Hacemos intervalos de longitud 6.
“__-_“_
[2,8) 0,036 0,036 3,6%
[8, 14) 5 8 0,060 0,096 6%
[14, 20) 9 17 0,107 0,203 10,7 %
[20, 26) 12 29 0,143 0,346 14,3%
[26, 32) 12 41 0,143 0,489 14,3%
[32, 38) 17 58 0,202 0,691 20,2%
[38, 44) 16 74 0,190 0,881 19%
[44, 50) 10 84 0,119 1 11,9%
84 1
b) Dividimos en 10 partes iguales: 49153 =4,6. Hacemos intervalos de longitud 5.
Xi fi Fi hi Hi %
[0, 5) 2 2 0,024 0,024 2,4%
[5, 10) 3 5 0,036 0,060 3,6%
[10, 15) 3 8 0,036 0,096 3,6%
[15, 20) 9 17 0,107 0,203 10,7 %
[20, 25) 12 29 0,143 0,346 14,3%
[25, 30) 10 39 0,119 0,465 11,9%
[30, 35) 12 51 0,143 0,608 14,3%
[35, 40) 13 64 0,155 0,763 15,5%
[40, 45) 13 77 0,155 0,918 15,5%
[45, 50) 7 84 0,083 1 8,3%
84 1
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c) Hacemos intervalos de longitud 9.

[0, 9) 4
[9, 18) 6
[18, 27) 22
[27, 36) 22
(36, 45) 23
(45, 54) 7

84

d) Hacemos intervalos de longitud 8.

Xi fi
3, 11) 7
[11, 19) 7
[19, 27) 18
[27, 35) 19
[35, 43) 20
[43, 51) 13

84

10
32
54
77
84

Fi

14
32
51
71
84

0,048
0,071
0,262
0,262
0,274
0,083

hi
0,083
0,083
0,214
0,226
0,238
0,155

0,048
0,120
0,382
0,644
0,918

Hi
0,083
0,166
0,380
0,606
0,844

4,8%
7,1%
26,2%
26,2%
27,4%
8,3%

%
8,3%
8,3%

21,4%
22,6%
23,8%
15,5%

15. Representa un diagrama de barras para cada uno de estos conjuntos de datos y traza,

446

si es posible, su poligono de frecuencias.

a) 11,4,6.8,8:3.2,5.4, 46,2, 4,6;7,2/2,4,.5;2,8
b) {10, 20, 10, 10, 30, 40, 50, 40, 40, 30, 20, 10}
c) {5, 10, 25, 35, 25, 15, 5, 10, 35, 20, 25, 20}

a) 64

Frecuencia

b)

Frecuencia

Datos

c)

Frecuencia

w
1,

N
1

=
o -

V

15 20 25 30 35

Datos
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16. Dibuja el diagrama de barras de un conjunto de datos cuyas frecuencias absolutas son:
f=f=f=6 f=3f=2f f=2f=8

22 ]

18 |

Frecuencia

Datos

17. Explica como realizarias un diagrama de barras si solo conoces las frecuencias absolutas
acumuladas de los valores de la variable.

Se podrian ir restando las frecuencias absolutas acumuladas de un dato respecto al anterior, para asi encontrar
las frecuencias de cada dato y poder dibujar el diagrama.

18. En un garaje hay 28 coches negros, 12 rojos, 20 blancos, 16 grises, 4 amarillos y 10 azules.
Haz un diagrama de sectores de estos datos.

Azules

Negros

Grises

19. Representa en un diagrama de sectores:
» Hay 40 viviendas. El 25 % estan vacias.
» 15 viviendas pertenecen a familias con mas de un hijo.
» 8 viviendas estan ocupadas por una sola persona.
* En el resto viven parejas con un solo hijo.

Parejas con
mas de un hijo

persona
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20. Dibuja el diagrama de sectores que equivale a este de barras.

= MW B0

37 38 39 40 41 42 43 44 X

21. El peso, en kg, de las mochilas de 28 alumnos se muestra en la tabla. Representa los datos
en un histograma.

[2,8;3.4)
[3.4;4)
[4;4,6)

[4,6,5,2)

[5,2,5,8)

[5,8; 6,4)

Nw oo & o S

a) iCcuantos alumnos llevan una mochila con un peso superior a 4 kg?
b) ¢Qué porcentaje de alumnos llevan una mochila con un peso inferior a 5,2 kg?

Frecuencia

B N WD 0 N OO

28 34 4 46 52 58 64
Peso

a) Llevan 8 +5+ 3 + 2 =18 alumnos.

b) Inferiora 5,2 son 6 +4 +8 +5 =23 alumnos de un total de 28, esto es, 82,14 %.
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22. Las longitudes, en cm, de 16 hormigas son:
13 1,2 1,23 1,56 1,02 14 1,28 1,04
09 1,15 1,31 1,07 1,42 1,34 0,85 116
a) construye una tabla de frecuencias agrupando los datos en cinco clases.

b) Representa los datos en un histograma.
) Traza el poligono de frecuencias.

a) El dato menor es 0,85 y el mayor 1,56 — c) 6]
— @ =0,142. Longitud intervalos = 0,15 5 |
Intervalo  Frecuencia g 4 7Z 7?
. <] \
[0,82; 0,97) 2 ER 74 \
[0,97; 1,12) 3 & 5 \
[1,12; 1,27) 4
[1,27; 1,42) 5 1-
[1,42; 1,57) 2
0,82 0,97 1,12 1,27 1,421,57
b) 6 Longitudes

Frecuencia
w
]

0,82 0,97 1,12 1,27 1,421,57
Longitudes

23. construye la tabla de frecuencias que corresponde a este histograma en el que se muestran
las estaturas, en cm, de 27 jovenes.

= AW s WL Oh

150 155 160 165 170 175 180

[150, 155) 2

[155, 160)
[160, 165)
[165, 170)
[170, 175)
[175, 180)

E o) BT, o) RiF Y
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24. Representa en un histograma los datos que se muestran en cada tabla.

5o | 62 | 7.9
3 | 5 | 2

|| 0,20 | 120, 40) | 140, 60) | (60, 80)
8 | 12 7 | 2

i [12,18) (18, 24)

3 Y
9 6

a) b) <)

Frecuencia

Frecuencias
acumuladas
Frecuencia

0 20 40 60 80

25. El nimero de viajeros que ha utilizado el tren durante los 18 liltimos dias en una cierta
estacion ha sido:

450 245 390 470 180 200 350 190 275
432 538 305 296 374 160 298 437 289
a) Construye la tabla de frecuencias agrupando los datos en cinco clases.
b) Representa los datos en un histograma y realiza su poligono de frecuencias.

a) El dato menor es 160 y el mayor 538 — b) 7
— @ =75,6. Longitud intervalos = 76.
[160; 236) 4 g
[236, 312) 6 £
[312, 388) 2
[388, 464) 4
[464, 540) 2

160 236 312 388 464 540

26. Las edades, en afios, de los pacientes que han acudido durante el dia de hoy a un consultorio
meédico han sido estas:

31 24 56 48 42 23 12 32 87 59 78 66
58 49 33 27 1 2 3 1 6 56 34 82
92 77 48 19 17 3 17 35 13 16 15 53

a) construye la tabla de frecuencias agrupando los datos en diez clases.
b) Representa los datos en un histogramay en un poligono de frecuencias.
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a) Agrupamos las edades de 10 en 10. b)

o]
[0, 10) 5 5]

[10, 20) 8 5

[20, 30) 3 e 6] /7K

[30, 40) 5 S s

[40, 50) 4 S 4 \

(50, 60) 5 N 4 \

(60, 70) 1 2 \ =
[70, 80) 2 1 \ ]

(80, 90) 2

[90, 100) 1 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

27. Estos son los resultados que han obtenido 32 estudiantes en una prueba que constaba
de 12 preguntas.

7 3,6 79 10 1 95 58 73
82 69 10,3 7 6 4 3.8 8,6
5 9 8 5 9,2 8,7 6,5 9,1
78 44 b7 8 10 6 7,6 11

a) Construye la tabla de frecuencias agrupando los datos en seis clases.
b) Representa los datos en un histogramay en un poligono de frecuencias.

a) Agrupamos las edades de 2 en 2. b) 12
10 A .

[0,2) 0 o 8ol r—‘—
[2, 4) 2 = '

(4, 6) 6 g 59

[6, 8) 10 e

[8, 10) 9

(10, 12) 5 25

0o 2 4 6 8 10 12

28. Calcula las medidas de centralizacion.

a) X 4 5 7 9 10

f 2 6 3 4 g

b) Clases | [3,4) [4,5) [, ) [6,7) [7,8)

f

: 4 6 3 5 2

4.2+5.6+7-3+9-4+10-2

a) Media:
17

=6,76

Mediana: 7 (hay 17 datos, se coge el dato en posicién 9) Moda: 5
b) Tenemos en cuenta las marcas de clase.

Media: 3:5-4+45:6+55-3465-5+7,5-2

=5,25
20

Mediana: #

=5 (hay 20 datos, se coge el dato en posicién 10y 11) Moda: 4,5
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

452

Estadistica

Halla el valor de la mediana para:
a) {5,6,6,4,9,6,8,7,6,5,9,4,8,7,7)
b) {1,5,2.5;4,4,3,5:4, 31, 1, 1,2.1.1,4.1

a) Ordenamos los datos: 4, 4,5,5,6,6,6,6,7,7,7,8,8,9,9.
Hay 15 datos, la mediana es 6.
b) Ordenamos losdatos: 1,1,1,1,1,1,1,2,2,3,3,4,4,4,4,5,5, 5.

Hay 18 datos, la mediana es % =25.

Sean los datos: 2, 3,5,2,6,7,3,7,9.
a) Afade un dato que no haga variar la mediana.
b) Afade dos datos para que Me = 4 y Mo = 3.

Ordenamos los datos: 2, 2, 3,3,5,6,7,7,9.
Hay 9 datos, la mediana es 5.

a) Afiadimos de dato el 5. b) Afiadimos un 3y un 4.

Halla las medidas de posici()n de estos datos: {1,5,2,5,4,4,3,5,4,3,1,1,1,2,1,1, 4,1}
Ordenamos losdatos: 1,1,1,1,1,1,1,2,2,3,3,4,4,4,4,5,5,5.

Hay 18 datos. Q=1 Q= 2;—3:2,5 Q=4

Interpreta las medidas que has obtenido en la actividad anterior.

Hay un 25 % de datos que son 1.
Hay un 50% de datos que son 1 o 2.

Hay un 75 % de datos que son menores o iguales que 4.

A un examen de oposicion para el que hay 50 plazas se presentan 200 personas. Si consideramos
los datos como las notas de los examenes, ;qué indicara Q,?

50 plazas es un 25 % de los datos, de modo que Qs indicara la nota de corte para pasar la oposiciéon, ya que por
encima estaran el 25% de las personas con mejor nota.

Halla las medidas de dispersion para estos datos: {1,1,2,1,3,2,1,3,4,5,2,5,1,1, 2}.

Calculamos la media y obtenemos 2,27.

Rango:5-1=4
1 6 1,27 1,61 Dy = 6:12744:02742:0,73+1:173+2.273 _; ¢
2 4 0,27 0,07 1
3 5 0.73 0,53 g?= 6-161+4:0,07+2:0,53+1:2.99+2.7,45 _ o
4 1 1,73 2,99 "
5 2 2,73 7,45 o=193 =1,39 cv= 1’—?2’3 =0,61
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35. Las notas de Marcos son: 3, 8,7, 5y 4, y las de Luis: 9, 2, 5, 7 y 4. ;(Cual ha sido mas inconstante?

Marcos: Luis:
Media: 5,4 Media: 5,4
Desviacion tipica: 1,85 Desviacion tipica: 2,42
Coeficiente de variacion: 0,34 Coeficiente de variacion: 0,45

Ha sido mas inconstante Luis.

36. calcula las medidas de dispersion de los datos en dos conjuntos de datos, A y B, si:
Grupo A:X, = 0,5yc, = 0,2
Grupo B: X, = 12y o6, = 2

Grupo A: Grupo B:
Varianza: 0,04 Varianza: 4
Coeficiente de variacién: 0,2/0,5 = 0,4 Coeficiente de variacién: 2/12 =0,17

37. Halla e interpreta las medidas de centralizacion, de posicion y de dispersion.

Clases)| [3.4) | (4.5 | 56 | 67 | [7.9)

f 4 6 3 5 2

Utilizamos las marcas de clase.
Medidas de centralizacion:

Media: 5,25 Mediana: 5 Moda: 4,5
Medidas de posicion:

Q=45 Q=5 Q:=6,5
Medidas de dispersion:

DM =1,15 0°=1,69 g=1,3 Cv=0,25

38. El precio, en €, de un limpiador en 16 comercios es:
13 1,2 1,25 1,5 14 12 14 11
02 15 1,3 11 1,2 1,3 08 0,95
Halla todas las medidas estadisticas, agrupando los datos en cuatro clases, y sin agruparlos.

SIN AGRUPAR:
Medidas de centralizacidn:
Media: 1,21 Mediana: 1,225 Moda: es bimodal: 1,2y 1,3
Medidas de posicion:
Q=11 Q2=1,225 Q:=1,35
Medidas de dispersion:
DM =0,16 02=0,04 0=0,2 cv=0,17
AGRUPADOS:
Intervalo Frecuencia Medidas de centralizacidn:
[0,8; 0,98) 3 Media: 1,21 Mediana: 1,25 Moda: 1,25
[0,98; 1,16) 2 Medidas de posicién: Q1 = 1,07 Q=1,25 Q3=1,34
[1,16; 1,34) 7 Medidas de dispersion:
[1,34; 1,52) 4 DM =0,15 02=0,03 0=0,17 cv=0,14
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ACTIVIDADES FINALES

39.

40.

41.

42.

454

Si para recabar informacioén sobre la altura de los alumnos de tu instituto eliges como muestra
a los alumnos de tu clase, ;crees que seria representativa esa muestra?

No, puesto que en el instituto hay alumnos de muchas edades, lo cual altera la altura. Asi que se cogera una
muestra muy concreta que no refleja la realidad del instituto.

Se quiere obtener informacion sobre el dinero semanal que reciben los alumnos de tu instituto

de sus padres. Determina como podrias coger una muestra que fuese representativa de todos
los alumnos.

Se pueden analizar las variables que pueden afectar a la paga semanal, como puede ser la edad o el nUmero de
hermanos. En funcién de estas dos variables, se cogen alumnos que cubran todas las posibilidades.

Se realiza una encuesta para obtener informacion sobre cada una de estas caracteristicas. Clasifica
las variables en cualitativas o cuantitativas, y si son cuantitativas, en discretas o continuas.

a) Marca de coche que se desearia tener.

b) Tiempo dedicado a ver la television.

€) Numero de tareas escolares realizadas.

d) Distancia que se recorre a diario para llegar al centro escolar.
e) Numero de libros leidos en un afo.

f) NUmero de hermanos.

g) Ccomida preferida.

h) Numero de dormitorios de la casa en la que se vive.

a) Cualitativa. e) Cuantitativa discreta.
b) Cuantitativa continua. f) Cuantitativa discreta.
c) Cuantitativa discreta. g) Cualitativa.

d) Cuantitativa continua. h) Cuantitativa discreta.

Manuel quiere realizar un estudio para saber el dia de nacimiento,
el mes, el peso y la altura de sus compaiieros en el momento
de nacer. Indica las variables que aparecen en el estudio
e identifica el tipo de cada una de ellas.
Dia de nacimiento: variable cuantitativa discreta.
Mes de nacimiento: variable cuantitativa discreta.

Peso: variable cuantitativa continua.

Altura: variable cuantitativa continua.
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43. Alberto ha anotado en un cuaderno las preferencias de los alumnos del instituto en relacién
al tipo de transporte utilizado para asistir a clase:

Tipo de transporte Porcentaje

Autob(is HH HH- HH A
Metro HH HH HH A A
Taxi H #H /

Bicicleta #H #H #H #H #H
Ciclomotor w #H #

Andando # #H #H HH HH HH

a) completa la tabla de frecuencias absolutas.
b) ¢Puedes hacer la tabla de frecuencias relativas?

Tipo de transporte fi Fi hi
Autobus 30 30 0,19
Metro 34 64 0,22
Taxi 12 76 0,08
Bicicleta 28 104 0,18
Ciclomotor 18 122 0,11
Andando 35 157 0,22

44. Se realiza una encuesta a 40 personas en la que se les pregunta sobre el niimero de veces
que acudieron al cine en el tltimo mes. Estos son los resultados:

345143 50412
44105 20312
11134 4 56 43
21103 21221

a) Haz el recuento y organiza los datos en una tabla de frecuencias.
b) ¢Qué porcentaje de esas personas no fue al cine durante el tltimo mes?
C) ¢Queé porcentaje fue mas de dos veces pero menos de cinco?

d) ;Queé porcentaje fue tres 0 mas veces?

a) Dato fi Fi hi
0 4 4 0,1
1 10 14 0,25
2 7 21 0,175
3 6 27 0,15
4 8 35 0,2
5 4 39 0,1
6 1 40 0,025

b) 10%

c)15+20=35%
d)15+20+10+2,5=47,5%
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45. En esta tabla se muestran los resultados de haber preguntado a varias familias sobre
el numero de televisores que tienen en casa.

=l
\Famiias 1 7 6 4 2

Elabora una tabla en la que aparezcan sus frecuencias absolutas, relativas y acumuladas.

0 1 1 0,05 0,05
1 7 8 0,35 0,40
2 6 14 0,30 0,70
3 4 18 0,20 0,90
4 2 20 0,10 1

46. considera la cantidad de dinero que han pagado los clientes de un restaurante por su
consumicion. Explica como realizarias el recuento de datos en cada uno de estos casos:

a) En el restaurante se sirven tres tipos de menus, A, B Y C, que cuestan 15 €, 12 €y 9 €, respectivamente.
b) En el restaurante se facilita una carta en la que el cliente elige lo que va a consumir.

a) El recuento se haria para cada uno de los mendus.

b) Se agruparian los platos en grupos y el recuento se haria para cada grupo.

47. completa en tu cuaderno la tabla de frecuencias.

Naranja 15 0,1 10%
Manzana 18 0,12 12%
Sandia 60 0,4 40%
Fresa 51 0,34 34%
Uva 6 0,04 4%

48. Estas son las estaturas, en centimetros, de los miembros del club de ajedrez del instituto.

157 164 163 171 152 148 162 150
166 155 149 178 180 163 172 175

a) Construye una tabla de frecuencias agrupando los datos en intervalos.
b) ¢Cudl es la marca de clase de cada intervalo que has utilizado?

Marcas de

Intervalos fi Fi hi
clase

[145, 155) 150 4 4 0,25

[155, 165) 160 6 10 0,375

[165, 175) 170 3 13 0,1875

[175, 185) 180 3 16 0,1875
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49. Estos datos corresponden al niimero de mensajes que han enviado, durante una semana,
los chicos y chicas de 3.° de ESO de un centro escolar.

34 54 45 56 67 47 23 43 44 54 78 79
56 46 34 24 14 54 39 61 47 86 57 98
67 78 34 55 66 75 58 24 53 15 12 34
59 29 71 35 93 43 5 37 2 6 18 14
29 58 68 45 34 46 72 9 60 45 70 50

Agrupa los datos en 10 clases y elabora la tabla de frecuencias.

Dato menor: 2. Dato mayor: 98.

Vamos a hacer intervalos de longitud 10.

Mensajes fi Fi hi
[0, 10) 4 4 0,07
[10, 20) 5 9 0,08
[20, 30) 5 14 0,08
[30, 40) 8 22 0,13
[40, 50) 10 32 0,17
[50, 60) 12 44 0,2
[60, 70) 6 50 0,1
[70, 80) 7 57 0,12
[80, 90) 1 58 0,02

[90, 100) 2 60 0,03

50. Los resultados del examen de Matematicas realizado por los alumnos de 3.° de ESO han
sido los siguientes:

35657 75678
45565 94356
58278 94976

a) Elabora una tabla de frecuencias.

b) ¢Qué porcentaje de alumnos ha obtenido un 47

€) ¢Qué porcentaje de alumnos ha obtenido una nota inferior a 57

d) ¢Qué porcentaje de alumnos ha obtenido una calificacion de 7 o superior a 7?

a)
Nota fi Fi hi Hi

2 1 1 0,03 0,03
3 2 0,07 0,10
4 3 6 0,10 0,20
5 8 14 0,27 0,47
6 5 19 0,17 0,64
7 5 24 0,17 0,81
8 3 27 0,10 0,91
9 3 30 0,10 1

b) Un 10%

c)Un20%

d)17+10+10=37%
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Estadistica

Esta tabla recoge los minutos de conexion a Internet en una vivienda a lo largo de una semana.
Elabora un diagrama de barras con estos datos.

Frecuencia

52. Construye el diagrama de barras y representa el poligono de frecuencias, tanto absolutas
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como acumuladas, para los siguientes datos.
a) 0,3,4,3,56,2,1,3,2,5,4,6,4,2,0,5,3,5
b) 10, 30, 40, 50, 40, 50, 60, 50, 40, 30, 50, 60, 50, 80, 60, 50

a) Frecuencias absolutas Frecuencias acumuladas
5 20
wv
© —
o 4 ® 164
‘S 2
c £
g 3 3 124
Q ©
I a7
T2 S 8
s
1 3 4
(0]
= |
Datos
b) Frecuencias absolutas Frecuencias acumuladas

Frecuencia

e
N DM OO ONDDOD
| I I S SN SN S —

Frecuencias acumuladas

Datos
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53. Construye un diagrama de sectores para los datos de esta tabla y realiza con los mismos datos
un diagrama de barras. ;Puedes trazar su poligono de frecuencias?

Deporte favorito £

1

Futbol 45
Natacion 15
Baloncesto 32
Formula 1 28
Ciclismo 20

45 —
35
Formula 1
25
15
Baloncesto T FTN'TB "TF1L T C T

No tiene sentido trazar el poligono de frecuencias, pues son datos cualitativos.

54. Sabiendo que en un diagrama de sectores uno de los sectores tiene una amplitud de 120°
y corresponde a un dato con frecuencia absoluta igual a 28, averigua cual es la amplitud
para los datos de frecuencia absoluta 6, 15 y 20. Dibuja el diagrama de sectores.

6-120

Para el dato de frecuencia 6: 8 =25,71° Otros

15-120

Para el dato de frecuencia 15: 28 =64,29°
Para el dato de frecuencia 20: 20;320 =85,71° Dato fi=20

atof,-= 6

Dato fi=15

55. De los asistentes a una cena, el 50% comio ternera, el 15% prefirié cordero; el resto, 14,
eligi6 pescado.

a) Elabora una tabla de frecuencias indicando la variable estadistica.
b) Representa los datos en un diagrama de sectores.
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a b
) 251 ) Pescado

180°

Ternera

Cordero

56. Las estaturas de 36 jovenes de una localidad, medidas en centimetros, son:

157 148 167 187 154 169 154 147 164
157 148 153 188 167 157 163 158 149
168 155 157 165 164 176 175 174 190
165 194 165 178 156 176 168 155 171

a) Agrupa los datos en cinco clases y dibuja el histograma asociado.
b) Agrupa los datos en intervalos de amplitud 6 y dibuja el histograma asociado.

a) b)
12 12 ]

10

145 155 165 175 185 195 147 153 159 165 171 177 183 189 195

57. Calcula para cada grupo de valores la media aritmética, la mediana y la moda.
a0,10231,12034,1,53,1,2
b) 2,4,2,6,84,4,2,6,6,8
¢) 10, 15,10, 10, 15, 20, 25, 10, 20, 25, 10, 15
a) Ordenamos los datos: 0,0,0,1,1,1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,5
Media: 1,81 Mediana: 1,5 Moda: 1
b) Ordenamos los datos: 2,2, 2,4,4,4,6,6,6, 8,8
Media: 4,72 Mediana: 4 Moda: trimodal — 2,4y 6
c) Ordenamos los datos: 10, 10, 10, 10, 10, 15, 15, 15, 20, 20, 25, 25
Media: 15,42 Mediana: 15 Moda: 10
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58. Calcula las medidas de centralizacion, las de dispersion y el coeficiente de variacion
para los datos de cada una de las tablas e interpreta los resultados.

Horas que Veces
escucha Personas que va Personas
musica al cine
3 7 3 4
5 3 5 5
6 1 6 5
8 3 8 3
9 6 9 3

Musica:
Media: 6 Mediana: 5,5 Moda: 3
Desviacidon media: 2,4 Varianza: 6,6 Desviacién tipica: 2,57
Coeficiente de variaciéon: 0,43

Cine:
Media: 5,9 Mediana: 6 Moda: bimodal - 5y 6
Desviacion media: 1,61 Varianza: 3,99 Desviaciodn tipica: 2,00
Coeficiente de variacion: 0,34

59. El tiempo, en minutos, que los trabajadores de una fabrica emplean para desplazarse desde
su casa hasta su lugar de trabajo es:

24 45 34 56 12
55 32 47 18 20
54 70 60 40 32
38 35 41 29 40
45 36 15 42 33
18 47 51 22 &5

Agrupa los datos en seis clases, calcula e interpreta las medidas de centralizacion y dibuja
su diagrama de cajas.

Dato menor: 12 Dato mayor: 70

70-12 - 9,67. Hacemos intervalos de longitud 10.
Intervalo Marca de clase Frecuencia
[11, 21) 16 5
[21, 31) 26 3
[31, 41) 36 9
[41, 51) 46 6
[51, 61) 56 5
[61, 71) 66 2
Media: 39 Mediana: 36 Moda: 36
Qi: 26 Q>: 36 Qs: 46

Qu Q Qs
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60. Halla el valor de x en este conjunto de datos para que la media sea 5.
5467 45 6 x5 46

5+4+6+7+41+15+6+5+4+6+%:5 —x=3

61. Averigua el valor de x, para que la media aritmética sea 5.

a) [

B =1 x=4 =7 X %=1
f 3 5 2 Z 1
b) _ = =
X x,=2 x,=3 x,=6 X,
f 5 2 4 3

) 184454724101 X7 o gy
18 18

a

p) 25432464 X3 o _44
14 14

62. Escoge doce datos de una variable cuantitativa discreta de forma que la media y la mediana
sean 8 y que ningun valor sea 8.

Respuesta abierta. Porejemplo:7 7 7 7 7 7 9 9 9 9 9 9

63. calcula los cuartiles y dibuja el diagrama de cajas de este conjunto de datos.
245 3 2 5448 3

6 4 27 6 65 4.2 2

4 3245 76 618
Ordenamos los datos:
1 2 2 2 2 2 2 3
3 3 4 4 4 4 4 4
4 5 5 5 5 6 6 6 ; 5
6 6 7 7 8 8 Qi Q Q3
Q=25 Q=4 Q:=6

64. Observa esta serie de datos:
25334

a) Calcula las medidas de centralizacion, media, mediana y moda.
b) Anade un dato de tal forma que la media no varie. ;Qué le pasa a la mediana vy la moda?
c) Afade un dato de tal forma que la mediana no varie. ;Qué le pasa a la media y la moda?
d) Anade un dato de tal forma que la moda no varie. ;Qué le pasa a la media y la mediana?
a) Media: 3,4 Mediana: 3 Moda: 3
b) Afiadimos como dato 3,4. La moda no cambia, pero la mediana pasa a ser 3,2.
c) Afiadimos como dato 3. La moda no cambia, pero la media pasa a ser 3,33.

d) Afladimos como dato 1. La mediana no cambia, pero la media pasa a ser 3.
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65. Pon algunos ejemplos y contesta razonadamente.
a) Sien un conjunto de datos la media es sensiblemente menor que la mediana, ;podemos entender
que algun valor muy pequeno influye en la media?
b) ¢Y siel valor de la media fuera menor que el de la mediana?

a) Si, a la mediana no le afecta que haya un dato muy pequefio, se va a fijar en los valores que estan en el centro,
sin embargo, en la media si que influye. Por ejemplo:

177777999999

La mediana es 8. Pero la media es 7,25, porque se ve afectada por el dato x1 = 1.
b) Si fuera mayor, seria porque le influye un dato muy grande.

77777799999 100

La mediana es 8. Pero la media es 15,58, porque se ve afectada por el dato x12 = 100.

66. Halla e interpreta las medidas de centralizacion en cada caso.

b) 454

404
35+
304
254
201
15 4
10

5

a) La moda se corresponde con el dato 2006.
Tenemos 50 + 150 + 300 + 350 + 425 + 450 + 400 + 275 = 2400 datos. La mediana es 2006.
La media es 2005,20.

b) La moda se corresponde con el intervalo [9, 12), de media de clase 10,5.

Hay 10 + 20 + 15 + 40 + 5 + 30 = 120 datos. La mediana es la media de clase del intervalo [9, 12); es decir, 10,5.

La media es 10.

67. A partir de estos graficos, determina su tabla de frecuencias y halla la media, mediana, moda
y desviacion tipica de los datos.

f.
a) 13 b) ﬁ__
6T 10::
51 g+
4 T 6::
34 1
21 ‘1
1T 21
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X 0 1M 12 13 14 15X
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b)
3 . —w)2
24 fi (xi —x) Intervalo iarca
1 2 18,15 de clase
2 3 10,63 [10, 11) 10,5 5 3,06
3 2 5,11 [11, 12) 11,5 3 0,56
4 3 1,59 [12, 13) 12,5 10 0,06
5 6 0,07 [13, 14) 13,5 5 1,56
6 2 0,55 [14, 15) 14,5 1 5,06
7 3 3,03
8 2 7,51
9 3 13,99
10 1 22,47
Media: 5,26 Mediana: 5 Moda: 5 Media: 12,25 Mediana: 12,5 Moda: 12,5
0°:6,42 0:2,53 02:1,27 o:1,13
68. Observa el histograma de frecuencias absolutas acumuladas de la figura.
f,
24 4
22 4
20 4
18 ¢
16 4
14 4
124
104
24
xS
44
2
0
0 6 12 18 24 30 3bx
a) Elabora la tabla de frecuencias.
b) Calcula e interpreta las medidas de centralizacion.
c) Halla las medidas de posicion.
d) Calcula e interpreta las medidas de dispersion.
a) i
L) : - )2
Intervalo de clase fi | xi —x| (xi —x)
[0, 6) 3 2 18,75 351,56
(6, 12) 9 4 12,75 162,56
[12, 18) 15 1 6,75 45,56
[18, 24) 21 7 0,75 0,56
[24, 30) 27 2 5,25 27,56
[30, 36) 33 8 11,25 126,56
b) Media: 21,75 Mediana:21 Moda: 33
c) Qi: 12 Q21 Qs:33
d) DM =8,38 02=102,94 0=10,15 cv=0,47
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69. El siguiente grafico representa la evolucion a través de los afios del nimero de ordenadores
personales de una pequefa localidad. Elabora su tabla de frecuencias.

a) iCuantos ordenadores habia en el afio 20057
b) ¢En qué afo se superaron los 250 ordenadores?
€) Construye un diagrama de sectores con estos datos.

Xi 2001 2002 2003 2004 2005 2006
fi 50 100 150 50 75 25

a) En el 2005 habia un total de 425 ordenadores.

b) En el 2003.
c) Este diagrama representa la cantidad de ordenadores nuevos respecto del afio anterior.

2006 2001

2003

70. El grafico muestra el nimero de veces que se alquilé cada mes la pista de tenis
de un polideportivo.

f

140 +

100 1

60 +

20

EFMAMIJI J AS ONTD

a) Obtén las frecuencias relativas y acumuladas.
b) ¢En qué porcentaje de meses se alquilé la pista méas de 80 veces?
¢) Representa el poligono de frecuencias absolutas acumuladas.
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a) Fi hi Hi

100 100 0,096 0,096
60 160 0,058 | 0,154
70 230 0,067 0,221
62 292 0,060 0,281
97 389 0,093 0,374

120 509 0,116 0,490

100 609 0,096 0,586
78 687 0,075 0,661
66 753 0,064 0,725

126 879 0,121 0,846
69 948 0,066 0,912
90 1038 0,087 1

OZ0uv>r»r——>» < 1mag

b) Se alquilé la pista mas de 80 veces en enero, mayo, junio, julio, octubre y diciembre, que son 6 meses, lo que
supone un 50% de los meses.

c)

1000+
800
600
400 -
200 o

71. En la tabla se recoge el nimero de habitaciones que tienen las viviendas de un bloque de pisos.

N dehabitaciones  N.” de viviendas

1 18
2 15
3 25
4 6

a) ¢Cuantas habitaciones tiene la cuarta parte de las viviendas?
b) Calcula la mediana y explica su significado.
Hay un total de 64 viviendas.
a) La cuarta parte de viviendas tienen una habitacion (Q1 = 1).

b) La mediana es 2, lo que quiere decir que un 50 % de las habitaciones tiene 2 habitaciones o menos.

72. Estas son las edades, en afos, de mis vecinos.

51 24 56 48 42 23 22 32 67 59 78 66
33 27 31 24 35 71 64 56 34 82 42 77
17 63 17 35 13 16 15 53 34 64 20 48

Halla e interpreta sus medidas estadisticas agrupando los datos en ocho clases.
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Dato menor: 13 Dato mayor: 82

82-13 _ 8,9. Hacemos intervalos de longitud 9.

Marca
de clase

Intervalo

(12, 21) 16,5 6 27 729
[21, 30) 25,5 5 18 324
[30, 39) 34,5 7 9 81
[39, 48) 43,5 2 0 0
[48, 57) 52,5 6 9 81
[57, 66) 61,5 4 18 324
[66, 75) 70,5 3 27 729
[75, 84) 79,5 3 36 1296
Total datos: 36
Medidas de centralizacion:
Media: 43,5 Mediana: 39 Moda: 34,5
Medidas de posicion:
Qi: 25,5 Q: 39 Qs3: 61,5
Medidas de dispersion:
DM: 17,5 0%: 400,5 0:20,01 CV: 0,46

73. calcula e interpreta las medidas de centralizacion y las de dispersion para los siguientes datos.

Estatura (cm) N.° de alumnos
(140, 150) 2
(150, 160) 43
[160, 170) 50
[170, 180) 38
[180, 190) 2

¢A partir de qué medida se encuentran el 25% de los alumnos mas altos?

Medidas de centralizacién:
Media: 164,61 Mediana: 165 Moda: 165
Medidas de dispersion:
DM: 10,04 0% 153,74 0:12,40 CV: 0,08

El 25 % de los alumnos mas altos se encuentran a partir de 175 cm.

75. Las notas de Adrian a lo largo de un curso han sido estas:
47 65465764657
Y las notas de Rebeca han sido las siguientes:
2138993323129
a) Halla la media aritmética de cada uno.
b) iCual de ellos ha sido mas regular en su rendimiento académico?
C) ¢Quién obtendria mayor nota si el profesar considerase la mediana para dar la calificacion?
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a) Media Adrian: 5,67 Media Rebeca: 5,17

b) Desviacidn tipica Adrian: 1,03 Desviacidn tipica Rebeca: 3,31
CV Adrian: 0,18 CV Rebeca: 0,64
El rendimiento académico de Adrian ha sido mas regular.

c) Mediana Adrian: 6 Mediana Rebeca: 3

Obtendria mayor nota Adrian.

76. Este es el grafico relativo al nimero de kilometros semanales que realizan los trabajadores
de una empresa para llegar desde su domicilio hasta su trabajo.

r—
o] /\
:
L
2

_d\aosow?osoqox

i

a) ¢Cuantos trabajadores tienen que desplazarse menos de 80 km semanales?
b) iCuantos kilometros recorren, por término medio, los trabajadores?
¢) Calcula la mediana e interprétala.
d) ¢Ccuantos kilometros recorren las tres cuartas partes de los trabajadores?
@) Dibuja su diagrama de cajas e interprétalo.
a)Son5+5+6+2 =18 trabajadores.
b) Calculamos la media usando las marcas de clase: 60,5.
Recorren de media 60,5 km.
c) La mediana estd entre el dato 10, que es 55, y el dato 11, que es 65. De modo que la mediana es 60.
El 50% de los trabajadores recorre menos de 60 km.

d) Las tres cuartas partes recorren menos de 65 km.

Q: Qu Qs

e)

77. Un atleta ha recorrido, de lunes a sabado, las siguientes distancias:

Lunes: 6 km Miércoles: 6 km Viernes: 7 km
Martes: 4 Km Jueves: 4 km Sabado: 3 km

si decide entrenar el domingo, calcula la distancia que debe recorrer para que se mantengan:

a) La media b) La mediana c) Lamoda
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Media: 5 Mediana: 5 Moda: es bimodal - 4y 6
a) Debe correr el domingo 5 km
b) Debe correr el domingo 5 km

c) Debe correr el domingo una distancia que no sea ni 3, ni 4, ni 6 ni 7, por ejemplo, 5 km.

78. De los 40 vecinos del edificio Nuevohogar, el 10% no tiene hijos, el 25% tiene un hijo, el 50%
tiene dos, y el resto, tres hijos. En el edificio Torreluz, de los 60 vecinos, el 25% no tiene hijos,
el 15% tiene uno, el 10%, dos, y el resto, tres hijos.

a) Construye un diagrama de barras que refleje la informacion de cada edificio.
b) iQué edificio tiene mayor numero de hijos de media?

¢) Existe una medida municipal por la que se dan ayudas al 25% de las familias con mayor numero de hijos
por blogue. ;Cuantos hijos tendran las familias que recibiran ayuda en cada bloque?

d) Calcula los coeficientes de variacion y concluye en gué edificio los datos estan menos concentrados
alrededor de alguin valor de la variable.

a)
25 4 Nuevohogar 20 _r Torreluz
204
30
15 -
104 20
54 104
T sin Tun "Dos ' Tres TSin T Un TDos T Tres
hijos  hijo hijos hijos hijos  hijos hijos hijos

b) Media Nuevohogar: 1,7 Media Torreluz: 1,85

La media es mayor en Torreluz.
¢) Qs de Nuevohogar: 2 — 2 hijos Qs de Torreluz: 3 — 3 hijos
d) CV de Nuevohogar: 0,50 CV Torreluz: 0,69

Los datos estan menos concentrados en el edificio Torreluz.

79. Juan ha calculado la media de los pesos de su grupo de amigos y ha obtenido 71,4 kg.
Al repasar los calculos se da cuenta de que hay un error: el peso de su amigo Rafael no es
57 kg, sino 75 kg. Calcula el peso medio real.

La suma de los pesos de todos menos Rafael son x.

x 57
Tenemos que —+=— =71,4
q N * N

Y ahora £+E =M
N N

Restamos las dos expresiones y tenemos que
57 75 _ 18
74— M > M=T714+ -2,

N N N

El peso depende del numero de amigos del grupo.
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1. Estos son los resultados de una prueba de calculo mental (CM) y otra de psicomotricidad
(P) a 28 alumnos.

Puntuacién [10,20) [20,30) [30,40) [40,50) [S0,60) [60,70)
CcM 2 8 1 4 2 1
P 1 7 9 5 4 2

a) ¢Enqué prueba se obtuvieron mejores resultados (mayor media)?
b) ¢Y donde fue mayor la dispersion? (Usa el coeficiente de variacion).
a) Media CM: 34,64 Media P: 38,57
La media es mayor en la prueba de psicomotricidad.
b) CV de CM: 0,33 CV deP:0,33

La dispersion fue igual en ambos casos.

82. Ayudate de algunos ejemplos y contesta de forma razonada.

a) Siatodos los datos de una muestra estadistica se les suma una cantidad fija, k, ¢qué le sucede
alamediay a la desviacion tipica de la nueva muestra?

b) Siatodos los datos de una muestra estadistica se les multiplica por una cantidad fija, k, ;como afecta
eso0 cuando calculamos las nuevas media y desviacién tipica?

a) La media variaria, pero los datos seguirian igual de dispersos. Por ejemplo, consideramos los datos del ejercicio
anterior para la prueba de psicomotricidad (izquierda) y sumamos 4 a los datos (derecha):

15 1 19 1
25 7 29 7
35 9 39 9
45 5 49 5
55 4 59 4
65 2 69 2
Media: 38,57 Desviacion tipica: 12,88 Media: 42,57 Desviacion tipica: 12,88

Ademas, la media incrementa la cantidad que hemos sumado.
b) La media varia porque varian los datos. La desviacién tipica aumenta si k > 1y disminuye si 0 <k < 1.

Por ejemplo, para los datos del ejercicio anterior para la prueba de psicomotricidad (izquierda) multiplicamos
por 3 (derecha):

15 1 45 1
25 7 75 7
35 9 105 9
45 5 135 5
55 4 165 4
65 2 195 2
Media: 38,57 Desviacion tipica: 12,88 Media: 115,71 Desviacion tipica: 38,63

La media y la desviacion tipica quedan multiplicadas por 3.
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83. Un equipo de futbol que juega en una liga de 20 equipos promedia 2,91 goles por partido.

a) ¢Cuantos goles se espera que meta al acabar el campeonato?

b) (Cuéntos goles se esperaria que metiera si la liga estuviera compuesta por 18 equipos?
C) ¢Y sifueran 22 los equipos participantes?

a) Al ser 20 equipos, tiene que jugar 19 partidos de ida y 19 partidos de vuelta, lo que hace un total de 38
partidos.

2,91-38=110,58

Se espera que meta alrededor de 110 goles en total.
b) En este caso, 2,91 - 34 =98,94.

Se espera que meta alrededor de 98 goles.
c) En este caso, 2,91 - 42 =122,22.

Se espera que meta alrededor de 122 goles.

84. Un pescador deportivo durante 7 dias ha promediado 1 captura diaria. Si dos dias no pescé
nada, ;cudl seria la desviacion tipica del nimero de capturas diarias?

La media es 1. En total debe pescar 7 peces sabiendo que dos dias no pesca nada.
Las posibles capturas son:
Dos dias 0 peces, tres dias 1 pez y dos dias 2 peces: 0 =0,76.

Dos dias 0 peces, cuatro dias 1 pez y un dia 3 peces: 0 =0,93.

85. Una encuesta sobre habitos saludables muestra que el 30% de los encuestados manifiestan
no comer fruta nunca, el 50% afirma comer alguna pieza de fruta entre comidas y el 35%

come fruta en todas las comidas. (Qué porcentaje come fruta en las comidas y entre
comidas también?

Hay un 70% que come fruta (el contrario del que no come fruta). Tenemos un 85 % de los otros porcentajes, lo

que quiere decir que hay un 15% que estan en los dos grupos; es decir, que comen fruta en las comidas y entre
comidas.
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26. completa la tabla de frecuencias de cada variable y realiza, si es posible, un diagrama
de caja y bigotes.

[0,15) [15,30) [30,45) [45, 60) Plblico  Privado

132 221 86 61 325 175

1ESO 2ESO 3ESO 4ESO 1Bach 2Bach (123 B 1C N 14 15 INTEGR BT S

140 100 92 70 55 43 258 BE2 8 (77 1254 | 518 BAOS B30

02 [24 [46 [68 [810)

50 188 132 118 12

[0,15)  [15,30) [30,45) [45,60)

| N2alumnos  [EEY 221 86 61 500
Fi 132 353 439 500
hi 0,26 0,44 0,17 0,12 1
Hi 0,26 0,70 0,88 1

Porcentaje 26% 44 % 17% 12%

Qi:7,5 Q2: 22,5 Qs3:37,5

60

Tipo de transporte Publico | Privado
N.2 alumnos 325 175 500
Fi 325 500
hi 0,65 0,35 1
Hi 0,65 1
Porcentaje 65 % 35%

No tiene sentido calcular las medidas de posicidn ni dibujar el diagrama de cajas porque son datos cualitativos.

Curso 1ESO 2 ESO 3ESO 4ESO 1Bach 2Bach
140 100 92 70 55 43 500
140 240 332 402 457 500
0,28 0,2 0,18 0,14 0,11 0,09 1
0,28 0,48 0,66 0,80 0,91 1

28% @ 20% @ 18% @ 14% = 11% 9%

No tiene sentido calcular las medidas de posicidén ni dibujar el diagrama de cajas porque son datos cualitativos.

Edad 12 13 14 15 16 17 18
N.2 alumnos 25 52 77 125 151 40 30 500
Fi 25 77 154 279 430 470 500
hi 0,05 0,104 0,154 0,25 0,302 0,08 0,06 1
Hi 0,05 0,154 0,308 0,558 0,860 0,940 1
Porcentaje 5% 10,4% @ 15,4% 25% 30,2% 8% 6%

Qi:14 Q»: 15 Qs: 16

12 18
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0,2 (24 [46) [68 [810)

o BRGNS 50 188 132 118 12 500
50 238 370 488 500
. 7 01 0376 0264 023 0,024 1
Hi 0,1 0,476 0,740 0,976 1
Porcentaje 10% 37,6% @ 264% 23,6% 2,4%
Qi:3 Q25 Qs:7
0 _ 0
Q Q Qs
DEBES SABER HACER
1. Completa en tu cuaderno esta tabla con los resultados de una encuesta.
Media  f Fi h, Ho
[12, 15) 25
[15, 18) 175
[18, 21) 0,29
[21, 24) 400
a) (A cuantas personas se ha preguntado?
b) ¢Qué tanto por ciento sobre el total representa el intervalo [21, 24)?
C) Elabora un histograma con estos datos.
Media fi Fi hi Hi
[12, 15) 25 25 0,0625 0,0625
[15, 18) 175 200 0,4375 0,5
[18, 21) 116 316 0,29 0,79
[21, 24) 84 400 0,21 1,00
a) Han preguntado a 400 personas. c)
b) 21%. |

12 15 18 21 24

2. Determina la media, la mediana, el recorrido y la desviacion tipica de los siguientes datos:
1 2 1 1 3

Media: 142414743 - 1,6 Mediana: 1 Rango o recorrido: 3 —-1=2

—16) +(1=16) +(1=16) +(2-16)" +(3=16)° _ 08
5 ’

Desviacion tipica: \/(1
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De los clientes que acudieron a un restaurante un dia, 8 pagaron entre 10 y 15 €, 12 pagaron
entre 15y 20 €, 32 pagaron entre 20 y 25 €, 20 pagaron entre 25 y 30 €, y 8 pagaron mas de 30 €.
a) ¢cudl fue el gasto medio por cliente?

b) ¢Cuanto pago el 25% que pagod mas?

¢) Calcula e interpreta el coeficiente de variacion.

Gasto Marcade fi Fi
clase

[10, 15) 12,5 8 8

[15, 20) 17,5 12 20

[20, 25) 22,5 32 52

[25, 30) 27,5 20 72

Mas de 30 32,5 8 80

a) Media: 23
Fue un gasto medio de 23 euros.
b) Pagaron mas de 27,50 euros.

c) El coeficiente de variacién es 0,24.

COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

87. El reparto de las tareas domésticas no es equitativo en los hogares espafioles.
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Seglin las lltimas encuestas del INE (Instituto Nacional de Estadistica), los hombres que realizan
tareas domésticas son el 74,7 %, casi cinco puntos mas que en 2003. Sin embargo, el porcentaje
de mujeres que las realiza sigue siendo muy superior, el 91,9 %. También hay diferencias en cuanto
al tiempo empleado. La diferencia entre hombres y mujeres ha pasado de 2 h y 54 min, en el aio
2003, a 2 hy 13 min en la actualidad.

Pero ;qué ocurre entre los jdvenes? Las siguientes tablas muestran los resultados de una encuesta
realizada sobre este tema a un grupo de jovenes.

i{Ayudas en las tareas ¢iCuantas horas dedicas ¢Realizas las siguientes
de tu casa? a estas actividades? actividades?

Chicos  Chicas

Chicos Sacar la basura 12 6
Chicas Hacer la compra 10 10
Lavar los platos 4 16
Hacer tu cama 6 18

a) Realiza el grafico adecuado a cada pregunta que refleje los resultados.

b) Calcula la media v el coeficiente de variacion para: ¢ Cuantas horas dedicas a estas actividades?
Primero hazlo para los chicos y las chicas por separado, y después, conjuntamente.
Analiza los resultados obtenidos.
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a
) ¢Ayudas en las tareas de tu casa?

Chicos Chicas

Horas de dedicacién

159 chicos
10
Chicas h
Chicas
54 Chicas .
Chicas
Chicos
Chicos Chicos
[0, 1) [1,2) [2,3) [3,4)
Tareas

Chicos Chicas

b) Media chicos: 0,89
Coeficiente variacion chicos: 0,93
Media chicas: 1,89
Coeficiente variacion chicas: 0,53
Media total: 1,38
Coeficiente de variacion total: 0,75

Las chicas dedican de media 1 hora mas a las tareas. Ademads, sus datos estan mas agrupados en torno a la
media, mientras que los de los chicos estan mas dispersos.
Al considerar todo el grupo, tanto la media como la dispersién se compensan entre los dos grupos. Mientras

que la media aumenta el tiempo medio de los chicos, pero disminuye el de las chicas, el coeficiente de
variacién indica que los datos totales estan algo mas dispersos que los de las chicas, pero menos que los de los

chicos.
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FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

28. Construye la tabla de valores de un conjunto de 20 datos cuya variable toma, (inicamente,
- 2 . .
tres valores, sabiendo que: h, = 3 y que el tercer valor de la variable aparece la mitad
de las veces.

DATOS fi F hi
A 2 2 1/10
B 8 10 2/5
cC 10 20 1/2

89. Sabiendo que la media de un grupo de 20 datos es 8, calcula la media de esos datos si:
a) Sumamos 10 a cada dato.
b) Restamos 4 a cada dato.
c) Triplicamos cada dato.
d) Reducimos a la mitad cada dato.
a) La media seria 18.
b) La media seria 4.
c) La media seria 24.

d) La media seria 4.

90. Se exponen a continuacion varios errores cometidos al calcular la media aritmética. Estudia
c6mo afectan al calculo de la media y como subsanarlos sabiendo que N = 25.

a) Al realizar la suma de todos los datos multiplicados por sus frecuencias, hay un error en |os calculos
y la suma excede en 300.

b) El resultado de la suma de todos los datos multiplicados por sus frecuencias es inferior en 100.
¢) Al realizar la division se toma como divisor 50.
d) Al realizar la division se toma como divisor 5.

a) Tendriamos que el valor bueno de la suma es x, y hemos obtenido la media de X J;:OO , para tener la media

buena hay que restar a la que tenemos % =12.

b) Habria que sumarle a la media % =4,

c) Habria que multiplicar la media por 2.

d) Habria que dividir la media entre 5.
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PRUEBAS PISA

91. El diagrama siguiente muestra los resultados en un examen de Ciencias para dos grupos,
denominados Grupo A y Grupo B.

La puntuacion media del Grupo A es 62,0 y la media del Grupo B es 64,5. Los alumnos aprueban
este examen cuando su puntuacioén es 50 0 mas.

O Grupo A B Grupo 8

wy

2

ES

=

w 3 o

S '|||:”.1

gn—.. -
o

ggr%%w%ma

=] o o o o o g o o 9

= emm*:rmxohoog

Puntuacion

Al observar el diagrama, el profesor afirma que, en este examen, el Grupo B fue mejor
que el Grupo A.

Los alumnos del Grupo A no estan de acuerdo con su profesor. Intentan convencer al profesor
de que el Grupo B no tiene por qué haber sido necesariamente el mejor en este examen.

Da un argumento matematico, utilizando la informacion del diagrama, que puedan utilizar
los alumnos del Grupo A.

(Prueba PISA 2003)

Pueden decir que si se usase la mediana como valor para ver quién ha obtenido mejor nota, serian los dos iguales
con una mediana de 64,5.

O que los datos del grupo A estan mas dispersos, mientras que los del grupo B estdn mas agrupados, lo que
quiere decir que en el grupo B hay mas alumnos con una nota en torno a la media, que en el grupo A, que hay
alumnos con una nota muy buena o con una nota muy mala.

92. Para hacer un trabajo en casa sobre el medio ambiente, unos estudiantes han recogido
informacion sobre el tiempo de descomposicion de varios tipos de basura que la gente desecha.

AL . Tiempo de
Piel de platano 1-3anos
Piel de naranja 1-3anos
Cajas de carton 0,5 anos
Chicles 20 - 25 afos
Periodicos Unos pocos dias

Vasos de plastico Mas de 100 anos

Un estudiante piensa en como representar los resultados mediante un diagrama de barras.
Da una razon de por qué no resulta adecuado un diagrama de barras para representar estos datos.
(Prueba PISA 2006)

Un diagrama de barras no resulta adecuado porque hay datos con unas frecuencias muy diversas, va desde 0,5
afios a mas de 100 afios, con lo cual no se podria usar una escala en el eje vertical que nos permitiese leer bien
todos los datos.

Ademds, no se conocen las longitudes exactas de las barras salvo para las cajas de cartén.
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CLAVES PARA EMPEZAR

1. Halla la frecuencia relativa de todos los datos de la tabla anterior.

1 2 3 4
3 4 6 4
0,15 0,2 0,3 0,2

2. Completa en tu cuaderno con las frecuencias relativas la siguiente tabla.

X 10 20 30 40
f ; 2 6 5
10 20 30 40
7 2 6 5
0,35 0,1 0,3 0,25
3. Compara estas fracciones.
alzvi C)i»’E
5 4 7 75
2 4 . 2
h) =—y—= d) =—y—
) 3 y 7 ) 3 y 5
2.8 315 2.3 g3.152_14 32
5 20 4 20 5 4 7 3% 5 3 7 5
2 14 4 12 2_4 3 15 2 16 3 2
b) £=— Z=—S_,252 d S=— 2=2_.,2=%
3 217 21 3 7 8 40 5 40 8 5

VIDA COTIDIANA

El oido humano no escucha todas las frecuencias de audio que reproduce un equipo musical.

Los archivos mp3 eliminan esas pequefias porciones apenas audibles por las personas y con ello
reducen el tamano de los archivos.

* Mi mp3 tiene 120 canciones. Hay 20 que me gustan mucho. Si reproduce una cancién al azar,
icual es la probabilidad de que sea una de mis favoritas?

Casos favorables — 20 1

Casos totales 120 6
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RESUELVE EL RETO

Las abejas macho nacen de huevos sin fecundar, por tanto tienen madre pero no padre.
Las abejas hembra nacen de huevos fecundados. ;Cuantos antepasados tendra una abeja
macho en la sexta generacion?

Construimos el arbol genealdgico hacia atras (en la generacidén inmediatamente superior, cada macho tiene un
solo antepasado; cada hembra, dos).

6.% generacion 5.2 generacion 4.2 generacion 3.2 generacion 2.2 generacion 1.2 generacion

Macho (M) ——— Hembra (H)

Tiene 19 antepasados.

Mi vecino me ha dicho que tiene 2 hijos y me ha hablado de uno de ellos que es chico.
:Cual es la probabilidad de que sean los dos chicos?

Las combinaciones posibles con dos hijos son: {AA, AO, OA, O0}. Si sabemos que uno es chico se reduce a
{AO, OA, 00}. De modo que la probabilidad de que los dos sean chicos es 1/3.

Una bolsa de caramelos tiene 10 caramelos y puede haber cualquier cantidad de caramelos
de limén y de naranja. Incluso todos pueden ser de un mismo sabor. ;Qué probabilidad hay
de que al coger uno no sea de limén?

Si son todos de limdn, la probabilidad de que no sea de limén es cero. Si son todos de naranja, la probabilidad de
coger uno que no sea de limén es 1. Y en los demds casos no se puede decir, dependera del numero de caramelos
que haya de cada tipo.

ACTIVIDADES
1. Clasifica en determinista o aleatorio:

a) Preguntar a tu amigo un nimero de dos cifras.
b) Anotar el color de una bola que sacamos de una urna que contiene é bolas azules.
¢) Extraer una carta de la baraja espanola.

a) Es aleatorio, no sabemos qué va a decir nuestro amigo.
b) Es determinista, solo hay bolas azules, sabemos lo que va a salir.

c) Es aleatorio, no sabemos qué carta va a salir.
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2. Escribe el espacio muestral de los experimentos aleatorios de la actividad anterior.
a) E={10, 11, 12, 13, ..., 97, 98, 99}

c) E={As de oros, dos de oros, tres de oros, cuatro de oros, cinco de oros, seis de oros, siete de oros, sota de oros,
caballo de oros, rey de oros, as de bastos, ...,rey de bastos, as de espadas, ..., rey de espadas, as de copas, ...,
rey de copas}

3. Dado el experimento que consiste en elegir una letra de la palabra ALUMNO, escribe todos sus
sucesos elementales y uno compuesto.

Sucesos elementales: {A}, {L}, {U}, {M}, {N}, {O} Suceso compuesto, por ejemplo, sacar vocal = {A, U, O}

4. Utiliza un diagrama de arbol para determinar el espacio muestral del experimento que consiste
en escoger una camiseta y un pantalén de un armario en el que hay dos camisetas, una verde
y otra roja, y tres pantalones, uno azul, otro negro y otro marrén.

Pantaldn azul — Verde—Azul
Camiseta verde T—Pantalén negro  — Verde—Negro
Pantalén marréon  — Verde—Marrén
/Pantalén azul — Rojo—Azul
Camiseta roja~_  Pantaldon negro  — Rojo—Negro
Pantalén marrén  — Rojo—Marrén

E={VA, VN, VM, RA, RN, RM}

5. Se extraen dos cartas de la baraja espafnola y se anota el palo al que pertenecen. Dibuja
el diagrama de arbol para este experimento y, a partir de él, escribe el espacio muestral.

Bastos
Copas
Bastos
Espadas

Oros

Bastos

Copas
Copas
Espadas

/NN

Oros Considerando que influye el orden, el espacio muestral es:
Bastos E ={BB, BC, BE, BO, CB, CC, CE, CO, EB, EC, EE, EO, OB, OC, OE, 00}
Copas

Espadas . . .
P Considerando que no influye el orden, el espacio muestral es:

E ={BB, BC, BE, BO, CC, CE, CO, EE, EO, OO}

Espadas

/N

Oros
Bastos
Copas

Oros
Espadas

/M

Oros
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6. Determina, utilizando un diagrama de arbol, todos los posibles resultados que se pueden obtener
al realizar estos experimentos aleatorios.
a) Lanzar dos dados.
b) Lanzar tres monedas.
a) Si importa el orden, el espacio muestral es:

E={11, 12, 13,14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 51, 52, 53, 54, 55,
56, 61, 62, 63, 64, 65, 66}

Si no importa el orden, el espacio muestral es:
E=1{11, 12,13, 14, 15, 16, 22, 23, 24, 25, 26, 33, 34, 35, 36, 44, 45, 46, 55,56, 66}

b) c
C <
— +
C c Siimporta el orden, el espacio muestral es:
\ + < E ={CCC, CC+, C+C, C++, +CC, +C+, ++C, +++}
+
C < ¢ Si no importa el orden, el espacio muestral es:
_— + E ={CCC, CC+, C++, +++}
+
+
+

7. En una bolsa tenemos 4 bolas rojas y 7 bolas verdes. Dibuja el diagrama de arbol y describe
los sucesos elementales del espacio muestral si:

a) Se escogen dos bolas al azar y se anota su color.
b) Se escogen tres bolas y se anota su color,

a) 1.2 bola 2.2 bola

Los sucesos elementales son RR, RV, VR, VV, que se reducen a RR, VR y VV si el orden no importa.
b) 1.2 bola 2.2bola 3.2 bola

Roja Verde
Roja / f Roja
I Verde Verde

Roja
Verde _——
\

Verde

Los sucesos elementales son RRR, RRV, RVR, RVV, VRR, VRV, VVR, VVV, que se reducen a RRR, RRV, RVV, VVV si
el orden no importa.

482



Probabilidad

2. Realizamos el siguiente experimento aleatorio: primero lanzamos un dado y anotamos el niimero
de su cara superior.

» Sj el resultado es un niimero par, lanzamos una moneda y anotamos el resultado.
» Si es impar, volvemos a lanzar el dado y anotamos el numero de su cara superior.
a) Indica todos los resultados posibles que podemos obtenet,

b) Determina el suceso «Que salga nimero par».

a) Par: Impar:
2 —2C, 2+ 1—11,12,13, 14, 15,16
4 — 4C, 4+ 3—31,32,33,34,35,36
6 — 6C, 6+ 5—51, 52,53, 54,55, 56

b) «Que salga nimero par» ={2C, 2+, 4C, 4+, 6C, 6+}

9. En una urna tenemos 5 bolas numeradas del 1 al 5. Utiliza un diagrama de arbol para determinar
el espacio muestral en cada uno de estos experimentos aleatorios.

0000

a) Si sacamos una bola, y sin echarla a la urna, sacamos otra bola.
b) Sisacamos una bola, la volvemos a echar a la urna, y sacamos una segunda bola.
¢) Sisacamos tres bolas a la vez.

a)

w
A OWONPFPUDWNPUOBR_NRPOPRWEROUOPMWN

Consideramos que el orden influye:
E={12, 13, 14, 15, 21, 23, 24, 25, 31, 32, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 51, 52, 53, 54}
b) Como se puede repetir el nimero y el orden influye:

E={11, 12, 13,14, 15, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 41, 42, 43, 44, 45, 51, 52, 53, 54, 55}
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c) Si sacamos tres bolas a la vez, no se puede repetir nimero. Ademas, como son tres bolas a la vez, no importa el
orden, es lo mismo 123 que 213.

E={123,124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345}

10. considera el experimento de extraer una carta de una baraja espafiola. Utiliza la union
y la interseccion de sucesos para expresar:

a) A = «Que la carta sea un as o un rey»
b) B = «Que la carta sea un rey o sea de copas»
¢) C = «Que la carta sea el caballo de bastos»

a) R=«Que la carta sea un as» S =«Que la carta sea un rey»
A=RUS

b) R = «Que la carta sea un rey» S =«Que la carta sea de copas»
B=RUS

¢) R =«Que la carta sea un caballo» S =«Que la carta sea de bastos»
C=RNS

11. Dados los sucesos A = {2,4,6,8,10,12},B=1{3,6,9,12}yC = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, calcula:

a)AUB c0AUBUC
b)ANncC dANBNC

a)AuB=1{2,3,4,6,8,9,10, 12}
b)AnC={2,4,6}
c)AuBuUC={1,23,4,5,6,8,9,10, 12}
dAnBNC={6}

12. Dado el suceso A = {2, 4, 6, 8}, ;puedes calcular A?

No, porque no sabemos cual es el espacio muestral.

13. En un monedero tenemos monedas de 1, 2, 5, 10, 20 y 50 céntimos y sacamos una de ellas
al azar. Llamamos:

A = «Sacar una moneda cuyo valor sea mayor o igual que 20 céntimos»
B = «Sacar una moneda cuyo valor sea multiplo de 5»
C = «Sacar una moneda cuyo valor sea un nimero impar»

Calcula:

adAUBUC OANC ) AUB

bANBNC dANC fy AUB
a) AUBUC =11, 5, 10, 20, 50} d) AnC =E
b) ANBNC =D e) AUB ={1, 2,5, 10}
c) AnC ={1,5} f) AUB ={1, 2}
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Lanzamos dos dados, uno de color rojo y otro azul, y anotamos el nimero que aparece
en su cara superior. Considerando los siguientes sucesos:

A = «Salir el mismo niimero en los dos dados»
B = «La suma de los dos nilmeros es 9»
C = «El producto de los dos nlimeros es mayor gque 30»

a) Calcula:
. AUB NAnNB V. AUB
I.LANBNC V. ANB V.LAUC

b) ¢Qué ocurriria si los dados fuesen del mismo color?

a) I: {R1-A1, R1-A2, R1-A3, R1-A4, R1-A5, R1-A6, R2-Al, R2-A2, R2-A3, R2-A4, R2-A5, R2-A6, R3-Al, R3-A2, R3-A3,
R3-A4, R3-A5, R4-Al, R4-A2, R4-A3, R4-A4, R4-A6, R5-A1, R5-A2, R5-A3, R5-A5, R5-A6, R6-Al, R6-A2, R6-A4,
R6-A5, R6-A6}

I: &

Il: {R1-A2, R1-A3, R1-A4, R1-A5, R1-A6, R2-Al, R2-A3, R2-A4, R2-A5, R2-A6, R3-Al, R3-A2, R3-A4, R3-A5, R4-Al,
R4-A2, R4-A3, R4-A6, R5-A1, R5-A2, R5-A3, R5-A6, R6-A1, R6-A2, R6-A4, R6-A5}

IV: E
V:E

VI: {R1-A2, R1-A3, R1-A4, R1-A5, R1-A6, R2-A1, R2-A3, R2-A4, R2-A5, R2-A6, R3-A1, R3-A2, R3-A4, R3-A5, R3-A6,
R4-Al, R4-A2, R4-A3, R4-A5, R4-A6, R5-Al, R5-A2, R5-A3, R5-A4, R5-A6, R6-Al, R6-A2, R6-A3, R6-A4,
R6-A5}

b) Que habria sucesos elementales que no se distinguirian, por ejemplo, seria lo mismo R1-A2 que R2-Al, de
modo que se verian simplificados los posibles resultados para cada suceso.

calcula la probabilidad de estos sucesos referidos al lanzamiento de un dado.

a) Que salga un nimero mayor que 7.
b) Que salga un 4.

a) P(A)=0 b) P(A) = %

En el experimento anterior, ;se puede aplicar la regla de Laplace?

Si, porque todos los resultados tienen la misma probabilidad de salir.

£Como seria un dado en el que sus sucesos elementales no fuesen equiprobables?

Estaria trucado y no se podria aplicar la regla de Laplace para saber la probabilidad de cada una de sus caras.

Al tirar un dado, determina la probabilidad de que su cara superior sea:

a) El ndmero 3.

b) Elnumero 30 el 6.

€) Un numero menor que 3.
d) No sea el nimero 4.

€) No sea el numero 2 ni el 4.
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a) A= {3} PA) =
b) 8=1{3, 6} P(B) =1
c)C={1, 2} P(C) 2%
d)D=1{1,2,3,56}  P(D) =g
e) E={1,3,5,6} P(E) =§

19. En un paquete de caramelos hay 10 con sabor a fresa y 5 de limén. ;Qué probabilidad hay
de que al coger un caramelo al azar sea de limon? ;Y de que no sea de limén?

. 5 . 2
I 5 =—= I 5 =—
P(limén) = P(no limén) 3

1
3

20. Se saca una bola de una bolsa en la que hay siete bolas blancas, diez negras y cuatro verdes.
Calcula la probabilidad de sacar:

a) Una bola negra.
b) Una bola gue no sea blanca.
€) Una bola negra o verde.

10 14 2 14 2
a) P(bola negra) =51 b) P(bola no blanca) =51=3 c) P(bola negra o verde) =51=3

21. Tiramos dos veces una moneda y observamos su cara superior. Calcula la probabilidad de que:

a) Salga las dos veces cara.

b) Salga una vez cara, y la otra, cruz.
€) No salga ninguna vez cruz.

d) Salga, al menos una vez, cara.

E={CC, C+, +C, ++}

a) PiA) = b) P(B) == = 0PI = d) P(D) =2

22. En una heladeria se venden estos helados:

z =, = :
% o A -
Y vainilla | & e turron

Una nifa pequefia elige un sabor al azar. Calcula la probabilidad de que el helado que haya elegido:

a) Sea de avellana.

b) No sea de chocolate.

¢) Sea de pistacho o tiramisu.

d) No sea de pistacho ni de tiramisu.
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o IN

a) P(ser de avellana) =% c) P(ser de pistacho o de tiramisu) =

ol o
wlN

b) P(no ser de chocolate) =g d) P(no ser de pistacho o de tiramisu) =

23. Se lanzan una moneda y un dado y se anotan los resultados. Calcula la probabilidad de obtener:

a) Caray un numero par.
b) Cruz y un nimero multiplo de 3.

E={C1,C2,C3,C4,C5,C6,+1, 42, +3, +4, 45, +6}

2 1
b) P iltiplode 3) =—=—
) P(cruz y multiplo de 3) 7=

a) P(cara y numero par) :1i :%

24. Adela y Susana escriben, cada una en un papel, un niimero comprendido entre 1y 4, amhos
inclusive. Después, suman los dos niumeros que han escrito.
a) Dibuja el diagrama de arbol y escribe el espacio muestral.
b) Calcula la probabilidad de que la suma de los dos nimeros sea 6.
¢) Halla la probabilidad de que la suma sea mayor que 7.
d) Calcula la probabilidad de que la suma sea un nimero par.

a) Adela Susana

A W N P wWwW NN R, RN R, W N

E={1-1,1-2,1-3, 1-4, 2-1, 2-2, 2-3, 2-4,3-1, 3-2, 3-3, 3-4, 4-1, 4-2, 4-3, 4-4}

b) P(A) =% c) P(B)=% d) P(C):%:%
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25. Una pareja planea tener tres hijos. En un diagrama de arbol indica todas las combinaciones
posibles del sexo de sus hijos. Después, calcula la probabilidad de:

=)
a) Que sean dos nifos y una nifa. €) Que al menos uno de ellos sea nino. ‘%2?
b) Que los tres sean ninas. d) Que los tres tengan el mismo sexo.
1. hijo 2.° hijo 3.*" hijo
Nifia 'Ip
Niﬁa/
Niﬁa/ \Niﬁo
\ /Niﬁa
Nifio
\Niﬁo
/Niﬁa
Nifia
Niﬁo/ \Niﬁo
\ / Nifia
Nifo
\ Nifio

E={AAA, AAO, AOA, AOO, OAA, OAO, OOA, 000}

N

a) Pla) = b) P(8) = PO =2 ) plD) =2 -

26. Escribimos las letras O, N, U en tres papelitos y los metemos en una bolsa. Calcula
la probabilidad de que, sacando uno a uno los papelitos de la bolsa, se forme, en orden
de salida, la palabra UNO.

1.7 letra 2.2 letra 3.% letra
N —— U
0 —
T u N
o U
N —
T u 0
0
u —
\N 0

E={ONU, OUN, NOU, NUO, UON, UNO}

1
NO) =—
P(UNO)
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27. Tenemos un dado trucado con el cual hemos obtenido estos resultados.

Lanzamientos 10 20 30 40 50 @ &0
Veces que sale 4 3 7 0 13 16 | 19

¢Qué probabilidad asignarias al suceso «Salir 4»?

—=0,3 1:0,35 E:0,33 E:0,325 E:0,32 B:O,?)Z
10 20 30 40 50 60

Por la ley de los grandes nimeros podemos afirmar que P(salir 4) =0,32.

28. En el experimento de la actividad anterior, ;podemos afirmar que el dado esta trucado?
JPor qué?

Si, podemos afirmarlo, porque si todos los sucesos fuesen equiprobables, como deberia ser en un dado no
trucado, la probabilidad de sacar 4 seria 0,167.

29. Una maquina fabrica chinchetas. ; Como calcularias la probabilidad de que, escogida
una chincheta al azar, sea defectuosa?

Cogiendo diferentes grupos de chinchetas, cada vez mayores, y viendo cuantas chinchetas defectuosas hay en
Chinchetas defectuosas
Chinchetas totales

ese grupo. Asi se veria hacia qué numero tiende la frecuencia relativa, es decir,

30. Se extrae una carta de la baraja espaiola y se consideran estos sucesos.
A = «Salir as, rey, caballo o sota»
B = «Salir una carta de bastos»
C = «Salir un rey»

a) Estudia la compatibilidad de estos sucesos dos a dos.
b) Encuentra un suceso incompatible con cada uno de ellos y otro incompatible con los tres a la vez.
a) Ay B son compatibles, ya que pueden salir as, rey, caballo o sota de bastos.
Ay Cson compatibles, el rey es una opcidn que vale a ambos.
By C son compatibles, ya que puede salir el rey de bastos.
b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
Incompatible con A = «Salir 2»
Incompatible con B = «Salir una carta de copas»
Incompatible con C = «Salir 2»

Incompatible con los tres = «Salir 2 de copas»

31. Tenemos un experimento cuyo espacio muestrales: E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} y tomamos los
sucesos: A ={1,2,3},B=1{3,7},C = {2,4, 6,8 yD = {1, 5, 9}. Estudia la compatibilidad de estos
sucesos dos a dos.

Ay B son compatibles. Ay Cson compatibles.
Ay D son compatibles. By Cson incompatibles.
By D son incompatibles. Cy D son incompatibles.
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32. Si un suceso A esta contenido en otro B, razona si estas igualdades son verdaderas o falsas.
a) P(A) = P(B) C) P(B) = 1— P(A)
b) P(A U B) = P(A) + P(B) d) P(ANB)=P(A)

Si A esta contenido en B, los sucesos son compatibles.

a) Falso. Por ejemplo, al lanzar un dado B = «salir par» y A = «salir 2», A esta contenido en B, pero la probabilidad
no es la misma.

b) Falso, como son compatibles, la probabilidad de la unién es la suma de las probabilidades menos la
probabilidad de la interseccion.

c) Falso. Por ejemplo, al lanzar un dado B = «salir par» y A = «salir 2», B esta contenido en A, y tenemos que el
complementario de B es salir impar, cuya probabilidad es 1/2, y sin embargo 1 - P(A)=1-1/6=5/6.

d) Verdadero, como A esta contenido en B, su interseccion es A, de modo que la probabilidad de la interseccion
es igual a la probabilidad de A.

33. Tenemos una moneda de 5 céntimos, una de 10, una de 20, una de 50, una de 1 € y una de 2 €.
Se elige una de ellas al azar y se consideran estos sucesos:
A = «Sacar una moneda menor de 50 céntimos»
B = «Sacar una moneda de 1 €»
C = «Sacar una moneda menor de 2 €»

Calcula las siguientes probabilidades.

a) P(AUB) c) P(A) e) P(AU B)
b) P(A U C) d) P(B) f) P(AUC)
. . 3 1 4 2
a) Ay B son incompatibles, de modo que P(AU B) = P(A) + P(B) =g+g =%=3
b) Ay C son compatibles, la interseccion es A, ya que A esta contenido en C, asi tenemos que P(AU C) zg .
c) A =«sacar una moneda igual o mayor a 50 céntimos» P(A):%
d) B = «sacar una moneda que no sea de 1 euro» P(B) =§

f) AUC = «sacar una moneda de 2 euros» P(AUC) =

34. En una bolsa tenemos 4 bolas rojas, 3 verdes, 2 amarillas y 1 negra. Se sacan dos bolas
a la vez y se observa el color. Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.

a) A = «Sacar 2 bolas rojas 0 1 verde y 1 negra»

b) B = «No sacar 2 bolas rojas»

C) C = «No sacar 1 bola verde y 1 negra»

d) D = «Sacar al menos 1 bola roja»

e) £ = «No sacar ninguna bola roja»

490



Probabilidad

ROJaS Rojas [ﬂ]
g
3
% Verdes / Verdes [5]
ROjaS Amarlllas Amarillas [%] Amarillas [%]
\ \ 1
Negra - Negra [5]
R R
/ OJaS ojas [9]
3
/Verdes / Verdes [5]
Verdes J Amarillas [ ] Negra [l] Amarillas [Z]
10 \ 9 10 \ 9

1 0
Negra [—] Negra [—]
& 9 & @
a) Sea R = «sacar dos bolas rojas» y S = «sacar una bola verde y una bola negra»

Son dos sucesos incompatibles.

b) P(B) =1~ ===
) P(C)=1— %:%
4 PID) = [1% S] [% 5 +[10 9] [% %H% %H%%H% g]:%%

&) PE)=1-P(D) =1 2=

W=

ACTIVIDADES FINALES
35. Clasifica los siguientes experimentos en deterministas o aleatorios.
a) Extraer una carta de la baraja espanola.
b) Medir la altura de un edificio.
c) Averiguar el nimero de goles de un partido de futbol.
d) Medirun angulo.
e) Anotar el color de ojos de la primera persona con la que te cruzas en la calle.
f) Elegir, con los ojos tapados, una ficha de un dominé.
g) Abrir un libro al azar y anotar el nimero de la pagina de la izquierda.
h) Medir la hipotenusa de un triangulo rectangulo.

Deterministas: b), d) y h).

Aleatorios: a), c), e), f) y g).
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36. Escribe el espacio muestral de los siguientes experimentos aleatorios.
a) Extraer una carta de la baraja espafiola y anotar el palo al que pertenece.
b) Lanzar dos monedas al aire y anotar el nimero de caras.
c) Anotar el color de una bola que extraemos de una bolsa en la que hay 10 bolas rojas, 5 azules y 3 verdes.
d) Lanzar un dado dos veces y sumar las puntuaciones obtenidas.
e) Sacar una tarjeta de una urna en la que hay tarjetas numeradas del 1 al 20.
f) Escribir los resultados al lanzar una moneda y un dado.
g) Anotar la ultima cifra de la matricula de los coches que en un intervalo de tiempo pasan por un lugar.
h) Extraer una moneda de un monedero en el que hay monedas de 1, 2, 5, 10y 20 céntimos.

a) E = {bastos, copas, espadas, oros}

b) E={0, 1, 2}

c) E={rojo, azul, verde}

d E={2,3,4,56,738,9,610, 11, 12}
e)E={1,2,3,..,18, 19,20}

f) E={1C, 2C, 3C, 4C, 5C, 6C, 1+, 2+, 3+, 4+, 5+, 6+}
g)E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

h) E={1, 2, 5, 10, 20}

37. utilizando un diagrama de arbol, escribe el espacio muestral de los siguientes experimentos
aleatorios.

a) Selanza una moneda. Si sale cara, se lanza un dadg; si sale cruz, se saca una tarjeta de una urna
con tarjetas numeradas del 10 al 20.

b) Se extrae una carta de la baraja espafola. Si sale una figura, se lanza una moneda; si la carta no
es una figura, se lanza un dado.

c) Selanza un dado. Si sale nimero par, se extrae una carta de una baraja esparola y se anota el palo;
si el numero es impar, se extrae una bola de una bolsa con bolas negras y blancas.

a) E={C1, C2, C3, C4, C5, C6, +10, +11, +12, +13, +14, +15, +16, +17, +18, +19, +20}

b) Figura = Sota, Caballo, Rey No Figura=As, 2, 3,4,5,6,7
E = {Figura-Cara, Figura-Cruz, Nofigura-1, No figura-2, No figura-3, No figura-4, No figura-5, No figura-6}

c) E = {Par-Bastos, Par-Copas, Par-Espadas, Par-Oros, Impar-Negra, Impar-Blanca}

38. ¢Hay alguna diferencia entre los espacios muestrales de los siguientes experimentos?

a) «Sacar una bola de una bolsa en la que hay 9 bolas verdes, 8 rojas, 5 azules y 3 blancas» y «Sacar
una bola de una bolsa en la que hay 6 bolas verdes, 2 rojas, 3 azules y 8 blancas».

b) «Lanzar dos veces un dado y anotar los nimeros de su cara superior» y « Lanzar dos dados iguales
alavez y anotar los nimeros de su cara superior,

a) El espacio muestral es el mismo, pues la bola puede ser verde, roja, azul o blanca, lo que pasa es que las
probabilidades no son las mismas.

b) Los espacios muestrales son distintos, pues en el primer caso importa el orden, no es lo mismo 2—1 que 1-2y
en el segundo no hay orden 1-2 y 2—1 es lo mismo.
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39. Si lanzamos un dado y consideramos estos sucesos:
A = «Salir par»
B = «Salir multiplo de tres»
C = «Salir nimero menor que tres»
D = «Salir impar»

Calcula:
a)AUB b)AUC 0B dCcuUD
a)E={2,3,4,6} b) E={1, 2,4, 6} c)E={1,2,4,5} d) E={4, 6}

40. considera el experimento que consiste en extraer una bola de un bombo con bolas
numeradas del 1 al 20 y los sucesos:
A = «Salir nimero multiplo de 5»
B = «Salir nimero mayor que 8»
C = «Salir nimero comprendido entre 4 y 14»

Calcula:
a) A 00 AUB e AUBUC
by AUB dANB fYAUBUC

a) A={1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13, 14, 16, 17, 18, 19}

b) AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19}

c) AUB={1,2,3,4,6,7, 8}

d) ANB=1{10, 15, 20}

e) AUBUC=14,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}
f) AUBUC={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 20}

41. Tomamos al azar una ficha de un dominé y consideramos
estos sucesos:
A = «Obtener una ficha con puntuaciones que suman 6»
B = «Obtener una ficha que contenga, al menos, un é»

C = «Obtener una ficha con puntuaciones que,
al multiplicarlas, den 6»

Calcula:
aAUB 0ANC e) AUBUC
by AUC dBNC fYAUBNC

a) AUB={1-5, 1-6, 2-4, 2-6, 3-3, 3-6, 4-6, 5-6, 6-6}

b) AUC ={1-5, 1-6, 2-4, 2-3, 3-3}

c) ANC =E

d) BNC ={1-1,1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 2-2, 2-4, 2-5, 3-3, 3-4, 3-5, 4-4, 4-5, 5-5}
e) AUBUC ={1-1,1-2, 1-3, 1-4, 2-2, 2-5, 3-4, 3-5, 4-4, 4-5, 5-5}

f) AUBNC ={2-3}
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Considera el experimento que consiste en extraer una tarjeta de una urna que contiene
tarjetas numeradas del 1 al 10. Calcula la probabilidad de estos sucesos.

a) «Que salga una tarjeta con un numero mayor que 8»

b) «Que salga una tarjeta con un numero divisible entre 3»

C) «Que salga una tarjeta con el numero O»

d) «Que salga una tarjeta con un namero menor que 11»

a) PA) == =

1 3
0°35 b) P(A) =0 c)P(A)=0 d)P(A)=1

Considera el experimento que consiste en extraer una carta de la baraja espanola.
Calcula la probabilidad de los sucesos que se definen.

a) «Extraer un as»

b) «Extraer una figura»

C) «Extraer un as o una figura»

d) «Extraer el as de copas»

e) «Extraer una carta de oros»

f) «Extraer una carta que no sea un caballo»

g) «Extraer una carta que no sea el caballo de oros»

A1 _16_2 _10_1 _®
a) PlA) =5 =5 o) PlA) =0 =2 e) PA)= 0= 8) PlA) =]
mmm=%:% mmm=% ﬂﬂM:%:%

{Qué es mas probable, obtener una carta de bastos al extraer una carta de una baraja
espafiola o sacar una bola roja de una bolsa con 5 bolas rojas y 10 bolas azules?

o-||°"I
W[ =

P(«bastos») =% P(«bola roja») =15~

Es mas probable obtener una bola roja.

La probabilidad de un suceso es 0,3. Calcula la probabilidad del suceso contrario.

q@=1—qs=a7

En una bolsa hay bolas numeradas del 1 al 5. Extraemos 5000 veces una bola, anotamos
el resultado y la devolvemos a la bolsa. Estos han sido los resultados.

Bola 1 2 3 4 5

f, 1200 800 700 1300 1000

Calcula la probabilidad de obtener muiltiplo de 2.

Si en la bolsa hay 100 bolas, ;cuantas son de cada clase? Justifica tu respuesta.
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800 4 1300 13 - 4 13 21
P(«2»)=—"—"" — = y P(«dy)=——= — > — P(«multiplo de 2») = —+ = = =_
( ) 5000 25 v A ) 5000 50 ( P ) 25 50 50
P(((l)))=@:E:£ P(«Z»):ﬂ:izﬁ P(((3))):ﬂ:l:£

5000 50 100 5000 25 100 5000 50 100
P(«4»):@:E:é P(«S»):wzg

5000 50 100 5000 100

Hay 24 bolas con un 1, 16 bolas con un 2, 14 bolas con un 3, 26 bolas con un 4 y 20 bolas con un 5.

47. En un bombo hay 10 bolas humeradas del 0 al 9. Se repite 100 veces el experimento de extraer
una bola y reemplazarla. Los resultados son:

Bola 0 1 28 B3N] RN 50 B ol 0| 60 5

DI 7l T T2 B U 2] (s ) I 074 11

Dados los sucesos A = «Miiltiplo de 3», B = «Nimero impar» y C = «Divisor de 6», calcula:

a) Lafrecuencia relativade A, By C.
b) La frecuenciarelativade A UB,ANBYyA U C.
¢Qué probabilidad le asignarias a cada suceso?

12412411 35 7
100 100 20
13412+10+6+11_ 52 13
100 100 25
13411412412 48 12

Frecuencia relativadeC=———~" == _— —_=
100 100 25

b)AuB={1,3,5,6,7,9} — Fr. Relativa =13+12+1O+12+6+11:ﬁ:E
100 100 25
12+11 23

100 100
AuC={1,2,3,6,9}— Fr. Relativa = 13+ 11+12+ 12411 59
100 100

A cada suceso le asignaria de probabilidad su frecuencia relativa.

a) Frecuencia relativa de A =

Frecuencia relativa de B=

AN B={3,9}— Fr. Relativa =

43. En una bolsa hay bolas negras, rojas y blancas. La probabilidad de sacar una bola negra es 0,25,
y la de sacar una bola blanca, 0,4. Calcula la probabilidad de sacar:

a) Una bola que no sea negra.
b) Una bola que no sea blanca.

a) P(«bola no negra»)=1-0,25=0,75 b) P(«bola no blanca»)=1-0,4=0,6
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49. En un bote hay bolas de color rojo, amarillo, verde y azul, de tal manera que la probabilidad
de obtener cada una de ellas es la siguiente:

P (Obtener bola roja) = 0,3 P(Obtener bola verde) = 0,25
P (Obtener bola azul) = 0,15 P(Obtener bola amarilla) = 0,3
Si en el bote se han contado 300 bolas.
a) ¢Cuantas bolas hay de color rojo?
b) ¢Y de color azul o verde?
C) ¢De qué color hay méas bolas?

a) 300 - 0,3 =90 bolas rojas

b) 300 - 0,15 + 300 - 0,25 = 120 bolas verdes o azules

¢) 300 — 120 — 90 = 90 bolas amarillas 300 - 0,15 =45 bolas azules 300 - 0,25 =75 bolas verdes
Hay mas bolas de color amarillo y de color rojo.

51. ¢Cuantos nameros de cuatro cifras se pueden formar con los digitos 1, 2, 3 y 4 sin repetir
ningun digito?

, 3 ——4
S~y —3
2 —4
12— 3

\ T—4 —2
4/2 —3
T3 —
3 ——4

1
/ e
1 —a

243
\ T—4 —1
4/1 —3
e
_—2 —4

1
/ \4 2
1 T4

3——
\ T 1
B
-2 —3

1
/ \3 2
4l 3
T3 —1
12
T —1

Se pueden formar 24 nimeros diferentes.
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52. Tenemos tarjetas de tres colores diferentes: negra, amarilla y verde.

a) (Cuantas secuencias diferentes de tres tarjetas podemos formar si no se repiten las tarjetas?

b) ¢Cuantas secuencias diferentes de tres tarjetas podemos formar si se pueden repetir tarjetas
del mismo color?

a) __—Amarilla — Verde
Negra
T Verde Amarilla
_— Negra Verde
Amarilla\
Verde Negra
__—Negra Amarilla
Verde ~_
Amarilla— Negra
Se pueden hacer 6 secuencias.
b) Negra
Negra \ Amarilla
Verde
Negra
Negra Amarilla< Amarilla
Verde
Negra
Verde Amarilla
Verde

Repetimos esto dos veces mds, empezando por amarilla y por verde. El total de secuencias es 9 - 3 =27.

53. En una bolsa tenemos cuatro tarjetas con las letras A, B, C y 0, una en cada tarjeta. Sacamos
las tarjetas una a una, sin volverlas a meter en la bolsa, y formamos una palabra con las letras
de cada tarjeta en el orden en que las sacamos.

a) (Cudl es la probabilidad de formar la palabra BOCA?
b) (Y de formar la palabra CABO?
c) (Cudl es la probabilidad de conseguir una de las dos palabras?

C—0o0
s —
B ¢}
___—8 C
0] —
C B
Hay un total de 6 - 4 = 24 posibilidades.
1 1 2 1
) 2% b % ) %~

497



Probabilidad

54. En una urna tenemos tres bolas numeradas del 1 al 3. Si vamos extrayendo bolas hasta sacar
la que tiene el 1:

a) ¢Cual es la probabilidad de obtener el 1 en la primera extraccion?
b) ¢Qué es mas probable, sacar el 1 en la segunda extraccion o en la tercera?
c) iCual es la probabilidad de que en la primera no obtengamos un 1y en la segunda no obtengamos un 2?

]
a)g

b) Se ha sacado una bola ya y no ha sido el 1, cada bola de las que queda tiene un 50 % de posibilidades de salir,
de modo que tiene las mismas probabilidades de salir 1 en la segunda extraccion, que de no saliry, por tanto,
sera 1 la tercera extraccion.

c)

RIN(R[W(N|W

NRPIWFk | WN

. -, . s 2
Que no salga 1 en la primera extraccion puede pasar dos veces de tres, es decir, la probabilidad es = . Y de esas

veces, en un caso es seguro que no va a salir 2 y en el otro hay un 50% de posibilidades.

23_2_1
34

42

55. Lanzamos una moneda al aire tres veces
y anotamos el niumero de veces que hemos
obtenido cara.

a) Describe el espacio muestral con ayuda
de un diagrama de arbol.

b) ¢Cual es la probabilidad de obtener dos caras
después de tres lanzamientos?

) ¢{Qué es mas probable, que el numero de caras
sea mayor que el de cruces o que el nimero de cruces resulte mayor que el de caras?

a) Realizamos el diagrama de arbol y obtenemos: £ ={CCC, CC+, C+C, C++, +CC, +C+, ++C, +++}
3
b) P(A) ==
) PlA) =7

c) Son igual de probables.

56. En un grupo de alumnos hay 12 chicas y 16 chicos. Alejandro y Teresa pertenecen a este grupo.
Se elige un alumno al azar. Calcula la probabilidad de que ese alumno:

a) Sea un chico.
b) SeaTeresa.

C) Sea una chica.
d) Sea Alejandro.

a) P(chico) =£:§ b) P(Teresa) =% c) P(chica) =%:g d) P(Alejandro) =218
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57. Clara y Sofia tienen que recoger la habitacién que comparten. Clara pone en una bolsa 3 bolas
rojas, 2 verdes y 1 azul, y le propone a su hermana sacar una. Si es roja, recoge Sofia, y si es azul,
recoge ella.

a) ¢Cual es la probabilidad de cada bola?
b) ¢Es justo lo que propone Clara?

c) Sofia no acepta el trato y propone que si sale
roja, recogera ella, y si sale azul o verde,
recogera Clara. ¢ Es justo este trato? ¢Por que?

_ 1
3

a) P(roja) =

o lw

P(verde) :%

N|—

P(azul) :%

b) No es justo, tiene mas posibilidades de tener que recoger Sofia que Clara: P(azul) = % <% = P(roja)

c) Si, asi es justo, porque las dos tienen la misma probabilidad de recoger: P(azul 0 verde) =

ol w

1 )
=P
5 (roja)

58. Se sacan dos monedas a la vez de una hucha en la que hay tres monedas de 2 €, una de 1€,
dos de 50 céntimos y cuatro de 20 céntimos. Calcula la probabilidad de obtener una cantidad
de dinero:

a) Menor que 20 céntimos.

b) Mayor que 50 céntimos.

€) Mayor oigual que 1,50 €.

d) Menor que 1€ 0 mayor que 2 €.

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 2 2

2 0,5 1 0,5 0,5 1 0,2 1

PO — 3 105 P(1):l 0,5 P(o,5>:3 0,5 PO,2)— 4 10,5

10 |0,2 10 | 0,22 10 | 0,2 10 | 0,5

0,2 0,2 0,2 0,2

0,2 0,2 0,2 0,2

0,2 0,2 0,2 0,2
3 15 24 43 2
P(A) = B T A T e
2) Pla) =0 0 09 09 09 4
b) i+i+£+i.é_ﬁ d) i+i§+32+i§_§
0 10 10 10 9 15 0 109 109 109 45

59. En un test, cada pregunta tiene cuatro posibles respuestas de las cuales solo una es correcta.
Si se contesta al azar:

a) ¢Cual es la probabilidad de acertar la pregunta?
b) iCual es la probabilidad de fallar?

a)

B~

b)Z
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60. En un juego de dados se lanzan dos dados y se suman las puntuaciones obtenidas. Antes
de tirar, cada jugador elige entre 11 o 7. Si al tirar los dados y sumar las puntuaciones obtiene
el numero que ha elegido, gana la partida. ;Qué niimero elegirias ti? ;Por qué?

Que sume 11 solo pasa si sale un 5y un 6. Pero para obtener 7 hay mas posibilidades: 1y 6,2y 5, 3y 4. De modo
gue elegiriamos el 7.

61. Se ha trucado una moneda de forma que la probabilidad de que salga cara es el doble de la
de que salga cruz. Calcula la probabilidad de que al lanzar esa moneda salga cruz.

Por un lado, P(C) =2 - P(+), y por el otro, P(C) + P(+) = 1. De modo que sustituyendo 3 - P(+) =1 — P(+)=1/3

62. En la bolsa hay 7 caramelos de fresa, 3 de menta, 9 de naranja y 2 de limdén. Sacamos
un caramelo al azar, calcula la probabilidad de que sea:

a) Un caramelo de menta.

b) No sea un caramelo de menta.

¢) Un caramelo de menta o de fresa.

d) Un caramelo ni de menta ni de fresa.
e) Un caramelo de naranja o de limén.

31 3 7 10 9 2 1

pa)= > -1 plo)= >4+ L 10 pE) = 2~ +2 -1

3 PA)=53=7 VPO = 5175 &) PE) = o= 3
1 6 10 11
B)=1-2_9 D=1 10_1
b) P(B) = 1-5 =3 d) PD)=1-23 =53

63. En una caja tenemos cintas de tres colores, verde, naranja y morado. La proporcion de cintas que
hay es igual para cada color. En una segunda caja tenemos cuentas de los mismos colores, verde,
naranja y morado, pero hay el doble de cuentas de color naranja que de verde o morado.

a) Si extraemos al azar una cinta 'y una cuenta, ;cudl es la probabilidad de que sean de color naranja?
b) Calcula la probabilidad de que la cinta y la cuenta extraidas sean del mismo color.

¢) Halla la probabilidad de que la cinta sea verde y la cuenta morada.

d) ¢Cual es la probabilidad de que la cinta sea morada y la cuenta verde?

e) ¢Qué es mas probable tener, una cinta naranja y una cuenta morada o una cinta morada y una cuenta
naranja?

a) La probabilidad de que la cinta sea naranja es % y la probabilidad de que la cuenta sea naranja es % .

. 171 1 11 1
b) Para que ambas sean naranjas: —-—=—, para que sean verde o morado: —-—=-— cada una.
32 6 34 12
g li_1
34 12
11 1
d) ——=—
) 34 12
. . 11 1 . . 171 1
e) Para cinta naranja y cuenta morada es 3712 pero para cinta morada y cuenta naranja es 33°%

Por tanto, es mas probable tener una cinta morada y una cuenta naranja.
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En una clase de 3.° de ESO hay 15 chicos de los cuales 6 llevan gafas. De las 17 chicas que hay en
esa misma clase, 8 también llevan gafas. Si tomamos la lista con todos los nombres de los alumnos
y alumnas, y, con los ojos cerrados, elegimos al azar uno de ellos, calcula la probabilidad de que:

a) Sea chico.

b) Sea chicoy no lleve gafas.

) Seachicay lleve gafas.

d) Lleve gafas.

a) P(chico) =£ c) P(chica con gafas) =3—82 :%
b) Hay 15 — 6 = 9 chicos sin gafas P(chico sin gafas) -2 d) P(gafas) _4_7
y - & galasl =3 818 =576

En un centro de trabajo se organizan 3 turnos. En el primero, trabajaran 12 personas.
En el segundo, 8 personas, y en el tercero, 5 personas. Si se hace por sorteo, ;cual es
la probabilidad de que a un trabajador no le toque el tercer turno?

Hay 25 personas que van a trabajar.
Las personas que van a trabajar en el primer o segundo turno son 20.

La probabilidad de que a un trabajador no le toque en el tercer turno es la de ser escogido entre esas 20 personas

de las 25 personas que son; es decir, % :% .

Diego, Sergio, Arturo, Ricardo, Jorge, Tomés, Pablo, Marcos y Julidan tienen que desplazarse a otra
ciudad para competir en un torneo escolar. En el hotel en el que van a dormir, las habitaciones
son de dos personas, por lo que el entrenador les ha dicho que se realizara un sorteo para
emparejarlos. Metera un papelito con cada uno de sus nombres y los ira sacando de dos en dos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que a Tomas le toque dormir con Diego?
b) ¢Cual es la probabilidad de que a Tomas le togue dormir con Diego o con Ricardo?
€) Ninguno de ellos quiere dormir con Marcos, icual es la probabilidad de que les toque dormir con él?

Se pueden formar 36 parejas.

a)%

2 1
b) = =—
)36 18

. . . . 1
c) Cada vez que se escoge uno, tiene 8 posibles parejas, que esa pareja sea Marcos esg .

501



Probabilidad

68. En una ciudad el 30% de los habitantes compra el periddico A; el 20%, el B, y el 7%, los dos.
calcula la probabilidad de que, al encontrarnos por la calle con una persona de esa ciudad,
esa persona:

a) No lea el periddico A.
b) Lea un solo periodico, el A o el B.
¢) Lea como minimo uno de los dos periodicos.
d) No lea ninguno de los dos periodicos.
a) A = «comprar el periddico A» — P(A)=0,3
A =«no comprar el periédico A» — P(A)=1-0,3=0,7
b) B = «comprar el periédico B» — P(B) =0,2
C = «leer los dos periédicos» — P(C) =0,07
D = «comprar periédico A o comprar periddico B» — P(D)=0,3+0,2-0,07=0,43
c) E=«Los que leen un periédico mas los que leen los dos» — P(E) = 0,43 + 0,07 = 0,50

d)P(E)=1-0,50

69. A esta encuesta han contestado 50 personas:

Cuando escucha la radio:

* Escucha misica Si ~ No
* Escucha programas informativos ~ Si  No
* No suele escuchar la radio Si - No

Los resultados muestran ¢ue 25 personas escuchan miisica; 20, informativos, y otras 20 no suelen
escuchar la radio. Calcula la probabilidad de que al elegir una persona al azar escuche musica
e informativos.

P(A) =P(«escuche musica»)=0,5 P(B) = P(«escuche informativos») = 0,4
P(C) = «no escucha la radio» = 0,4

A N B = «escuche musica e informativos» P(C)=PAUB)=0,6=P(A)+P(B)—P(AB)— P(ANB)=0,3

70. Una puerta dispone de dos cerraduras magnéticas que hay que pulsar a la vez para poder abrirla.

a) Sitenemos las dos tarjetas, (cual es la probabilidad de que al introducir las tarjetas al azar la puerta se abra?

b) Sinos dan tres, las dos correctas y una que no abre ninguna cerradura, ;cual es la probabilidad de abrir
la puerta al primer intento?

€) (Cuantas posibilidades hay cuando el juego de tarjetas es de tres, las dos correctas y una falsa?

T1: tarjeta que abre la cerradura 1 T,: tarjeta que abre la cerradura 2

N: tarjeta que no abre ninguna cerradura

a) P(abrir ala primera) =

N —

1

b) P(abrir a la primera) = >

W=
o —

c) E={TiTyN, T,T1N, TiNT,, ToNTy, NTiT,, NT,T:}
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71. Nadal es mejor que Federer en tierra batida y la probabilidad que tiene de ganarle un set es 3/5.
Si el cansancio afecta a ambos por igual, explica por qué Nadal prefiere jugar al mejor de 5 sets

que al mejor de 3 sets.

¢ Partido a 3 sets:

Ganador Ganador Ganador
del 1° set del 2° set del 3% set
Nadal
Nadal Nadal
Federer
Federer
Nadal
Nadal
Federer ada Federer
Federer
. . 322 232 22 44
P (Nadal da el partidoa 3 sets)==-=.=+=.=.= o=
(Nadal pierda el partido a 3 sets) cee 555+5 o5
¢ Partido a 5 sets:

Ganador Ganador Ganador Ganador Ganador
del 1°¢" set del 2° set del 3¢ set del 4° set del 5° set
Nadal

Nadal
Nadal Federer Nadal
Federer
Federer
Nadal
Nadal Nadal Nadal
Federer
Federer
Federer
Nadal Nadal
Federer Federer
Federer
Nadal
Nadal Federer Nadal
Federer
Nadal
Nadal
Nadal
Federer Federer
Federer
Federer
Nadal
Nadal
Nadal ada Federer
Federer
Federer
Federer

P (Nadal pierda el partido a 5 sets) =
33222 32322 32232 3222 23322 23232

2322 22332 2232 222 32.2° 3.2 2% 992
._+3._4+_3:_
5 57 3125

44 1100 992
125 31257 3125

Por tanto, la probabilidad de que Nadal pierda un partido a 3 sets es mayor que la de que lo pierda a 5 sets.
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A una comida familiar han asistido 28 hombres y 32 mujeres. De segundo plato habia carne o
pescado y cada persona ha elegido una de las dos opciones. Han tomado carne 16 hombres y
pescado 12 mujeres. Se elige una persona al azar entre todos ellos. Calcula la probabilidad de que:

a) Sea hombre. e) Sabiendo que es mujer, haya tomado pescado.
b) Sea mujer. f) Sabiendo que ha tomado pescado, sea mujer.
€) Haya comido carne. g) Sabiendo que ha comido carne, sea hombre.
d) Haya comido pescado. h) Sabiendo que es hombre, haya comido carne.
a) P(hombre) :% = % e) P(Mujer que toma pescado) :;—2 :g
. 32 8 . 12 1
= P - =
b) P(mujer) T f) P(Persona que toma pescado que es mujer) =3
. 16 4
c) Toman carne 32 — 12 = 20 mujeres. g) P(Persona que toma carne que es hombre) ~%-79
P(carne) _%_3
60 5
d) Toman pescado 28 — 16 = 12 hombres. h) P(Hombre que toma carne) =£ =§
24 2
P do)="—-==
(pescado) %05

En el instituto han ofertado dos asignaturas optativas de caracter cultural, que son Teatro
y Taller de escritura, 30 estudiantes han optado por Teatro y 20 por Taller de escritura.
De las 28 alumnas que hay, 18 se han apuntado a Teatro.

Si solo se puede optar a cursar una de las dos asignaturas:

a) Halla la probabilidad de que elegido un estudiante al azar sea un varén que haya optado por Teatro.
b) ¢Cual es la probabilidad de que sea una alumna que haya elegido Taller de escritura?

¢) Calcula la probabilidad de que sea varon.

d) Halla la probabilidad de que su eleccion fuera el Taller de escritura.

. 12 6
P(varon y teatro) = — = —
AP y ) 50 25
' . 10 1
b) P(chica y taller de escritura) = — = —
5 5
c) P(varon) = 1—§ :2 :ﬂ
50 50 25

d) P(Taller de escritura) = 0_2
5 5
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74. En una bolsa hay 2 bolas azules, 4 verdes y el resto son rojas. Sacamos una bola y anotamos su
color. Razona, en cada caso, cuantas bolas hay y de qué color deben ser para que se cumpla:

a) P(Bola roja) = %
b) P(Bola azul) = 0,2
A
15
d) P(Bola roja) = 0,5

C) P(Bola verde) =

a) Hay un nimero de bolas mdltiplo de 7. Si hubiese 7, habria una roja, ya que hay 6 bolas entre azules y verdes,
pero eso no daria la probabilidad indicada, de modo que podrian ser 14 bolas en total, esto haria que hubiese

8 rojas y la probabilidad seria 8_4 .
14 7
b) Si hay 10 bolas, de las que serian 4 bolas rojas, existiria una probabilidad para las bolas azules de 0,2.

c) Si hay 15 bolas, de las que serian 9 bolas rojas, existiria una probabilidad para las bolas verdes de % .

d) Para que la probabilidad de bolas rojas sea la mitad, debe haber tantas bolas rojas como verdes y azules, de
modo que tendria que haber 6 bolas rojas.

75. En el Oeste, tres vaqueros tienen que realizar una accion arriesgada, por lo que cortan tres palitos
de distinta longitud, los tapan de forma que muestren la misma altura y cada vaquero elige uno. El
que coge el mas corto, pierde. ;{Por qué nunca discuten sobre quién elige primero?

Suponemos que hay un palito corto y dos largos. Denotamos por C al suceso «sacar el palito mas corto»
y por L al suceso «sacar palito largo». Entonces, el espacio muestral es E={CLL, LCL, LLC}.

1 1

1

1

A=
3

WIN
N —
WIN
N —

No discuten sobre quién elige primero porque la probabilidad de obtener el palito mas corto en la primera,
segunda o tercera extraccion es la misma.

76. Tengo en el bolsillo dos monedas de 20 céntimos, dos de 10 céntimos y dos de 5 céntimos.
Si saco dos monedas al azar, ;cual es la probabilidad de obtener una cantidad superior o igual
a 20 céntimos?

P(Dos monedas de 20) = [2.1 = i]
65 30
22 8
P(Una moneda de 20y otra moneda de 10) = 2.[7@] =—
6 5) 30
22 8
P(Una moneda de 20 y otra moneda de 5) = [2~[—~7] = —]
65) 30
P(Dos monedas de 10) = [E,l = 3]
65 30
8 8 2 2

e . 2
Ent | babilidad pedid ==,
ntonces, la probabilida pelae530+30+30+30 3
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77. Después de revisar los cuadernos de sus alumnos, un profesor los devuelve dejandolos
en los pupitres correspondientes. Pero le quedan tres que no tienen nombre. Calcula
la probabilidad de que dejando los cuadernos al azar en los tres pupitres que quedan libres,
acierte a darle a cada alumno el suyo.

1

A=—

P(acertar) = 5

W=
N —

78. En una clase de 23 alumnos, el tutor revisa las fichas de sus alumnos y comprueba que dos
alumnos cumplen afios el mismo dia del mismo mes. Al comentarselo al profesor de Matematicas,
este le dice que eso es mas habitual que lo contrario, es decir, que no haya ninguna coincidencia.
Comprueba que el profesor de Matematicas tiene razon.

A = {al menos dos alumnos cumplen afios a la vez}

A ={no hay dos alumnos que cumplan afios a la vez}

Estudiamos la probabilidad de A suponiendo que solo hay dos alumnos:
— Casos posibles: 3652 = 133225

— Casos favorables: 365 - 364 = 132 860 (el primero puede haber nacido uno de los 365 dias del afio y el
siguiente uno de los 364 dias restantes).

P(A)=132860/133225 =0,9973
Estudiamos la probabilidad de A suponiendo que solo hay tres alumnos:
— Casos posibles: 3653 =48 627 125
— Casos favorables: 365 - 364 - 363 = 48228180
Probabilidad: 48228 180/48627 125 =0,9918

Generalizando, tenemos que, para 23 alumnos, la probabilidad de A es 0,4927. De modo que la probabilidad de
Aes1-0,4927 =0,5073. Es mas probable que cumplan afios el mismo dia, que no los cumplan.

79. Pedro trabaja vendiendo pisos. Tiene tres llaves, dos abren dos puertas de unos pisos que va
a ensenar y la otra pertenece a otro piso en otra zona. Calcula la probabilidad de que acierte
a la hora de abrir las puertas de los pisos que va a ensefiar a la primera.

Abrird el primer piso a la primera con una probabilidad de% ; y el segundo, con una probabilidad de% .

Por tanto, P(Abrir las dos puertas a la primera) =

W=
N —
o —

80. Un examen de tipo test consta de 5 preguntas, cada una de las cuales tiene 3 posibles respuestas.

a) Calcula la probabilidad de acertar 3 preguntas si contestas al azar.

b) Si para aprobar el examen hay que contestar al menos 3 preguntas correctamente, halla la probabilidad
de aprobar y de suspender.
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a) La probabilidad de acertar cada pregunta es % y la de fallarla es % . Para acertar 3 y fallar 2, la probabilidad es:

3 2
10.[1] [Z] _4
3) |3 "3

0 (112 (17 43

b) P(aprobar) = P(acertar al 3) = P(acertar 3 tar 4 tar5)=——+|=| =+|=| =—=

) P(aprobar) = P(acertar al menos 3) = P(acertar 3 o acertar 4 o acertar 5) 243+[3] 3+[3] 213
43 200
P :'I——:—
(suspender) 243~ 713

81. Paula va 2 veces por semana a una tienda en la que Roberto trabaja 4 dias a la semana.
El viernes es el tinico dia que no acude ninguno. ;Cual es la probabilidad de que coincidan dos dias?
(La tienda cierra los domingos).

Ni viernes ni domingos estan en la tienda, de modo que hay 5 dias posibles para que coincidan en la tienda.

A = «Paula esta en la tienda» B = «Roberto esta en la tienda»
P(A) =2 p(B) =2 pAnB)=22_28
5 5 55 5

82. Una caja fuerte dispone de dos cerraduras diferentes que hay que girar a la vez para poder
abrir la caja.

a) Sitenemos las dos llaves, icudl es la probabilidad de que al introducir |as llaves al azar la caja se abra?

b) Sinos dan cuatro llaves, las dos correctas y dos que no abren ninguna cerradura, ;cual es la probabilidad
de abrir la caja al primer intento?

a) Un 50% es la probabilidad de hacerlo bien, pues solo hay dos opciones, que asignemos cada llave a la
cerradura correcta o que las intercambiemos.

b) La probabilidad de coger la llave buena para la cerradura 1 es de % y luego la de coger la siguiente llave buena

es de % . De modo que la probabilidad de abrir la caja en el primer intento es % .
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DEBES SABER HACER

1. En una heladeria se ofrecen 5 sabores de helado: naranja, limon, fresa, chocolate y turron.
Escribe el espacio muestral para una tarrina que lleva dos bolas de helado de distinto sabor.

E ={NL, NF, NCh, NT, LF, LCh, LT, FCh, FT, ChT}

2. Una vaca da a luz un ternero o una ternera. Si han dado a luz tres vacas, escribe estos sucesos:

A = «Que los tres sean terneros»
B = «Que ninguno sea ternero»
C = «Que dos sean terneros y una sea ternera»

Vaca 1 — V1 = «Que sea ternero»
Vaca 2 — V2 = «Que sea ternero»
Vaca 3 — V3 = «Que sea ternero»

A=VINV2NV3 B=VINnV2nV3

c:(vmvznv_3)u(v1nv_2r1v3)u(710vznv3)

3. En una urna tenemos 8 bolas blancas, 2 rojas y 10 azules.

a) ¢Cual es la probabilidad de extraer al azar una bola roja?
b) iCual es la probabilidad de obtener una bola blanca o una roja?
¢) ¢Y la probabilidad de no obtener una bola azul?

. 2 1
a) P(roja) =20=10

10
8 2 . 17 2 5 1
P(bl =—== P I =—tS="=—
b) P(blanca) 0" (roja o blanca) 10+5 03
10 1 1 1
= :1—_:_
c) P(azul) =3 P(no azul) 7 =3

4. Sien una sala hay 50 personas y 33 son hombres, icual es la probabilidad de que, elegida
una persona al azar, sea mujer?

50 — 33 =17 mujeres

P(mujer) =%
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COMPETENCIA MATEMATICA. En la vida cotidiana

83. Desde 1948 hasta nuestros tiempos el almacenamiento de la miusica ha ido avanzando.

La posibilidad de tener muchas canciones almacenadas en un mismo dispositivo era limitada
y su escucha era secuencial, es decir, después de la primera cancién habia que escuchar
obligatoriamente la segunda y asi sucesivamente.

Un dispositivo en el que se podia evitar esto fue el mp3. Todos los reproductores de mp3 tienen
una funcién que elige aleatoriamente la siguiente cancion ya sea de un mismo disco, cantante
o de toda nuestra biblioteca musical.

Juan ha organizado las canciones de su mp3 de la siguiente forma:

Rock Pop Electronica Clasica Fiesta
N.° de canciones 12 20 12 4 40
N.° de canciones buenas 6 15 2 1 38

Si activa la seleccion aleatoria, calcula la probabilidad de que la cancion que suene sea:
a) Una canci6n catalogada como buena.

b) Una cancion electronica.

€) Una cancion catalogada como buena y de fiesta.

d) Una cancion no catalogada como buena y que sea pop.

Total de canciones: 88 Total canciones buenas: 62
62 31 . 38 19
p —22_> P f _>_7
a) P(buena) 8= c) P(buenay fiesta) B -1
smicay = 12_3 5
b) P(electrdénica) = s d) P(pop no buena) = %

FORMAS DE PENSAR. RAZONAMIENTO MATEMATICO

84. Al lanzar una chincheta, esta puede caer con la punta hacia arriba o hacia abajo. Razona si estos
sucesos son igual de probables realizando el experimento 100 veces.

Compara tus resultados con los que obtengan tus compafieros y analiza la probabilidad
de cada suceso.

Respuesta abierta.
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Probabilidad

85. Lanza 100 veces una moneda anotando cuantas veces te sale cara y cuantas cruz. Comprueba
que la frecuencia relativa de cada suceso se aproxima a su probabilidad.

Respuesta abierta. Se esperan obtener aproximadamente los siguientes resultados:

P(cara) = % =0,5 P(cruz) = % =0,5.

86. Una caja contiene bombones de frutos secos y bombones de pasas. El niimero de bombones
de frutos secos es superior en dos unidades al niimero de bombones de pasas. Si tomamos al azar

dos bombones de la caja, la probabilidad de que ambos sean de frutos secos es ;

a) Determina el numero total de bombones que hay en la caja.
b) Si cogemos al azar dos bombones, determina la probabilidad de que sean de sabor distinto.

a) N: nimero de bombones

Numero bombones de frutos secos: x Numero bombones de pasas: x — 2
N=x+x-2
X  x-=1_2

. =2 S5 7x(x=1)=2-(2x=2)(2x—1) > 7xX* = 7x=2 (4x* — 2x — 4x + 2) —
2X—=2 2x-1 7

IxX2—7x=8x*—-12x+4—>0=x>-5x+4 —>x=1yx=4.

No se puede aceptar como solucién 1, porque tendriamos un nimero de bombones de pasas negativo. De
modo que el nimero de bombones de frutos secos es 4, el de pasas es 2 y el total de bombones es 6.

b 42,24 16 8
65 65 30 15

PRUEBAS PISA

87. En una pizzeria se puede elegir una pizza basica con dos ingredientes: queso y tomate.

También puedes disefar tu propia pizza con ingredientes adicionales.
Se puede seleccionar entre cuatro ingredientes adicionales diferentes:
e Aceitunas + Jamdén e« Champifiones -« Salami

pI22A)

010 ¢

))
W\

Jaime quiere encargar una pizza con dos ingredientes adicionales diferentes.
¢Cuantas combinaciones diferentes podria seleccionar Jaime?
(Prueba PISA 2000)

E={AJ, ACh, AS, ICh, JS, ChS}

Puede seleccionar 6 combinaciones diferentes.
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88.

Probabilidad

Se emitié un documental sobre terremotos y la frecuencia con que estos ocurren.

El documental incluia un debate sobre la posibilidad de predecir los terremotos. Un gedlogo dijo:
«En los préximos veinte afos, la posibilidad de que ocurra un terremoto en la ciudad de Zed

es dos de tres».

¢Cual de las siguientes opciones refleja mejor el significado de la afirmacién del ge6logo?
Justifica la respuesta.

A. % % 20 = 13,3, por lo que entre 13 y 14 afos a partir de ahora habra un terremoto en la ciudad
de Zed.

2 p 1 . i
B. T es mas que Py por lo que se puede estar seguro de que habra un terremoto en la ciudad
de Zed en algtin momento en los préximos 20 anos.

C. La probabilidad de que haya un terremoto en la ciudad de Zed en algiin momento
en los proximos 20 afios es mayor que la probabilidad de que no haya ningiin terremoto.

D. No se puede decir lo que sucedera, porque nadie puede estar seguro de cuando tendra lugar
un terremoto.

(Prueba PISA 2003)
La opcidn que refleja mejor la afirmacion del gedlogo es la C.

La A no es cierta, porque la afirmacion del gedlogo no se puede relacionar con una fecha concreta futura.
La probabilidad indica que podria ocurrir en los proximos 20 afios.

La B no es cierta, porque, aunque la probabilidad que da el gedlogo es alta, no es 1, por lo que no es seguro.

La D no es cierta, porque, aunque no se puede tener la seguridad sobre el terremoto, el gedlogo si que esta
dando una probabilidad sobre qué podria pasar.
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