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| presente trabajo sobre Puntos Notables es producto de
mucho tiempo de dedicacion, asi como una constante bisqueda de
material bibliografico, del mismo modo consulta a profesores y
estudiantes, a los cuales va mi reconocimiento.

El contenido va dirigido principalmente a un pablico
preuniversitario, pero dados los temas abarcados, puede también
ser atil como preparacion preolimpica o material de consulta de
algunos profesores.

Se da inicio a la obra con una lista de los términos mas
empleados en Geometria;: se pasa luego a la definicion de cada
punto notable, se describe cada uno de ellos y se pasa enseguida a
las demostraciones de las concurrencias y teoremas. Se da en
algunos casos mas de una demostracion, los cuales pueden ser
considerados. como guias, mas no son las tinicas, ni las mejores, el
lector debe intentarlo previamente y encontrara también nuevas
formas.

En una segunda parte, estudiamos con todas sus
demostraciones, otros puntos notables y los temas denominados
como selectos, el cual va dirigido a un publico con mayor
experiencia, es cierto que algunos temas aqui desarrollados no son

motivo de preguntas de examen de admision, se creyd conveniente
incluirlo, por la constante bisqueda de dar respuesta a muchas
interrogantes. En esa bdsqueda se incluy6é en algunos casos la
Inclusion de otros temas como: semejanza, relaciones métricas y
dreas; algunos temas nuevos como homotecia, induccién en la
geometria e inversion, los cuales se explican brevemente.

La demostracion dada al final, sobre el teorema de Morley, se
desarrolla s6lo con herramientas de geometria Euclideana.

En cuanto al desarrollo de los problemas, se resalta la
clasificacion de problemas: tipo anual, semestral, semestral
Intensivo y repaso, asi como también se han incluido problemas del
Cepre Uni, se presenta de esta forma con el objetivo de que el
estudiante pueda ubicarse segun el ciclo que se encuentre y a su vez
(que vaya avanzando.

Se ha incluido también un grupo de problemas tomados de
diferentes Olimpiadas Internacionales, con la finalidad de que el
estudiante avance a mayores niveles cada vez.

Julio Orihuela Bastidas
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» Conocer la definicion de cada punto notable, asi como su ubicacién segtn
el tipo de triangulo.

Estudiar los teoremas y caracteristicas relacionadas a los puntos notables
y analizar los teoremas reciprocos.

Identificar diferentes formas de concurrencia en diversas figuras.
Impulsar en el estudiante la investigacién y el deseo de profundizar cada
tema, asi como su relacién con otros temas.

L 9 | TERMINOLOGIA

Con el afan de hacer mas comprensible la presente obra, se va a utilizar la si-
guiente terminologia :

4 CONCURRENCIA:
Tres o mas lineas son concurrentes
cuando pasan por un mismo punto o
si alguna(s) de las prolongaciones tie-
nen un punto en comdin .

Rectas
concurrentes

punto de

concurrencia

L]

, gno de atencién debido a las pro-
chdades que posee, por ejemplo:

B\, notables :
L Vi N\ 5 3k
30° 37°
£ als ik

Segmentos conmmentes

LR B R R R <R IR I
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Curvas Fugrzas
concurrentes

cancurrentes

punto de concurrencia
de AB, CDy ¥

4 BISECTRIZ:

Consideremos los siguientes casos :
El rayo OL, AP es bisectriz inte-
es bisectriz del rior del AABC.
£AOB.

3 B
P
& L £
a 4 0 &
o ~ A c

L R

NR : Bisectriz exterior del A MNL.

Bisectriz del angulo exterior en N.

-)
NP
8]

> .1 PROLONGACION DE UN SEGMENTO:

B Qo o o e B DD

o

LIRS A I I B - - AR IR I AR A R R B R BT IR R R R

Prolongacién de BA Prolongaciéon de AB

41 BISECAR UN SEGMENTO:
Es cortar a un segmento en su punto
medio, por ejemplo la mediatriz de un
segmento lo biseca, las diagonales de
un paralelogramo se bisecan, etc.

2 NATURALEZA DE UN TRIANGULO:
Generalmente se considera como la cla-
sificacion por las medidas angulares
(triangulo rectangulo, acutangulo u
obtusangulo).

1 DISTANCIA:

P
i
\ p pie
4
N = =

£ : Distancia entre

d: distancia entre

My N. PyY
L
S
n
m
a ol Q
m: distaEia entre n: dista_n_cia entre
SvAB LyPQ
- o 4 2 T
d ; distancia entre
d .d -— -—
% 2’l Y gz
: r oy r ;

v
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1 EQUIDISTAR: % 1 PUNTOS COLINEALES:
P C I RRGY Seghs % Tres o mas puntos son colineales cuan-
M” equidista de N"equidistade ;. 4, pueden pertenecer a una misma
AyB. RLyT -. recta.
A 5
d & . A, B, C y D son colineales.
M S
| d L B
3 . % G oo

“P” equidistade 2, y 2.

2, ¥ 1 PUNTOS cicLICOS:
4 También llamados aferentes. Tres o
£ ; mas puntos son ciclicos cuando per-
P { tenecen a una misma circunferencia.
) e 8 Al poligono que resulta de unir con-
L , o2 secutivamente dichos puntos se le

denomina poligono inscrito o ciclico.

' " - - Yo"l
R" equidistade A y & A, B, C, D y E son puntos ciclicos.

A

m B C
R
m

2
- o~ A D
o e AR E
" equidista de AB, CD y PT.
B & ABCDE: es un pentagono inscrito.

B C

Wl e e e e D ol e e e e e el e e e D e e e e e e e e

3
=)

e o
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@ PUNTOS CONCICLICOS:
Tres 0 mas puntos son conciclicos
cuando pueden pertenecer a una mis-
ma clrcunferencia,

GEOMETRIA

@ PROYECCION ORTOGONAL
SOBRE UNA RECTA:

A

@ PUNTOS COPLANARES:

Son aquellos puntos que pueden per-
tenecer a un mismo plano.

proyeccién de : Proyeccién
Psobre Z "\i | 7" de AB

@ POSTULADO: _\n ;

Es una proposicion que se admite sin

demostracion

® TEOREMA RECIPROCO:
Un teorema es reciproco cuando tiene
por hipétesis la conclusién y por con-

....’
o

de R sobre de T sobr.
clusién la hipétesis de un teorema e radigar
dado. ; :
WEjemplo: T oy ) s o
A R B T
TEOREMA:

Todo punto de la mediatriz de un seg-
mento equidista de los extremos de
dicho segmento.

Para el tema que desarrollaremos a la
proyecciéon ortogonal la llamaremos
“proyecciéon”.

TEOREMA RECIPROCO:

Todo punto que equidista de los ex-
tremos del segmento pertenece a la
mediairiz.

Tener en cuenta que el reciproco
de todo teorema no necesariamen-
te es verdadero.

@ REGIONES ISOPERIMETRICAS

Son aquellas regiones que tienen igual
perimetro.

U REGIONES EQUIVALENTES:

Son aquellas regiones que tienen igual
area.

A R A N A A N A G S S A A A R A
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PUNTOS NOTABLES

Es el punto o puntos de concurrencia de lineas (segmentos, rectas o curvas)
sometidas a la misma definicion.

Punto notable
del APQR

G;: Baricentro del AACD.

G,: Baricentro del AABD.
G;: Baricentro del AABC.
G, : Baricentro del ABCD.

POV VPP PP PP PPttt

Punto notable
del AABC.

—t

Circunferencias
de Apolonio.

P
-
------
-——
.....
-----
—m—




GEOMETRIA

En esta primera parte estudiaremos los puntos notables mas comunes.

'® INCENTRO"™

Es el punto de concurrencia de las
bisectrices interiores.

De lo expuesto anteriormente se
puede asegurar: “A todo trigngulo
se le asocia tres excentros”.

3.2 [

Es el punto de concurrencia de las
bisectrices de dos angulos exteriores
y la bisectriz de un angulo interior.

¥ W CIRCUNCENTRO"

Es el punto de concurrencia de las
mediatrices (coplanares) de los la-
dos de un triangulo.

A ABC: Acutangulo

(1) Dellatin, In: dentro de
(2) Del latin, Ex: fuera de (1) Del latin, Circun: alrededor de

00##00#0#00060#0000000#000004‘#00Q'¢¢¢¢¢0¢0¢'00##0#40#00000000000000
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-

AABC: Obtusangulo

A x 5 C
0

-

= .

Asi como el circuncentro la ubi-
cacion del ortocentro depende
de la naturaleza del triangulo.

- Del siguiente grdfico:

R TN SR S

Circuncentro del AABC. 2
oyt ———— Nota
De lo anterior nos podemos dar A R C

cuenta que la ubicacion del circuncen-
tro (dentro, en o fuera del triangulo) de-
pende de la naturaleza del trigngulo.

Se puede asegurar:

~ H: Ortocentro del A ABC.
—A: Ortocentro del A BHC.

-~ B: Ortocentro del AAHC.
-~ C: Ortocentro del AAHB.

— P: Ortocentro de los triéngulos
APH, APC, BPH y BPC.

—Q: Ortocentro de los triangulos
BQH, BQA, HQC v AQC.

— R: Ortocentro de los triangulos
ARH, ARB, HRC y BRC.

R ORTOCENTRO"

Es el punto de concurrencia de las al-
turas (o de sus prolongaciones).

"AABC: Acutangulo
B

E%- 3 BARICENTRD"

Es el punto de concurrencia de las me-
dianas.

ABC. Obtusangulo

De los puntos mencionados hemos visto
que son siempre interiores el incentro
v baricentro, son exteriores los excen-
tros; vy dependiendo de la naturaleza del
triangulo el circuncentro y ortocentro.

R R A I R R S A A S A L I s

havin, Octo: recto, vertical (1) Dellatin, Bart: pesado, peso




B s ENMETRIA

DEMOSTRACIONES DE LAS CONCURRENCIAS (R

A continuacién demostraremos las concurrencias mencionadas.

PSS CON RESPECTO AL INCENTRO

En el grafico vamos a demostrar:

[Método P
e Se ubica R en AC tal que AR=a

B A

e AABI= A AIR (LAL)
— Bl=IR=¢ y m£IRA=0

o Puestoque m £ IBC=m £ IRA=0 el
ABIRC es inscriptible.
= m«IBR=m£ICR=0
m£BCl = m«£BRI = ¢
e ABIR: Isosceles
=9

[Método K]

e Por el teorema de la bisectriz:
I[H=IP=r e IP=IT=r
= [H=IT=r

R A R SN G A SN Tk I kS A R S G R

e Por el reciproco del teorema de la bi-

sectriz, se concluye que Cl es bisec-

triz. Se cumple:

o=y senat sen® send = sen) seny senfl

B A N RS
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» De la observacion:

= senw = senod
w=0

PN CON RESPECTO AL EXCENTRO

In el grafico vamos a demostrar:

Se traza E,TLBC, EHLAB
E,SLAC.

sena senw senf} = sena send senf3

R P R R T

R B R R R - - A I R R - R R R R A R I

PUNTOS NOTABLES

e Por el teorema de la bisectriz:
EH=ET=R g ET=ES=R
= EH=ES=R

e Por el reciproco del teorema de la
._)

bisectriz, se concluye que AE, es
bisectriz.

=6

[Método |

e Se ubica L en la prolongacién de AC ,
tal que CL=BC=m
e ABE,C= A CE,L (LAL)
=, BE.=LE =¥
m£LCBE, =m«E,LC=a
e Debido a que:
m«£SBE, =m«£E JA=q
el AAABE.L es inscriptible
= m«£EBL=mgE,AL=¢;v

m&£BAE, =m«BLE, = o
e ABE_.L: Isosceles

w=9
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P 3 CON RESPECTO AL CIRCUNCENTRO

e Usando la observacion de 4.1, cuan-
do P es exterior.

[ Caso [ 1]

A) En el grafico se va a demostrar:

senw senB sena = send senb sena

= senw = send

0=9¢

:

e Trazamos OA, OB y OC

En el grafico se demuestra que x=y, para
ello debemos proceder analogamente al
caso anterior.

e Por el teorema de la mediatriz:
OC=0A=R y OA=0B=R
= OB=0C=R

VTR

Se verifica entonces que relati-
vo a cada lado encontraremos la

concurrencia. i b
; e Con lo cual el ABOC es isosceles,

como OS es mediana también debe ser
altura.

x =90°

4-4'4-'0"}0\\#4'#‘}#4-:-¢¢¢°€'¢¢¢¢ﬁ°¢"}¢¢-ﬂ"ﬁ"ﬁ-'ﬂ-'b-:°‘:°'0"2°°!’¢'0-¢¢##@0###“;-}##-}-:-:"2-¢-¢<°<‘¢":'-)-!'¢-¢'3-:":'°:-




EDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

e Puesto queel AAOC esisosceles, por

s teorema, tenemos:
x =90°
f Caso| 2 |
5 En el grafico se
A ™ ) m C =« demuestra x=y,
/\ 4 para lo cual de-
s Como AP=PB=a y PO//BC, por = bemps proceder
el teorema de los puntos medios: i \ anélogamente
- . al caso 1.
Sy =l : TR
'» Puesto que BQ=QC=b y AO=0OC=m *
e es base "‘;d‘a A ABC. FIPRPS CON RESPECTO AL ORTOCENTRO
x=90° *
En el gréfico tenemos que demos-
€) En el grafico vamos a demostrar: trar:
X
= [[x=90°
Demostracisu:

e Trazamos m .

A

e Debido a que:
mALAPC = m£AQC = 90°

el OAPQC es inscriptible:
= m£PQA =m«PCA =«

~Mor ¢l teorema de la mediatriz:
AO=BO=R y BO=0C=R
= AD=0C=R

RO R R R R <R R R IR
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e Puesto-que m«£BPH = m«£BQH =90°

el APBQH es inscriptible:
= m£LHBP = m4HQP = a

e En DNHLC por angulo exterior :
x =90°

En el grafico de-
muestra x=90°,
para lo cual nos de-
bemos percatar que
se trata del mismo
caso anterior.

3 W CON RESPECTO AL BARICENTRO

En el grafico demostramos:

« Se prolonga AN hasta S, tal que
CS/LG.

e Ya que m£GBN=m«NCS=p (angulos
alternos internos), BN=NC=m vy
m£BNG =m£SNC = :

ABGN=ANSC (ALA) => GN=NS=¢

<
4
<
°
<
*
&
<
&
<
<>
<
<
>
<>
<
<>
L4
<
-
<
<>
4
<*
<«
<
+
L4
<
ES
°
°
<
4
4
<
<+
<
¢
L3
2
<
L4
<
<
<«
-3
°
&
<
]
-
<>
4
<+
ES
*
4
L4
<
<>
<
<>
*
4
>
<>
<
&
&

e Como AL=LC=n y LG//SC por el
teorema de los puntos medios en el
AASC, se tiene: AG=GS=2(.

e Como BN=NC=m, m«BNS=mzgGNC
y GN=NS=£: AGNC = ABNS(LAL)

= mx£SBN =m«£NCG =0

e Debido a que AG=GS=2¢y GM//BS
(alternos internos), por el teorema de
los puntos medios en el AABS .

. a=b

—Jmportante:

Tener en cuenta que al trazar dos
lineas notables similares la ceviana
que pase por el punto de corte ten-
dré la misma caracteristica de dichas
lineas notables.

A F cp
ADyCE: Bisectrices RM y PN: Medianas
iﬂtel’iores @ Q—l_ es medlana

D BF es bisectriz
interior
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PUNTOS NOTABLES

@ CIRCUNFERENCIAS INSCRITA, EXINSCRITA Y CIRCUNSCRITA AL TRIANGULO

Recondax: (Postulado de Euclides)

Por un punto arbitrario como
centro y un radio cualquiera se pue-
de trazar una circunferencia.

Grdficamente:

s Si:. AO=R
) BO=R vy
CO=R

Entonces:

una circunferencia

| :

‘ R w puede trazar
|

}

& Por lo estudiado en el incentro, sa-
bemos que dicho punto equidista de
los lados del triangulo (IP=IT=IH=r,
ver demostraciéon 4.1), por lo tanto
(por el postulado de Euclides) el
incentro es el centro de una circun-

- ferencia de radio r, la cual es tan-
gente a cada lado del tridngulo,
tomo se muestra a continuacion.

{08 CIRCUNFERENCIA INSCRITA EN EL TRIANGULO

Es la circunferencia tangente a los
ftes lados del triangulo.

circunferencia
inscrita en el AABC

l{. incentro del AABC

«centro de &.

r: inradio

~
-

EN S S

G e e e e e e

e el e el e e e e e e e e D DD D D e e

* De forma similar a los estudiado en el
incentro podemos concluir:

B CIRCUNFERENCIA EXINSCRITA EN EL TRIANGULD

Es la circunferencia tangente a un lado
y a las prolongaciones de los otros dos

) Exinscrita €)Exinscrita
al AABC al AABC
relativo a AB relativo a BC

relativo a AC

- E,: Excentro del AABC | relativo a

| &

~ E,: Excentro del AABC | relativo a AC

2|

- E,: Excentro del AABC | relativo a

- R,: Exradio del AABC , relativo a BC

|



A
CUZCANS _

- R,: Excradio del AABC , relativo a AC No estén

circunscritas

~ R_: Exradio del AABC , relativo a BA

* Lo mismo ocurre con el circuncentro.

3N GIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA A UN TRIANGULO

Es aquella circunferencia que pasa
por los tres vértices.

SelioA

Si O: Circuncentro del AABC:

B = A0O=BO=CO=R

A

Si O: Circuncentro del AMNL:

Gtangents tfangentss D — MO=NO=LO=R

En ambos casos las (3; no son inscritas.

En ambos casos se podra trazar
una circunferencia de centro O y
radio R (lo cual daria mayor pa-
norama para la solucién de algu-
nos problemas).

O tangente Ghngente a 67! y
N a la prolongacion

':-}4-:“0-04-‘?-ﬁ-¢'C'¢¢¢¢":r-!’0'00####0#4-00¢¢¢0#0000#0000#0##00-}####4‘4##04’@##

C P R

Las (3, no son exinscritas.

EOE IR I
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N3 | TEOREMAS FUNDAMENTALES |
Y Teonenn

La medida de un angulo cuyo vérti-
ce es el incentro y sus lados pasan
por dos vértices de un tridngulo es
90° mas la mitad de la medida del
angulo interior en el tercer vértice.

Si I: Incentro del AABC .

Dado que I es incentro, sabemos que
Al y CI son bisectrices. Por teorema
de dngulos entre bisectrices:

0
=900+~
X +2

C

Ne observa que: m«AJC = 90°+g.

LN lo cual no podemos afirmar que
J s incentro, nos faltarian condi-
Plones las cuales analizaremos en las
PAginas siguientes.

PUNTOS NOTABLES

La medida del angulo cuyo vérti-
ce es el excentro relativo a un lado
y cuyos lados pasan por los vérti-
ces de dicho lado es igual a 90°
menos la mitad de la medida del
angulo interior en el tercer vértice.

Si E.: Excentro del AABC, relati-
voa AB.

w}'@‘:P'O'é‘:"ﬁ"t'¢¢¢¢'9":"0'4'#0#@#####0#00#0'0‘00####00#####@-{-:'4-:-}0?'?'?'."‘0':-4-'#':'-##-?':'##
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e Asi como en el teorema anterior, del

tema de triangulo se concluye:

2 K= 900—9
2

“Q" no necesariamente es un excentro
del AABC .
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6.3. Qg

La medida del angulo cuyo vértice Si O: Circuncentro del ABC.
es el excentro relativo a un lado del 2

triangulo y cuyos lados pasan por un A
extremo de dicho lado v el tercer vér-
tice del tridngulo es igual a la mitad
de la medida del angulo interior en
el otro extremo.

Si E, : Excentro del ABC, relativo a

Ea

e Trazamos OB .

e Como O es circuncentro.
= AO=BO=CO
= AAOB y ABOC son isésceles

La demostracion es analoga a las ante-
riores.

u .

e Por propiedad A: x=a+B+6
+
ey avp=o "
M no = xX=20
necesariamente x =20
R ] D es excentro del
N (o AABC

8 TEOREMA

En todo triangulo la medida de un
angulo interior agudo es la mitad de
la medida del angulo cuyo vértice
es el circuncentro de dicho triangulo
y los lados pasan por los vértices no
correspondientes al angulo mencio-
nado.

DRI IR I AR N - T R - S T TR R R
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Demostracion.: 6.5.

En todo tridngulo un angulo interior
y el angulo cuyo vértice es el
ortocentro de dicho triangulo v sus
lados pasan por los vértices no co-
rrespondientes al angulo interior
mencionado son suplementarios.

% Trazamos oL . Si H: Ortocentro del ABC :

B
s AMLO, AMNO v ALNO son isosceles.
= MLONL=mAONL =a+0
o En: x+oa=0+20
X
0=— A o
2

‘ s Si O: Circuncentro del AABC .
0]

s lambién se deduce : e Como H es ortocentro = AP y CQ

Circuncentros son alturas.

« En OQBPH:
X + 0 +180°= 360°

X +0=180°

'ﬁ'#'ﬁ"}'b.'-:-{-ﬁ-#(-#é#*0-0'0":’4.'-4'('#4'¢¢¢¢-)####00000####000###'}(’#{'(‘O##Q###Qi"###-}(’#####
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Si, H : Ortocentro del APQR

A m M m ¥

e Trazamos las medianas CN y BM,
las cuales pasan por el baricentro G.

- AN=NB=n vy

La demostracién es analoga a la ante-
rior.

6.6. AL

En todo triangulo el baricentro divi-
de a la mediana en dos segmentos
cuyas longitudes estan en la razén
de 1 a 2, siendo el de mayor longi-
tud el segmento cuyo extremo es un
vértice del triangulo.

Si GG: Baricentro del AABC

AM=MC=m

e lLuego prolongamos CN hasta S, tal
que AS//MG.

« Puesto que AM=MC=m y MG//AS,
por el teorema de los puntos medios:

AS =2a

AASN = ABNG A.L.'A.
b=2a
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m CRITERIOS PARA INDENTIFICAR LOS PUNTOS NOTABLES

L W CRITERIO PRINCIPAL & 7.2

Cuando se quiere ubicar o reco-
r nocer un punto notable por lo ge-
neral bastara trazar dos lineas de
la misma caracteristica (yva sean
por ejemplo dos bisectrices, dos
medianas, dos alturas, etc.) o tra- 90°+0
zar solo una de ellas y el punto al
que hacemos referencia se encon-
" trara sobre dicha linea.

i

PO N SR S R gt S,

En adelante al trazar dos lineas de
la misma especie el punto de in-
terseccion serda un punto notable
(por ejemplo la interseccién de dos
bisectrices interiores es el
incentro).

Baricentro a
a
b b

.o AAIC:
B B o+ 90°+0+p=180°
5P = +0+p=90° )
o A ABCI:
90°40=a+20+¢
A D C A C

= 90°=a+06+¢ ...(1I)

En BD se En CM se
encuentra encuentra e De (I) y (II):
el incentro el baricentro B=¢, con lo cual CI es bisectriz, por

lo tanto del criterio principal, se dedu-
ce que | es incentro del ABC.

B R A N A A A - 0 P S R S S A A e ST R A A A
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7.3

e AABC: Por el teorema 6.3

4% QE‘D =¢ = B=¢
_._)
e« Al: Bisectriz interior AABC
90°+a | es incentro del AABC
A C

e Prolongamos Al hasta H, tal que
m«IHC =90° .

e INIHC: Por angulo exterior
= mfLHCl=a

Se prolonga Bl hasta el excentro E
del AABC.

e Luego trazamos EA y EC.
e Por el teorema 6.2, en AABC :
m£AEC =90° -
e Debido a que:
m«AIC + mg£AEC =180°

El DAICE es inscriptible:
= m£IEC=m«IAC=¢

e Prolongamos AB v CH hasta que se
corten en S.
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e Dado que: m«ABl=m«ICS =«
el [ABSCI es inscriptible
= mx£IBC =m«ISC =«

e Prolongamos Al y trazamos la bisec-
triz exterior CS:

m£BCS =m«SCN =+ 0
° En “I"Z
m«SIC = 180°—(90° +a) = 90° —x
m«BIS =90°+0 - (90° -a) = ¢ + 0

» Como m«ISC=mxgICS=a el AISC
es isosceles = SH=HC=m

# Con lo cual el AASC es isésceles
= m£SAH =m«£CAH =§
| es incentro del AABC

~ .‘
i B
| 90°+0
90°+a
2
Al C
51 mg£AIC = 90°+mT =90%+q

o Trazamos BS, debido a que:

m«BIS=m«BCS=0+60 = ABICS
es inscriptible.

= m£SIC = m«£SBC =90° ¢,

o En “B”: mxLBS=90°-q

e Luego podemos notar que BS y CS
son bisectrices exteriores para el
AABC , por el criterio principal AS es
bisectriz, es decir:

m«BAS = m£SAC =6

e« En AAIB, por angulo exterior :
m£ABI = o , luego m£ABI = m«IBC |
es decir BI es bisectriz del £ABC .

I: Incentro AABC

0####‘)0###0######'O"ﬂ"0'0#0#00#004'0'O'*:’##4@0###4’6¢<~¢-€-:~'O'-G'{-#-)-ﬂ'#'b#-:-'.’r(-:-t":-#-:”:“b-t-ﬂ-:-




GEOMETRIA

Si : m£ABC = 2(m£AEC)=2a vy
m«£BAE = m£CAE =

e ACAE : Por angulo exterior:

= PB+o=vy ()
o WA a+20=7+0
= o+o=y -..(In)

e De()y () a=p
E es excentro del AABC .

7.7
B E
e« AACE : Por angulo exterior : 90°-9
= y=o+f A1)
« A7B+20=x+0: o a/ 3
= x=0a+p ..(I) A ¢ —~
._)

sectriz, por el criterio principal :
E es excentro AABC .

L RN R R BRI R I IR IR R RS IR - R R R R R
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e ABEC: vy+a+90°-8=180°

= y=90°4+0-a ...(I)
y & : x+0=20+90°-0
= x=90°+0-0 ...(I)

® De () y (II): x=y
E es excentro del AABC .

P

Uhicamos S en PM tal que
ARQS = o,

mo m£RMP = m4<RQS = «, al tra-
i RS el AMQSR es inscriptible.
» m4£QRS = m«gQMS =J

ol eriterio principal PS es bisectriz
or del APQR .

PUNTOS NOTABLES

e Dado que: m«£QPM=m«MPR = Y,
por el criterio 7.5

M es excentro del APQR .

7.9
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Si m4NQL =900-% ~90°— ¢

y mLNMQ =m«A£QML =«

= |Q: Excentro del AMNL

Demastracisn:
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7.10

e Trazamos LH 1 MQ vy prolongamos
LH hasta que corte a MN en S.

e Debido a que:
m«£NSL = m£NQL =90° -«
El ANSQL es inscriptible:
= m4&LSNQ =m4«SLQ =x

m£LLSQ =m£LQNL =y
e En AMSL: MH es altura y bisectriz

MH es mediana, con lo cual el ASQL

es isosceles = x =y

- Q es excentro del AMNL .

Método ¥4

e Aa+B+6=20 = B=0-«
e Con lo cual el AAOB es isdsceles
= ‘BO=R

e Puesto que AO=BO=CO=R, por ¢l
criterio principal.

~ O es circuncentro del AABC .

e Por el criterio principal sabemos que
el incentro | del AMNL se encuentra

en MD.

e En AMNL: mgAMUI=msIIN=0 vy
m&NIL =90°+a

7.11

s Como m«NIL+m«gNQL =180° el
ANILQ es inscriptible.

= m£IILN=m£IQN =0

e Aplicando el criterio 7.5.
-~ Q es excentro del AMNL .

L I I R R R R R R
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~ EDITORIAL CUZCAND

Debido a que EL=LF=R el ALFE
es isosceles.

= mLLEF = m«LFE =

ANOL : Isésceles

- = mXONL=m«£OIN=0+6

1 B+20=a+0+0 -
:B o+ 0+ =9l3 o x En us!': a+B+e=180° .(l)

e AODEFL:
o+o+B+a+20=360° .. ()

Lon lo cual el AMOL es isésceles.
= MO=R

De (I) y (II): B=w, con lo cual DL=R.
L es circuncentro del ADEF.

jurar.

L ) ¢s circuncentro del AMNL .
7.13

e Trazamos OB vy la altura OM del A
isosceles AOC.
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— AM=MC=m y m£MOC =6

e Trazamos MJ vy la altura MP del A
is6sceles KML.

e Con lo cual:
m«£KMP =0 Y KP=PL=m

e Luego al trazar la altura MQ del

AJKM , con lo cual el AKQMP es
inscriptible.

= m£LKQP = m£KMP =0

e Luego al trazar la altura ON del
ABOC , nos damos cuenta que el
A OMCN es inscriptible.

= m&MOC =m«£MNC =6
e Como: AM=MC=m y
MN//AB = BN=NC
e Por lo cual el ABOC es isosceles:
= OB=R
- O es circuncentro del AABC .

« Dado que KP=PL=m y QP//JL
= JQ=QK (por el teorema de
7.14 los puntos medios).
e MQ es altura y mediana del AJKM
— el AJKM es isosceles = JM =R
Puesto que: JM=KM=LM=R
». M es circuncentro del AJKL .

7.15

Si: mg&KML =2(mgKIL) =20 v

KM =ML =R

000-&###‘)#06#####0‘:04"‘(####0#0000')4'¢¢¢0¢¢¢#¢¢¢0¢¢¢¢#¢#¢-&¢¢¢-§-¢¢-&¢¢¢¢¢+#¢¢{-
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El ZAMBHO es inscriptible.
= m«ANBH =m£MOH =6

Si: m&MOL =2(m4£SNL)=20 vy

e Por el teorema de los puntos medios
en el AMNL = MB =BN, con lo cual

el AMNO es isosceles, es decir ON=R.

= O: Circuncentro del AMNL .

7.16

A raza la altura OH del A isésceles

MOL.

Mor teorema: MH=HL=m vy
m«£MOH =6

[ll#go ubicamos el punto B en MN,

I que m«MBO =90°.

-

Si m«BOA = 2(m£ACB)=20. y
m«£BOC = 2(m«BAC) = 28

S
-

y del AABC

Se ubica M en BC tal que
AM=MC=/,

) nque:
MaAMBO = mxMHO = 90°

con ello mg&MAC =a y por angulo
exterior m£AMB = 2« .

¢¢¢¢'&¢¢¢€-¢#Q'O0###000#6#0#000000#000#0####00'&0#-b##éé##{r'}#-ﬂ-######{-#é#-}{'#
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Dado que:
m«<BMA = m£BOA = 2o
El AABMO es inscriptible.
= m«BOM =m«£BAM =0-«

En “O": m£AOM = mgMOC = a +

De la observacion posterior:
AO=0C=R
Como AO=0B=0C
= 0: Circuncentro del AABC.

m£AOM =mLMOC=a+p Vv
AM=MC=¢,
vamos a demostrar que AO=0C,
para ello:

e Prolongamos i AOy CO hasta E y
D, tal que MD y ME perpendicu-
- =

lares a CO y AO respectivamente.
e Se nota que :
mAMOE = mg&MOD = 180°—{a. + [3)
por el teorema de la bisectriz.
= MD=ME=a
e AMDC = AMAE
= mAMAE = mgMCD = o

AO=0C=R

¢¢¢¢¢¢¢-¢¢¢¢¢¢¢¢':-4'-b(-@-2"2-'2"3-4'-}¢¢¢-€~¢<-¢-:'¢¢'3'¢")':"C'#6#4'00¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢#¢~:’¢0¢¢¢¢

7.17

Si: m«NQL = 2(m«NML) = 20 y
m&£MON = 2(m«<NLM) = 28

Se ubica el punto S en ML , tal que
NS=SL={¢
= m4&SNL = m«£SLN =
y por angulo exterior m&NSM = 23
Puesto que:
m«NSM = m£NQM = 2
El ZAMNSQ es inscriptible.
— mANQS =m«NMS = a

En “Q": m«£SQL =«
De la observacion siguiente :
NQ=QL=R

Por el criterio 7.14 se concluye.
». Q: Circuncentro del AMNL




PUNTOS NOTABLES

" 8e sabe que mANQS =m«SQL =0
9 NS=SL={, con lo cual demos-
- lraremos que NQ=QL, para ello.

L-Q Trazamos SB y SA perpendicu-
lares a NQ y QL .

Por el teorema de la bisectriz

= BS=SA=a y BQ=QA=c.

ANBS = ASAL
= NB=AL=b

- Con lo cual se nota: NQ=QL=R

*.'04-2'{-2'#'0‘3":"}-:'#0¢¢0'@(-#0‘4#0'{'#0000006#4‘#0(’600-}##'}-&#¢¢¢¢C"ﬁ'#'}-ﬁ-#':")':-:-':'##':":'-&#-)-ﬁ-

e Se ubica Q en ML , tal que:
NQ=QL=¢/ = m£QNL =q
vy m£LNQM =20

e Como mgMON = m£LMQON = 2c

= [LMOQN es inscriptible
= mALQON =m£LQMN =0-«

e En “0O": mgQOL=60-a

/

e Dado que:
mALNOQ = m£LQOL =0 -«
y NQ=QL=/¢

de la observacién del criterio 7.16 te-
nemos que ON=0OL=R.

e Del criterio 7.11 se concluye:

- O: circuncentro de AMNL .
7.19

Si: maBAH=m«£BCH=0§ v
m£LHBC = mg4HAC =«




« Prolongamos AH y BH hasta que cor-
tenaBCyACenQ yP
« Debido a que:
m£QAP = m£QBP =«
El OABQP es inscriptible:
= m£BAQ=m«£BPQ=p vy
m£APB = m£AQB =0
¢« Como mg£HPQ=m£HCQ=B= el
O PHQC es inscriptible
= mAgHPA=m£HQC=6

e En “Q”: 6+0=180° =0=90°, con lo

cual AQ y BP son alturas del
AABC , entonces se concluye.
- H: Ortocentro del AABC .

7.20

000000#60#0¢¢¢¢¢¢¢¢00¢¢¢¢¢00¢¢¢0¢¢¢Q#0@040##000000000¢¢¢¢¢¢¢¢¢+¢¢0¢¢0¢

GEOMETRIA

Prolongamos BH y CH hasta que
cortena AC v AB en Qy R.

En “H”, de las condiciones :
m£RHA=0 v m£LAHQ =6 .
Puesto que:

m£LRAS = m£RHQ =a + 0

El AARHQ es inscriptible:
= mALARH=mLHQC=¢ v
m£RQA = m£RHA = o
Luego ya que:
m£RQA = m£RBC =«
El ARBCQ es inscriptible:
= m«BRC =m«BQC = ¢

En “R”: ¢+¢=180° = ¢=90° con
lo cual BQ v CR son alturas del
AABC -

H: Ortocentro del AABC
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PUNTOS NOTABLES
7.21 e lLuego por el criterio 7.19.
B H: Ortocentro del AABC .
—.Cuidada.:
Si AABC :
. Isésceles (AB=BC)
A N\ C Para todo punto ¢
de la altura BL
Si AABC:‘ del AABC , se
Escaleno, BL es altura del AABC cumple que: A C
mABAH = m«BCH = .
L m«BAQ = m«BCQ =« , por lo tanto
Ort \BC Q no es ortocentro.

7.22

Si BL es altura del AABC y el
APBQH es inscriptible.

ublca A' en LC, tal que:

-

AL=A'L=a
locual: AH=HA'=¢
Yy AB=AB=m.
» AA'BH (LLL)

MABA'H=m«BAH=0. y
MALABH = m<A'BH =6
v mAHA'B=m«HCB = o

\WCA'H es inscriptible
- mAHBA'=mx«HCA'=0

0#60000600000004‘4#00##0##000#000#0#0044'60#00##0#0}0006*-}0#@0#####*:‘(-@##-)
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e« Como el APBQH es inscriptible:
= o+p=180°

e Prolongamos BL hasta H' tal que:
HL=1H' = mgLCH=0
v AAHC =AAH'C
Luego: mgAH'C =8
e Debido a que:
m«£ABC + m£AH'C =180°
El NABCH' es inscriptible:
= m«£ABH'=m«£ACH'=0

e NHLC: m«ILHC=90°-6

e En ABPH : m£APH =90° con ello
tendremos CP es altura del AABC .

- H es el ortocentro del AABC .

7.23
G
A= N & ¢
Si BM: mediana del AABC vy

BG=2(GL)=2¢

- [GIBacento del AAEC |

e Trazamos §’ /IMG .

« Luego la prolongacién de AG corta a
BC v ; enNyS.

« Dado que: AM=MC=a v

MG//SC = SC=2(GM)=2¢

(base media).

e ABGN = ANSC (ALA)

con lo cual AN es mediana.

« Por el criterio principal se concluye.

- G: Baricentro del AABC .

7.24

£

A ™ e
BG=2(GM)=2{ vy
BN=NC=a

Si:
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PUNTOS NOTABLES

O
or C trazamos <Z// AN .

fea Z enS.
" ilsto que:

"BN=NC=a y SC//GN

W BG=GS=2(.

IAGM = AMSC (ALA)

= AM=MC=n

i 1o cual BM es mediana.

" G: Baricentro del AABC

'4 ) g0 ‘_prolongamos BM hasta que cor-

PREAER

B S S N A A A N A A A A8

Si: BG=2(GM)=2¢ vy
CG =2(GN) = 2n

= | G: Baricentro del AABC

e Se traza la base media PQ del
ABGC : _
= BC=2(PQ)=2a
y BC//PQ
e AMGN = AGPQ (LAL)

=>MN=a y MN/PQ

.« Como:

MN/BC v MN=—82£=a

entonces MN es base media del
AABC :

= AN=NB y AM=MC

~. G: Baricentro del AABC .
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Por teorema: AP=AQ=x;
CP=CR=z; BQ=BR=y

B W ASOCIADOS AL INCENTRO

@ En todo triangulo la longitud del seg-

mento contenido en un lado cuyos e Del grafico :
extremos son un vértice y un punto y+z=a » ([)
de tangencia d_eterm.inado por la cir- car=b . (I
cunferencia inscrita es igual al

X+y=c ... (1)

semiperimetro de la regién triangular
menos la longitud del lado opuesto
a dicho segmento.

Sumando (1), (II) v (III) :

2x+2y+2z=a+b+c
Zp

= X+y+z=p

De (1), (II) v (1) :

x=p-a ; y=p-b'y 2=p-c

@ En todo tridngulo el punto de inter-
seccion entre la bisectriz de un angu-
lo interior y la circunferencia circuns-
crita equidista de los otros vértices y
del incentro de dicho triangulo.

A /
SiI: Incentro del AABC
= ja=b=¢c

':'¢¢¢4'¢-‘."ﬂ">¢¢¢¢¢<'¢¢¢¢¢¢#¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢#¢¢¢¢+¢¢-ﬂ-¢¢¢¢¢"§'¢'¢¢°<’

A!‘—x—wh—l—“!c ¢ Como | es incentro.
= m£BAl=m£CAl=a V

m£ABI=m«IBC =

e Sean PQ v R los puntos de tangen-
cia.

LI
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. Por angulo inscrito:
m£CAP = m£ACP =

= AAPC isésceles = a=c

AABI: Por angulo exterior
MMAAIP =+ B, entonces el AAIP es
biceles = a=b

a=b=c

nbién se cumple:

D
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PUNTOS NOTABLES

En todo triangulo un vértice, el

incentro y un excentro son colineales.
Incentro B

Excentro
relativo a

BC

L2 ASOCIADOS AL EXCENTRO

@ En todo tridngulo la distancia de un
vértice al punto de contacto entre la
circunferencia exinscrita, relativa al
lado opuesto al vértice mencionado,
y la prolongacién de un lado es igual
al semiperimetro de la regién trian-
gular en mencion.

p: semiperimetro de la regién ABC.

(JExinscrita
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GEOMETRIA

« Sean los puntos de tangencia b Qy T.
e Por teorema: AP =AT=¢
CQ=CT=¢-b ; BQ=BP={-c

e BQ+QC=BC = €-c+f-b=a
20 =a+b+c
—

@ Dado un triangulo, la recta que pasa
por un vértice y uno de sus excentros
biseca al arco de circunferencia cir-
cunscrita a dicho tridngulo cuyos ex-
tremos son los otros vértices.

BE., : Bisectriz del £LBC
m£LBEa = m«£CBEa = «
NDAMBC: Inscrito = mAMAC =«

Por angulo inscrito:

mAM = mMBC = 2

S%: 3 ASOCIADOS AL INCENTRO Y EXCENTRO

@ En todo triangulo, el cuadrilatero cu
yos vertices son el incentro, excentro
y los extremos del lado al cual es re
lativo el excentro, es inscriptible.

_Ea

A °
Si I: Incentro del AABC
E, : Excentro del AABC relativo a

00'0"3")####0####4######0###('-3'04'¢¢¢¢¢¢¢-¢¢¢-ﬂ”ﬁ-¢¢¢¢¢¢##0-0'-0“:-{-#'0-#4-#{'{-?-?#@"2'4-##4'




EDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES
. m«BCE, = m«E,CL =f
#» Por teoremas basicos: : m£LACI = m£BCl =«
b4 Talll o
mBIC =90°+7; mebE,dagpil & o BnChugltEeor,
Bt que: ¢ e AICE,: por teorema en el by
3 & 2 =
m4«BIC + m&BE,C = 180° : =rbem
O BICE, : Inscriptible. P ASOCIADOS AL CIRCUNCENTRO
&>
. AR, ' : @ En todo triangulo, la altura y el
La circunferencia circunscrita a un 3 circunradio trazadas del mismo vér-
i :',:?;?:g: :’;:‘e‘;? i?)lczzﬁ":emo cuytos s tice determinan angulos de igual
" _ Y excentro 4 medida con los lados adyacentes de
de dicho triangulo. 4 dicho triangulo.
85I I: incentroy E,: excentro $
<«
Ea
S Ve
s « ¥
&
<«
@ 0
>
-
: A H c
<
i Si BH es altura del AABC del
3 circuncentro O.
L]
<
<«
<
+ Demssbracisu:
: : B
<«
<
<
<
-3
<
-
<«
&
oooooooooo 0
<«
<«
>
: S be: OB=0C=R
Wl lworema 8.1-B: IM=MC=m ¢ = _c %% =
‘ : e Por teorema:
4 €1 y CE, son bisectrices: : m£BOC = 2(m«BAH) = 20
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CUZCANG GEOMETRIA
e AABH: 0.+6=90° * Demsstracisn
e ABOC: B+B+20=180°=p+6=90° s o Como AC escuerday OM L AC, por
el : teorema de circunferencia.
. AM =MC =/
<

<
<
Chitiiatas =il M X3 ASOCIADOS AL ORTOCENTRO

@ El segmento cuyos extremos son el

ortocentro y el punto de corte entre
la altura o su prolongacién con la cir-
cunferencia circunscrita, es bisecado
por el lado al cual es relativa dicha
altura.

s

Si H: Ortocentro del AABC.

® La proyeccién ortogonal del circun-
centro de un triangulo hacia un lado
es el punto medio de dicho lado.

-
--------

Si O: Circuncentro del AABC vy

OM 1 AC.




RIAL CUZCAND — — PUNTOS NOTABLES

SR ASOCIADOS AL CIRCUNGENTRO Y ORTOCENTRO

@ La distancia del ortocentro a un vér-
I Se observa: m«4HBQ = mgHAM = o tice es el doble de la distancia del
circuncentro hacia el lado opuesto
a dicho vértice.

Como H es ortocentro = AQ v BM
son alturas. ¢

G oo

. Por angulo inscrito: m«LAC = o

o OO

Puesto que AM es altura y bisectriz & B
del AAHL , podemos afirmar que AM &
mediana. s a

A C

oodle o
=gy

Si  H: Ortocentro vy

O: Circuncentro

-

e

?:\\Dﬂmme

a del AMNL

B T R e A M S A S A A S MR M AR

L
n » * Se traza la circunferencia circuns-
4 crita y se prolonga BH hasta que
- la corte el L, luego trazamos ON
R perpendicular a BL .
+ o MONS: Rectdngulo = NS=b
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GEOMETRIA

e Por el teorema 8.5.
— HS=SL=b+¢

e Por el teorema 8.4. (B)

— a+l=b+b+{
a=2b

[Método P

o Trazamos las alturas AE y BF, luego
prolongamos CO hasta que corte a
la circunferencia circunscrita en D.

¢ Como CD es diametro:

— m<DAC = m«DBC =90°

« Como AD//BH y BD//AH = ADBH
es un paralelogramo.

a=2b

Circuncentro

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢+¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

e e

B8

]

r

Los triangulos formados al unir el

ortocentro con los vértices del trian-
gulo tienen circunradios iguales al
triangulo mencionado.

A C

Si H: ortocentro del AABC.

— Los circunradios de los triangu
los ABC, ABH, BHC y AHC son
iguales.

y N
v x -~
N\ al i /
\\\:,i R P4
N i ‘R
| ) e




e Por definicibn: AM=MC=a/2
e Por el teorema &\ = BM=a/2

Por teorema bésico: GM =b/2

a b
BM =BG+ GM —=b+—
+GM = 5 +2

s Trazamos la circunferencia circunscri-
ta y ubicamos el circuncentro O.

(De €), entonces HS=SD =a.

- Se observa que los tridngulos ABC y
ADC tienen el mismo circunradio R.

® AAHC =AADC (LLL) = por cir-
tunradios homélogos; R es el
rcunradio del AAHC .

.q? dlogamente para AAEB y ABFC .
Circunradio del AABC.
Circunradio del AAHC.
Circunradio del AAEB.

| Circunradio del ABFC.

W ASOCIADOS AL BARICENTRO

I todo triangulo rectangulo, la lon-
fud de la hipotenusa es el triple de
 tistancia del baricentro hacia el
ilice del angulo recto.

.

<>

ey <

® Luego prolongamos BH hasta D ¢
&

<

-

"
L

-

~ a=3b

@ Si dos medianas son perpendicula-
res, la distancia del baricentro al vér-
tice desde el cual no se ha trazado la
mediana, es igual a la longitud del
lado opuesto al vértice mencionado.

C

Si: AL y CN son medianas perpen-

b diculares.

G

A o
MAABC =90° y
Baricentro del AABC

o}

&
o
>
<«
&
&
<>
&
<«
<
-
<
<«
]
&
-
<
<
R
<
<>
<>
L
<
<
&
<
<
&
>
<>
<
<>
<«
¢
<
<
<
<
<
<
<@
<
&
*
<«
<«
L
<
<
<«
<
<>
>
<>
g
<
<
<
<>




AN
UZCAN GEOMETRIA

e Sabemos: AM=MC=m/2
e Por el teorema &: GM=m/2
e Por teorema basico: £=2(m/2)

£=m

LR N TEOREMAS ADICIONALES

@& Si I: incentro del AABC

e En B: mxPBC=90°-«.
e APBS: mz(BPS=90°—a.

e Con lo cual el APBC es isésceles.
= BC=PC=b

e Analogamente: AB=AQ=a

CL es bisectriz pues L es incentro del

- FEr—— F— e IR TR T )

’Q" g AABC . Como el APBC es isésceles,
e CM es altura v mediana, con lo cual
Dextestracisn: > —
— - - CM es mediatriz de PB.
e Por el teorema 8.1. o
BO=10=CO=R e Del mismo modo: AN es mediatriz de

BQ.
L es circuncentro del APBQ

- O: Circuncentro del ABIC.

@ Si L: Incentro del ANABC.
© Si I;: Incentro del AABL e

I, : Incentro del ABLC.

4-#4-0-4-b¢¢¢¢¢#¢¢¢¢¢¢¢004'4'4606###004000##0#0#¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢¢¢¢0¢0000000##00
L ]




EDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

MAdemas:

e Se observa que:
[: Incentro del AABC

I: Ortocentro del ABIl,

= m«ABl=m«CBI=45° v BF es
altura del ABLI,

e Luego en el APFB:

-
-
o

.
-
.
g .
" 1 Se
. So'n
)

ly e I, son incentros:
MMLABL =m£LBL = o

- ABAlL = mgLAL =B
MABCl, = m«1,CL = a

nALBI, = m«1,BC =B

e Como m«BQP =45°
= PB=BQ=R

% tdemostracién anterior: * En ANBLC : I, es incentro

MABDC = m«BEA = 90° = m«BLl, = m«I,LC = 45°

» ABUQEABQIZ (ALA)
= BL=BQ=R

. B es el circuncentro del APLQ.

':"C"Q"74"0"?4-#‘3'¢¢¢¢¢¢###é‘&##########‘ﬁ@¢¢4~¢¢4¢¢¢¢‘C~¢¢#0#0#0#####0#4-###-?0##4-4-#
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® Sir Inradio, R,: Exradio y
MN : Sagita

e Puesto que l;[;// E.Q//MN y M es pun-
to medio de IEa , por el teorema en el
trapecio ITE,Q:

e Debido a que MN es sagita
—s mBM =mMC con lo cual A,

I, My E, son colineales.

e Por el teorema 8.3 (B):
IM=ME,

&
<
-
<
&
<>
<
<~
E
<
&
*
<
>
L4
*
*
L4
-
<
°
<
-
<>
<
>
<@
*
<
<
-
&
*
-
<
<
<
<
<
<
<
<>
®
®
L
<
<
&
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<
<
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¢
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<>
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+
<
<>
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-
>
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-
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TORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

. Por el teorema 8.2(B): mAN = mNC
s Por el teorema 8.2(A): AT=CQ=/
 Como OM L AC = AM=MC=m

" Con lo cual N,O y M son colineales

| MN , base media del trapecio TE_E,Q.

_Ra+R,

~ R+b

Se cumple:

Si m£ABC = 60°

Demestracisn:

\_.—-’
Eb

N el gréfico, A, C, el ortocentro (H),
Il Incentro (1), el circuncentro (O) y
| wxcentro (Eb)pueden ubicar en
tircunferencia, cuyo centro sera

Wto medio M del arco AC.

» Se ubica el excentro (E,).
» Por teorema 8.3(B) E.M=M]

o « MN : Base media del trapecio E,.TQI
Iworemas basicos:

_Ry+r
AHC =180°-60°=120° 2
60° e De igual modo:
C=90°+-——=120°. b_Rb+r C_Rc+r
WAQC = 2(60°)=120° vy Ra +Ry +R. +3r

= a+b+c=

2
Pero: R, +Rp +R.=4R+r (Ver 8.10)
a+b+c=2(R+r)

A C =900 = 60°

! B0, C y Ey son conciclicos.

00006#4‘#0'0'04-¢¢¢¢¢¢+OQf@###¢¢¢¢¢¢¢-ﬂ-¢¢-}#0040#004"3'04'04‘####0#0\“(’0@000#06##
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CX Y TEOREMA DE NAGEL o También:
Si AP y CQ son alturas y O es cir-
cuncentro del triangulo obtusangulo ABC.

El segmento que une los pies de dos
alturas es perpendicular al cir-
cunradio correspondiente al veértice
desde el cual no se ha trazado la al-
tura.

o e D

<

Si AQ y CP son alturas y O es el
circuncentro del AABC .

0

= | xX=90%

8.10 Ml Ly Al

En todo triangulo, la suma de los tres
exradios es igual a la suma del

R A N A A R R IR R S

+ inradio v cuatro veces el circunradio
L4
<>
<
<>
2
P
e Por el teorema 8.4 .: '-
m«£ABS = m£OBC = «.
e /MPBQH: Inscriptible
= m<£PQH =« &

e En “Q”: m«BQL=90°-a

e lLuego en el ABLQ:
x=0+90°-a
x=90°

Se cumple:
R,+Ry +R.=4R +r




" 51 “b” es la distancia del circuncentro
hacia AC .
‘_r el teorema 8.8 (D):

L

Por el teorema 8.8 (E): (+)
_Ra+R.

/

R.+Ry+R.=4R+r

L1 8 TEOREMAS DE CARNOT

<>
<
<~
<
o>
<«
<>
<>
o
&
<
<>
<>
<«
-
-~
<>
-
Exd
rs
-
<«
<>
<>
-
<
<«
o~
&
<o
o
. n -
En todo tridngulo acutangulo la
Mma de las distancias del circuncen- i
0 hacia los lados es igual a la suma &
o

<«

<«

o

<«

o

-

o

-

&

£

o

-

<

<

o

-

<

B

-

-

>

<«

-

o>

o

e

o

<

o

-

<

<«

del Inradio y circunradio.
8l AABC : Acuténgulo

7Oburva que: R-a, R-by R-c
i law longitudes de las sagitas BC
v AB.

R-a+R-b+R-c=

e Por el teorema 8.8 (D):

R.,-r Ry, —r

R-a=—_—. R-b=-0 .

a 2, 2v
R.~t
R-c=—¢_
T

e Sumando las expresiones:

Ra-r+Rb—r+Rc—r
2 2 2

=6R+3r=R, +R, +R. +2(a+b+c¢)
——————

4R+r (T. Steiner)

R+r=a+b+c

En todo triangulo obtusangulo la
suma de las distancias del circuncen-
tro hacia los lados que determinan
el angulo obtuso menos la distancia
hacia el otro lado es igual a la suma
entre el circunradio con el inradio.

Si AABC : Obtusangulo
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H |

oacAM GEOMETRIA
“GARNOT 2 : TR 1 TEOREMA DE PONCELET
La suma de las longitudes de las sagitas * En todo triangulo rectangulo, la su
correspondientes a los lados de un trian- ma de las longitudes de los catelos
qulo, tal que se encuentren en la region . es igual a la sum~ de la longitud de
exterior, es igual al doble del circunradio ¢ la hipotenusa y el doble del inradio

menos el inradio.

Si- mgABC=90° e L inradio

<
o .
p .
<@
C o <>
: <
a : :
o\e ‘} at 8 s
| 0 :
! N_R-b 8
| : <
I ¢ o Seobservaque TBPI es un cuadrad
{., & cuyo lado mide - e
| @
IJI’ 2. e Por teorema:
il $
l.'[ . Sabemos que las sagitas concurren X AT=AQ=a-T
l en O. ¢ CP=CQ=b-r
M « Por el teorema de Carnot 1: ﬁ,
:"‘ i o AC=AQ+QC = c=a-r+Liy
‘)J" R-a+R-b+R-c=R+r $
| s = .
fl'l s 2R-r=a+t+b+c PS . c+2r=a+b
&

i




PUNTOS NOTABLES

demostracién debemos aprove-
v

BT = rcot(—g—l, luego debemos
el mismo'm

LI

W —— Notfa
Weciproco) Si en un trigngulo la
e las longitudes de dos lados
il a la longitud del tercer lado
Wible del inradio, entonces se
(e un triangulo rectangulo.

L S

AABQ : Isésceles = AB=a+x
APBC : Isésceles = BC=b+x

e Por el teorema de Poncelet:
= a+X+b+x=a+x+b+2r

do en el teorema

POLLOVDPDPPLP LR R QLR L PPN LGS ese

11T 2

MAABC =90° y r: inradio

R R R T R Y S ey S ey

ool e e D L DS

’a
¢




DIPTSR T T TR - ———

« Por teoremas de circunferencia, se tie-
ne:

BP=R,, BL=TC=r k6 BT=R, y
BQZRb

e Por Teorema de Poncelet:
ENABL: m+h=a+2r,

B CBL: n+h=b+2r,
ANABC: a+b=m+n+2r

> h=r1+r2+r

e Por el teorema 8.2 (B):PB=CQ=R..
e Del grafico: BQ=BT+TC+CQ

~ Ry=Ra+r+R,

R &3 TEOREMA DE PITOT
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Z Para todo cuadrilatero circunscrito o
Py circunscriptible las sumas de las lon-
* gitudes de los lados opuestos son
@ iguales.

<«

: OABCD: Cuadrilatero circunscrito
< B

>
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EDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

<@

'» Por teorema de circunferencia:
AT=AR=m, BT=BP=
CP=CQ=/¢, DQ=DR-=t

-

&

'» Se observa: a=m+n, b=n+¢,
c=€+t y d=m+t

atc=m+n+¥f+t y
b+d=n+{+m+t

a+c=b+d

¥ N == Nota

El semiperimetro de la region
limitada por un cuadrilatero cir-
cunscrito es igual a la suma de las
longitudes de cualquier par de la-
dos opuestos.

‘.- En todo cuadrildtero circunscri-
to las bisectrices interiores pa-
san por el centro de la circunfe-
rencia inscrita.

» Las bisectrices internas concu-
- rren en O.

R: Inradio del NABCD.

-

e Por teorema de la bisectriz:
OR=0T=0P=0Q=r
e Como: OR=0Q = ¢=y

e Luego por el postulado de Euclides,
con centro en O y radio r podemos
trazar la circunferencia ¥, la cual es
tangente a los cuatro lados.

OABCD: Circunscriptible

" 8l en un cuadrilatero convexo tres
Irices interiores son concurrentes, di-
tuadrilatero es circunscriptible.

'C"O'4'#¢¢¢0#####¢¢¢#00400#000000'@¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢~:-:¢¢0~:¢-t-¢->-30¢@4*{-:'-:'#-:0':‘#'4-'!'##':-'2'
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GEOMETRIA

TEOREMA:

Si en un cuadrilatero convexo la
suma de las longitudes de los lados
opuestos es la misma, dicho cuadrilate-
ro es circunscriptible.

e Se ubican Py Q en AB vy AD, ta
que: BP=b vy DQ=c.

e De la condicién del teorema se tiene
a-b=d-c.

e Llego trazamos las alturas AM y BN
las cuales se cortan en O, el cual es

circuncentro del APQC .

& e o
e Para el APQC AM, BN y DL son

concurrentes.

Si a+c=b+d

¢ Puesto que las bisectrices AM, BN v
DL son concurrentes, por el teorema
anterior.

. DABCD: Circunscriptible.

Generalizando:
Si ABCDEF: Hexagono circunscrito

c

¢¢¢#¢¢#0¢¢¢0¢¢¢¢¢¢0000#¢040¢¢#¢000#4'400##0#0##0#00#00###+¢¢¢¢¢¢\"¢¢¢¢'¢¢




CUZCAND PUNTOS NOTABLES

C% TEOREMA DE STEINER

En todo cuadrilatero exinscrito o
exinscriptible, las diferencias entre
Jas longitudes de los lados opuestos
son iguales.

DABCD: Cuadrilatero exinscrito

bisectrices de dos dngulo exteriores
opuestos v las bisectrices de los otros
angulos interiores concurren en el cen-
tro de la circunferencia exinscrita.

En el grdfico las bisectrices exte-
riores trazadas de B y D con las
bisectrices trazadas desde A y C
concurren en Q.

r: Exradio del DABCD

TEOREMA:

Si en un cuadrilatero convexo las
bisectrices exteriores de dos angulos opues-
tos concurre con la bisectriz interior trazada
desde cualquiera de los otros vértices opues-
tos, el cuadrilatero es Exinscriptible.

En el gréfico:

a+n+x=m+b+x
= a+n=m+b

'.o a—b=m"n

LR R A A S R - R I I S R R R R - R I I R A




GEOMETRIA

- Por dato: a—b=m-n = a+n=b+m

Se prolonga AB hasta S, tal que:
BS =n.

Se prolonga AD hasta T, tal que DT=b
= ACBS v ACDT : Isosceles.

« Por teorema de la bisectriz:
OQ=0V=0L=0S=R
Se concluird: m£SCO = m£LOCL = ¢

debido a OS=0L (Reciproco) del teo-
rema de la bisectriz.

e Debidoaque AS=a+ny AT=m+b
= AS=AT
Se concluye: AAST: Isésceles

Se trazan AL y DM alturas de los
tridngulos SBC y CDT, las cuales son
bisectrices y medianas.

> <>

= BQ vy DQ son mediatrices de CSvy
CT, luego Q es circuncentro del:
ATCS = QS=QC=QT=/{

e NDASQT: es trapezoide simétrico
= m&£LSAQ =m£LQAT =96

» Luego se tendra: O equidista de AB,
BC, CD y AD, entonces es centro
de una circunferencia tangente a di-
chos lados.

DABCD es exinscriptible

TEOREMA:

Si en un cuadrilatero convexo la di-
ferencia de longitudes de los lados opues-
tos son iguales, entonces el cuadrilatero
es exinscriptible. (Considerando la dife-
rencia el mayor con el menor).

Si NABCD es convexoy a—-b=m-n

e Se tendra entonces:

e Por el teorema anterior, se deduce
A ABCD es exinscriptible,

000#00#00000000#00#0#0#'O-'Q'@0##00###4#0#000##0#00##0#0###4{-‘)-}'2'-:'#{"9'4:":-#-:-3'-}
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”

|CX | TRIANGULOS ESPECIALES

En este capitulo estudiaremos aquellos tridngulos cuyos vértices tienen la misma
caracteristica respecto a un friangulo dado.

A un nivel preuniversitario se estudia a los triangulos mediano, 6rtico v exincentral,
pero veremos que existen muchos mas.

WY TRIANGULD MEDIAND, MEDIAL 0 PP TRIANGULO ORTICO

.

COMPLEMENTARIO

Es aquel triangulo cuyos vértices son
los pies de las alturas de un tridngu-
lo.

¢+ Es aquel tridngulo cuyos vértices son
los puntos medios de los lados de un
friangulo dado.

Ol o e sl o

En el gréfico:
AABC : Acutangulo

.
o

I triangulo antimediano del
:33 ABC es el triangulo RST
I que el triangulo ABC es trigngu-
W mediano del triangulo RST.

R B S

En el grafico
AABC : Obtusangulo

B S A S S N N A S AR Y

A

T
el grdfico:
| AABC es triangulo mediano del

AT e I L

e e e e e e e e e e D
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« Todos los triangulos presentan
triangulo értico, excepto el trian-
gulo rectédngulo.

« El trigngulo EFG es antiortico del
triangulo MNL, si el triangulo
MNL es trigngulo ortico del trian-
gulo EFG.

F
E L G
E ¥ G

%3 TRIANGULO EXINCENTRAL 0 TRIANGULO DE
LOS EXCENTROS

Es aquel triangulo cuyos vértices
son los excentros relativos a cada
lado.

Geeeee
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WY TRIANGULO DE CONTACTO INTERIOR

En el grafico:

E,: Excentro relativo a BC .
E.: Excentro relativo a AB .

Ep: Excentro relativo a AC .

Es el triangulo cuyos vértices son los
puntos de tangencia de la circunie
rencia inscrita con los lados de un
triangulo.

En el grafico:

@&: Circunferencia inscrita en vl

AABC.

o

 contacto interli

AABC.
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Y TRIANGULO DE CONTACTO EXTERIOR

Es el triangulo cuyos vértices son los
puntos de tangencia de las circunfe-
fencias exinscritas con los lados de
un triangulo.

\)

En el gréfico:

W\, %>, v %, : Circunferencias exins-
Piitas relativas a los lados del AABC .

&

"
oe”
.
' g

IANGULD INCENTRICO

Wl Irldngulo cuyos vértices son los
de las bisectrices interiores.

-
AN

PR S R S R Wi G

LA A R R I R - AR - AR SR - SR I -

XA TRIANGULO PEDAL 0 PODAR

Es el tridngulo cuyos vértices son las
proyeccione de un punto sobre los la-
dos de un triangulo.

El triangulo pedal de circuncen-
tro es el triangulo mediano.

- El triangulo pedal del ortocen-
tro es el triangulo ortico.

- Eltriangulo pedal del incentro es
el triangulo de contacto interior.

- Si el punto pertenece a la circun-
ferencia circunscrita, los pies de
las perpendiculares sobre los la-
dos o prolongaciones son
colineales (ver recta de Simson)
no habria triangulo pedal.
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EX:1 TRIANGULO CEVIANO

Es el triangulo cuyos vértices son los
pies de las cevianas concurrentes en
un punto dado.

- EIl triangulo ceviano del
baricentro es el triangulo me-
diano.

- El triangulo ceviano del orto-
centro es el triangulo ortico.

- El triagngulo ceviano del incen-
tro es el triangulo incentrico.

- El triangulo ceviano del punto
de Gergonne es el triangulo
de contacto interior.

- El triangulo ceviano de Punto
de Nagel es el triangulo de
contacto exterior.

POPPPPPPPO PP PPV P PP PRt e

o 0. 0 0 90
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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TEOREMAS SOBRE LOS TRIANGULOS ESPECIALES

A

Si el tridngulo MNL es tridngulo + Demastracisu;
mediano del triangulo ABC (M b4
en AB v N en BC) se cumple:

AAML = AMBN = ALNC = AMLN

En el gréfico:

¢ AMNL : Tridngulo mediano del AABC
G: Baricentro del AABC .

N el gréfico: AMNL es tridangulo media-

no del triangulo ABC o Se tiene entonces:

AM=MB=2r, BN=NC=2n vy

Wr teorema de la base media: AL=LC

MN=b, ML=a y IN=c
t caso de congruencia LLL, se tiene:
- AAML = AMBN = ALNC = AMLN

o Por teorema de la base media:
ML=2n y ML//BC
NL=2r y NL/AB

e« En AABN se tiene AM=MB vy

MT//BN = MT es base media.

El baricentro de todo triangulo es
baricentro de su tridngulo media-
no.

Si AMNL :

Tridngulo mediano del AABC; v
(: Baricentro del AABC .

e Luego: MT =n
e De los anterior, se tendra:

MT=TL=n
= NT es mediana de AMNL .
e En forma analoga se verifica MQ es

mediana del AMNL .

e Del criterio principal, como NT y MQ
son medianas:

~. G es baricentro del AMNL .

R R A R R R R R R IR R SRR R A
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10.3 El circuncentro de todo triangulo
es ortocentro de su triangulo me-
diano.

e También se sabe: MN, NL y ML son
las bases medias para el AABC, en-
tonces:

MN//AC, IN//AB y ML//BC
o Luego se tendra por propiedad de las
paralelas:

« i > — > —
Ll.LML, L2.LNL y L3.LMN
- MH, NQ v LS: alturas del AMNL .
- O es ortocentro de AMNL .

Si AMNL : Triangulo mediano del

AABC -
y O: Circuncentro del AABC.

AABC : Tridngulo rectdngulo

En el gréfico:

e AMNL es el triangulo mediano del
AABC -

e Se sabe entonces:

AM=MB. AL=LC y CN=NB

> > €
Se trazan L;, Ly y L3 mediatrices

de BC, AB y AC respectivamente.
Luego: O es circuncentro del AABC.

.
0#0#600¢¢<~¢¢¢¢¢¢¢#¢¢0¢0¢¢#0#0##06000000000#0#000000#000#00000#0#004000
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0.4 En todo triangulo la distancia de
su ortocentro a un vértice es igual
a cuatro veces la distancia del
circuncentro de su triAngulo me-
diano al lado paralelo al lado
opuesto al vértice mencionado.

Si H: Ortocentro del AABC y

O: Circuncentro del triangulo me-
diano MNL.

Se ubica el circuncentro P del AABC ,
por el teorema anterior P es

ortocentro del AMNL .

2a

rl
;

o]

AMNL : Por el teorema 8.6(A):
e P = 28

~ Anédlogamente en el AABC, se tie-
ne:

. b=4a

LS A A A A R T A A A TR R R S R R

10.5 Si el tridAngulo MNL es triangulo

mediano del triangulo ABC (M en
AB yNen BC). Sean P Qy R
punto homélogos de los triangu-
los AML, MBN y LNC respectiva-
mente, se cumple.

APQR = AMLN

/RN
5 S

A b

L b

e Sea AMNL , tridAngulo mediano del

AABC -

Por teorema:
AAML =AMBN =ALNC = AMLN
Entonces;: MN=b, NL=c, ML=a

Por condiciéon, P, Q v R son puntos
homélogos, entonces:

MP =BQ =NR
m£LAMP = mAMBQ=m4£[NR =0
m4£APML = m£QBN = m£RNC =«

Luego, se tendria:

PMBQ, QBNR y PMNR son para-
lelogramos.

Entonces: PQ=c, QR=ay PR=b

Finalmente por caso de congruencia
B I

APQR = ANLM
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_M: ¢ o ARHQC y OAPQC: Inscriptibles
<
Del teorema anterior podemos con- 2 = m4RCH=m«RQA=0
siderar casos particulares, cuando % y m£ACP = m£AQP =
los puntos homdlogos son algunos 5
de los puntos notables. gis En APQR (triangulo ortico del
ior i s AABC ).
6 - (— - .
8 : e Se tiene QL es bisectriz interior.
$ o En forma analoga, se verifica PT es
Py bisectriz interior.
L4 e s . . ’
M + o Por el criterio principal, se tendra en
= tonces H es incentro del APQR.
L4
Gy +
A X * 10.7 Los vértices de todo triangulo
* acutangulo son excentros de su
En este caso: s triangulo 6rtico.
@
<

AMNL : Trigngulo mediano del
AABC -
G, : Baricentro del AMBN .
G, : Baricentro del AAML .
G, : Baricentro del ALNC .

= AGlec3 = AI.-MN

10.6 El ortocentro de todo triangulo
acutangulo es incentro de su res-
pectivo triangulo ortico.

e En el gréfico:

APQR : Triangulo ortico del AAIN S

« Por el teorema anterior I es incemd
de APQR.

« Luego al prolongar QP, PR v H{
tendra:
m£GPA = m£APR = 90" -}

« En el grafico:
AABC : Acutangulo
H: Ortocentro del AABC
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m«£ERC = m£CRQ = 90° -0
m£LFQB = m4BQP = 90°-q
concluye entonces para el APQR
A es excentro relativo a PR.

B es excentro relativo a PQ .

C es excentro relativo a RQ .

MBC : Obtusdngulo.
.R: Triangulo értico del AABC .
cumple:
B es incentro del APQR .
M: ortocentro del AABC .
y C: Excentros del APQR .

istancia entre los pies de las
Ipendiculares trazadas del pie
¥ Una de las alturas de un trian-
lﬂ acutangulo hacia los lados
fiincentes de dicha altura es
il al semiperimetro de la re-
limitada por el tridngulo

|
NAN

0##0##0000#60#0#0#40#%#0#0##*##0####0#‘)###-}#@@##%’##{-##6-5-4-#'9-:-40-':'-:'#‘:-#'?-:-)'?

e En el grafico: APQR :Triangulo 6rtico
del AABC.

a+b+c
2

» Por el teorema anterior se sabe Ay C
son excentros, entonces:

mAEPA = m£APR = o
m£LRQC=m«£CQF =0

e Se va a demostrar: x =

e Se prolonga RM hasta E y RN hasta
F se tiene entonces que en lg _tria’m—
gulos EPR y RQF: PM v QN son
bisectrices y alturas.

= ARQF v ARPA son isosceles
= EP=PR=b y RQ=QF=c

e Ademds: EM=MR y RN=NF

e« En AERF, MN es base media, por
teorema:

o b+a+c
2

10.9 En un tridngulo acutangulo la lon-
gitud del segmento que tiene como
extremos los pies de las perpendi-
culares trazadas desde el pie de
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una de las alturas del triangulo ha-
cia las otras alturas, es igual al
semiperimetro del triangulo ortico
menos la longitud del lado opues-
to a dicho pie.

F

C

« Por teorema 10.5, I es incentro del

APQR al prolongar RS vy RT hasta E
y F respectivamente se tendra:

AQRE vy APRF isosceles
=QR=QE=c y PR=PF=a

e Ademas: RS=SE y RT=TF
AREF : ST es base media.
= EF=2x

e Se observa: EP=EF-PF=2x-a
EP=EQ-PQ=c-b
— 2x—-a=c-b

= 2x=a+c-b

¢0¢¢0#0##0000#00000000000000004'0000000#000000000000000#000000000###4##

e En el sequndo miembro:
2x=a+c+b-b-b

— 2x=a+b+c-2b

L AFowe g
2

10.10 De todos los triangulos que s¢
pueden trazar cuyos vértices es
tén sobre los lados o prolonga
ciones de un tridngulo obtusan
gulo, el de menor perimetro ¢s
el triangulo ortico.

(ver Teorema de Fagnano)

10.11 El incentro de un triangulo &
ortocentro del triangulo exincen
tral.

En el gréfico:
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mxERC = mg£CRQ = 90° -0
m£FQB = m4BQP = 90° -«

i concluye entonces para el APQR
A es excentro relativo a PR .

B es excentro relativo a PQ .

" C es excentro relativo a RQ .

8C : Obtusangulo.
"R : Trigngulo 6rtico del AABC .
eumple:
B es incentro del APQR .
H ortocentro del AABC .
M y C: Excentros del APQR .

distancia entre los pies de las
purpendiculares trazadas del pie
iy una de las alturas de un trian-
ilo acutdngulo hacia los lados
Wyacentes de dicha altura es
Mal al semiperimetro de la re-
l0n limitada por el triangulo
Hico,

S DD

o e

& o

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢0¢¢0¢¢¢'0-0'0'##000###0-@#0#’}#0###‘:‘####-0-4'9’#':'@-:-:-?’3":"2'

e En el grafico: APQR :Triangulo értico
del AABC.

a+b+c
2

 Por el teorema anterior se sabe Ay C
son excentros, entonces:

m£EPA = m£APR = «
m£LRQC =m«£LCQF =0

e Se va a demostrar: x =

e Se prolonga RM hasta E y RN hasta
F se tiene entonces que en los trian-
gulos EPR y RQF: PM y QN son
bisectrices vy alturas.

= ARQF y ARPA son isésceles
= EP=PR=b y RQ=QF=c¢

e Ademads: EM=MR y 'RN=NF

e En AERF, MN es base media, por
teorema:

o b+a+c
2

10.9 En un tridngulo acutédngulo la lon-
gitud del segmento que tiene como
extremos los pies de las perpendi-
culares trazadas desde el pie de
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una de las alturas del triangulo ha- ¢ En el sequndo miembro:
cia las otras alturas, es igual al
semiperimetro del triangulo ortico
menos la longitud del lado opues-

to a dicho pie.

2x =a+c+b-b-b

— 2x=a+b+c-2b

x:ﬂ-’-g_b
2

10.10 De todos los triangulos que se
pueden trazar cuyos vértices es
tén sobre los lados o prolonga
ciones de un triangulo obtusan
gulo, el de menor perimetro 4
el triangulo 6rtico.

(ver Teorema de Fagnano)
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% 10.11 El incentro de un tridngulo ¢4
e ortocentro del triangulo exincen
Ll
4 tral.
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A C

« Por teorema 10.5, | es incentro del

APQR al prolongar RS v RT hasta E
y F respectivamente se tendra:

AQRE vy APRF isosceles
—-QR=QE=c y PR=PF=a

e Ademas: RS=SE v RT=TF
AREF: ST es base media.
= EF=2x

e Se observa: FP=EF-PF=2x-a
EP=EQ-PQ=c-b

- 2x—-a=c-b

- 2x=a+c-b

En el grafico:
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i Incentro del AABC .

observa:

mAACE, =m«E CT =90° -«
= m«E CE, =90°
mLABE_ =m<E BR = 90°-0

= m«E,BE_=90°

R s ar e a0
. .

AE, E,E,.: Tridngulo exincentral o
ridngulo de los excentros del AABC .

womo: E C vy E B son alturas en-
nces | es ortocentro del AE, E, E, .

JOCIVALIOR i B9

mbién se puede indicar:
A, ly E_ : Colineales.
AE, E, E. : Acutdngulo.

AABC es triangulo értico
del triagngulo E_E.E_.

AE, E, E. es tridngulo
antiortico del AABC .

trldngulo inicial.

Fl circuncentro del tridngulo de
. tontacto interior es incentro del

Ll B LRI

':'04'4'4'0‘?#60#4-####*{-#0##@#0#04##%#é'}é#{-#'&-ﬂ-#-ﬂ-ﬂ-'?‘:-6'3'{-{-#'}-:"#-:'

En el grafico:

e APQT es el triangulo de contacto in-
terior del triangulo ABC.

e O es circuncentro del APQT .

e Por teorema de circunferencia:

—> = >
AO, CO v BO son bisectrices de los

angulos BAC, ACB y ABC respecti-
vamente.

~. O es incentro déP‘?}ABC

(URES 0TROS TRIANGULOS ESPECIALES §
TRIANGULO ANTICEVIANO

El tridngulo anticeviano de un triangulo
ABC es el triangulo PMQ tal que el tridn-
gulo ABC es triangulo ceviano del trian-
gulo PQR.




" E] trigngulo anticeviano del
paricentro es el triangulo anti-
mediano.

El triGngulo anticeviano del

incentro es el triangulo de los
excentros o trigngulo exincen-

tral.

El triGngulo anticeviano del
ortocentro es el triangulo an-

tiortico..

Es el triangulo cuyos vértices resultan
de la interseccién de las tangentes in-
teriores comunes a la circunferencia ins-
crita y a una de las circunferencias
exinscritas que no corresponden a los

lados.

GEOMETRIA

En el grafico:

%ﬂ] ,%)2 y % . Circunferencias exinscritas

¢ : Circunferencia inscrita.

Es el triAngulo cuyos vértices son las in
tersecciones de las tangentes exteriores
comunes a las circunferencias exinscritas
que no corresponden a las prolongacio
nes de los lados.

N

En el gréfico %yl ,%’2 y %’3 son las ¢l
cunferencias exinscritas del AABC
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RECTAS NOTABLES | s

A continuacién vamos a estudiar aquellas rectas contenidas en un mismo pla-
no, determinado por dichas rectas o por alguna figura relacionada a las rectas
(@ngulo, triangulo, circunferencia, etc.) a las cuales llamaremos rectas nota-

bles.

| RECTAS PARALELAS

Son aquellas que no tiene punto
en comun.

T ién:

> &
Si: L, ={}
- ia -
2
- # >
2
—

3 RECTAS ANTIPARALELAS

Dos rectas son antiparalelas con
;hspecto a un angulo, si la
bisectriz de dicho angulo es trans-
wversal y forma angulos interiores
al mismo lado de la transversal,
s' igual medida (y diferentes de
90°) con las rectas en mencién.

Los lados del angulo son antipa-
ralelos con respecto al angulo
formado por las rectas antipa-

ralelas.
8 P
B (8]
- —
A Qy »
“> >

Si: PQ vy PR son antiparalelas

con respecto al angulo AOB.

“> >
< OA vy OB son antiparalelas

con respecto al angulo RPQ.

0#0#000@0#0{-00###06000#4##0#0'06###-0"}':"0'4-2-#{'0{04'04'-:'##'}#{“:'4".\-:-C’¢+
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« Los puntos de corte entre los la-
dos del angulo y las rectas
antiparalelas son conciclicos.

antiparalelas

N\

\

‘\\__/

antiparalelas  ,ptiparalelas

o O
Si: Z, 9 &, son antiparalelas con

respecto al dngulo AOB.

N

©
y Z|: simétrica de &, con respec-

«
toa OX.

ET—————

S e

Esta es la propiedad que sugiere el
uso del término antiparalelo.

—

e

'S J RECTAS ISOGONALES

Dos rectas son conjugadas 150
gonales © simplemente 150
gonales respecto a un angulo,
cuando la bisectriz de dicho an
gulo es también bisectriz del an
gulo formado por las rectas en
mencion.

©
OX y OY son isogonales con
respecto al £AOB .

“
OQ son isogonales con respudt

al «MON.
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‘s Las isogonales con respecto a un an- Isogonales
gulo forman angulos de igual medi- con respecto
da con los lados del angulo. al zAOB

Las isogonales con relacién a un an-

gulo son simétricos con respecto a X
la bisectriz de dicho angulo. a-—-rr'/» M_
o a\
T i
|as isogonales OX y OY son simé- m

fricas con respecto a la bisectriz OM.

Autoisogonal A
: A , ) del - AOB
¢ La bisectriz de un angulo, también
" #s conocida como la autoisogonal. M ™
2=

W RECTAS ISOTOMICAS A
Dos rectas son isotémicas con respecto a un
Itlangulo cuando pasando por un mismo vérti-
¢# determinan en el lado opuesto dos segmen-
fos extremos de igual longitud.
A C

._m AP=QC=a ”_"97" Q['_; ; B

(—)T gf;
= zl v Z, gon'isgtémlggg

~con respecto A
R L TR L VLS,

sumen:

Antiparalelas
A

S
=

Isotémicas
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W] RECTA DE SIMSON - WALLACE ¢ o [BRPS: Inscriptible

<
TEOREMA é —» m«£RBP =m«RSP =§
En todo triangulo las proyecciones deun & A PTC : o+ B=90° con Ve it e
punto de la circunferencia circunscrita ha- j = = N !
cia los lados son colineales. ¢ S” : a+90°+p =180 .
Se cumple: @
t - R, Sy T son colineales
*
%*
<«
¢
L
* Es la recta que pasa por las proyeccio

= nes de un punto de la circunferencia cir
< . .z
& cunscrita a los lados de un triangulo.

e« [SPCT: Inscriptible

— miTSC=m«TPC=a
e [OABPC: Inscrito

— m4&RBP =m«PCA=§

Gl
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?

Recta de Simson
con respecto a L

-
-
o

o Se observa que PM//QL

= a+Pf=x ..(I)

e AAPNM: Inscriptible
— m4«PAN = m<PMN =

Recta de Simson
respecto a Q

AODQCL: Inscriptible
= m«£DLQ=m£DCQ=a

e Por éangulo inscrito:

mI—”E=2B y mBQ = 2a

Como: 20+28=6 ...(I)

De (I) v ():

LR R R R R R R R RN R R S R
L
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44I------------------47 liEullETniA
1158 PROPIEDADES ? e Por angulo inscrito:
. m£PSB = o
.4 e GO
" Z/IBS

el D
A
@y

L
Si & es recta de Simson del AABC, -
respecto de P Se cumple : Si H : ortocentro del AABC vy 2
] recta de Simson del AABC , respec

toaP

T T L L R
P

S

e« [APNL: Inscriptible
— mAPAN=m£PLN=a

0'0-4'¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢+¢¢+¢60<-&4"QHC'{-¢¢¢0¢¢¢¢¢00¢#¢¢¢¢¢¢0¢¢¢0¢¢0¢¢¢
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Trazamos mcuya prolongacién corta * \3?’ Se cumple:

P %' en S. .'
p i — b4 B
De la propiedad anterior : BS// < - 4
BLQS: Paralelogramo '_:'
! 4 o
= QS=BL=b ?
Ubicamos el circuncentro O del ABC & t; S
o > A * - r— T )
Por el teorema 8.6: BH =2a 9“PQ=AD~BC i

'DQN: Rectangulo

= NQ=a

Por teorema: NP=NS=a+b
Al = AMPQ (ALA), se tiene.

m=n

L -

;vﬁn z

e [ORPHL: Inscriptible, con lo cual se
€«

observa que & es la recta de Simson
del APRH , respecto a L (A, By C

e son colineales) en % .
plongamos BN hasta D, por el teo-

fuma 8.5: HN=ND=a
WPQS: PL-1Q=f = SL=¢

>
e Analogamente, & es la recta de
Simson del AHQE, respecto a L

(B, C y D son colineales) en %, .
: Base media del APHS.

m=n

A, B, C y D son colineales.

R R R R R R R IR A AR R I - B S
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e Como:

PF//LC = mgPFL=m«FLC =«
e« OFPHQ: Inscriptible = m«£PQH =«

« NBLCH: Inseriptible = m«£HBC=q,
con lo cual i)//A—D.

e Luego ubidamos S en PQ, tal que

SC/QD = SC=QD={ vy
SQ=DC=a
(SCDQ paralelogramo)

« BLDQ: Rectangulo = BL=QD=/

« Puesto que SC//BL y SC=BL={¢
— BS//CL (SCLB: paralelogramo)

« ABSP: Paralelogramo
= PS=AB=D0

PQ=AD-BC

MIPER ] RECTA DE EULER
¥e

de un triangulo no equilatero, son
¢ colineales.

C

Para el AABC: H: Ortocentro
G: Baricentro ; O: Circuncentro

o« Como G es baricentro, entonces Bl
es mediana, asi tenemos:

AL=1C=m vy BG=2(GL)=2a
« Por el teorema 8.4 (B):
m£OLC =90°
« Por el teorema 8.6 (A):
BH = 2(0L) = 2(

-
<
&
<
e
&
®
>
<
*
<
<
&
-
&
@
»
¢
@
*
D
&
L 4
<
<
<
L4
<
L4
&
*
*
°
&
>
o
&>
L3
@
<
<
<
-
@
<
<
4
<
<
<>
®
L]
<>
g
-
&
@
<
¢
*



JRIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

i Luego trazamos la base media MN del También:
ABHG (BM = MG = a).

= MN=¢ vy - MN/BH

o

Ortocentro

O e oo

Baricetro

Circuncentro

Recta de Euler del BMNL

Ortocentro

¢ AMNG = AGOL (LAL)
= mAMGN =m«LGO =f

. H, G v O son colineales

Ademas: HG=2(GO)

P
|

v

[ . | Recta de Euler
) todo triangulo no equilatero, la dis-

\¢la del ortocentro al baricentro es el
pble de la distancia del circuncentro al
nricentro.

# cumple:

e En todo triangulo isésceles, el
circuncentro, baricentro, incen-
tro, ortocentro y el excentro re-
lativo a la base, son colineales
gecta de Euler).

Z : Recta de Euler del triangulo

ll recta que pasa por el circuncentro, isésceles ABC de base AC.
tieentro y ortocentro de un tridngulo

) equilatero.

LR A A A S R A R I i R R
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|

e Para todo trigngulo equilatero el
circuncentro, baricentro,
incentro vy baricentro, coinciden.

Si AABC : Equilatero

e Luego trazamos OM L AC

e Por el teorema 8.6: BH =2(0OM) = 2(

e Puesto que O es circuncentro:
= m£MOC =m«£ABC =60° v
0OC=0B
e BNMOC: Notable = OC=2¢

e ABHO : Isésceles
= m&£BHP =m«£BOQ =p

e ABHP = ABOQ (ALA) = BP=BQ=m
. ABPQ es equilatero.

Ademas: PH=0Q

4 B
\t

A C

>
Si: mg£ABC =60° y 2 es la recta de
Euler del AABC .

“
Si mgABC =60° v & es la recta de
Euler del AABC.

e Ubicamos el ortocentro H vy
circuncentro O del AABC.

Lk ;»\9{.,4_"1'\-", Ry, et 2
m=n=f=a+b

':'4"3"0”?¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢'§-¢¢¢0@-0¢¢¢¢¢¢¢0-6"0'-0'0¢¢¢4"0'0#0#####00##40###‘&-&')-3"0'4“:-4-'0'-3-('!:'#'
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>
e Se sabe que HO es la recta de Euler.

e De las propiedades anteriores
PH=a, HQ=b y OQ=a

x=b-a

Por la propiedad anterior:
m=n={ y mg£BPQ =60°

Ublcamos el ortocentro H, con lo cual
AL es altura = m«BAL =30°.

'\

La recta de Euler de todo triangulo es
también la recta de Euler de su respecti-
Vo giéngulo mediano.

Si & : Recta de Euler del AABC v
AMNL : Tridngulo mediano del AABC .

PH : Isésceles = PH = a , del mis-

Mo modo: HQ =b

“m=f=n=a+b -

8l m£ABC =60°,

M Ortocentro y O: Circuncentro.

#¢¢¢00#‘&@0¢#####0#00##000#0#0#0000000##0#4#6#0#0@#@##0-&#0@#-}#-&##-}###-}0
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«>
« Puesto que & es la recta de Euler, el
baricentro (G) vy circuncentro (O) se
L

ubican en Z .

« Por el teorema 10.2 y 10.3:
—» G: Baricentro del AMNL .

y O: Ortocentro del AMNL .
>
- & es larecta de Euler del AMNL .

Se cumple:

Las rectas de Euler de los triangulos
ABH. BCH, ACH y ABC son concurren-
tes.

= Q
TEOREMA'
Se cumple:

[_as rectas de Euler de los triangulos AQL,
BPL, CPQ vy la circunferencia de
Feuerbach del AABC , son concurrentes.
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GEOMETRIA

La demostraciéon de este teore-
ma la desarrollaremos en el capitu-
lo denominado temas selectos. Tam-
bién estardn incluidos las demostra-
ciones de Rectas de Housel y Nagel.

IS % A RECTA DE STEINER

Dado un triangulo, los simétricos de un
punto de la circunferencia circunscrita
respecto a los lados se ubican en una
recta denominada recta de Steiner.

Si, M, N y L son simétricos de P res
pecto a los lados AB, BC y AC respet
tivamente.

5 B :

a de Steiner, respec-

« Sabemos: D, E y F son colineald

PR
(.‘Z’1 - recta de Simson).
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‘ oy
I Base media ANPL = NL// %

—a Ly iy
), Base media AMNP = MN// Z

"ir postulado de N solo podemos tra-
I una recta paralela.

A M, Ny L son colineales.

¥ RECTA DE HOUSEL

ltentro, baricentro, el punto de Nagel
Lpunto de Spieker, de un tridngulo, se
M ¢n una recta denominada recta
lousel.

Munto de Spieker

o

R U S S N S M S N N A S X

PR RN

P N S A A R S S 8

& o

S oD

oo

R R IR . SN G RN

o

G

+ Ademas:

PROPIEDADES

Baricentro

Punto de Spieker
Punto de Nagel

Incentro

Se cumple:

1S=SN, GN=2(Gl)
v (IG)(SN) = (GS)(IN)

S9N RECTA DE NAGEL

El incentro, el circuncentro vy el punto de
concurrencia de las perpendiculares tra-
zadas desde los excentros a los lados del

triangulo, se encuentran en una recta co-
nocida como la recta de Nagel.

B /

Excentro

E,

s

&: Recta de Nagel del AABC

10=0M
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iC-B W TEOREMA

En un triangulo los pies de las al-
turas, los puntos medios de los la-
dos v los puntos medios de los seg-
mentos que unen los vértices con
el ortocentro son conciclicos.

GEOMETRIA

La circunferencia que pasa por
dichos puntos se denomina cir-
cunferencia de los nueve puntos,
circunferencia de Euler o de
Feuerbach.

En el grafico:

— 2n i

¢ Por teorema:
MN//AC y ED//AC = MN/ED
EM/HB y DN/HB = EM//DN
e Peroo HB1LAC = EM L MN
— EMND es rectangulo

°:":"L‘-'C":"J"9'4'{-'ﬁ"b'&-?':”:-:-ﬂ:-'}b#‘#‘b#############'&-?#-)

[ Paso [ 2
-
s
3 m
S
@ N
Método B! %
<« 5
. Enel AABC, AAHC, AAHB Y & N %}
QHC se tiene: MN, ED, EM, : a\‘;
ND son bases medias respectiva- = L {

mente.
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mbién rectingulo.

Ademas MD es diagonal para ambos
@ctangulos (MFDL v EMND), luego
g EN Y MD concurren en O (pun-
B medio de dichas diagonales).

gon ello tenemos que O equidista de

En los triangulos rectangulos FQL,
ESN y MPD, O es punto medio de
FL EN v MD (hipotenusas de di-
ehos triangulos rectangulos).

br teorema del B\: O equidista de P
Qv S, debido a que EN=MD =FL .

\ EIMvN,DvELyRQySSOH
conciclicos.

tpdo P

i forma para verificar el teorema, se-
razar la circunferencia que pasa por
ples de las alturas y comprobar que
, 0s puntos estan sobre dicha cir-
\lerencia.

Wi, se ha trazado la circunferencia
pasa por P, Q v S, vamos a demos-

I
"AM=MB, BN=NC v AL=LC
AE=EH, BF=FH y HD=DC

En forma similar al anterior, MFDL es *

¥l gréfico P Q y S son pies de las *

-

I S S A A

G0 e e o e ol

oo e e e

R I U S

e

oo e e i

o
o

PUNTOS NOTABLES

Asi tenemos:

e APQS es triangulo értico de AABC .

e Por teorema 10.5 vy 10.6 se tiene:
- H es incentro del APQS.
- A, By Cson excentros de APQS.

- Notar que ¢ es la circunferen-
cia circunscrita al APQS.

e Por teorema 8.3-B:
AE=EH, HD=DC y HF=FB
« [OPBSH:
= mAPSH = m«PBH =0

Inscriptible

e Por angulo inscrito:  mEP = 20

= m«£PME =6

o En AAHB: ME//BH v debido a que

AE =EH se concluye EM
es base media= AM = MB,

e En forma analoga:

En AAHC: EL es base media
= AL=1C
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En ABHC: ND es base media : :O'IWWV'_, ia @;»m
- BN=NC : ﬁ- Notar que el triangulo drtico y el
+ Con lo cual queda demostrado que ';' triangulo mediano estan circunscritos
%, circunferencia circunscrita al .': a la circunferencia de Euler,
APQS . corta en el punto medio a + lo En el gréfico, la circunferencia de

Euler o de los nueve punto del

& 0

los lados del AABC v a los segmen-

tos que unen el ortocentro con cada AABC , es la misma para los trian-

o e

vértice. gulos AHC, AHB y BHC.
B Circunferencia
Métoao T \ S Ewlax n de
a los 9 puntos

Otro método similar al anterior, seria
trazar la circunferencia que pasa por
los puntos medios de cada lado vy de-
mostrar que los otros puntos estan so-
bre esa circunferencia.

—
ARy TR =iy
-:'4 A

Z NI
NSRRI T —

H- En el trigngulo isésceles.

B Circunferencia
de Euler del
AABC

En el grafico M, N y L son puntos me-

dios de los lados del AABC, € es la
circunferencia que pasa por ellos, se
demuestra en forma anéaloga que P, Q
y S son pies de las alturas v que ¥
pasa por los puntos medios de los seg-
mentos que unen el ortocentro y cada
vértice.

En el capitulo de temas selectos, dare-
mos otra demostracion de la circunferen-
cia de los nueve puntos.

¢':H2-‘2-':'¢’-2'-ﬂ-°:'¢-?':"2'03-4-#0'}#'04-'0'#'3":":'(P'?'C'Q##¢¢¢¢¢<‘¢°ﬁ~¢¢¢¢¢¢¢¢¢{°¢~¢¢¢¢-
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el grafico AB=BC.

¢ cumple A_C es tangente a la cir-

Wnferencia de Euler.

Bn el triangulo rectangulo.

circunferencia
B de Euler del
/ © BNABC

/\

W

X

L&)
b———

1

>
&

e En el triangulo equilatero,

circunferencia
de Euler del

B

o

e En el grdfico el triangulo ABC es
«  equilatero, AB, BC y AC son tan-
- - .

- gentes a la circunferencia de Euler,
$ la cual coincide con la circunferen-
@ cia inscrita.

e

€ = FL=2r
Dabido a que AL=LC
= OL L AC

Por teorema: HB = 2(0L)
L HE=FB=0OL

5 Altura = FL es diametro de:

luiego OLFB es un paralelogramo,
#B/I6 ¢y FB=10 = 2r=R

[ OREMAS SOBRE LA CIRCUNFERENCIA DE EULER 0 DE LOS NUEVE PUNTOS

#R.R.1 El radio de la circunferencia de los nueve puntos de un triangulo es la
mitad del circunradio de dicho triangulo.

8ea ¥ la circunferencia de los nueve puntos del AABC .

pues: : ¢

R

f b i b 4
2 \_/

r=—



SR '
UZCAN GEOMETRIA

N Circunferencia
En el grdfico el AABC es obtusdnglo. I del Euler del

Se demuestra en forma similar a la anterior:

OLFB: Paralelogramo vy
R

r=—

2

12.2.2 El centro de la circunferencia de los nueve puntos es punto medio del seq
mento que une el ortocentro y circuncentro de un triangulo dado.

e En el gréfico sea & la circunferencia
de los nueve puntos del AABC .

e H y O: Ortocentro y circuncentro
del AABC, respectivamente.

e Se sabe HE=EB . Como AM=MC
y O circuncentro.

= OMLAC
e Por teorema:

= OM=HE=EB

BP al ser altura = EM:
Didmetro de &
AHOW™E = AOOgM (ALA)
= HOy=0,0=d
EO9 =0OM =r
O, : Centro de &

A P

e Se demuestra entonces 09 biseca a OH .
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Siel AABC es obtusdngulo tam-
bién se demuestra en forma
“andloga: OO, =0O4H donde H
- es ortocentro, O es circuncentro
del AABC y O, es centro de la
. @ircunferencia de los nueve pun-
0S.

l

R

#.2.8. La altura de un tridngulo biseca
al arco, en la circunferencia de
los nueve puntos, cuyos extremos
son los pies de las otras alturas.

Circunferencia
de los nueve

| ¢l gréfico, se cumple:

-:'-:'-!"3-'?‘3"3-‘3'-3*':":'{-4'400-3-#¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢##-@'3-0'?‘3

L

e Sea ¥ la circunferencia de los nueve

puntos.

e Se observa APQS es el triangulo

ortico del AABC .

e Por teorema 10.5 H es incentro del

APQS, por angulo inscrito:
mPE = mES = 20
mSD = m[TQ =20
mPF = mFQ = 2y
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12.2.4 La recta tangente a la circunferencia de los nueve puntos en e punto medio
de un lado, es paralela a la recta tangente a la circunferencia circunscrita en

el vértice opuesto.

o <> >
o« Sea: ¥ y 2, tangente a & v
%, respectivamente.

¢, es la circunferencia de los nue-
ve puntos del AABC.

« BS: alturay H ortocentro = EM
es diametro, luego EM contiene al
centro de €.

o Debido a que AM=MC = OM L AC

e Por teorema: HB=2(OM)
= HE=EB=0OM=/¢

e Se verifica OBEM es paralelogramo (debido a que EB=0OM y EB//OM).

e Por teorema de circunferencia.
— e X NS & O
OBLY: YV EMLY, = 2/

H
circunferencia de '
los nueve puntos .~ |

o ©
En el grdfico Z; v &, son recta tan

gentes a ¥, v ¥, respectivamente, sc
cumple:
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R.6. La longitud del segmento, CUyos
extremos son un vértice de un
triangulo v el punto de corte de
la prolongacion de la altura tra-
zada de dicho vértice hacia un
lado con la circunferencia cir-
cunscrita, es cuatro veces la dis-
tancia del centro de la circunfe-
rencia de los nueve puntos ha-
cia dicho lado.

Debido a que % es la circunferencia
de los nueve puntos, se cumple
BE=EH donde H es ortocentro del
AABC .

Por teorema 8.5: HQ=QD, como%.
altura= EL es diametro, en BANEQL.:
OgM es base media = a+b=2x.

R R I S R SR A AN

Del grafico: BD=2a+2b
= BD=2a+b)

BD=4x

’--‘..u_a p cia

En el grdfico se cumple:

4'4-4-?4-!'-3-4'#'3-9-0':-&-!*##4-4-’:###0(’#4#0#‘#4‘###0###04-'2-4'#‘)#{-:":0{'-&4-’:'
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12.2.6 La circunferencia de los nueve e Sea ¥ la circunferencia de los nueve
puntos biseca al segmento que
une el ortocentro con cualquier
punto de la circunferencia cir-

cunscrita a un triangulo.

F

puntos cuyo centro es Oy vy O es cen
tro de la circunferencia circunscrita al

AABC .

e Por teorema: 12.11 y 12.1.2 se tiene:
H=2r; 0,04 y H son colineales, ade:
mas OO0, =OH .

e En AOHF se tendra:

el
“ea
.

.
-
‘e
-
e
-

e Por teorema: OgE es base media

En el grafico & es la circunferencia de s HE=EF
los nueve puntos del AABC vy H es :

ortocentro de dicho tridngulo se cumple:

Circunferencia de ’
los nueve puntos |
del AABC /

En el gréfico se cumple:

DR R S R R A S S R R R R

94
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| [EOREMA DE FEUERBACH

L& circunferencia de los nueve puntos es tangente a la circunferencia inscrita
N un triangulo v a-cada una de las circunferencias exinscritas.

Circunferencia de

los nueve puntos ' H Circunferencia de
del AABC (%)) Clrcaiditencia los nueve puntos
| inscrita del del AABC (%)

Circunferencia
inscrita del | AABC (%)

AABC (%))

Sao
v
-~

.

En el grafico se cumple: En el grafico se cumple:

%, v &, son tangentes %, es tangente a &,

pecto a las circunferencias exinscritas:

En el gréfico: % , €, v @, son las

circunferencias exinscritas del AABC .

¢ es la circunferencia de los nue-
ve puntos del AABC.

Se cumple:

% estangentea ¢ , €, v G,

& La demostracion de este maravi-
lloso teorema se realizaré en el
capitulo de temas selectos.
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<

PUNTO DE GEORGONNE >
L

En todo triangulo el punto de concurren- ¥
cia de las cevianas trazadas hacia los pun- «
tos de tangencia determinados por la cir- ¥
cunferencia inscrita, se conoce como pun- %
@

to de Georgonne. %
o

<

« Por teorema de circunferencia:
AQ=AN=n, BQ=BM=q,
CN=CM=m

o Del gréfico:
(AQ)(BM)(CN)= (AN)(BQ)(CM)

« De la observacién, se tiene:

m ) .B_N- Y C__Q son concurrenies

PUNTO DE NAGEL

En todo triangulo el punto de concurivil
cia de las cevianas interiores trazadas i
cia los puntos de tangencia determiig
dos por las circunferencias exinscrilas ']
le llama punto de Nagel.

Si ace=bdf = AN , BL v CM
son concurrentes. N&k‘ﬁ‘;

e A P
T e o

ato de Nagel del A |
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PR AR RS

> o

@b

Qo de e &

¢l teorema 8.2:

»CG, CH=BL y Al=BM
leorema de circunferencia:
#%BQ, CH=CR vy CG=CQ

o () y (1) :

'CQ, BQ=AR vy BP=CR
bmo : (AP)(BQ)(R)=(PB)(QC)(AR)

. observacién
grgonne, se concluye:

punto de

" . s
AQ, BR y CP son concurrentes.

(1AM , BM=BQ y CQ=CG
Perimetro AaBq = Perimetro

4.\4-4'0':~'}'0"2"3“0-}#*:'-3'-:"!-##4-##'}#{~¢#\"4###0###‘0’-}4’#4-#-#-:-'3'#4'#'}'.“4-##0:-:'

Por lo cual al trazar una de las cevianas
AQ, BR o CP determinan regiones
triangulares isoperimétricas. Debido a
esta caracteristica al punto de Nagel
también es conocido como el punto
isoperimétrico.

El punto de Nagel de un triangulo es el
incentro de su respectivo triangulo
anticomplementario.

Si N : Punto de Nagel del AABC y
AA'B'C': Anticomplementario del
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e Por teorema 8.2 :

CD=p = AD=p-b

e Por teorema de circunferencia :
AE=p-b

e Analogamente :

BE=CF=P-a

e AFBC: Teorema de

Menelao ( CE: secante)

(p-b)m(p-a)=(p—a)nb

L ]
B>
03]
>
Z
1
&
2
M

m_b I
=T .. (IN)
e De (I) y (II):
t=p-b = SC=p-b+p-a=c = SC=CA
e AA'SC

Isésceles = mLASC=mgLSA'C=u

Por angulos alternos internos; m£LSA'C=a

—_—

— A'N: Bisectriz interior

« Analogamente, B'N v C'N son bisectrices.

N : Incentro del AABC
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UNTO DE PONCELET

uda la circunferencia exinscrita relati-
i a un lado, el punto de concurrencia
b las cevianas trazadas hacia los pun-
4 de tangencia se llama punto de
'GEIEL

Circunferencia exinscrita

L
¥ VALLAD.

e demostrar la concurrencia de las li-
B8 mencionadas, usaremos el siguien-
feorema (reciproco del teorema de
R

A_Lv B_Q v Eﬁ son
IL)(CQ)=(AQ)(LC)(BR) concurrentes

) @l grafico sea %; la circunferencia
Ihscrita relativa a BC .

* Por teoremas de circunferencia AM=AS,

BM=BN y NC=CS
¥ =(AM)(BN)(CS)=(AS)(NC)(BM)

Por el teorema mencionado BS, CM vy

R N )

AN son concurrentes.

LA R

En el grdfico:
« &, % v @ son las circunfe-
rencias exinscritas del AABC .

P, P, v P;: Puntos de Poncelet

relativos a AB, BC y AC res-
pectivamente,

e Q: Punto de Nagel del AABC .

R T R - SR IR R S S R S R S S
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PUNTOS CONJUGADOS ISOTOMICOS

Si en un triangulo se trazan desde cada
vértice un par de cevianas isotomicas tal
que tres de ellas, una de cada veértice,
sean concurrentes entonces las otras tres
también concurren.

En el gréfico:

Lineas isotomicas: CE V CF
Bl v BJ
AG v AH

CE, AH v BI concurren
— AG, BJ y CF concurren
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GEOMETRIA

En el grafico:

£
A—a—] m
Se va a demostrar: x=b

Por Teorema de Ceva:
a(x)(£+k)=(a+m)(b+r)t
ab(£+k)=(a+m)(x+r)f

x b+r
= —=—
b x+r
Acomodando: (x+b+r)(x=b)=0

x=b

PUNTO SIMEDIANO 0 PUNTO DE LEMOINE

Se llama simediana a la ceviana isogonal
respecto de la mediana en un trianqulo

El punto simediano es el punto de con
currencia de las semidianas de un friaf
gulo.

BQ : Simediana
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PUNTOS NOTABLES

-]
—~+
-

gréfico:

AQ, BP vy CR son simedianas
{3 : Baricentro del AABC .

8 : Punto Simediano del AABC .

\ demostrar la concurrencia de las
illanas hay que tener en cuenta al-
0N teoremas previos:

—>C A

) = AP, CR y CQ son
wenb=senx senz seny concurrentes

firema anterior es muy importante
'J‘l concurrencia, con el cual se de-
Mra rapidamente lo siguiente:

e

.
o

BN P Sy

> e

&

R U < I S S S S S A S S A S N N e N M S S 8

Q v Q'son conjugadas isogonales.

Con lo tltimo la demostracién de la con-
currencia es inmediata:

Debido a que las medianas son concu-
rrentes en el baricentro (G), por el teore-
ma anterior las isogonales de las media-
nas (simedianas) también son concurren-
tes (en S).

Luego G y S son conjugados isogonales.
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o El punto simediano siempre es
interior al tridngulo.

« El ortocentro y circuncentro son
puntos conjugados isogonales.
H y O:Ortocentro y circuncentro
del AABC respectivamente.
H v O: Conjugados isogonales

B

o En tridngulo isésceles: AB=BC

G: Baricentro
M: Punto simediano del AABC .

e En el triéngulo rectdngulo:

S: Punto simediano
Se cumple: BS = SH

e e e D e

PR
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Con respecto al ultimo podemos
asegurar que la isogonal de la me-

diana BM es la altura BH .

Ademds: BABS ~RAHB
AR v AS son lineas homélogas
= BS=SH

La razén de distancia de cualquier pun
to de la simediana a sus lados adyacen
tes son proporcionales a las longitudes
de dichos lados.

En el gréfico: BD es simediana
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AL CUZCANO -

rolonga BM tal que MN=BM
IMC = ABMA (L.A.L)

# mAMNC = 6+a vy NC=c
IBHPQ:

Inscriptible
= m£LHAQP =06 v
= m£ALPHQ = 6+«

QHP ~ ANBC :

3 segmentos en que divide la
mediana a un lado son proporcio-
les a los cuadrados de las longitu-
4 de los lados adyacentes a dicha
mediana.

i b : b e
e 33— v .

i el gréfico BD es simediana se cum-

o4 simediana.

deorema anterior:

LR R B R R R R < IR IR

GEBBDO LSS

»
&

“

A D e
—x t v {
BNAHD: m=xsen6
BADRC: n=ysenp
Xx sen® c
= — ==
vy senf a
senB® a
AABC . i
senfB c
LSS
Reemplazando: v c a
x_c
N o

Si trazamos una ceviana tal que
divida internamente al lado opuesto
en dos segmentos proporcionales a
los cuadrados de los lados adyacen-
tes a dicha ceviana entonces dicha
linea es Simediana.

El punto simediano es baricentro del
triangulo pedal asociado a dicho pun-
to.

En el gréfico:
S : Punto simediano del AABC .

APQR: Triangulo pedal del AABC
respecto de S.
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En forma anéaloga al teorema se prolon-
ga la mediana BM (isogonal a BS) tal

que: MT=BM
AAMB = ACMT
= m£BTC = 6+a
m£CBT = 6

.GEOMETRIA

*  NSPBQ: Inscriptible
i = m4£PQS =06
H mASPQ = 0+
<
L
g MASRCQ: Inscriptible

m£ESQ =y

APSQ - ATCB

CM v SE: Lineas homdlogas
BM =MT = PE=EQ

Se demuestra RE es mediana, en forma
anadloga QN es mediana.

S es baricentro del APQR .

e La simediana relativa a un lado, cor
ta en el punto medio al segmenta
antiparalelo a dicho lado cuyos exli¢
mos estan en los otros lados.

En el gréfico BD es simediana relall
vaa AC v PQ es segmento antipn
ralelo a AC respecto del £ABC

A c

Se cumple:

<-4'¢¢¢¢¢¢¢¢¢'}'ﬁ-¢'##‘}###04"#####‘3’@#4"1"00’."‘#0##@#00#-}#0####@4‘:‘##-J-Z-':’




AL CUZCAND e

fraza la mediana BM :
= m«ABD = mgMBC
‘ er PQ antiparalela respecto del

= m«BPQ = m£ACB
fréafico, se puede asegurar:
AABC ~ AQBA

¥ BE son lineas homélogas, pero

¥s mediana = BE también es me-

s EP=EQ

¢ lo anterior se puede concluir si
| es antiparalelo con AC res-

#eto del <ABC y RN =NT en-
ces la simediana relativa a AC
ka por N.

-
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PUNTO EXMEDIANO

Se llama exmedianas a las rectas para-
lelas a los lados opuestos trazadas desde
los vértices.

El punto exmediano es el punto de inter-
seccion de dos exmedianas.

En el gréfico:

= e g i C S gy 1L el
ZIBC, Z,//AC y %, //AB

& & O
&, Z y Z5: Exmedianas

Dos exmedianas y la mediana trazada del
tercer vértice son concurrentes en uno de
los puntos exmedianos.
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En el gréafico:

o © 2 ©
2, %, y Z son las exmedianas

AN, CL y BM son medianas.

Se puede observar ABQC, CBPA y ABCR
son paralelogramos, en los cuales N, Ly
M son puntos medios de sus diagonales
respectivamente.

o o
= <, %2, y CL concurren en P

o S —
Z,, & y AN concurren en Q.

. —
Z, ., & vy BM concurren en R.

De los grdficos el AABC es el
triagngulo mediano del APQR.

PUNTO EXSIMEDIAND

Se llama exsimediana a cada una de las
rectas tangentes en los vértices del trian-
gulo de la circunferencia circunscrita.

El punto exsimediano es el punto de in-
terseccion de dos exsimedianas.

Gl

P N

4-4"0'{*04-#(0¢4'¢¢¢#4'¢¢¢¢¢"0'¢+':-¢‘:-
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En el gréfico:

& : Circunferencia circunscrita al AABC

< >
3 ~

gzyg

€3
&

Rectas tangentes a ‘@

en C, By A respectiva
mente.

Exsimedianas

Dos exsimedianas y la simediana traza
da del tercer vértice son concurrentes ¢l
uno de los puntos exsimedianos.

En el gréafico:

& ©
2, v Z,: Exsimedianas

Ch - Simediana
Se cumple:
€ ¥ fax
Z v & y CD son concurrenlis




tealizar esta demostracién se re-
I¥ conocer algunos otros teoremas
llgacion armonica) que se estudia-
mas detalle en la publicacién
foporcionalidad de segmentos vy
jlanza, la cual expondremos bre-
pnte:

O

,"'—— se dice E y F son conjuga-

BF
imonicos de AB .

b o 5 S
,, OE, OB y OF: Haz arménico
', Centro del haz

B y F. Cuaterna arménica.

P

i
R —

|
DS -

M, Cy D forman una cuaterna ar-
’
"

r

N Q, Ry S también forman cua-
Wina armonica.

L]

B O e S N

R i R T R S S N e S A M S R N A A S S A A N

Si A, B, CyD: Cuaterna
E,FE Gy H: Cuaterna

armonica
armonica

= 0O, Cy G: Colineales

En el grafico tracemos la tangente en C

corta a la prolongaciéon de AB.

Se va a demostrar CD es simediana del

AABC .
AQPR : Teorema de Menelao
mfz=/Ink = L
n

%
z
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- Q, C, Ry F: Cuaterna arménica
o —
PQ. PC, PR y PF: Haz arménico
x_ 8
= a5 B

AABC : Por propiedad de semejanza

AF _b°
BF a‘
x_b2
s
v a2

Del dltimo teorema, se demuestra
en forma andloga para AE y BF.
—» CD. AE v BF son medianas.

GEOMETRIA

P 2
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PUNTOS DE BROCARD

Dado un triangulo ABC y un punto P s

m«£PAB = m£PBC = mZ£PCA , entonces
P es el punto de Brocard del triangulo
ABC.

Si m«PAB = m«PBC = mgPCA

C
/]

« Todo triangulo no equilatero tie
ne dos puntos de Brocard, vea
mos:

A \__//n
Dado el trigngulo ABC, trazamuos i
circunferencia ¢, , que pase ol (
y sea tangente a AB en A, lueys
trazamos % , que pase por By
tangente a AC en C.
Por éngulo inscrito y semiinscriie ot
% v ¢, tenemos:

— m«£PAB=m«PBC =m«PCA
P: Primer punto de Bro: ol




Bilamente, trazamos @, que pase por

tangente a BC en C, luego traza-

a" fue pase por C y sea tangente a

VB
MLPAC=m«PBA=m«P'CB=q

__'| Segundo punto de Brocard.

il | Medida del angulo de Brocard.

Iho necesariamente es punto de
Wrocard del A ABC.

tes de los angulos interiores del
),

PUNTOS NOTABLES
j: Si P: Punto de Brocard
j C
.f: ‘
AL “N\p
s = |cota=cotA+cotB+cotC
H
& Demastracisn:

&

L

R R A R R A AR SN

figunte de la medida del angulo *
bard es igual a la suma de las =

 Prolongamos AP hasta S, tal que:

CS//AB = mxCSA=o.
[OPCSB: Inscriptible
= m£LPCB = m«£PSB = 0

Trazamos CH v SI. perpendiculares

“
a AB = CH=SL=h (CHSL: rec-
tangulo).

INASL ¢ cota =fl?111

Pero: AL=AH+HB+BL

AH +HB +BL
= coto=—— =

AH HB BL
= ek e .

h h h
=cotA + cot B + cot (o + 0)
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e Se observa: o+0= C
. cot o =cotA +cotB+cotC

De la siguiente expresion se conclu-
ye que los angulos de Brocard res-

pectoaPy P' son de igual medida.

g -

La medida del angulo de Brocard es ma-
yor que 0° y menor 0 igual que 30°.

« : medida del éngulo de Brocard

/]

« Prolongamos AP hasta S, tal que

m£ASB =a.
« ABLS ~ AALC (AAA)
Sl |
y-e .. (D
« AABC~ABSC (AAA)
{ a
= ‘;—B .. (1)

—— GEOMETRIA
* o Seobserva: x+ty=a (1)
2 !
ab
s De (I), (I1) y (IlI): X=— -
& : ( % aZ + bz
, e AALC: Teorema de senos
sene _ b
% sen o X
‘:‘ SR A
% = — = —
b4 sen o ab
¢ o Sabemos: (a=b)*20
i a2 _2ab+b% 20
& 2 2
22 a“+b 59
ab
= sen M= 2 seno
e Ademas: sen® < 1

#*00#4%0######-}#{”&

-Z-:":~##-ﬁ-##éé“:#@#@###@#####éé

>

— 1>senm=2sen
- 1>2sen

= sen oL < —
2

0°<a < 30°

PUNTO DE SPIEKER

El punto de Spieker de un triangulo es ol
incentro de su tridngulo mediano.

S: Punto de Spieker del AABC |




CUZCAND PUNTOS NOTABLES

nto de Spieker es el punto de con-
fencia de los ejes radicales de las cir-
Merencias exinscritas.

J .
AMAAACY

g8 de efectuar la demostracion, men-
faremos algunas propiedades del eje

e e e e e e e ol s ol e

" |
"

&
H
-
¢ Z, : Eje radical de %’1 v @
s P
@ Z,: Eje radical de &, v &,
5 “
o Z,: Eje radical de % y %)1
:;: — > L ]
Vo + Se cumple: 2, £, vy Z; concurren en
<
' + un punto (T), al cual se le llama centro
gréfico: » radical.
¥ . Eje radical de ¢ v ) :
@ cumple : "
* Se ha mencionado sobre el

&

centro vy eje radical para circunfe-
rencias exteriores, debido a que
las circunferencias exinscritas lo
son, va en la publicacién sobre eje
radical se analizara para los demas
€asos.

€ =
Z 10,0,
PL=LQ, MH=HN

,‘ gje radical es perpendicular al seg-
mento que une los centros .

| gje radical biseca al segmento tan-
gnte comin a ambas circunferen-

tlas.

o ol e e e e e e el e e e
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Del gréfico:
e S : Punto de Spieker del AABC .
« GG v @, las circunferencias exinscritas del AABC.
e AMNL: Tridngulo mediano del tridngulo ABC
— LMNC y LMBN son paralelogramos

o Se observa A0,0,0, es triangulo exincentral del AABC .

H : Incentro del AABC vy H : Ortocentro del A0,0,0, (Teorema 10

e lLuego: W//o_lc = WLO302
/0B = LL100,
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s PUNTOS NOTABLES

jorema de circunferencia:
TA=BQ = TM=MQ,

b decir que “M” esta en el eje ra-
Il de €, v %, v debido a que

3 L d
0O O, = Z., es eje radical de
©

Bima analoga & es eje radical

"%.

L8 centro radical de %71 %\; y ‘?ﬁB

'F MIQUEL

W I son puntos de los lados BC,
i respectivamente del triangulo
Monces las circunferencias que
Por las ternas de puntos B, Dy F;
L A, F y E son concurrentes, a
Bunto de concurrencia se le cono-
10 punto de Miquel.

N
(/]

o de Miquel del AABC

“a

‘emostrar la concurrencia ten-
os que demostrar que el DAFPE
riptible.
') Inscrito

w m£FBD = m£FPQ = «

e ACEPD: Inscrito
— m£ECD = m«EPQ = B

e Por angulo exterior del AABC :

24 m£LIAC=a+f3

e« OAEPF: Inscriptible

‘6; pasa por P

P: Punto de Miquel del triangulo
ABC respecto a la terna D, E, F

ADEF : Triangulo de Miquel del
ABC respecto a P

%'] % y %93 Circunferencias de
Miquel de los puntos D, E y F
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PUNTO DE STEINER

Dado un triangulo ABC; de circuncentro
O. circunferencia circunscrita ¢ vy punto
de Lemoine K, trazamos la circunferen-
cia %’1 de diametro OK, los circunradios
perpendiculares a los lados AB, BC y AC
cortan a & en Q, My N respectivamen-
te, las paralelas trazadas desde A, By
C a NQ, MQ vy MN respectivamente

concurren en un punto, al cual se le
denomina de Steiner del triangulo ABC.

Si K: Punto de Lemoine del AABC,
AS//NQ, BS/QM v MN//SC.

o o

R RN

PN

o b

e e

R A A SR

R R SR A S S I

P R R

o

e Sea AS//QN, vamos a demostrar que
SC//MN v BS//QM .

e Los Os ACSB y NQMO son inscrl
tos:
- mLQNM=0a y m£LCSA=u

o Por angulos entre paralelas, tenemos

SC//MN y BS//QN

PUNTO DE TARRY

Dado un triangulo, el punto de Tarry vi
el simétrico del punto de Steiner con res
pecto al circuncentro.

Si S: Punto de Steiner del AABC

PUNTOS DE JERABEK

Sea un triangulo ABC, se ubica I () ¥ 1}
en 7\—8-. EC v (fA respectivamenlv m|.
que AP=BQ=CR, si desde dichos pis
tos trazamos paralelas a AC, BA v (I
ellas se intersecaran en A', B v L 14

.

pectivamente entonces AA'. BB'y (0
son concurrentes en un punto, al cual

le llama punto de Jerabek (J,)
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grafico:
AP = BQ = CR

R s 7 e
Z /AB, Z,//AC, Z,//BC

umple:

-MI‘, BB' y CC' son concurrentes

Jl: Punto de Jerabek

“ si ubicamos P, B; y Q, en AC, CB v BA tal que AP, =BQ, =CR, y con
bcedimiento similar encontraremos un segundo punto de Jerabek (J,).
| gréfico: B
AP, =BQ, =CR,
<> & B"

L - St
Z/IAB, Z, ||AC, Z; //BC

\én:

* » » %
AA", BB" vy CC" son concurrentes Ry
v - MA" C"N>
C
J,: Punto de Jerabek AT,
A @

In un triangulo se pueden ubicar dos puntos de Jerabek en la parte interna.
i

La demostracién de la concurrencia no es dificil, en virtud que d, 6 d, son

gentros de homotecia del triangulo determinado con las paralelas v el tridngu-
o Inicial (Ver homotecia).
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Juntando ambos gra-
ficos, se observan
que J; v dJ, son los
puntos de Jerabek

del AABC .

Sean J, v J, los puntos de Jerabek del ABC (considerando los gréficos anteriore oM

ublcamosLyGen AC, EyMenAByFyNenBC tal que:
JN /| EJ, // AC, JM /| G, I CB y JL /| FJ, Il BA

Se cumple:
B
JL=JdM= N 'y

JE=J,F=J,G - F

2 2 2
En el gréfico: A

Sean: J; v d, los puntos de Jerabek

(d, obtenido al ubicar los puntos P,
QyRenK_B,.BEyC_Atalque A L G
AP=BQ=CR, del primer gréfico y

J, del segundo grafico).




PUNTOS NOTABLES

RC

tifico 'Jl es punto de Jerabek, se
flazado J.L/AB, JM/BC vy

§: C, vamos a demostrar: x=y=2z

z Ad

-~ AAVA' = —="""1
4 E a AA'
\ ' v CJl
NJ, - ACTC ==
: & - OOl 7% @2

%« Bd

~ ABSB' —=="1

| = 5 BB’

[, por Teorema de Tales:

- Ady BJ,

AA' BB’
analoga en el ABJ.C :

BJ, CJ,
BBY CC!

B
| X

8N

X=y=z

5
<
B
&
-
o

o

LA R R R R R Rl R R R o S S S O U G A S U S A A S R S Y

’ e De la misma forma se procede

para d,:
JE=d,F=4,G

» Si alguno de los puntos ubicados
sobre los lados (P Q o R conside-
rados al comienzo) se ubica en
alguna de las prolongaciones se
obtendran dos puntos exteriores
de Jerabek respecto a cada lado.

» Resulta un total de ocho puntos
de Jerabek : dos interiores y seis
exteriores.

Analizando el caso externo:

Del grafico: AP=BQ=CR
A )
2’]//AC, 3’2//AB y 2’3//BC
= AA', BB'y CC' concurren en J3.
J3 : Punto de Jerabek exterior.

Si: J,N/J,L/AB y JIM//CB
= J,N=J,L=JM
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En el gréfico:

BQ, = AP, =CR,
T N PN
Z,IIAC, Z,//AB y Z,I/BC

= AA", BB" y CC" concurren en dJ,

J4:

Punto de Jerabak exterior

si J,F/BA, J,E/CA y J,G//BC
= J4E=J4F=J4G

De lo anterior, en la region exterior rela-

tiva a cada lado vemos que se pueden
ubicar dos puntos de Jerabek.

R

SO D oD

A A R R S i

L

J; vy d,: Puntos de Jerabek
J,N/AC, J,M//BC y J,L//BA
= J,N=Jd,M=d,L

J,ENAC, J,GIIBC y 3,F/f
= J,E=J F=J,G

PUNTO DE FERMAT - TORRICELLI

Dado un triangulo ABC, si sobre los
dos se trazan exteriormente los triany

los equilateros ACB', BCA' y Al
cumple AA', BB' y CC' son concurid

tes, a dicho punto se le denomina pun
de Fermat ademas se cumple :

AA'=BB'=CC'

BI
En el gréfico:
AACB', ABCA' y AABC' equilaleron
= M'. B—B' v EE' son concurrent

F .

it Punto de Fermat

Ademas :
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A
a
! B
W 60"
Qi e
. A 602 a
\ F
- \60%c ~ 607 60°
N R
A 60° 1 n 60°C
" n

_J gréfico se trazan inicialmente los

fulos equilateros ABC', BCA' v
B, luego al trazar CC' y AA' se
W en F, vamos a demostrar B,
W B' son colineales.

C's AABA' (LAL)

W migBCC = mgBAA' =
CC'=AA'

AILBC': Inscriptible

% MLAFC = 60°

% mACF,B = mgCAB=60°

'CB' resulta ser inscriptible de-
h que:
MAAB'C = mLAF,C' = 60°

MAAF,B' = m<ACB' = 60°

mente:

', F, v B son colineales.

:
-

B
0

Al\B's m£AF,C'+ m<C'FB =180° «

o Debido a que B', F, y B son colineales,
se tendra entonces:

AB'CB = AACA' (LAL)
= BB'=AA

BB'=AA'=CC

SEGUNDO PUNTO DE FERMAT

+ Dado un triangulo ABC, si ahora traza-

triangulos

equilateros ABC", BCA" v ACB", cum-

mos interiormente los

ple AA", BB' y CC' son concurrentes, a
dicho punto de concurrencia se le llama
segundo punto de Fermat.

Ademas se cumple:
AA"=BB"=CC"
Bll

* En el gréfico:

AACB"

equilateros

ABCA' y AABC"

son

— AA" BB' y CC'con concurrentes

F,: Segundo punto de Fermat

Ademas:

AA"=BB’=CC’
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e En el grafico los triangulos ACB",
BCA" v ABC" son equilateros se ha

prolongado B"B y AA" las cuales se
cortan en F2.

« Vamos a demostrar C, C" y F, son
colineales.

e Se observa:

e En

m£ACA"=m«£BCB" =«
m£C"AC =m«BAB"=0
ACA"= ACB"B (LAL)
m£LCAA"=m£LCB"B=¢
AA"=BB"=m oz (8]
AC"AC = ABAB" (LAL)
m£C"AC =m£AB"B = A

CC"=BB"=m . (IT)
ASTC 60° +6 = o+ mLAF,B"
= m«£AF,B" =60°

PR R R R R

B A R

BHB LD e

LR R

# Si se ubica un punto en el plano do (il

e Luego el OF,ABC" es inscriptible
= m£LAC'F, =8+A

e Enel AACC": 3+A=mx£AC"F,
= C, C" yF, son colineales
o De (I) v (II) se deduce:
AA"=BB"=CC"

triangulo cuyos angulos interiores &
menores 120°, si la suma de distan
cias hacia los vértices es minima “i
tonces dicho punto es el primer punl
de Fermat.

En el gréfico:

" Si MA+MB+MC es minimo -=» M
es el primer punto de Fermal.

e Lo que vamos a buscal
MA+MB+MC, para cualquicr piis
del plano, considerando que ¢/ AAl
es fijo.
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PUNTOS NOTABLES

Ny ABL = m<IAN =m<BAM =«

& L

©€Qo:

AN

ANAL = AMAB (L.A.L)
= NL=MB

observa:
“MA +MB + MC = CM +MN +NL

1o debido a que el triangulo ABC
ljo = L también es fijo.

) gue se busca es MA+MB+MC
INimo, que sera lo mismo que
M4+ MN+NL minimo, lo cual se
Mtd cuando C, M, N y L sean
llineales y mas atin como C v L

1 “
i fljos = My Nen CL.

il tenemos:

i lo anterior se deduce M es el pri-
Wr punto de__Fermat, debido a que
‘uncuentra CL y m£AML =60° .

bién se nota:

AMC = m£AMB = m£BMC = 120°

LR R R R R R R R R R R R R R R R R

razan los triangulos equilateros: % &3
4 L3 S b

e Sea F el primer punto de Fermat

del A ABC cuyas medidas de sus
angulos interiores menores a 120°.

Se cumplira:
m£AFB = m£BFC = m£CFA = 120°
B

120°

A
F es punto de Fermat

Si el triangulo ABC tiene un dan-
gulo interior cuya medida es
mayor a 120°, el punto de
Fermat (F) es externo, seguira
cumpliendo :

AAI - BBI =CC'

En el grafico: m£ABC >120°
AABC', ABCA' y AACB' son equilateros.
Se cumple: B'B, AA' y CC' concurren

Ademas: AA'=BB'=CC'
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CIRCUNFERENCIAS NOTABLES

En esta seccién estuidiaremos aquellas circunferencias que pasan por puntos detar
minados por alguna caracteristica respecto a un triangulo. A dichas circunferenciag
llamaremos circunferencias notables.

CIRCUNFERENCIA DE MANNHEIM ¢ Demestracion:

Dado un triangulo ABC, las mediatrices

i GEOMETRIA

s = P o' 2 ‘ B
de AB y AC intersecan a AC y AB 7 :
respectivamente en M y N. Se cumple ¥ N;
que el circuncentro, M, C, By N son

&
&
<
<>
<
¢
*
<
&
<
&
<>
<
<&
4
>
<>
-
<>
&
-
<>
&
@
<>
4
<
<
<
<
<
<
&
<
&
&
<
<
<>
-
>
-
<>
<
<«
<
<
L
<
<
-

conciclicos.

La circunferencia que las contiene se
denomina circunferencia de Mannheim.

M emnrramanasma s

/

S

l"i‘; i e , -
& .

é ' & O™
' 90°-a  Hh
A : - «
b a — @ M |
%y "
h e En el grafico O es circuncentio .Ml
X ; —C AABC .
e
4y e Por teorema de la mediatriz.
En el grafico: NA = NC = AANC es isoscelon
o « e - MA = MB = AAMB es isoscelos
o Z y Z, es mediatrizde AB y AC
respectivamente. « Debido a m«HOM =m«MCN - XA

e O es circuncentro del AABC. — ANOMC: Inscriptible

e Se cumple: m£OMA = m£ONA - u

— [AMONB: Inscriptible

€ : Circunferencia de Mannheim O, M, C, B y N son conciclicos




Wra las siguientes posibilidades de la
feunferencia, la demostracién es and-
ia (O es circunferencia del AABC ).

Circunferencia de
Mannheim del AABC

.‘ ¢l AABC es obtusdngulo de cir-
tlincentro O:

o
-

L2

R R A A S A N S M AN

Poee

*
“

- T R S S N S S A S 8

P i i

CIRCUNFERENCIA DE CONWAY

Si las longitudes de las prolongaciones
de los lados de un triangulo son iguales
a la longitud del lado opuesto al vértice
desde el cual se ha trazado las prolonga-
ciones, entonces los extremos de las pro-
longaciones se encuentran en una mis-
ma circunferencia, llamada circunferen-
cia de Conway.

Si: AP=AQ=BC-=a
BT=BU=AC=b y
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e Los triangulos APQ y ATS son isés-
celes.
— m£LAPQ=m<£AQP
m£ATB = m£ABT =«
e Analogamente:

m&£UPC = mgPUC = m£CSR =m«£CRS =8
m«BUT = m«BTU = m«£BQR = m«£BRQ =0

e AABC: 200+ 2B+20=360°

= a+p+0=180°
« Por ello los cuadrilateros QPUT, PUTS,

UTSR, TSRQ, SRQP y RQPU son
inscriptibles.

P Q, R, S, Ty U son conciclicos

El incentro de un tridngulo es el centro
de su circunferencia de Conway.

Si: [ : Incentro de ABC vy

"% % : Circunferencia de Conway.

Demastracisn:

e Trazamos IDLAC e

LD PePeteOe

-:'¢¢¢#¢¢¢¢¢¢¢-O'Q'Q'#'.-04"?##'3'0#4’#-':“:-#4'#4*0‘2‘{"}'&6':'#@#4'#-:".'*é":":-':":-':'

LR R

e Por el teorema 8.1:

AD=AE=p-a
e Se observa que:

PS=QT=UR=a+b+c=Zp
= PD=DS=QE=ET=p

& ©
e Por lo cual DI y EI son medialili
de PS v QT.

| : Centro de &

CIRCUNFERENCIA DE ADAMS
Si por el punto de Georgonne de un (1A
gulo se trazan paralelas a los lados i

triangulo de contacto interior, estas |
ralelas cortan los lados del trianqula
seis puntos. Estos puntos estan ¢
misma circunferencia, llamada circunl
rencia de Adams.

Si: N : Punto de Georgonne

APQR : Tridngulo de contacto intefl
o o
931// PQ, 3’2// QR y
(o
9,’2//PR
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reunferencia de Adams

4

z’
st

4

It A de contacto interior = PB=BQ
AR v CR=CQ ()

1 Teorema de Tales

PB BR
PE _NR -..(II)

. Teorema de Tales

PQ BR

FQ “NR ...(I)

R AR R AR A N S P AR

— P UNT0S NOTABLES

e De(l), (I) y () : PE=FQ
e DEFG: Trapecio isésceles
= G, E E y D: Conciclicos

Se sabe: m<ARP = m£PQR =6

Anélogamente:

EHID: Trapecio isésceles
= EE,Dyl: Conciclicos
E, D, 1y H: Conciclicos

IFGH: Trapecio is6sceles

= m£FGH = o+0

= D, I, Hy G: Conciclicos
I, H Gy F: Conciclicos
H, G, F y E: Conciclicos

~ G, E E, D, I, H: Concidlicos

CIRCUNFERENCIA DE TAYLOR

Las proyecciones de los pies de las altu-
ras de un tridngulo sobre los lados se
ubican en una misma circunferencia,
conocida como la circunferencia de
Taylor.

A C

%: Circunferencia de Taylor
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Demoastracion:

e« Para la demostracion tener en cuen-
ta, las siguientes propiedades.

A A

o &

[inscriptible

G

L

/ /

i

A Q\\\_//R

PR A

e RS//AB = m«ABC =m«RSC = |}

« NABTQ:
Inscriptible = m&«TQC=]

> e d

Qe R. S Y T son conciclicos

¢ Analogamente:
R, S, Ty U son conciclico
S, T, Uy P son conciclico
T U, Py Q son conciclico
U. P Qy R son concicli

e Como:

r’ﬁ//ﬁ — m£PQA =m«£BCA =a

e [INAPSC:
Inscriptible = m«BPS = m«£BCA =«

« Se sabe : SR//AB = m«PSR=a

¢+¢¢+¢¢¢+¢¢+¢¢¢+¢¢+¢¢+¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢+¢+@¢‘

e Por teorema de configuracion

P. Q, R, S., ¥ y U son concliolise

o Lo

P Q,RySson conciclicos
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{(FERENCIA PEDAL

A circunferencia circunscrita al tridngulo pedal.

i Tridngulo pedal del AABS ,res- || AMNL : Triangulo pedal del AABS res-
pecto de P ‘ pecto de Q.

Circunferencia Pedal respecto
de P

% : Circunferencia pedal respecto

de Q.

Inferencia que pasa por los vértices de un triangulo pedal (circunferencia pe-
iseca a los lados del triangulo dado en otros tres puntos los cuales son vértices *
 Irldngulo pedal.

alico:
¢, Triangulo pedal del AABC
respecto de P

Circunferencia

os las perpendiculares en M y
i ¥ AC respectivamente, se en-
|8, 8¢ cumple:

m4SLB = 90° s

e RO

L. : Tridngulo Pedal del AABC .

127
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[Paso | 1

O

5 :

o« DOTIW y ODOALB: Inscriptibles

e En el grafico se cumple: a=f
= mAWTI=B vy mLLBA=«
e Es decir:
« AWTAB: Inscrito
© ©
OL y OJ son rayos isogonales del = m£OTW = m£OBA
£AOB . 90° _B =90° -
p=a
(reciproco)
F,
N -‘: N
ol I @ 90°-a e :'-. [ ~
M : ot fb
(] n r'G b 2 '; 90 —GA‘G F.
> o 2 ) ot G
e En el grafico OM y ON son rayos AQFNG: Inscriptible = mAFGN i
e OEFGH:Inscrito = mgHEG=90" &

isogonales, se cumple ME L QF (se
va a demostrar x=90°).

128

e Debido a que:
mALQEH=m£LQMH = 90" «

= [AQEMH: Inscriptible

m£MEF=90°




AL CUZCAND — = —— PUNTOS NOT/BLES
[3]
¢l primer paso:

m£LSAC=m«PAE =«
mLEBP=m«SBC =0

I teorema de los puntos conjuga-
A Isogonales (P y S en el grafico)
liene:

mASCN=m«PCF =6

@l segundo paso:

ith el angulo ACB, se tiene:

N1 AC, PGLAC, PFLBC y
m&£LSCN = m4£PCF = ¢

& x=90°

lo cual se concluye que
{-5 G es triangulo pedal entonces el AMNL tambnen lo sera:

UNFERENCIA DE LOS CINCO PUNTOS 0 DE LOS MOMENTOS IGUALES

i lados de un triangulo dado son las bases de los triangulos isésceles trazados
lbrmente, cuyas areas de las tres regiones son iguales a la tercera parte del area
 fegion inicial, entonces los tres vértices de dichos triangulos isosceles, el
tentro vy baricentro del triangulo inicial son conciclicos. La circunferencia que
€ a estos puntos se denomina circunferencia de los cincos puntos.

.'f-gréfico:
Y G: Circuncentro y baricentro del
AABS respectivamente.

, ABQS y AASC :

lceles de bases AB, BC y AC res-
itlivamente.

Circunferencia de
los cinco puntos

-SAAB_C_

SAABstaASC:SABQC— 3
umple :

v S son conciclicos | A




. o ,

A : a r;.l a = C
Por t - Si G es baricent S =5 =5 = iAAB&
« Por teorema: Si G es baricentro = S, a5c =9sacB = VaCGB ~ 3
S
¢ Luego por condicion inicial: S, AP = Spasc = S sBQC= "3
e Acomodando las expresiones: Sace = Susc = GS//AC
S, nce = Saaps = OP//AB
S, e = Sasqc = CQU/BC
« Debido a que los triangulos ABP, BQC y ASC son isosceles, las alturas SH . QL ¥

PT que también son medianas son parte de las mediatrices de AC, BC v All
luego contienen al circuncentro.

— mxGSO=m«£GPO = m«£GQO = 90°

G. P O, Sy Q son conciclicos de diametro oG .
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Circunferencia de los cinco
puntos del BABC

A + + C
Si: Oy G son circuncentro vy baricentro del AABC .
TR O e
AAPB — “AASC ~ “ABQC ™ 3

Sea:
AABC : Obtusdngulo
Oy G: Circuncentro y baricentro de AABC .

AAPB, ABQC y AASC:

Isésceles de bases AB, BC v AC respectivamente y:

S -5 SAABC

S AASC 3

B=9

AAP ABQC ~
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CIRCUNFERENCIA DE LOS OCHO PUNTOS

Dado un cuadrilatero inscriptible de
diagonales perpendiculares, los puntos
medios de los lados y las proyecciones
del punto de corte de las diagonales ha-
cia los lados estdn en una misma cir-
cunferencia, llamada circunferencia de
los ocho puntos.

Si ABCD : Inscriptible, AC L BD, M,
N, L, y D : Puntos medios.

-
-

W e e e e e e e

PR AR AR R R S )

R

PR R A A AP SR A M S A I E I e - S S A

ABPC: Teorema BN'=N'C=m

— H, P y N son colineales
G, P v M son colineales
F, P y Q son colineales
E, P ¢ L son colineales

(Gréfico anterior)

MN, ﬂ, L(—) Y aﬁ son bases me
dias de los triangulos ABC, BCD
ACD y ABD respectivamente.

MNLQ: Rectangulo de centro O
= OM=0OL=0ON=0Q=r

Por el teorema de la mediana relaliva
a la hipotenusa en los triangulos Q1114
MEL, QFN: OH=r, OE=r y OF 1

Luego con centro O y radio “r" traza
mos % .

H, Q, E, M, N, FELyG son
conciclicos.




INFERENCIA DE BROGARD

ella circunferencia cuyo diametro
segmento cuyos extremos son el
feentro v su punto simediano.

| 1 Circuncentro
'+ Punto simediano

"

- 4
"oy

81 0: Circuncentro y

- % : Circunferencia de Brocard

| et qY:

} LOMCN : Inscriptible
= mLA'ON=mAMCN=q«

- D OA'C'B': Inscrito
= m&ACB=q %
- AAB'C' -~ AABC

- - e — - m——

SR R R R R R R R R R SRR R SRR R

PUNTOS NOTABLES

SiK:

% : Circunferencia de Brocard

Punto simediano y

Los puntos de Brocard pertenece a la cir-
cunferencia de Brocard.

Si % : Circunferencia de Brocard

133



e OK : Diametro = m£KB'O =90°, con lo cual las distancias de Ky B'hacia Al
son iguales:

d(K,Kc') =B'N
e Analogamente: d(K ) =A'M vy d(K 78 =C'L
d

« Por teorema del punto simediano:

B'N A
« AC=2(AN BC = 2(MC L i B 2
(AN) v MC) = —K=MC

e AABIN~-MA'MC : [AL = m£BAN=m£A'CM =a.
e Del mismo modo: m£LBC'=a

e Se observa :

a+p=90° v mOP = 2B, entonces las prolongaciones de BC'y CAl
llegan a P (por angulo inscrito y exinscrito).

.. P : primer punto de Brocard




CUZCAND s PUNTOS NOTABLES

hédlogamente los tridngulos AC'L, BA'M y B'NC son semejantes:

= m£BAM =m«NB'C =m«£AC'L =8

AC' v CB' llegan a P'.

P': Segundo punto de Brocard.

UNFERENCIA DE SPIEKER

‘tircunferencia inscrita en el tridngulo mediano con respecto a un triangulo

AMNL : Triangulo mediano y

¢ : Circunferencia inscrita en el AMNL .
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Las circunferencias inscritas |
bién son homotéticas

& 7 g5 ..'._".'_'-':I'N‘,(

En el grdfico anterior, si | o8
punto de tangencia, entonces al pr

longar TG cortaa MN en el punii
de tangencia T', ademas:

TG=2(T'G)=2K

es el baricentro.

CUZCANG _ - e 6E0
TEOREMA * o G : Baricentro = se observa (us
i @ triangulos MNL y ARC &
En todo triangulo la circunferencia de 3 homotéticos con centro (i §
Spieker es homotética a la circunferen- = 26n de homotecia de 1 a 2
cia inscrita, cuyo centro de homotecia
o

Si % : Inscrita en el AABC.

P e o o
DO

"

%,: Circunferencia de Spieker.

G : Baricentro.

El radio de la circunferencio e |
Spieker es la mitad de la clrcun
ferencia inscrita propiedades tpw
rentemente parecidas a lu o/}
cunferencia de los nueve punios

PRIMERA CIRCUNFERENCIA DE LEMOINE

Si por el punto simediano trazamon |
tas paralelas a los lados, los seis punii
de interseccién con los lados del triinngy
lo son conciclicos. La circunferencia i
las contiene se denomina primera ¢l
ferencia de Lemoine.

C

e Al trazar el triangulo mediano MNL

B A N N N - S N S AR IR A e R

A M \“

sabemos que %pl esta inscrita.
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PUNTOS NOTABLES

* Punto simediano

WAC, MN/BC v LT/AB

R Couticlicos

2o DR

gra circunferencia de Lemoine.

, MBTS y SQCN son paralelo-
mos v E E v G son puntos medios
s diagonales.

ihido a que ME=ET = MT y AC
“antiparalelas con respecto al:

AMIC — m<ACB=m«BMT =0

Jorema del punto simediano pag. 104)

D/AC = m«PQB=mx<ABB =0
= [OPMTQ es inscriptible

I lorma analoga:

AMPLN v ALNQT también son
Aeriptibles

Qoo e bbb

el D

EAPS

Shs e

R i R S AR NS N S A A SN

e Debido a que OAMPLN: Inscriptible
= mZLAPL = mgANM =«

y PM//LT = OLPMT es un trape-

cio isosceles.

e En forma anéaloga:
APLNQ y ONQTM son trapecios

isdsceles, con lo cual se demuestra:

L, N, M, T, Q y N son conciclicos

SEGUNDA CIRCUNFERENCIA DE LEMOINE

Si por el punto simediano trazamos
antiparalelos a los lados, los seis puntos
de interseccion con los lados son conci-
clicos.

La circunferencia que contiene a dichos
puntos se denomina segunda circunferen-
cia de Lemoine.

En el grafico:

S : Punto simediano del ABC y EH
y AC, FJ y BC, LG y ABson
antiparalelas a los angulos ABC,
BAC y ACB respectivamente.

A

Se cumple:

P R, T pRan

CI1CI13COS
e g Sy E};’.)f&'ﬁi

% : Segunda circunferencia de Lemoine
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. B
i Segunda

. circunferencia de

< Lemoine

o

o

-

<~

@

A (
_ : Se cumple: EF = 2R cos [
« Del dato de las antiparalelas se tiene:
LJ=2R cos 0
m£ABC = m£GLC =m£FJA =0 HG =2R cos
EF LJ G- g
= = = - = 2R

m«BAC = m£EHB = m«£LGC = o cosp cos® coso

De la dltima expresion, se conelu
ve que las cuerdas que determing
cada lado a la segunda circunls

rencia de Lemoine son proporcii
nales a los cosenos de los angulos
opuestos, es por ello que a esta (If
cunferencia también se le llamu
Circunferencia Coseno.

CIRCUNFERENCIA DE STEINER

La circunferencia que pasa por ¢l viil
de un triangulo y por los simétricon
los otros vértices con respedcti
baricentro, se le conoce como ciri i
rencia de Steiner.

Si G: Baricentro de AABC.

A'y C': Simétricosde Ay (|
pectivamente, con I8
pecto a G.

m£ACB = m£BEH = m£EFJ =
e — ALSJ, AESF , AGSH: Isésceles

e Por teorema: ES=SH
FS=SJ
1LS=86

e Luego:
S equidistade E, F G, H,Jy L

E, L, J, H, Gy F son conciclicos.

También:

El punto simediano es el centro
de la circunferencia que pasa por
los puntos mencionados.

¢¢+¢-)¢¢¢¢¢¢¢¢¢04000##06#4'}#0##0#¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢°}¢~}¢¢¢-
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PUNTOS NOTABLES

n Ja cir-
e Steiner .

| fa v ——= Nota

| !l triéngulo tiene tres circunfe-
tlas de Steiner, las otras dos
do B' el simétrico de B con
o a G) contienen a las ternas

-' y CA'B'.

I circunferencias de Steiner de un
W6 son concurrentes. Dicho punto
fiturrencia es el Punto de Steiner
14).
. % y %‘:’3 son las circunferencias
ner.

§°

s

e Supongamos que %’1 v %93 se cortan

en F es decir que los s C'BA'P y
A'B'CP son inscriptibles.

e Se observa:

AA'BC'= AAGC , ABGC = ACAB

* AA'PCB':
mMLA'PB'=mgA'CB'=B+0+a+0
e Se nota:
m&LC'PB'=m«C'AL=0+6
= [AOC'PB'A: Inscriptible

La circunferencia que pasa por A,
B' y C' también pasa por P

~
u:.
>
<>
&
o>
o>
<>
<
o<
-
&>
<
<
o
<
&
&
&
<
<
&
+ m&LSBA'=m£A'C'=B+w
B
&
>
<
<
<
o
-
-
<+
<
-
<
-
%
-~
<
&
¢
<
<>
L
<
<
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T | TEMAS SELECTOS (DEMOSTRADOS)

En un triangulo, las rectas perpendicula-
res a los lados trazadas desde sus res-
pectivos excentros son concurrentes.

oo

PR

Si E,, E, v E.: Excentros,
@ s D L ey Y

B %/ Ea

e Por el teorema 7.13:
P : Circuncentro de E E.E,

= ECP=R

e AAE L : Por éngulo exterior: x OO

E;PLAB

DEMOSTRACION DE LA RECTA DE HOUSSEL

Sean:
| : Incentro, G : Baricentio
S - Punto de Spieker v
N : Punto de Nagel

e Sean E—aﬁlﬁ, E;)I—J.LA—C
e APE_E,: Isosceles
= E,P=E,P=R y m«£E_PE, = 20
e AABC: 20+ 2B+ 26=360°
= a+B+6=180°

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢'3'4'4'0#@#00@#####*4‘0#-@-‘}#@4":“:-:-(":'-1-:-‘:0-2-2-:-

« AABE_: mAEB=0



AL CUZCAND

fimero vamos a demostrar que I, G
A' : .
IS son colineales.

K i A A -
L R N Y

Miego que I, G y N son colineales.

DU

#amos las medianas AP, BQ v CR,
Bbserva que los triangulos ABC v

I 5on homotéticos respecto de G y
azon 2.

o que I : Incentro de ABC vy
S : Incentro de PQR.

W L GyS: Colineales

4#0##0#4#-}#'}#‘?‘}###0(’#‘3'0'3-'@-‘:':“!-

s 1IG=2(GS)
Ver homotecia pag. 170)

< °:'+¢~){'#->-:'6¢¢##‘#'?#Q-b-:"b-C"&‘!*

O
>

PUNTOS NOTABLES

Incentro del AABC — I: Punto de

Nagel del APQR (Teorema Pag. 97-
98).

o[:

e G: Centro de homotecia

G, S y N : colineales

Ademas: GN=2(GI)

En conclusién:
colineales:

GN =2(IG) = 4(GS) y
(IG)(SN) = (GS)(IN)
(ver homotecia pdg. 170)

DEMOSTRACION DE LA RECTA DE NAGEL

I, G, Sy N son
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_— - GEOMETRIA
e Sea | Incentro, ':‘
O : Circuncentro, 2
E, v E,: Excentro + A

=
Trazamos & | AC que corte a la pro-

longacién de 10 en L.

e Por teorema:

IM=ME, =m, IM=ME, =n,

OMLAC y ONLBC

e OM: Base media del AILE,
= [O=0L=¢
e« ON : Base media del AlE L

= LE_//OM = x=90°

- L : Punto de Loriga
(ver pag. 140)

Ademas : I0O=0L ="/

(ver pag. 85)

TEOREMA DE NAPOLEON

Si sobre los lados de un triangulo se tra-
zan exteriormente los tridngulos
equilateros se cumple que los centros de
estos tridngulos son vértices de otro trian-
gulo equilatero.

En el gréfico:
AABC', ABCA'y AACB' son equiléa-
teros cuyos centros son O,, O, y O,

respectivamente.

142

B I . S R S S -

Se cumple:

Demastracion:
e Por teoremas vistos en el punto 8
Fermat se cumple AA', BB' v (('

concurren en F

Ademas :

m£LAFB = m£BFC = m£AFC - 120°

= O AC'BF, AOBA'C]
y OAB'CF
Son inscriptibles, entonces las tig
cunferencias circunscritas a I\l
triangulos equilateros concurien ¥

E
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PUNTOS NOTABLES

‘ nemos:

—

las circunferencias AF, BF y CF son cuerdas comunes:
= 0,0,1BF, 0,0, L1AF y 0,0, LFC

4 cuadrilateros O,MFN , O,LFN y O,LFM se deduce que los angulos del
0.0, miden 60°.

AOIOZO3 es equilatero.
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SEGUNDO TEOREMA DE NAPOLEON

Si sobre los lados de un tridngulo se trazan interiormente triangulos equilateros, W

cumple que los centros de estos triangulos son vértices de otro triangulo equilatern
BI

En el gréfico:

AABC" ., ABCA"y AACB" son equila-
teros Ql, Q2 y Q3 son centros de di-
chos triangulos respectivamente.

Se cumple:

.0,Q, os equilatero
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a analoga a la demostracién * Demostracion:
lor, usaremos lo que hemos visto _
8l leorema de Fermat. & Nociones Previas:

iy BB" 1Y) CC" concurren en el des ¥
inado segundo Punto de Fermat. =

[réfico: m«AF,B = m«BF,C = 60°

'#er punto de Fermat 2). e
ABC'F,, NAB"CE, y NCBA'F, :
i Inscriptibles. "

Las circunferencias circunscritas

a los triangulos equilateros son :
toncurrentes en F, . 4
@
I leorema: *
- A S Ja » Dado el éangulo AOB v el punto P
tu;-Ql -L AF2 1 Q3Q2 J— cm y o )
. e # ¢Cual es el menor recorrido partiendo de
‘QJQZ 1 BF, £ & o :
+ Ptocandoa OA, OB vy llegando al mis-
ASQ4RF,: m«SQ;R =60° + mo punto P?
Q TQISFz < mngQle = 600 :;:
+ e Tenemos por menor recorrido de P'a
L AQ.Q.Q, es equilatero. 54
| -3 3 e P': m+ni+t<atb+e
<>

MA DE FAGNANO

\n triangulo, si el perimetro de la
I triangular inscrita es minimo en-
Bk la region triangular le correspon-
i iridngulo 6rtico v visceversa.

PMN es el menor recorrido.

Ademas:

v metroAPRQ es minimo

R R A N e Y

o

L)

o APOP" : 2d>m+n+/

RPN AR
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Trabajando en el triangulo:

P
R 4 d
R
NN P
A Q' Q C

Se nota que “d” debe ser minimo:

= BQ + Altura

« El vértice Q va es fijo, entonces debe-
mos ubicar los otros vértices P y R,
para lo cual procedemos ubicando los
simétricos de Q respecto a AB y BC.

« B : Excentro del tridangulo PQR.
==
— QB: Bisectriz interior

e« C : Excentro del triangulo PQR.
— m«£PRC = m£QRC =90°-0
— CR: altura

AP : «Altura
APQR es 6rtico del AABC.

. e A
Be e e e e

PN O R

-}-ﬁ-#-ﬁ-ﬁ":’d'-@":":-':".'ﬁ'd"?'?'ﬁ"ﬁ":":'-:-':N:'-:-')':"ﬁ"ﬁ":'-:'-:“!-4-’:'

e Se observa que: FB>BQ

« De lo anterior se obtiene:

Perim. \pqg < Perim.

APQR es el de menor perimell

PRIMER TEOREMA DE MIKAMI Y KOVAYASHI

También se le conoce como prinms
rema japonés, al teorema aqul MK
do se le denomina ” Prohis
Sangaku”, problemas que colun
los japoneses bajo las terraza e
plos y santuarios (aproximadnm
1 603 - 1 867).

El teorema establece:

Si en una circunferencia inscrilimg
poligono y desde un vertice | ualy
trazamos todas las diagonales, In 8
de radios de todas las circunivis
inscritas en los triangulos forima
una constante que es independish
vértice que se elija para la 1 gl



Bbnsiderado en el grafico un hexa-

itllo, pero puede ser cualquier
Iono inscrito.

(linsiderado las triangulaciones
Y B por separado para el mis-
no (puede ser cualquier vér-

I leorema expresa la siguiente
y

\yta; =b, +b, +b, +b,

)
e

o> o

B N R R AN

PUNTOS NOTABLES

Demastracion:
C M, D
o
M ay
B i M
; D - a
D] -"'3
E
M, £
D My
3 aj" ®
I—‘
A M, F
‘R

e Se ha considerada una triangulacién

arbitrario, de igual forma la ubicacién
de O.

 Se trazan las perpendiculares de O ha-

cia cada lado y diagonal del poligo-
no.

e Por teorema de Carnot. (Pag. 53)

AABC: OM, +0OM, 0D, =R +a,
AACD: OD; +0OM;-0D, =R +a,
AADE: 0D, +0OM, +0D; =R +a,
AAEF:  OM;-0D;+OM; =R +a,

e Sumando las expresiones anteriores:

+OM, =4R +a; +a, +a, +a,

Este resultado nos indica que la suma
de distancias del centro de la circun-
ferencia (cuando el centro es interior
al poligono) hacia cada lado, en ge-
neral para un poligono de “n” lados
seria: (n — 2)R mas la suma de inradios
para cualquier triangulacién.
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e Para el caso particular del hexagono
ABCDEF, ahora escogemos la trian-
gulacién del vértice B, se tendra:

OMI +OM2 +OM3 +OM4 +OM5 .
+OM; =4R +b, + b, + by + by

= 4R+a; +a+az+a; =4R+b; +
+by +by +by

" a1+a2+a3+a4=b1+b2+b3+b4

GENERALIZANDO:

La expresion general para un poligono

de “n” lados inscrito sera:
n n-2
>, OM, =(n-2)R+ ¥
i=1 i=1
n-2 n
= ¥ =3 O0M;-(n-2)R
i=1 i=1
Donde:

OM, : Distancia del centro o de la cir-
cunferencia hacia cada lado
del poligono.

n-2

> r; :Suma de inradios para una

i=1 triangulacién dada.

Podemos observar entonces que la suma
de inradios en una triangulacién dada es
constante.

Recordar que si un tridngulo es
obtusdngulo la distancia hacia el
lado mayor “se puede considerar”
como si fuera negativa.

A R

-2°'Z'-Z°-2-€"3'-:'¢':'<-’3'~)'ﬁ'-ﬁ-‘}é#{-#‘)###'}‘}{'##'}##4‘#-0-'3'(-‘3'0#'}'}‘3-'0'4-@-'5':'0-‘3-‘:'-}{'-:-:-2":'-:

R T

| Caso Particular |(n=4)|

En el gréfico r, , I, I3 Y T, son inradiue

de los triangulos ABD, BCD, BCD y ACIE
respectivamente.

Se cumple:

LUGARES GEOMETRICOS

En esta parte, analizaremos algunos i
gares geométricos, descritos por los Pl
tos notables.

(@ Dada una semicircunferencia d¢ din
metro AB v un punto P v I
semicircunferencia, el lugar qeomg
trico del incentro y baricentro i I
tridngulo APB es un cuadrante v (i

semicircunferencia, respectivarmuiilg

@ En una circunferencia se ubican ™

puntos fijos A y B y el punto maovil
el lugar geométrico del incenii



U 0

' #ntro y ortocentro del tridngulo
" @8 un arco de circunferencia. cir-
flerencia y una circunferencia con-
lente a la espectivamente.

llene un cuadrado ABCD, en el

ial se ubican los puntos fijos M y
W el punto mévil L, el lugar
Bmétrico del circuncentro y
ticentro del triangulo MNL es
Mle de la mediatriz de MN y un
Indrado, respectivamente.

I lugar geométrico de los puntos
# Interseccién de las rectas de
Imson de un triangulo con respec-
8 dos puntos diametralmente
PUestos es la circunferencia de los
Ve puntos del tridngulo mencio-

fla

.|ugar geomeétrico, del ortocentro

8l tridngulo ABC, teniendo a B y
E lljos v A se desplaza sobre una

Weta paralela a BC | es una para-
hola.

= S — -

O

B

LT R IR R SRR S Ry

R T T - S N

é-:-a-:-:—c-@-«c.-:-:»-:-:-:-¢-:-:-:-4-:»-:-:->~:n:-:-:~

L L) . L » . .
RS IR R S N

PUNTOS NOTABLES

e Sean | e I' incentros de los tridngu-
los.

e Por teorema: IP=PB=AP =R
y I'P=PA=PB=R

m«£APB = 90°

I describe el cuadrante AB.

¢ Ademas:

AL

* AO=0B=PO=PO'=P

R
0G=0G'=—
3

e Por teorema:

G describe una circunferencia de
centro O y radio R/3.

e [

e Como & y AB son fijos, entonces

AM=MB=R (R: constante).

Incentro del A APB.
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MI=R

| describe un arco de circunfe-
rencia de centro M y radio R.

e Por teorema:

Pl

e G, G' y G" son baricentros de los
triangulos APB, AP'B y AP"B res-
pectivamente.

S T MG _MG'_MG" _1
° S€sabe: Mp MP' MP" 3

e &' es homotético de ¢, con respecto
a M.

». G describe una circunferencia.

b

p'

e e e e e

X S S GF G 8

B R N R R A R R R T i R

e Sean H, H' v H": Ortocentros

e Por teorema:

e Si el punto P se encuentra en ¢l o

e Sean O, O' y O": Circuncentron

e Seobservaque O, O' y O"¢ ./

HM=MQ=a, HM'=M'Q'~h
H"MH:M"Q" - C

= ¥ es simétrico del arco AN
respecto a AB.

arco AB, los ortocentros describun
arco simétrico.

El ortocentro describe unn i
cunferencia congruente o la i
cial.

El circuncentro describe unn par
“
te de & .
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s PUNTOS NOTABLES

(G, G y G": Baricentros.

BPL' PL" 3

No L describe el cuadrado ABCD, por
\otecia:

El baricentro describe un cuadrado.
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Sean M, Ny L : Puntos medio de BC -
AC y AB.

Se sabe : + ma&MCN =m«MLN = o

DP/P'E, PO=P'O y OM//P'E
— DM=ME=¢

Por teorema:

m£DQM = m£QDM = «
Anélogamente:

m£LQFC =m«FQN =9

Por angulo entre rectas de Simson:
m«DQF = 90°

ADCFQ: w+o+0=90°

= AOLMQN: Inscriptible

Como & pasa por M, Ny L, es la
circunferencia de los nueve puntos, en
la cual se encuentra Q.

. Q describe la circunferencia de los
nueve puntos.

e Sea H : Ortocentro

152

R

R A )

####0###'Q-b@-ﬁ-.’-v)-}##-)-3-}¢0‘)##060##é################b-}'&###-:'4-'2-C~':-:~

- (maf i)
o
e CQ: (b-k)x=va ... (Il)

o e
. AP(\CQ={H}
= De (I) y (II) :
(b-x)x=ya = -ya=x(x b

2

2 2
-xXb+——ay=x
Y

-ay =X xbid

w_n

e Puesto que “a” y “b” son constanl
la ecuacién obtenida corresponile
una parabola de vértice:

b b
2 ' 4a

> a i
y parametro —:i; es decir la parale

la es céncava hacia abajo.

El ortocentro describe una
rabola.
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'[ GRAVEDAD DE UN TRIANGULD Sistema de masas puntuales (igual masa)
B tle gravedad de un trianqulo es @ ________ Pl e e i R @
| e Spieker. & C.G.

Punto de Spieker
Sistema de masas puntuales
(masas distintas)

@
7s
o)
®

D A T ST S R S UM W S A

L

o>
®

»
0!

i

tro de gravedad de una barra

iogénea esta en su punto me- Considerando los lados AB, BC y AC

como “barras homogéneas”, entonces los
puntos medios M, N y L son sus centros

de gravedad.
B \
a
N

| tentro de gravedad, del sistema
mado por dos masas puntuales
lgual peso, es el punto medio del
gmento cuyos extremos son las
' sas puntuales.

M
il tentro de gravedad, del sistema 3

#tmado por dos masas puntuales
@ pesos diferentes, es un punto del
gamento que tiene por extremos di-
las masas cuya distancia hacia
Bl masas es inversamente propor-
nal a su peso.

R T T R A S S SR )

-
-

u(c.(;.:";ﬁ) ._..\y(c.e. BC)

Barra homogénea

'
.
g
.

R R A Y

. ; A': ........... R A o .-----.::':.C
c6 £ L(C.G. AC)
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Debido a la homogeniedad de las barras las masas son proporcionales a las I |

des.
e Como:
| MCG(My\‘]~£_M_L g
NC.G(M o N) ¢ 1IN

= LC.GMynN)

| Bisectriz del AMNL

e Con lo cual el centro de grave-
dad del tridngulo se encontrara

en LCGMmyn).

Hallando el centro de gravedad de L vy C.G(M yN)*

el e Como L representa al segmento B
! de longitud by L.G(M , Ny Tepre-
senta a los segmentos de longi-
tudes a y c. M- C.C.myN |y
‘br
St
=5 SCCE(M Wil (a+c)r
} SL a+c A* L ‘0
‘ . El centro de gravedad del triangulo ABC (S) es el incentro del triangula
l (Punto de Spieker).
|

. DEMOSTRACIONES PENDIENTES

' r1 En el tema sobre recta de Euler se enuncia el siguiente teorema (sin duinii

i cién), sea un triangulo ABC v sus alturas AP, BR y CQ se cumple que lnu 18
de Euler de los triAngulos AQR, BQR vy CPR son concurrentes en un punifs
pertenece a la circunferencia de Euler del AABC .




PUNTOS NOTABLES

Circunferencia de Euler
del AABC: &

Co.

M es ortocentro del AABC , entonces al ser los cuadrilateros AQHR, HQBP y
RHPC inscriptibles se cumple:

Las circunferencias circunscritas a los triangulos AQR, QBP y CRP contie-
nen a H.

Debido a que & es la circunferencia de Euler del AABC, se cumple:
BO,=0,H , AO,=0OH vy CO, =0,H

=5 O1 es circuncentro del AAQR.
O2 es circuncentro del AQBP.

O3 es circuncentro del ACRP.
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e Sean también: Hl, H2 v H3 ortocentros de los triangulos AN

CRP respectivamente.
>
e La recta de Euler del tridngulo AQR (2") cortaa ¢ en S.

e Por angulo inscrito: mPS = 2x

& ©
. 3’2 y .9,’3 son rectas de Euler de los triangulos QBP vy CRP respectiviam

e AAQR -~ AQBP -~ ACRP:OI, O2 v 03: Puntos homélogos

H;, H, y Hy:  Puntos homélogos
= mg&H 0 A =mgH,0,P=mgH,0,P =x

e Por angulo inscrito: m«PO,S=x = Al prolongar O,H, llega a &

e En forma analoga al prolongar (ZH; llega a S.

F1 En un triangulo ABC de ortocentro H, se cumple que las rectas de | ulur 4
triangulos AHB, BHC, AHC y ABC son concurrentes.

En el gréfico:

e Hy G son ortocentro y

baricentro del AABC res-
pectivamente.

. G1 es baricentro del AABC vy

B su ortocentro.

e Se sabe que B es ortocen-
tro del AAHC.

& es
= Z y Z| son rectas de

Euler de los triangulos
ABC y AHC respectiva-
mente.
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I leoremas sobre el baricentro:
" HG, =2(GM) y BG=2(GM) = GG/FB
AGMG- AHMB = HB=3(G,G)

AHMB~AGMG1 = HM=3(MG) vy BM=3(MGI)

decir que la recta de Euler del tridngulo corta a HG en la razén de 3 a

¥ #n forma analoga las rectas de Euler de AHB y BHC cortaran a HG en la
' razén por lo tanto todas seran concurrentes en M.

i el gréfico:

2,
'+, % y 9;3 son rectas de Euler

los tridngulos ABC, AHC, BHC y
I respectivamente.

1V G ortocentro y baricentro del
respectivamente.

tumple entonces:

. “r & >
3 .‘.Z]. Z, vy Z, concurren en M.

'N EN LA GEOMETRIA

i de induccién matematica es

un método especial de demostracién que
base de observaciones partic

ulares llegar a deducciones generales.
Miacion por el método por induccién consta de dos partes :

¥ tomprueba que la proposicién es valida para el menor de los valores de “n”
f los cuales ella tiene sentido (no necesariamente n=1).

tlemuestra que si la proposicion es vali
I¢én es valida para el nimero si
uctiva)

WAlracion del método de induccién no siempre es estricta bajo el esquema, a

lta necesario suponer que la proposicién es valida para dos niimeros sucesi-
I v ny demostrar que es valida para n+1.

da para un nimero natural 95 A

‘ guiente inmediato, es decir n+1. (Hipotesis
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El método de inducciéon matemaética tiene su mayor aplicacion en aritmetica al

y la teoria de nimeros pero en particular resaltan su belleza en la geometria, & §

nuacién veremos dos teoremas interesantes que tienen que ver con la inducciom
L

£ t —|
e Llamaremos baricentro de un segmen- '

My
to a su punto medio. M\—
Baricentro dal !

e Dadoel AAA,A, sabemos que el baricentro del tridngulo es el punto de &

rrencia del segmento que une un vértice y los baricentros de los lados opi

Pro

Teorema:
AIM AZM A3M
= = -9
MMl MM, MM, A’\ Baricentro del \Ay
NN
También: n
AA,IIMM, AA,IMM, v M,
A2A3//M3M2 2

Vemos que el baricentro divide a
cada mediana en la razén de 2 a 1 Ay e —— ‘
desde el vértice (lo cual ya fue de- M,
mostrada).

e Ahora vamos a definir el baricentro de un cuadrilatero.

Er el grafico:
M, M,, M, y M, son baricentros

de los AA2A3A4. AAIA3A4,

AAAA, Y A AAA; respectiva-

mente.

Baricentro del [DJA A AN,

Ay

Llamaremos medianas a :

AM,, AM, , AM, y AM, del

cuadrilatero A1A2A3A 4
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s AA, M, AALIMM, | AgA;//M4M_3 y A;At;//M;M;

fﬁodcmostrar que cada dos
8¢ cortan en la misma ra-

My ¥ M, baricentros de los
A;M—; v Aq_Ml cortaran a

Su punto medio (N).

AM, =2(M,N)
AM, =2(M N)
ma de Tales: MM, //AA,
A ANA, ~ A M,NM,
= AA, =3(MM,))

AMMM ~ AMMA
= ——=3 y 4 -3

lerior se deduce que cada dos medianas del cuadrilatero se cortan en la
4 a1 desde el vértice.
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1l e En el pentagono ocurre algo analogo. Baricentro del

' O A1AA3AA,

I En el gréfico :

h" Ml, Mz, M3, M4 Y M5 son baricentros
‘1

"'J de A AA A, AAAA,, AALAA,
!‘ AAA A, Y A1A2A3A4 respectivamen-

|
'.‘ te.

.!‘ AM,, AM, AM,, AM, y AM,

| son medianas del pentagono
| AAAA A, .
|
‘ Teorema:
,.,4 AM_AM AM AM AM
\" MM, MM, MM, MM, MM/
También:
‘ AA, MM, AALIMM, |, AA,IMM, , AJA /MM, v AA
|
. e Ahora supongamos que se cumple que el baricentro de un poligono de i
| divide a cada mediana en la razén (n-1) a 1.
Las medianas del poligono son aquellos segmentos que unen sus vl
baricentros de los poligonos de (n—1) lados formados por los (n 1) W
restantes.

En el gréfico: Baricentro del Aq

: poligono A AzA,...A,
| AAAA, . A A

Poligono de “n” lados

M, : Baricentro de A,AA,..A A

M, : Baricentro de AAA, AL

M_: Baricentro de AAA AL A, 7

AlMl, A2M2 y AmMn son algunas

de las “n” medianas.
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lendo que M divide a cada mediana en la razén (n-1) a 1.

AIM A?M A M
nemos: =—< -0 _n

MM, MM, MM
i n

llAr para las deméas medianas, pero como se ha indicado analizaremos solo

Mmedianas.

bién: AAIMM, vy AA /MM

B & demostrar que se cumple para un poligono de (n+1) lados.

suficiente con demostrar que cada dos medianas del poligono se cortan en
6" de un!) a (.ln.
Wl gréfico:

v "A:’"'AHAFH*] -

liyono de n+1 lados

M‘: Baricentro de

A2A3A4.,.AnAn. y

.”” . Baricentro de
AlAzAz % .An

que A1A2A3”'An y
g AA AL son poligonos

M" lados. lo cual es nuestra
iposicion.

Misiderando:

' Es el baricentro del poligono de “n-1" lados : AgAzA AL A

trazadas de A

Las medianas de A1A2A3“'An—1An y AAALA AL !

y A, tienen como extremo: M.,

-,,A]Mn%l = f\Wn»lMl

tendra : Mn+lM;]_] = MlMu

n-1

=n-1



77N
CUZCANG GEOM

Por teorema de Tales se tendra:  A/A_ /M M,

Al
) ' | ' 141" "1 _
A AIM n-AIAn»l A Mm]M n-1 ME e MﬂMn<.] =k
AM A M
A MMM A A MA = —d_=-_nd _j,
] n+l 1 n+1 MM1 M Mn+’.
Con lo cual estamos demostradas que cada dos medianas del poligus

AAA...A A se cortan en la razén de “n” a 1.
1273 0 '+

Fo

.'/ g

' >

Si bien es cierto en nuestra demostracion hemos considerado un poligonu
convexo pero también se cumple para un poligono no convexo.

En el gréfico:
M, M,, M, y M, son baricentros de
los triangulos: A,A.A A AA

S Tk SR 1734
A1A2A4 y A1A2A3 respectivamente.

También se cumple:
AM 3 AM A A.M ¢ _A.f}hi=3
* MM MM, MM, MM

4

o« AAMM, , AA /MM, AA/IMM, y AN, /MM

@ En el grdfico se tiene un poligono de
“n" lados cuyo baricentro es M.

Si ubicamos dos vértices cualesquie-
ra.

=Por ejemplo:
A, vy A, v sean AM, v

A, ,M_ , las medianas trazadas

desde dichos puntos se cumple:

-AlAn—z 1 Mn—ZMI

Ber s e A EEE—




LCAND - PUNTOS NOTABLES

0IA DE EULER PARA POLIGONOS INSCRITOS

i anadloga al analisis anterior, definamos asi: primero para una cuerda, el
9 el cuadrilatero, v luego el caso de un poligono de “n” lados.

- B . .

\na circunferencia de radio R se deno- R
i tircunferencia de Euler de una cuerda a :
lrieunferencia cuyo centro es el punto me-
\de la cuerda y su radio R/2.

) ¢l grafico: AM=MA,

= ¢ es la circunferencia de Euler de

AR, .

#n ¢l triangulo AIA2A3 inscrito en la circunferencia de radio R, las tres circun-

#rencias de radio R/2 y pasa por los centros de las circunferencias de Euler de las
s cuerdas.

Blrcunferencia se denomina circunfe-
\tla de Euler del tridngulo A\A A,

el grafico €, €, v €, son las
Itcunferencias de Euler de Z\}FZ ,

l, .
AAy v AA, respectivamente las
mles son concurrentes en M.

in el capitulo sobre circunferen-
wla de Euler (para el triangulo) ya
Nemos analizado sus propiedades,
8l como sus demostraciones. Circunferencia

de Euler &
del AAA,A, ’

Dado el cuadrilatero A]A2A2A4 inscrito en una circunferencia de radio R, las

“Plrcunferencias de Euler de los tridngulos ABA, AAA,, AAA Y AAA,

jon concurrentes en un punto el cual es cenlro dL una circunferencia de radio
R/2 y pasa por los centros de las circunferencias de Euler de los cuatro tridngulos
‘mencionados a la circunferencia.
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A dicha circunferencia se le denomina circunferencia de Euler del OAAA N,
En el grafico:
M, M,, M, vy M, cen-
tros de ‘%1 %2 %; y

cé\f‘ las cuales son las cir-

Circunferons in
de Euloy

cunferencias de Euler de
los triangulos AAA,
AR A, AAA Y

A4AA, respectivamente.

% : Circunferencia
de Euler del

DAAAA, .
Notar : M, M, MyM, c¥

D g
Zemosbracisn:
[Pago [ 1]

* En el grafico & y %, son las cir-
cunferencias de Euler de los trian-
qulos AAA, v AA A, respec-
tivamente.

* Recordar que la circunferencia de
Euler del tridngulo es la circunfe-
rencia circunscrita al triangulo me-
diano (es decir pasa por los pun-
tos medios de los lados del trian-
gulo).

* Consideremos: M'l. M\z' Mé, M'4,
Ny L son puntos medios de A;-A; '
Ay, AA, AA,, AA; v

A,A, respectivamente.
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0 A que “L” es punto medio de A A, , entonces “L” pertenece a ‘%{ v %, M
Blro punto de interseccién.

| i demostrar que los cuadrilateros MM_MN y M;M,NM son inscriptibles,
B s demostrara la concurrencia de las cuatro circunferencia de Euler en M.

Wy AMML

v A, son paralelogramos
m&M;M'lL =K y
maM M L =y

'At X+y=0¢

] %3 por angulo inscrito:
MKM;‘ML =X y
ll'u(l..MM'3 =1

b MAM MM, =x +y =6 A

o el AM,NMM, es ins-
lible, es decir la circunferencia

nscrita al triangulo M'4NL
lene a M.

:'Otma analoga se demuestra: m£M NM, = m£M, MM

‘_Oclr el cuadrilatero M;NMM,, es inscriptible.

4

#0n la demostracion anterior se ha demostrado que las cuatro circunferencias
‘Puler son concurrentes en M.
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> Siguiendo el esquema de la demostracion por induccién, supongamos e |
circunferencia de Euler ha sido demostrada para un poligono inscrito de 1" I8
dos.

[Luego se puede observar:

MM, = MM, = MM, =MM, =

Con lo cual se demues-
tra que M es centro de
una circunferencia que
pasa por los centros

M, M, M, y M,de
las cuatro circunferen-
cias de Euler de los

triangulos AAA,

A AR, AAA

Circunferent

3 de Euler del
A,AA, respectivamen- DA A A
te.
A la circunferencia que contiene a M,, M,, M, y M, se le llama ciiouil

ferencia de Euler del cuadrilatero A/A,AA, . (¢ )

An-l




grafico:
%l: Es la circunferencia de Euler de A2A3Af.“'An-1An

PUNTOS NOTABLES

%,: Es la circunferencia de Euler de AzAA A A, .
?3: Es la circunferencia de Euler de A4A5"'AnA1A2 :
y asi sucesivamente para las demas circunferencias (hasta €, ).

J k. M , M, son centros de %91 G, . %93 respectivamente.

lAmos suponiendo que ? A % ... '€, son concurrentes en M entonces M

£entro de una circunferencia (% ) que contiene a los centros (M M M .M )
A ' se denomina circunferencia de Euler del poligono A, A oy Agy o An

'. ora en el grafico anterior en el arco A, A vamos a ubicar un punto tal como

A, ¥ vamos a demostrar que las cnrcunferenma de Euler de los poligonos de “n”
N

d0s considerados con concurrentes en un punto el cual sera centro de la cir-
Unferencia de radio R/2 y contiene a los demas centros. A dicha circunferencia

le denominara circunferencia de Euler para el poligono AlAzA A A AL

; ara con demostrar que se
brian en un mismo punto tres
g rcunferenaa (cualquiera) de
Buler de los poligonos de “n”
lados.

\Por ejemplo:

%. %y %
Ay

Circunferencia de Euler
de A?_ASAQ...AnAm1

i%: Circunferencia de Euler
de A3A X A A

n+l" 1

% Circunferencia de Euler
de A4A5...An+lA]A2

Notar que ¢, ¥, v €, son congruentes y de radio R/2. -
1 ©2 3

167
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Vamos a demostrar que M es circuncentro del AMl M, M,.

>
Se observa & es mediatriz de MM, (MINMZM es rombo)

De la suposicion:
La circunferencia de Euler del poligono inscrito de “n” lados contiene a los centros e
las circunferencias de Euler del poligono de n—1 lados y estos a su vez contienen o Il
centros de los poligonos de n—2 lados y asi sucesivamente.

Ani1

Notar que N, P y Q son centros de las circunferencias de Euler de los poligonos g
n—1 lados, en el grafico se han trazado dichas circunferencias tales como @', @" ¥
%™ son congruentes y pasan por S, nuestro problema se reduce a un teorema, ¢l (i

mostramos a continuacién (Teorema del circulo medio).

En el gréfico se cumple:
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. Se tiene G =€, = %,
 Para % v %, los arcos comunes AP miden 2o

%92 v 9% los arcos comunes PC miden 20 .

- Por angulo inscrito: m&ABC=0+0 = m«ATC =20+ 20
Debido a que: m£ATC = mAPC = 20+ 20
= % = %3

X=r

ligstro grafico en virtud del teorema ya demostrado se tendra que la circunferen-
drcunscrita al triangulo MMM, tiene radio R/2.

R
ds se observa : MM, =MM, =5 M es circuncentro del M, M, M, con lo

fueda demostrado que cada tres circunferencias de Euler del poligono de “n"
‘pasan por M, el cual serd el centro de una circunferencia de radio R/2 y que
fpor M, .M, .M, .. M, dicha circunferencia es la circunferencia de Euler del
ino inscrito de n+1 lados.
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&> T ———
mﬁ“m * Si ABCD es homotético dL A'RCHS

: . & !
Dado un punto fijo O y una razon cons- ¢ respecto de O
&

tante k se dice que P' es el homotético
de P, si P' pertenece al rayo OP vy

OF <%
OP ,

L B|
S OP =k (keR) "‘

0

. AD/A'D' AB//A'B', BC//INEE
y CD//C'D’

e NABCD ~ AAB'CD

m‘“ | URA
piabeaery -“E... — se=s

Dado un punto fijo O y una razon cons-
tante k se dice que la figura F' es

homotética de F, si para todo punto P’
de F' le corresponde un punto P de F

tal que P' es homotético de P respecto
de O.

_—-)
Si VP'eF'3 PeF, tal que P'e OP vy

o
SiA',B,Cuy D' son puntos §
motéticos de A, B, C y D respochill
mente, con respecto a O

Si sequimos ubicando lox oM
téticos de todos los puntos de 4
daremos cuenta que dichos i
describen una curva F' es somlil

a F.

PR A
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PUNTOS NOTABLES

0N DE LA CIRGUNFERENCIA DE LOS

" Ortocentro de AABC .

b ul teorema 8.5:

’ ‘ ':LL':C
;'ﬂMO:
.=AA."—‘C,
'=CC'=f

HB'=BB'=d vy

k (de la observacion posterior)

HM'=M'M =h

HN'=N'N =i

HS'=S'S=g

‘observa

e _BH _CH _PH _QH _
BH C'H P'H QH

IH NH SH

L'H NH SH °

"=PP'=a A HQ'=QQ'=b y

6 M', N' y S' son puntos me-

O e e

Gl

G e O

B S M A R

= A, Bl CL P QUoBY e Ny
S' son homotéticos de A, B, C, P
Q, L, M, N v S respectivamente, con
respecto a H, entonces A', B'. C/,
P, Q' L' M', N'y S'describen o
pertenecen a la circunferencia ‘ﬁ;
cuya razon de homotecia 2.

¢' =Hom®@ (H ; 2)

Ademas la relacion de radios de €y ¢
es 2.

 Dbseusacisn x>
Sea H: Ortocentro y AM=MC

e Por teorema:

HM'=M'H'=¢ = H'M=xy

mALHMM'= mAM'MH"' = mgCMP = ¢

* AOMH' = AOPM

L X=Y

171
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CONCLUSIONES IMPORTANTES
s ©A_OB.OC..
OA' OB' OC' -

= El AABC es homotético del
AA'B'C'. &

Sean | e I' incentros de los triangulog
ABC y A'B'C' respectivamente.

Ol

= I, O y I': Colineales vy ol

AABC ~ AA'B'C'

Sean O1 Y O2 circuncentros

00
= Ol' 02 v O: Colinealesy — 1 =k
002

L R R R IR R R R
o

Del mismo modo podemos trabajar con
los demas puntos notables.

Bl
— El AA'B'C' es homotético dul
AABC , respecto de O.

'!hmbig’n.

OA' _OB'_OC'__
OA' OB OC

Sean Py P' puntos notables de una mis
ma caracteristica de los triangulos Al

5, Eiy ANEE es homottlice: dal y A'B'C', respectivamente.

AAB M OP'
2 = P Oy P'son colineales v opP h

SRR BRI - B R I R

DO R
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ON +  ALGUNOS TEOREMAS SOBRE INVERSION
ll transformacién geométrica + > Dos puntos vy sus respectivos inver-
, ea (es decir cambia la forma de . S0s respecto a un centro de inversion
# original), la inversion fue crea- e son vértices de un cuadrilatero
iBteiner (1 796 - 1 863). & inscriptible.
= o Demostracion:
P y P' son colineales con O,

;ls centro de una circunferencia
idio r, tal que (OP)(OP')=r*,
ino de los puntos Py P' es in-
i del otro respecto de la circunfe-

B
fadd

P P

il grafico:
(OP)(OP')=r?
0 : Centro de inversion

¥': Circunferencia de inversién

Py P' son inversos

QAL e =0 = 5 ——

[ Y Daak

« Si un punto estd en la circun-
ferencia de inversion en su pro-
pio inverso.

‘2. Si un punto estd en la regién
interior su inverso esta en la
parte externa.

PR N

e Sea Oy % centro y la circunferencia
de inversién.

L

e Ay A': Puntos inversos respecto de
¢ .
= (OA)(OA')=r?

e By B': Puntos inversos respecto de

% .
= (OB)(OB')=r?

e e D e D e S

» Luego (OA)(OA')=(OB)(OB')

e Por reciproco del teorema de la secante
N el AAA'B'C' es inscriptible.

PR SR

+ > Sean A y B dos puntos colineales
@ con el centro de la circunferencia

de inversién y sea C un punto que
>

EARN

o no esta en AB y sean A', B'y C'
<

) sus inversos, se cumple:

2 m£ACB = m«A'C'B'

&
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Demostracion: * o Sea O el centro de inversion.

Fy
r3

e Sea Oy % : Centro y circunferencia
de inversion. py

. o A', B'y C' soninversos de A, By
o respectivamente.

e Por el teorema anterior:
m£LABC = m£A'B'C'

_)

“ e Si nos aproximamos a OT y Iras
2 -
s mos OS (P'y Q' son inversos de

v Q).
= m£PBQ = m4£P'B'Q'

e A', B' y C' puntos inversosde A, By

. e En el caso limite:
C respectivamente.

e Por el teorema anterior :

AOCBB'C' vy OCAA'C son ins-
criptibles.

= m£LOBC = mgOC'B=60
m£OAC = m£OC'A'

= 0+x = 0+y

X=y

> Sidos curvas se intersecan en un pun-
to distinto del centro de inversion, la
medida del angulo en ese punto es
el mismo que el de sus inversos.

1 ' 1 - y V
e €'y %, son curvas inversas de ¢, §

% respectivamente.
6 : medida de angulo entre ¢ v ¥

¢ : medida de éngulo entre ' v ¥/

e Se cumple:

0=0

LR A R R DR R D R I R R R - - SR R R R




©

'y Z, son tangentes a € v

\ 7

N

medida del angulo entre ?1 Y
— x=90°

N

?i y % son ortogonales

ARI0

'dos curvas son tangentes sus in-
: 5

;(amblen lo son :

v %' son inversas de ‘?1 Y %2 res-

B ol centro de inversion O.

B % son tangentes en Q.

%' v %, sontambién tangente en

R'(Q' v Q son inversas)

P, S S SN

e e e e D

o

e B e

& & &

RN N AR S

P R

.

PUNTOS NOTABLES,

> Toda circunferencia que pasa por dos
puntos inversos es su propia inversa
y es ortogonal a la circunferencia de
inversion.

DemosTRACoK

e Sea Ay A' inversos respecto de
la circunferencia de inversion ¢
y centro O.

= (OA)YOA")=r?
e Por teorema de la tangente: OT
es tangente a ‘@1 s

= Fvy %’1 son ortogonales

o También (OB)(OB)=r* = B y
B' son inversos.

— Jmpatante:

Dada una circunferencia enton-
ces las siguientes figuras son sus
propias inversas:

a. La circunferencia de inver-
sion.

b. Las rectas que pasan por el
centro de inversion.

c. Las circunferencias ortogona-
les a la circunferencia de in-

version.
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GEOMETRIA

INVERSION DE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS

> El inverso de una recta que no pasa
por el centro de inversion es una cir-
cunferencia que pasa por el centro
de inversion y reciprocamente.

4.
Y

Sea & vy O la circunferencia y cen-
tro de inversion.

-’
-
......

&

Se traza OM' | a .9’1

Se ubica M inverso de M'
Sean A, By C inversos de A', B'y
C' sus respectivos inversos.
= OA'AMM'| OMMBB' vy
OM'MCC!
Son inscriptibles:
= m£LOAM = mgMBO = mgMCO =90°

Finalmente O, A, M, B y C son
conciclicos

>
Luego ¢, es inverso de Z, para la
demostracion del reciproco es ana-
logo.

176
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, es inverso de %y] y reciproca
mente respecto de la circunferencia

de inversion €.

A,

>
9’2 v % son inversos respecto de

la circunferencia de inversion ¢
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b El inverso de una circunferencia que no pasa por el centro de inversién es otra
circunferencia que no pasa por ese punto.

Sean Oy € centro

Y circunferencia de
inversion P'y Q' son
inversos de Py Q res-
pectivamente.

Por teorema:

m£LAPB = m<A'P'B' = 90°

m£LAQB = m«£A'Q'B' = 90°

= A'B'Q'vy P' son
conciclicos.

% % v %, soninversas.

LOREMAS FEUERBACH

MOSTRACOOM :

| inscrita v a cada una
las circunferencias
critas,
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©
En el grafico se ha trazado Z| tangente

interior a la circunferencia inscrita y
exinscrita la cual paras por V.

Por teorema de circunferencia:

AF=QC= p-c, sea O punto medio de

AC (notar FO=0Q) y ¢ la circunferen-

cia de radio: r
_QF

) 23 - ’

2 2

la cual sera nuestra circunferencia de in-

version y O centro de inversion.

c—a

|

Debido a que | es incentro y E es excentro

relativoa AC:

Bl VE
= —=—
IV BE
Por teorema de Tales:
Bl _QH VE _FV
v Qv Y BE FH
QH _FV

QG—FH’ luego EV,Q v H.

Forman cuaterna armonica, por teorema

= (OV)(00)=r"

Luego V y H son puntos inversos respec-

tode €.

<«
interseca a & en S:

= AOSV - ACA'V

':")':'°:-}4*-)‘!"3-05-‘:'-@"‘."-0'#'5-#0##'3'¢¢¢¢¢¢¢#¢¢¢¢¢##¢¢¢¢#¢¢#¢'!'-Q"Q-'b':“:"b')-?-ﬂ-:-

A S RO A S S

Por teorema de la bisectriz:

VC_a | VC:_alz
VA ¢ a+c
oy=0_2ab _b (c-a)

2 a+c 2 (a+c)

Por teorema de circunferencia :

MBC=M'BC' = BA'=c

LLuego: A'C=c-a

Por la semejanza de OSV y CA'V:

e~ a)“
2a

05_Ov o
A'C VC

Luego:  (OS)(OM)= (.C ;a ]2 s

= S y M son puntos inversos

También €, v C€3 son ortogonales o '

entonces son sus propios iNVersos

>
El inverso de &, respecto de ¢ s\l

circunferencia que pasa por O y debiudn
que H y M son inversos de O v 5 respu
tivamente, entonces la circunferencia In

“
versa de Z, pasa por H y M, pero culd

es precisamente la circunferencia de Eulus
<>
que al ser 2] tangente a la circunforen

lam

cia inscrita y exinscrita su inverso
bién lo sera.
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Igo el grafico quedara asi:

B
3": Circunferencia de Euler del AABC
M >

% ‘

‘"‘ - e N.
- N" 54
A F P
174
E

‘_ grafico: v %’l son inversos respecto de % .

Circunferencia de Euler del AABC .

R Ke

%: es tangente a las circunferencia inscrita % y a la exinscrita %’3, en forma

analoga se demuestra que ‘&?1 es tangente a las otras dos circunferencias exinscritas.

. Notar que J y J'son puntos inversos lo mismo Ny N',

'Si analizamos las circunferencias exinscritas relativas a AB y BC se demuestra
en forma analoga.
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TEOREMA DE MORLEY
Los tres puntos de interseccién de las trisectrices adyacentes de los angulos du )

triangulo son los vértices de un triangulo equilatero.

En el gréafico se cumple:

DEMOSTRACION :

Definitivamente uno de los teoremas que mas apasiona a los geémetras, debidi &
sus demostraciones es el teorema de Morley, en esta constante bisqueda de la demos
tracién se sabe ahora que también se determinan otros triangulos equilateros, es docli
que las trisectrices determinan mas triangulos equilateros, de los cuales Morley wili

did el ubicado en la regién interior.

Una clasificacién preliminar de las demostraciones a este teorema establece Jug
categorias, directa e indirecta. Aqui se usa el término indirecto no en el sentido U8
reduccién al absurdo sino en el sentido de invertir la sucesién de pasos desde I8

hipétesis a la conclusion.

El gran espectro de las demostraciones han sido plasmadas en 1 993 en ¢l Il
titulado “Le Theoreme de Morley” de André Viricel.

Aqui mostramos una demostracion indirecta.

1
Partimos del triangulo ABC, circunscrito a la circunferencia € de centro O v radio |
(M, N y T : puntos de tangencia), prolongamos OT vy ON hasta E y D respectivamei
te, tal que ON=ND=TE=r. Se ubican F en ABy G en BC, tal que FE y DG sl
tangentes a ¢ en |y H.



PUNTOS NOTABLES

06 : Bisectriz = m«HOG=m<GOT =0
BOIE: Notable = ©+20=60°
INDHO : Notable = m«HOD=60° = m«IOD =20

OF : Bisectriz = mxIOF=mxFON =6
AOFN= AOGT (ALA) = FO=0G="/
Puesto que : m£LFOG =0+ w+ 06 = 60° = AFOG: Equilatero ...(a)

demostrar el teorema de Morley, faltaria demostrar que JF y JG trisecan

KAJC.
(181
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Trazamos DF y GE = DF=GE={ vy m«£FDG = m«FEG = 30°-6

e« OADFGE : Inscriptible, al trazar la circunferencia %1 se observa:
mDF = mFG = mGE = 60°-26

e AACI: 3o+ 3p+ ¢ =180° ..(I)
e En 2 DOEJ:60°+20+ ¢ =90°-a+90°- ...(1I)
De (I) y (I): 6$=90°-30 => ADGEJ es inscriptible, pues en A DO

m«DGE = 90°+36
- D,F,G,E ydJ son conciclicos.

JF y JG trisecan al £AJC
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emostremos ahora un caso muy interesante. En forma analoga al anterior,
cual se considero : 3o+ 33 < 180° , analicemos ahora cuando 3a.+ 33 > 180°,

la interseccion de AD y EC estard en el otro semiplano determinado por

{ tenemos :
7
Y £
£
% 30T\ g
Ko ¢
30° OR - E
3 N R, R A, it S
a o B B
a g
A C
X
J

Se procede en forma andloga a la anterior (solo que no estamos considerando

nterseccion de AN y CT), se demuestra que el tridngulo FOG es equildatero.
n los mismos pasos hasta (a), notar que se han considerado los mismos puntos

que se va ha demostrar que JF y JG trisecan al £AJC .
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e Por teorema de la mediatriz :

DF=FO=0G=GE=/

ADFO = AOGE (L.L.L) = m«£DFO=m£OGE = 2y

e FO es bisectriz del «NFH y GO es bisectriz del £IGT

e En AAJC
3o+ 3p = 180°+x
3(a+P)=180+x ... (I)
e En DAFGC :
20+ 2B + (y+ 60°) + (y+ 60°) = 360°
= o+p=120°-vy
e En(l) :

3(120°-y)=180°+x = x+3y=180°

Con el dltimo resultado tenemos :

DJDGE y AJDFE son inscriptibles, ya que :
m&AFE + m£DJE = m£DGE + m«£DJE = 180°

Luego los puntos D, d, E, G y F son conciclicos.

Si se traza la circunferencia que pasa por dichos puntos, se tendria que Al

FG vy GE son cuerdas congruentes, entonces :
mZ£LDJF = m«£FJG = m£GJE

Es decir :
JF y JG trisecan al angulo DJE

Con lo cual tendriamos el siguiente grafico.
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oo
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fesultado obtenido es interesante, con lo cual podemos asegurar que con
‘partes de trisectrices externas y la trisectriz interna trazada del tercer vértice
Mede encontrar un nuevo tridngulo de Morley, denominado no tradicional.

P estudiante tiene que notar que no se pueden tomar las trisectrices externas
lernas de cualquier modo.
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De los resultados anteriores tenemos:

Al trisecar los angulos internos como externos del triangulo ABC, los triangu
los DEF, GHI, JKL y MNP son equiléteros.

Otras pruebas indirectas son las de Naraniengar, Dodds y Child v la direcin
es la forma trigonométrica, las cuales se encuentran en las paginas indicadans sl
la bibliografia.
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Si las regiones sombreadas son regula-
res. ¢Qué punto notable es P del trian-
gulo ABC?

A) Incentro B
B) Ortocentro
C) Circuncentro

D) Baricentro
E) Excentro A

Prosvema NTFY

En el grafico AB=6, BC=8, | es incentro
del triangulo ABC y PQ//AC . Calcule el
perimetro de la regién de la region
sombreada.
A) 10
B) 11
C) 12
D) 13
E) 14

Si H es ortocentro del triangulo ABC,
AL=LH, AM=MC y BN=NC, calcule x.
A) 30° A

B) 45°

C) 60° N

D) 90°

E) 120°
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En el grafico O es circuncentro d¢ AN

si BC=LC, calcule x. d

A) 55°
B) 60°
C) 65°
D) 70° A
E) 75°

Si G es baricentro de Al
BG=3(AP)=6. Calcule AC.

B
A) 6
B) 7
C)8 &
D)9
30°
E) 10 P A

Si mAC =150°, calcule x.
A) 10°
B) 14°
C) 15°
D) 25° A
E) 30°

/)

¥y
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N° 7 i Pnom.m!;g !!

Il grafico si las regiones sombreadas Calcule x.
lombales, calcule x.

PUNTOS NOTABLES

&> <

A) 30°
B) 40°
C) 50°
D) 60°
E) 70°

#ne el triangulo ABC, m£ABC = 50°,
Wza la ceviana interior BE si My N
b8 ortocentros de los tridangulos ABF
L respectivamente, calcule m<MFN .
) B) 35° C) 40°

E) 50°

Si O y Q son circuncentros de ABC y
AOC respectivamente, calcule x.

A) 4°
B) 6°
C) 8°

"C"C"b':-':“:"ﬁ-:-ﬁ"!"}#-@-:-Q"3°-&#-}004’(‘4‘#0'}#0#####'&#\"'}-{'##‘J-Q-C-#s}-:‘-‘)-:-5-'6-'2”:-{-':-0-:-

1 N° 9
|88 circuncentro de ABC, AP=BO y ¢ D) 10°
#% 40°, calcule x. )22
B
x
PROBLEMA
0 Si G es baricentro de ABC, MG=GN y
} AN=2(NC)=8, calcule BG.
A ~ c B
M
N° 10
. G
e X
. A N C
' A) 2 B) 3 C) 4
p < 2 D)5 E) 6
e 2 5 PROBLEMA
o + En el gréfico, si AB=BC e I es incentro
40° = de ABH, calcule IC/AC.
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A) 1 B
B) 1/2

C) V2
D) V2/2

PropLeMA LB A

Si ABCD es un cuadrado, calcule x.

A) 25° B C

C) 23°
D) 22°
E) 21° )

ProsLemal B 1Y

S ABCD es un paralelogramo y C es
excentro de ABD, calcule m£ABD .

A) 45° B) 60° C)70° D) 80° E)90°

ProsLemA NGB VA

En el grafico H es ortocentro de ABC, si
AN =NH=BM=MC, calcule x.

A) 10° B

B) 11°

C) 12° M
D) 14° H

E) 15° 2 N A

hoanAm

En el grafico, ¢Qué punto notable es, el
centro del cuadrado ABCD, del tridngulo
ABP?

-

A D
A) Incentro B) Excentro
+ C) Circuncentro D) Ortocentra

Y

O e

&

PR R s

L OoHG

Bk S R A S

R R R

e s e e el

E) Baricentro

PROBLEMA m

Si H es ortocentro de ABC y Hl
calcule PQ.

A) 6
B) 8
C) 10
D) 12
E) 14

\X

ProsLEMAFTY
Si O es circuncentro de ABC, calcule ¥
A) 120°
B) 115°
C) 105°
D) 100°
E) 90°

TRV N© 21 |

En el grafico | es incentro de Al

AR

punto de tangencia, si IP//AC, cal Wie

mMP .



P
60° M
A C
N° 22
G es baricentro de ABC,
BIMG) =5, calcule AQ + PC .
P
G
A C

N° 23
: ne el triangulo ABC, cuyo ortocentro
1, sl l-. M y N son puntos medios de
¢ AH y BH respectivamente, calcu-
maNML .

B) 60°
0° E) 135°

C) 90°

ILEMA R bl 7"
ABCD es un cuadrado, Q es punto de
Wncia e | es incentro de BPC. Calcule
C

R S RN

@

PUNTOS NOTABLES

ProsLEMA NPT

* En el grafico O es circuncentro de ABC.

-

¢+ si mgABAC - m«BCA = 20°, calcule x.

e e e

RS

A RS R LA L SR LR X TR R B R R R A Ar AP ey P O

o

B
A) 2°

B) 4°
C) 6°

D) 8° 0
E) 10°

A C

PROBLEMA

Si E es excentro de ABC y BM=6, calcule
EC.

A) 6J2
B) 6
C) 8J2
D) 8
E) 10

PROBLEMA

En el grafico M y N son ortocentros de
ABD y ACD respectivamente. ¢Qué tipo
de cuadrilatero es AMND?

A) Rombo
C) Paralelogramo

B) Inscriptible
D) Trapecio
E) Bicentrico

191
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ProsLeMA P

Si O es circuncentro y ortocentro de PBC
y ABC respectivamente, calcule x.

A) 20°
B) 34°
C) 36°
D) 38°
E) 40°

Pmmum

En el grafico H y O son el ortocentro y
circuncentro de ABC respectivamente y

ON=NH, calcule AO/NL.

A) 2 3
B) 1,5

C) 1 o

D) 0,5 ‘
E)04 A —¢c

g T A NC 30

Si O es circuncentro, H es ortocentro v
AC=12, calcule OB.

A) 243 2

B) 33

C) 443

D) 5J3

E)6f3 A ¢
Dado un triangulo ABC, si m£ABC = 53°,

calcule la razér_1_entre la distancia del
ortocentro a AB vy la distancia del

circuncentro a BC .

192
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A) 4/3
D) 6/5

ProaLema SEETY

En el gréafico, si O es circuncentro Y | 48
incentro, calcule x.

B) 4/5
E) 4/5

C) 5/3

A) 18°
B) 19°
C) 20°
D) 21°
E)22°

Se tiene un triangulo rectangulo ABC e
to en B, si O e | son el circunceniin @
incentro de ABC y mOIC = 90", caliilg

m«£BAC.
A) 30° B) 37° C) 45"
D) 53° E) 60°

ProsLeMANEL]

Si IF//AC , | es incentro de ABC, '8
y la distancia de I al ortocentro del 1118
gulo ABC es 3J2. Calcule Al

A) 1 B

B) 2

C) 3 E |

D) 4

F)5 A ‘

PropLEMA KN

>
En el gl’éfico, & es la recta de o

H es ortocentro de
AP=3(BH)=3(CP), calcule x

-Ii..‘



5392 E) 30°

N° 36

ABCD es un cuadrado, CP=13, DP=5
¥s incentro de CDP

N° 37

8l gréfico T, S, L y Q son puntos de
#ncia, QL=4 y TB+BS=10, calcule
itadio del triangulo ABC.

R R R S A G S S PR

<

oD

LR

‘:‘##4"2":'###%#(‘#‘?4’4#-}'##-}4‘_@%-i'#'}#‘:"}-)'ﬂ-:-':"b-:-{'

ITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES
B PROBLEMA
Si AB+BC=CD y AD=18. calcule
- Tl + T2.
' C P
14° B) 15° C) 37°/2 ¢

A) 7 B) 8 €):9
D) 10 E) 11

Si AB=MD, CD=AM y BC=6, calcule
el inradio de AMD.

A) 3 A c

B) 4

29 37

D) 6

E) 7 A

Si AB=5, BC=6 y AD=15. calcule el
inradio del ABCD.

D

A) 3 B) 4 C)5
D)6 E) 7
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Indique el valor de verdad de las siguien-
les proposiciones:

I. FEl baricentro de un tridngulo es el
baricentro de su respectivo triangulo
ortico.

1. Elincentro de un tridngulo pertenece
a su region interior.

L. Si la recta de Euler de un triangulo

pasa por un vértice, entonces el trian-
gulo es isosceles.
A) VRV B) VFF
D) FW E) FFF

En un triangulo ABC recto en A, donde
AB=8u, se traza la mediana BD de ma-
nera que :

C) FVF

m<£ABD =45+ -12- m£BCA

Calcule BC (en u).

A) 16 B) 18
D) 24 E) 36

En la figura mostrada, el punto | es el

incentro del triangulo ABC. Entonces, la
m£BAC es:

C) 20

':°<'¢¢'>¢-#°3'¢4-¢¢¢¢¢¢¢(-4'*.‘0-#00':'¢':'¢¢¢¢¢'2'¢'-2~<-¢¢¢'2":'¢

DO R

> &

GHB B

A) 30°
B) 20°
C) 60°
D) 45°
E) 15° D

Pnom.m!;j-_!!

Se tiene un tridangulo ABC, se ubican los
puntos M y N en los lados AB vy BC e
modo que la m£AMN = 2m«BAN - J0"
si AB=BC vy el radio de la circunferencia

inscrita al triangulo BMN es r, entonces
NCes:

A)r )

ProsLeMANE S

Sea el punto O exterior al triangulo AlM
v relatwo al lado BC Si O equidinig

de AB AC y BC y mz£OBC ~ Hi%
m£OAC = 26°. Calcule m«£BCA

A) 56° B)58° C)60° D)62° 1) Has

Pnonu-:w\- 6

En un triangulo acutéangulo DRA, 1) #%
ortocentro v C circuncentro. Ialle I8

m£LORC, si :
m£ODC + m£OAC =

B) 38° (C)48° D) 35" )48

B)2r C) -32-r D) 3r

A) 36°



‘,‘;r LE] N° ﬂ
i un triangulo ABC (AB= BC) se traza
mediana AM y se prolonga hasta el

's to H de modo que mgAHC =90°_ S;
AC=m«BCH y MH= a, halle AM.

,'1' B) 3a/2 C) 4a/3
) da E) 6a

YTANC 48

In triangulo rectangulo los catetos su-
I 32 cm, si la menor mediana mide
';'-‘ Halle la longitud del radio de la
nferenC|a inscrita en el tridangulo
r@m)

‘ 5 7
#0 B4 05 D3 B
TV NC 49
b un AABC de incentro b.da

WACB = 60°. Se inscribe una circunfe-
' A en el triangulo BIC tangente a (],
'« CB en los puntos M, N y P respec-

_mente Si la m«£BAC = mgNMP .
leule la m<CAB .
B5° B) 81°
.’ E) 60°

C) 80°

ILEMAR. ¥ 11)
~fﬂ triéngulo ABC recto B, se traza la

ana BM (Me AC). La circunferen-
nscrita al triangulo ABM es tangente
o BM en el punto P y la circunfe-
l inscrita al triangulo BMC es tangen-
L segmento PM en el punto Q. Sj
“ QM = 7, entonces la longitud del ra-
\;- la circunferencia inscrita al trian-

8 ABC es :

G e

S R,

B A AR

L

o o

o oo

#o¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢'

(“3‘#4‘4‘#04#‘:’-}'}6-&'&@4’

POD L ee s

¢ 2/ ¢ 3¢ :
= i . — - [’
A)3 8)5 C)5 D)5 E)
PROBLEMA
En un cuadrilatero ABCD -
AB=CB=BD , m«BAD = 3« :
m.(AD(_Z a2 :3
m£BCD =20 y m<ABC 2
Halle m£D-m«B .
A) 10° B) 30° C)45° D) 60° E) 72°¢
PROBLEMA

Enun in triangulo acutangulo ABC, las altu-
ras AD, BE y CF concurren en H. Por
este punto se e traza la paralela a FD , que

interseca a AB , FE, DE y BC, en los
puntos M, N, P y Q respectivamente. Si
FN=ay DP=b. Calcule MQ.

A) 2(a+2b) B) 2a+b
C) 2(a+b) D) a+2b
E) 2a+3b
PROBLEMA

En un triangulo ABC ests inscrita la cir-
cunferencia de centro O y’'se ubica otra
circunferencia menor, tangente al lado
AC en P v al lado BC en Q v ala cir-
cunferencia dada. Si la m<ABC =9,

calcular la medida del 4ngulo determi-
—)

_)
nado por los rayos AO y PQ.
0
A)é

B) 90°-g C) o

30
D) 90°-6 E) >

195




ZCAN GEOMETRIA
T T TANC 54 | s A) p/a B
En un triangulo ABC recto en B de . B
T : + B) B/2
inradio 1, “O” es el circuncentro e ““ el ¢
incentro. Si m«AIO=90°. Calcule el C) B
perimetro del triangulo. . D) 90°—p
A)7r B)9r C)12r D)15r E)18r T

' s E) 90°-B/2 L (!

Prontema NFH
En un tridngulo isosceles, la

m£ABC =120° y AB=12u. Calcule la
distancia entre el ortocentro Vy el
baricentro.

A) 643
D) 15

2 VTN 56

En un triangulo ABC acutangulo, D es
el circuncentro y O es el ortocentro,
por B trazamos la bisectriz que es inter-

ceptada por la mediatriz del lado AC en
el punto E. Si la m£ABC=60° vy la
m£ODA =12° , calcule la m«£BED.

A) 48° B) 36° C) 30°

D) 24° E) 18°

PronLema KA

En un triangulo ABC, H es ortocentro y O
es circuncentro. Si m&BAC -m«BCA =«
entonces la mgHBO es :

A) 90°-a B) a/2
D) 2« E) 60°+a
Prosvema FTIETY

En un triangulo ABC; mLABC =0, 1 es
el incentro. Calcule x.

B) 8J3
E) 16

C)12p

C) o

L4
<
-4
-
<
<
<
<
<
<
<
<
&
&
&
&
<
<>
-
<
>
<@
&
L
<
<«
<+
<
<
<
°
<
&
<>
4
-
-
3
°
<>
<
<
<
<
<
&
<>
&
<>
&
<
&
<
<
<
<
<*

En un triangulo acutangulo ABC, la 1w
ta de Euler determina con sus lados Wi
cuadrilatero inscriptible. Calcule la e
dida del angulo que forma dicha Teiin
de Euler y el diametro de la circunlersin
cia circunscrita al AABC que pasa i
el vértice de donde parten los ladon s
intersecan a la recta de Euler

A) 60° B)75° C)80° D) 90"

e T A N° 60

En un AABC, recto en B, se ubican Iy

puntos E y D en los lados AC v N 1w
0"

1) Ul

pectivamente, tal que m£DL!
la suma de las longitudes de los radiog
las circunferencias inscritas en ¢l cundil

tero ABDE v en el triangulo CDL va I
calcule BD.

A) 12p
D) 10

En un triangulo acutangulo "1 1 &8
incentro, O es el ortocentio ¥ &
circuncentro. Si mgPOR  ma S
Calcule m«£PIR .

A) 145° B) 130°
D) 160° E) 135°

B) 15u C) M
E) 7.5n

) 120.



LEMA D bl 7
i triangulo rectangulo ABC recto en
1 es el incentro tal que : mgAID =90°

§AC) DE L BC. Si AB+BC=34
#26. Calcule BE.
B)8 C)9 D)10 E)12

N° 63

Ina semicircunferencia de diametro
e ubica un punto B, en el tridAngulo
P 8¢ inscribe una circunferencia tan-
v a AB y BC en D v E respectiva-

e, la recta DE intercepta a la
rcunferencna en los puntos F y G,

o la mFG .

B) 72°
E) 120°

. N° 64

I fridangulo ABC, BM es mediana,

[ punto medio de BM, la prolonga-
l¢ CN interseca a AB en P Si

M y m4MBC =90°. Halle la lon-

e AC.

u B) 15 u

) E) 6 u

£) 752

C)12u

JIN° 65

una semicircunferencia de dia-
3. H v T son puntos del didme-
v la semncnrcunferenc:a respectiva-
.!alque HT L AB, por Ty H
| ina recta tangente y una recta
fue se intersecan en C. Si desde
I6 TCH se traza una bisectriz que
a AT en E. Si m«CHB = 70°.
AHE.

. ) 10° C) 15° D) 20° E) 25°

Do e e

T I IR I SRR s

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢+¢¢¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢+¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢o¢

Pnonu:m!;g!!

En un cuadrilatero convexo ABCD.,
AB=BC=CD vy ademas:

m£LACD - m£ACB = 60°
Se traza la mediatriz de AC que
intersecta a AD en M. Halle la medida

del menor angulo que determinan la
mediatriz v el lado AD.

A) 30° B) 45° C) 60°
D) 72° E) 80°
PROBLEMA

En un triangulo ABC, en el interior se
ubica el punto T.

Si: m«TBA =m4«TBC = 25°,
m&£BCT =30° y mxCAT =35°

entonces la m£TCA es :

A) 25° B) 30°

D) 35° E) 45°

C) 32°

PROBLEMA . (X -]

En un triangulo ABC recto en B, se ubi-
can los puntos Ny Q en la hlpotenusa
AC, tal que AN < AQ. Luego se trazan
NMLBC, QP.LAB, MN L PQ,
MeBC, PeAB y MN~PQ={T}. Se
trazan las circunferencias inscritas en los
triangulos APQ, NMC y NTQ cuyos ra-
dios miden s T, T;.  Calcule la longi-
tud del radio de la circunferencia inscrita
al triangulo ABC.

A) R S S B) o
C) L+ -, D) (r]+r2+r3)/2
E) L+~
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En un triangulo ABC, BE y CF son
bisectrices interiores que se interceptan en
[, la circunferencia inscrita en el cuadrila-

tero AEIF es tangente a AE en M, a El
en Ny a IF en P Si mgPMN=2,
m£PMN , calcule la medida del angulo
BAC.

A) 30°. B) 60°

C) 45° D) 80° E) 50°

B A R A R A

En la figura A, B, E E, J, H, G, C, D son *

puntos de tangencia. Si m¢MNP = ¢ , ha- » Se tiene un triangulo ABC, de ortocuriig

llar m«BIE .

A) 15°+2  B) 30°+? ) 45042
3 4
2 _? ) 9
D) 45 a E) 45 b

g AT N° 71

En un cuadrilatero ABCD, la

m£ABD =2 - mgACD=60° |,

m£ADB =2 - m£ACB = 34°

Halle la medida del angulo que determi-
nan sus diagonales.

A) 72° B) 74°
D) 80° E) 82°

) 7T
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. N A
S
O SR U A R G W S S 8

LA I I R R R

. H, las prolongaciones de AH, B ¢
CH cortan a la circunferencia circuig
crita en F, D y E respectivamenis,
AB(‘LD-‘-{M}, B—C-('\ﬁf:{N}, demos

ProsLevA k71

En un paralelogramo ABCD, se traza I

diagonal BD y se ubican E, y |

excentros de los triangulos BCD vy /\lll‘
relativos a los lados CD y AD respucihs
vamente. Determinar que punto notalilg

representa D para el triangulo E BI',

B) Baricentro
D) Circuncentro

A) Incentro
C) Ortocentro
E) ED.

ProBLEMAIEN 2da Prdctica Calificady

trar que M, H y N son colineales

ProsLeMA NN ZY

En un tridngulo rectangulo ABC recto sl
B, se traza la altura BH relativa a I

hipotenusa. Los puntos I, v [, son lo%
incentros de los triangulos ABH v HHE
respectivamente. Si AB=3u v BC - 4

entonces ll_l2 mide :
A) 2 B) V2
D) 1 E) 2J2

Indique el valor de verdad de las siquisn
tes proposiciones :

C) V3

I. Dado un tridngulo ABC, de incenhis
I, para el triangulo cuyos vértices sl
los excentros, | es su ortocentro




En los lados AB, BC y AC de un
friangulo ABC se ubican M, Ny L
fespectivamente, si MN//AC,
}'; //[BC y NL/AB, entonces
\L es el tridngulo mediano de

BC

&l baricentro de un triangulo, siem-
re se encuentra en su regién inte-
Ol’

B) VVV
E) FW

C) VFF

ILEMAD, bl (]
N triangulo ABC; la m£ACB =20 ;
MLABC =40 ; sean :
‘M el ortocentro.
- 0 el circuncentro del triangulo ABC.
le m«HBO .
50° B) 60°
00° E) 120°

C) 70°

ILEMA D bl i/

triangulo ABC acutangulo, H es el
peentro. Si BH=AC=12u, entonces la
Wiitud del radio de la circunferencia de
lér o circunferencia de los nueve pun-

de:
B) 3u
E) 3J2

obdvi: N Examen Final

A C) 4u
.,' 3

LN triangulo acuténgulo ABC, se tra-

las altura AD, BE y CF (H:
entro). Si M y N son puntos me-

s de AH y BC respectivamente.

PRDL DL L L DO DS eD

&
<
*
<
&
<
°
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<
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<
<

Calcule la m«£MEN .

A) 60°
D) 90°

Pnom.m!;E!

Si el radio de la circunferencia inscrita
en un triangulo rectangulo mide 4 cm y
uno de sus catetos 10 cm: entonces la
distancia del incentro al circuncentro del
triangulo rectangulo dado es :

B) 75°
E) 94°

C) 85°

Examen Final

A) V65 cm B) 12 cm
C) 51 em D) 8 cm

E) 9 ecm

Puonumu- 80

En la figura mostrada se tiene un trape-
cio ABCD circunscrito a una circunferen-
cia. Sea MN la mediana del trapecio
de longitud 4u. Calcule el perimetro del
trapecio ABCD (en u)

B
M\
A
c
N
D
A) 12 B) 13
C) 14 D) 15
E) 16
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CUZCAN GEOMETAIA

N sy G ‘Resueltos’
= e o SN IR R SR
"f: ‘_ oy %h’t’—" & mmwmywv _ -~
. -.‘ “ " v : ' o
5i BC=QC+BP e I es incentro de ABC, & Si ABC es equilatero, I es incentro de
salcule x. : ABP y H es ortocentro de BPC, calcu
A) 30° ; le x. B
3) 37° s A 10° £
) 45° y, 2 B) 15°
D) 60° s C) 20°
- ¢ D) 25° 1
E) 75° A ) c # A
: E) 30° A P ‘
PronLeva FTIPY :
Calcule x. E Pro m
A) 15° ¢ En el gréfico O es circuncentro de Al ¥
to de t ia, calcule x.
B) 30° ¢ punto de tangencia, calcule x L
C) 37° s A)30°
<
D) 45° * B) 37°
E) 53° $ C)45°
T 2 D) 53°
i * E) 60° A
5i H es ortocentro de ABC, calcule 6. i )
A) 30° : PmomLEmA
]&) 35° + Si ABCD es un paralel()l]l v
s AM=MD, calcule X
) 36° : A) 60°
N) 37° 2 B)75°
£) 420 s C)90°
» D) 120°
+ E)135°




JRIAL CUZCAND

"ROBLEMA § . ol 74

€ tiene un triangulo ABC, de inradio 4,
la distancia del incentro a la recta tan-
nte a la circunferencia circunscrita tra-

i '- por B es 7, calcule la altura BH.
)8 E) 7

» A TYN© 88
'_  es excentro de ABC y AM=MB, cal-

AT N° 89

fO un triangulo equilatero ABC, se
I la ceviana interior BD, si
S DC = 44/3, calcule la distancia en-
108 ortocentros de ABD y BDC.

B) V2 C) V3
J3 E) 4

LLIN° 90

J s circuncentro de ABC, calcule x.

deodle o BB

R R

R I

@‘?(’4‘###0’?0##0'C°':'¢¢(-é'ﬂ-0#6-‘.‘-####':"&#‘)#4-4'{"0'##-0('0#4'#4-)'9'-:-

4

PUNTOS NOTABLES

PROBLEMA

En el grafico O es centro del parale-
logramo ABCD, si AM=MQ y OP=2,
calcule AB.

A) 6 B c
B) 8 o
C) 10 Q

D) 12 &

E)14 A M aQ D

Pnom.nu!i!!!

En el grafico I es incentro de ABC. cal-
cule x.
B

A C

A) 30° B) 45°
D) 60° E) 75°

Calcule x.
A) 50°
B) 52°
C) 54°
D) 56°
E) 60°

Si H es ortocentro de PBQ, AP= BQvy
PB=QC, calcule x.

C) 53°

201



;uZERN

\) 30° 8

§) 37°

2) 45°

)) 53° Q

2) 60° A C

:n el gréafico, calcule JN/EN.
\) 1

3) V2
2) V3

))g

:)_{g
i

Pronena NEETY

Se traza la ceviana interior BN en el trian-
julo ABC, donde O es circuncentro de
ABN, L es circuncentro de BNC y H es
srtocentro de ONL, si m£OHL =110° |
calcule m£ABC .

A) 35° B) 45°
D) 70° E) 80°

Se tiene el tridnguo isésceles ABC, de
base AC, desde el excentro E relativo a

BC se traza EH pera a BC (He B—C), si
BH=4, calcule AC.

A) 6 B) 8
D) 12 E) 14

C) 60°

C) 10

202

GEOMETHIA

ProsLEMA Y

Si ABCD es un paralelogramo v T
ortocentro de ABD, calcule mPL

A D
A) 40° B) 38° C) 36"
D) 35° E) 32°

En el grafico | es incentro de ABC y
MN=8, calcule el inradio del triangula
ABC.

B
I
Al (
A) 7 B) 8 C)9
D) 10 E) 11

g T N° 100

Si O es centro del cuadrado ABCD y
ortocentro de PQR y PD=3(AP)=3, cal
cule DR.

A) 4 Q.. ¢

B) 5

C) 6 oo

D) 7

E)ygs AP D o




| A

,,x-

' Q y F son puntos de tangencia, cal-

)

, :"H son el circuncentro y ortocentro
il triAngulo ABC respectivamente si :

m£AHC = 2(m£AOC)
pleule m<ABC .

30°
 36°

S TAATTANS 103

n el grafico H y O son el ortocentro v
ncentro de ABC respectivamente, si

)//BO , calcule x.

\) 15°
) 37°/2
b 53°/2
)) 30°
"3 45°

"RD ",

-H y O son el ortocentro y circuncentro
ABC yv AB=BC, calcule x.

e e Dl Dl bl e ol e D D D el D e e D e e D e e D e Dl e e D e D e e e D e e D e e e e D e e e e D B

PUNTOS NOTABLES

A) 45°/2
B) 53°/2
C) 37°/2
D) 15°
E) 30°

| 3 LU TRAYIN N° 105 |

En el grafico P es el ortocentro de ABC y
circuncentro de MBN, si o+ 6 =70°, cal-
cule x.

A) 60°
B) 70°
C) 80°
D) 90°

ProsLeMA IR U1

Se tiene un tridngulo acutangulo ABC,
si la distancia de B al ortocentro de ABC
es igual a AC, calcule m«£ABC .

A) 30° B) 37° C) 53°
D) 60° E) 45°

Pronrema FEFTH]

Si IN=NQ=3 y AM=MC=6, calcule
MN.

A) 33
B) 543
C) 35
D) 445
E) 5/5 A 3 - A

203
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Pmnmn

Dado un triangulo obtusang 1o ABC, ob-
tuso en B, si la distanciade A a_' ortocentro
de ABC es igual al circunradlio del trian-

gulo ABC, calcule m«4BAC -
A) 60° B) 53°
D) 37° E) 30°

Desde un punto A exterior a 11na circunfe-

rencia se trazan las tangentes AB y AC
(B y C son puntos de tangencia), si

m«£BAC =60° y el inradio de ABC es 1,
calcule la distancia entre el incentro y el
excentro relativo a BC .

A) 2r B) 3r
D) 5r E) 6r

g TR N° 110 |

Se tiene el triangulo rectangulo ABC rec-
to en B, en el cual se traza }a altura BH,
si E es el excentro de ABH relativo a AB
e | es el incentro de BHC, calcule
m«EBI .

A) 90° B) 115°
D) 135° E) 150°

Si M, Ny Q son puntos de tangencia,
¢Qué punto notable es D del triangulo
MFE?

C) 45°

C) 4r

C) 130°

204
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—

A) Ortocentro

C) Circuncentro

B) Incentro
D) Punto de Mgy
E) Baricentro

g CIIRIVIAN© 112 |

En el gréfico, si AP=PQ=QC Ilndiy
que punto notable es L. de ABC

B) Orton vl
D) Baricanhn

A) Incentro
C) Circuncntro
E) Punto de Georgonne

2 VA N© 113 |

Si AD//BC y D es circuncentro de AN,

¢qué punto notable es A del trianguls
BDC?
A D
B (
A) Incentro B) Punto de Nagel
C) Ortocentro D) Circuncentro

E) Excentro

mm = mﬁé, mé_N = mN(

mCL = mLA
indique que punto notable es el incenlin
de ABC del tridngulo MNL.



CUZCAND

icentro
laricentro M

rocentro

Jrcuncentro

Minto de Poncelet

N° 115

b >
#l gréfico & v O son la recta de

Bry el circuncentro del tridngulo ABC,
_"‘ =16, calcule OP B

R
.,:

q

A

pRLEMA D LD § (1)

-
W es paralelo a la recta de Euler del

igulo ABC, H es ortocentro su orto-
iro, AM=MC y PH=4, calcule BH.
" B

PUNTOS NOTABLES
s A) a+c-b B) a+b+c
C) 2a+2c-b D) 2a+b+c

B R A S A N A S S A S

SHe e

PO PGS

SRl I - S A A T A M AT S A R A AR

E) a+b+3c

lenumum
Si ED=5, AD=2 y BC=3, calcule x.
A) 60°

B) 75°
C 143°
) 2
D) 90°
o 127°
) 2

Se tiene el triangulo rectangulo ABC, rec-
to en B, se ubica Pen AB vy Q en BC,
si PB=BQ=10, calcule la suma del

inradio de PBQ con el inradio del cua-
drilatero APQC.

A) 8 B) 9 C) 10
D) 11 E) 12

ProsLema KEFPT

Si AD=0OP, AB=10 y BC=6, calcule
X—y.
A) 2
B) 4
C)5
D) 5,5
E) 6




e GEOMETAIA

Si mFB = mBD . ¢Qué punto notable es
Q de ABC.

E B

A C

A) Ortocentro

B) Baricentro

C) Circuncentro

D) Punto de Lemoine
E) Punto exmediano

Pronrema LR VT

En el grafico; P, Q y S son puntos de
tangencia, indique que punto notable es
L de ABC.

¢¢¢'¢¢40###0#00##00¢0#0¢¢¢¢¢#¢¢¢0¢¢¢00##¢¢¢¢0¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢<

N o e Ve o e
Semestral

A
l

Int i%@@ﬂ(@”

A) Incentro

B) Baricentro

C) Ortocentro

D) Punto exsimediano
E) Punto de Brocard

g TR N° 123 |
Si ABCD es un cuadrado y BF=ID+ |l
¢Qué punto notable es el centro de i

cho cuadrado del AAJN?

B F C
d
E
R
I
A D

A) Baricentro
B) Incentro

C) Ortocentro

D) Punto de Spieker
E) Punto de Miquel

ProsLEMA LB P TN

En el grafico T y Q son puntos de tan
gencia, ¢Qué punto notable es I’ di
ABC?




A S c

| Incentro B) Baricentro
nto de Steiner D) Circuncentro
 Ortocentro

TIRATTAN® 125

| D es punto de tangencia, AB=CD y
W=EC, indique que punto notable es P

B) Ortocentro
D) Circuncentro

) Baricentro
" Incentro
) Punto de Tarry

IMAR G V1]

N un triangulo ABC, las cevianas inte-
lores AP v BQ se cortan en L, si:

m£BAP = m£QBC ,
QP=QC y QLPC

i Inscriptible, ¢Qué punto notable es L
# ABC?

R S S e M S S A A S N S A N A N S S S SR N S S e 8

A) Incentro B) Baricentro
C) Circuncentro D) Ortocentro
E) Punto de Jerabek

En el grafico O y O, son los centros de
los rombos éBCD y BCEEF, si M es punto
medio de ED , indique que punto nota-

ble es C de OOIM,

A) Ortocentro B) Incentro
C) Baricentro D) Circuncentro

E) Punto de Fermar

PROBLEMA
Se tiene el tridngulo ABC, de incentro I,

y radio IA se traza la circunferencia &
que corta a AB en M, a BC Ny

L(Le N_C)Va AC en P si m£BAC =_8_O°'
calcule la medida de] 4ngulo entre NP y
ML .

A) 15° B) 30° C137°
D) 40° E) 45°
PROBLEMA

Se tiene el segmento PQ tangente a una
circunferencia de centro O en B, luego

207



T

s PA y QC tangentes a dicha cir-
ncia, (A y C son puntos de tangen-
AC corta a PO en N, calcule :

m<£MBO
mANBO

GEOMETRIA

la prolongacion de AB corta en N a d
cha circunferencia y mHBN =90° .

A) V2 B) 242 C) 3;&

D) 342 E) 442
PronLeMANGE €]

En un cuadrado ABCD, M es punto me
dio de AB, el cuadrante BD de centio

C corta a DM en F, luego se ubican
Qen FC yHen BC , si m«DFH = 90",

FQ=QC y FQnBQ={0}, calcule

B) V2 C) V2/2
E) 2

TN N° 130 |

in triangulo ABC de ortocentro H,

»s la circunferencia ¢ que pase por
1 tangente a AC en C, luego ubi-

L en AC tal que la semicircun- FO/OH.
a de diametro AL es tangente a ¢ A) 1l B) 1,5 C)2
la prolongacién de CH corta a D) 2.5 E) 3
semicircunferencia en M, si ’
C= 20° 5 calcule mMH . P m

)2y s Calcule x.

E) 50°

triangulo ABC, se trazan la altura
la ceviana interior BN, el

entro O de ABC pertenece a BN,
se traza OM perpendicular a AC

H), si AH=HO, HM=m y A) 11° B) 13° C) 15°
A =45°, calcule NC. D) 17° E) 19°
: B) m C) 2m
PROBLEMA
(2 E) 3m [ N° 135

Se tiene el triangulo ABC, se ubican
P v Q en la regién interior y en la reqion
exterior relativa a AC, si AP=PQ (I

m4BCA =60°, m£APQ =2(m£ACQ)
y m£LABC =30°+6. Calcule m£ QI

AT N° 132 |

e el triangulo ABC, de ortocentro
\H =6 calcule el radio de la circun-
la que contiene a B, Hy C, tal que

¢¢¢¢#'C'##-}0¢¢¢###0¢¢¢0¢¢¢¢¢00¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢0¢¢9¢0000#0##6##04*00‘##?4




B RUICAND e s PUNT0S NOTABLES
)° B) 37° C) 45° + A) 90° B) 75° C) 60°
3o E) 60° + D) 45° E) 30°

wema PN ETY

bun triangulo ABC de ortocentro H.
ican P y Q en la region exterior rela-
» AB y relativa a BC respectiva-
e si m£PBA = m£QBC = 90°,
CH, AH=BQ y AP=10, calcule

| B) 18 C) 16
! E) 10

2277V N° 137 |

es circuncentro de ABC, calcule x.

E B} 18° C) 18°
- E) 30°

ETTNC 138 |

regiones sombreadas son regula-
icule x.

PMILM!;E Eg!

En un tridangulo ABC, de baricentro G,
con centro en A y radio 4 se traza una
circunferencia que pasa por G, corta a
AB en My a AC en N, si las ternas M,

G, C y B, G, N son colineales, calcule
BC.

A) 4 B) 447 C) 43
D) 45 E) 8
PROBLEMA

Si T es punto de tangencia v H es
ortocentro de ABC, calcule mPB .

B
A) 60°
B) 62°

P
C) 64°
D) 66° H
8] 580

E) 68 " . ¢

Pnonx.m!;E!!!

En el gréfico BC=DE y BD=15, calcule
la distancia del ortocentro al circuncentro
del tridgngulo DBC.

A) 6
B) 6,5
C)7
D) 7,5
E) 8
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TRt TA N° 142 |

Se tiene el triangulo ABC, de ortocentro
H y circuncentro O, sean M y O' puntos
medios de AH v BC respectivamente,
si la distancia entre las proyecciones de
M y O sobre BC, es la mitad del
circunradio de ABC, calcule m«£HMO'.

A) 30° B) 37° C) 53°/2
D) 37°/2 E) 45°

Pronrema FTFPEY

Dado un triangulo ABC, de ortocentro
H y circuncentro O, ademas O, es
circuncentro de AHC, si OOl =18, cal-
cule BH.

A) 9 B) 92 C) 16

D) 163 E) 18

g TR T N© 144 |

Se tiene el triangulo ABC inscrito en una
circunferencia de centro O, se ubica el
ortocentro H de ABC vy se traza el diame-
tro AD, si el perimetro de la region BHCD

es 44 y la distancia de O a AC es 4,
calcule la distancia de O a AB.

A) 6 B) 7 C) 8
D)9 E) 10

En un tridngulo acutangulo ABC, se
traza la altura BL, si CL-AL=4 vy
m&BCA =45° | calcule la distancia del
circuncentro de ABC a AC.

210
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GEOMETH
A) 0,5 B) 1 Gy e
D) 2,5 E) 4
Pnom.mm
Dado un triangulo ABC, de circunceniig
O y ortocentro H, se traza la altura I8

si BH=HL y OH//BC , calcule m<AHI
37°

A) 15 B) 2 C) 30"

D) 9 E) 45

PROBLEMA

Se tiene un tridangulo acutangulo ABC ¢

ortocentro H y circuncentro O, trazamos
la altura AM, si m£BHM =37° | la distan
cia del centro de la circunferencia de los
nueve puntos a AC es5 yv BH=4, cal
cule AC.

A) 22 B) 20 C) 18
D) 16 E) 14
ProsLEMA NGB V1Y

En un tridngulo ABC cuyo ortocentro ¢4
H y excentro relativo a BC es E, si

m4BCA = 2(m£ABC) = 80"
Calcule‘ m£AEH.
A) 20° B) 18°
D) 12° E) 10°

ProsLEMANGE UL

Dado un t._riéngulo ABC, Eyecta de Eule
corta a AB en Py a BC en Q, s la

C) 16°




jléncia entre los perimetros de las re-
/,- ABC v APQC es igual a PB, cal-
F m£ABC .

45° B) 60°
§75° E) 90°

C) 70°

LEMAD . i &)

b lin triangulo ABC, m«ABC =120°,
bule la medida del angulo entre la rec-
e Euler de ABC con BC .

) 30° B) 37° C) 45°
) 63° E) 60°
T N° 151

§ tiene el isésceles ABC, de base AC,

nde O, G y H son el circuncentro,
iricentro y ortocentro de ABC respec-
vamente, si OG=4 y la distancia de
B AC es 2, calcule el exradio relati-

ba BC.

) 10 B) 20 C) 30
) 40 E) 50

JTTIRSPA N 152

i recta de Euler de un tridngulo
eutangulo ABC corta a AC en D, lue-
ubicamos el ortocentro H de ABC, si

AD =2(BH)=2(DC), calcule m£HDA .

\) 30° B) 37° ) 53°
) 45° E) 60°

'Ro! N° 153

o alcule x.

e e D

O e e

oo

> o

-}‘3'4'(":'#'@'-0'-?':".’-&-)##0#40####4-}##-:"3"("3'-3-'0-:'-3":"0'#-:":-‘:-':'-:-:’

R

X
A) o B) a/2 C) 2a
D) 3a/2 E) 3
PROBLEMA

Si PQ=24, calcule MN.

E I
4
Q
B) 12
E) 18

A) 10
D) 16

Se tiene el triangulo ABC, donde MNL
es su respectivo triangulo mediano, H es
el ortocentro de ABC; O, Gy Q' son el
ortocentro, baricentro v circuncentro de
MNL respectivamente, si GO=2, calcule
OH.

A) 10
D) 13

C) 14

B) 11
E) 14

C) 12
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— - - — GEOMETAIA
PISIVIA N° 156 A) 10-10 B) 12-+/10
el perimetro de una region triangular
8 calcule la suma de las distancias = C) 14410 D) 16-245
su circuncentro hacia los lados, sa-
ndo que es entero. E) 18 -2V10

O B) 5
3 E)2

C) 4

wosLEMA LB FYA

un triangulo rectangulo ABC, recto
B, se trazan las bisectrices interiores

-y CD, si la longitud de la proyeccion
ED sobre la AC 6, calcule el inradio
ABC.

6 B) 5 C) 45
4 E)3

Rt N 158 |

. el grafico M, N, L y T son puntos de
ygencia, si la base media del trapecio

3CD mide 5y CD=+10 (AD/BC),
lcule AB.

B N-_C

e o

LR, R R,
. .0 0.0 0.0 0.0

o e e e e e e e e e D e D e

BRI

e e

BRI LG S R R

ProsLeMA NGB

En un paralelogramo ABCD, se traza Ia
altura BH, si los inradios de ABIl y
HBCD son r y R respectivamente, calcu
le HD.

A) R+r B) 2R+r
C) 2R-3r D) 2R-r
E) 3R-2r

) S T N° 160 |

Se tiene un trapecio isosceles ABCI

(BC//Z\E) circunscrito a una circunferen
cia de centro O, si la prolongacion

BO corta a AD en P tal que
AP =2(PD), calcule m£CDA .

A) 60° B) 53°

C) 45° D) 37°

E) 30°




CUZCAND PUNTOS NOTABLES

- oy > v ~ & = -
R e e S

T

A) Incentro B) Baricentro
C) Ortocentro D) Punto de Fermat
E) Circuncentro

ProsLEMA LR CE]

Si E es excentro de ABC. ¢Qué punto
notable es E de PQC?

T es punto de tangencia, ¢Qué punto
plable es P de ABC?

\) Incentro B) Baricentro
2) Circuncentro D) Ortocentro
) Punto de Nagel

TITITANC 162

A) Circuncentro

B) Ortocentro

C) Punto de Morley

D) Punto de exmediano
E) Excentro

Si AC=BP, indique que punto notable es
P de ABC.

n el grafico 0,,0,v O, son los cen-
tos de los cuadrados ABPQ, BCDE vy
ACRS, indique que punto notable es O
4‘ l A010203.

A) Incentro

B) Ortocentro

C) Baricentro

D) Circuncentro

E) Punto de Miquel

‘:'00#04‘##00####@0'00004¢¢¢¢¢¢00##0#04'0¢¢¢¢¢¢-¢-¢¢#444*###-&#60*
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ProsLemaA IR 0

¢Qué punto notable es P de ABC? si
AC=BP

A) Punto de Brocard
C) Ortocentro
E) Circuncentro

(2 AT N° 166

Se tiene el triangulo rectangulo ABC, rec-
to en B, se traza la altura BH y se ubican

B) Baricentro
D) Incentro

los incentros I, vy I, de los Ixs ABH vy
BHC respectivamente, luego se prolon-

ga E hasta que corte a BC en P con
centro en B y radio BP trazamos el arco
PL, tal que mgHBL =90°, si LI, =5y
12P =4  calcule m&llLH 3
A) 8° B) 14°
D) 30° EY37™

g A N° 167 |

Dado el triangulo ABC, de incentro 1 y
excentro relativo a AB E, si la diferen-
cia entre exradio relativo a AB y el inradio
es el doble de la distancia de Ba IE y

m«£BAC = 30°, calcule mg£BAC .
A) 30° B) 37° C) 53°
D) 45° E) 60°

C) 157

214
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— —— GEOMETHIA
PROBLEMA ). b (1]
En el tridangulo ABC, de ortocentro Il ¢

m£BAC =115°, en la region exterior y 1
lativa a AC se ubica S, de modo que
m£HSC = m£HBC , calcule m£ASH

A) 15° B) 30° C)y31*

D) 45° E) 60°

ProsLEMANGR (2]

En un tridngulo ABC, de baricentro (;, las
medianas AM, BN y CL miden 3J3 &
y 6 respectivamente, calcule m£BG|

A) 15° B) 45° C) 60"

D) 75° E) 90°

ProaLeMANR ¥

Se tiene el triangulo isésceles ABC, (ly
base A_C trazamos la ceviana interio
AQ luego ubicamos el incentro | de AN
si m£ICA =40°, calcule m£BQA

A) 40° B) 50° C) 60°
D) 70° E) 80°

ProsLeMAN B V2 8

Dado el cuadrado ABCD, de centro ()
se ubican los puntos P y Q en las prolon
gaciones de DA Y CB respectivamenis
tal que m£QPA =90°, luego trazamos
PO que corta a AB , si PQ=QM, calcu
le m£OPD .
A) 60°

D) 45°/2

SRV N° 172

En un triangulo rectangulo ABC, rectn
en B, se traza la altura BH, si l;] v |

B) 30°
E) 53°/2

) 15"




i excentros de los A, ABH y BHC re-
Iva a AB vy BC respectivamente, cal-

4

) 30° B) 37° C) 45°
) 60° E) 90°

LBLEMA )L V£

i un triangulo isésceles ABC, de base
en el cual M es punto medio de AC,
\'vs p ubicamos S y N en BC y MS, tal
mAMSC =90° y MN=NS, calcule

: .- edida del angulo entre BN y AS.
) 90° B) 75° C) 60°
) 45° E) 30°
DBLEMA D o v /!
tiene el triangulo ABC, donde I es
ntro y E es el excentro relativo a AB,
Wa AP perpendicular a EB (Pe EB)
_ AP biseca a El y la longitud de la
ectriz interior AF es 10, calcule el
¥radio relativo a AB.
) 8 B) 10 C) 12
) 14 E) 16
RonLEMA LS /-3
'ABC y CDE son equilateros, cal-
ile BD/CP
\) 1
) 2
)3
)) 4
)6

4 PROBLEMA

e e e e B

R AR RN

e e e e

LR R

T I A SRR

o

o

* Se tiene el tridnqulo rectanaulo ABC, rec-
_' la medida del angulo entre AB vy 2 g g

to en B, se traza la altura BH, 1. y I, son
s 2

incentros de ABH y BHC, lll2 corta a la

prolongacién de CA en P, si AB=a,
BC=b y AC=c, calcule PA.

A) a+b-c B) 2a+b-c
a(c+b)
C) 3a+b-c D)=
b-a
a(c-b)
E) b-a
PROBLEMA

En un triangulo ABC, BL es altura, M
es punto medio de A_.B H v O son
el ortocentro y circuncentro de ABC
respectivamente, si m£ZBAC=70° y
mAMLO =90° |, calcule m£BMH.

A) 35° B) 40° C) 45°
D) 50° E}:55°
PROBLEMA

Si A, T y C son puntos de tangencia,
calcule QP/AC.

P
A) 0,5 Q
B) 1 L
C) 1,5

D) 2 C

e s ( 7 j\



UZCAN

Puom.m!;g E!

Exteriormente al triangulo isésceles ABC
de base AC se construye el cuadrado
BCDE, M es el ortocentro de ACE, si

BE = /2 , calcule AM.
A) 1 B)15
D) 2,5 E) 3

PROBLEMA D, b £

C)2

G

+ E) 55°

Jado un triangulo ABC, I y E son el

ncentro y excentro relativo a BC respec-
ivamente, si AC—-AB =10 v la suma del
nradio con el exradio relativo a BC de
ABC es 24, calcule El.

\) 26 B) 24
J) 20 E) 18

~alcule x.
\) 150°
3) 145°
) 140°
J) 137°
3135

:n un triangulo ABC, m«£ABC =120°, |

s incentro O es circuncentro y E es el
xcentro relativo a BC, calcule m<IEO .

C) 22

s (9 ) B) 30° C) 37°
)) 45° E) 60°
PROBLEMA

i H es ortocentro de ABC, calcule x.

SR R A I R R R S A M NN N A S A A A

GEOMETHIA

A) 35°
B) 40°
C) 45°
D) 50°

PROBLEMAD b {7’}

Dado un triangulo ABC, m£ABC = 120",
si AB+BC=12, calcule la distancia entiw
su circuncentro y ortocentro.

A) 10 B) 11 C) 12
D) 13 E) 14
Pnonumum
S LT+ 4, 4T =AH =10

47’5
Calcule el perimetro de la region hexa
gonal ABCDEE

A) 40 B) 50 C) 60
D) 70 E) 80
PROBLEMAJ. & £

Si P C y T son puntos de tangencia v
CT=6, calcule el maximo valor entero
del inradio del AABC .
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TV N° 187

e tipo de cuadrilatero es ABCD, si las
ftunferencias inscritas en los tridangulos
y ACD son tangentes a AC en el
ismo punto.

\ Trapecio B) Paralelogramo
) Inscriptible D) Circunscriptible
) Bicentrico

JIRAYTY N© 188

e tipo de cuadrilatero se forma al unir
 centros de cuatro circunferencias tan-
tes exteriores dos a dos.

B) Circunscriptible
D) Paralelogramo

) Inscriptible
$) Trapecio
) Exinscriptible

IMAR .l £ 1)
8¢ tiene el cuadrilatero circunscrito E, P, F
¥ Q pertenecen a AB, BC, CD yv AD
pectivamente, tal que al trazar pQ vy

| F forman cuatro cuadrilateros parcia-
§ circunscritos, si PQ=a, calcule EF

A) /2 B) 3a/2 C) 2a
D) a E) 3a
Prosena [T

SI P Q, T, E y D son puntos de tangen-
la, ¢Qué tipo de cuadrilatero es OABC?

4###00###000-&##0#00##09####600'@###0#‘@0#0#0'0#-}#@4'@##4-}-)44'0#4'#0#0###0-}#*

PUNTOS NOTABLES

A) Inscriptible B) Circunscriptible
C) Exinscriptible

E) Trapecio

D) Bicentrico

Si P es baricentro de ABC vy
AP=PB+BC, calcule x.

B
A C
A) 10,5° B) 12° C) 14°
D)15°  “E) 16,5°

Si AM=MC, calcule o.

“m‘\c

A) 14° B) 15° C) 18°
37°
D) 30° E) T

Pnnm.m[;m

Si AB=AD, calcule 0.

217
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A) 8°

B) 10°
C) 12°
D) 14°
E) 16° A

[ T TTINC 194 |
Si AB=PC, calcule x.

A P C
A) 90° B) 92° C) 96°

D) 98° E) 120°
ProsLema NGB CH

Si AB=PC, calcule x.

\80° :

A P C
A) 20° B) 15° C) 25°
D) 10° E) 22.5°

g T AT N° 196 |

Del grafico | es incentro de ABC, AB=IC,
calcule o.

A) 20°
B) 18°
C) 16°
D) 15° !
E) 10°

218
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P—

Pmnumm

Calcule 9.

p———

A) 15° B) 10° C) 16”

D) 18° E) 6°

S TR T N° 198 |

Si AB=PC, calcule a.

A) 8° B

B) 9° 90°+2a

C) 10°

D) 11°

E) 12° A 2a % «
g TR T N° 199 |

Si AD=BC, calcule 9.

A) 15°

B) 16° 60

C) 10°

D) 18°

E) 20° A 30 201._‘,
ProsLeMAN PN

Calcule x.

A) 14°
D) 11°

B) 13°
E) 10°
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PUNTOS NOTABLES

: '-"---m %‘ *?2@%,33? ,,,.J- TR
V. _pblem

(Olimpiada Argentina - 1997 - 3er Nivel)

'ja ABCD un paralelogramo y P en su
nterior tal que :

m&£ABP = 2(m£ADP) vy
m£PCD =2(m«PAD)
Jemostrar AB=BP=CP

N° 202
(16° Olimpiada Colombiana - 2002)

"a ABCD un paralelogramo v & la
fcunferencia circunscrita al triangulo
D sean E y F las intersecciones de
con los lados BC y CD respectiva-
ente (o sus prolongaciones). Demos-
' que el circuncentro del tridngulo
EF esta sobre €.

kP {\X] 10° IMO - 2002

-

el tridzngulo ABC, se ubica D en el
'j'-m BC, A es equidistante del incentro
ABD y del excentro de ABC que en la
wctriz angular de B. Demostrar

y -DC.

LIIN°® 204
" Olimpiada internacional - 1997 Argentina)

|l un ftriangulo isésceles ABC(AB=BC)
taza la bisectriz interior CF, luego por

ma»&a "‘

e

'0-0000###00###4’0##0##0#000#0#4'#@00#0@##0'@0#0‘)00@(-:-:-4"3'

P
Join ﬁ&wf;v"”

as%Resueltos

R SRras -.1_,&1 e
éﬁﬂwmm W-&"%w

@ limpic

el circuncentro O del triangulo ABC se
traza una recta perpendicular a CF que
intersecta a BC en P, por P se traza

una paralela a CF que interseca a AB
en R.

Demostrar que FR=BP

PROBLEMA 4° Olimpiada Rusa -1996

Sea el triangulo ABC (CA=CB), O es
circuncentro, | es incentro, D es un pun-
to en BC tal que DO es perpendicular a

El_ Demostrar que DI es paralelo a
CA.

(XI Olimpiada de matemdticas Rioplatence 2002)

Sea ¥ la circunferencia circunscrita y O
circuncentro del tridAngulo ABC con
AC #BC. Larectatangente a ¥ trazada
por C corta a AB en M. La recta per-
pendicular a OM trazada por M corta a
las rectas BC y AC en P y Q respectiva-
mente.

Demostrar que PM=MQ.

(XI Olimpiada de matemdticas Rioplatence 2002)

Sea ABC un tal
m«£BAC = 45°,

tridngulo que

Sean P y Q puntos inte-



cuftang

GEOMETRIA

riores al triangulo ABC tal que:
m£ABQ = m£QBP = mgPBC vy
mAACQ = m£QCP = m«PCB

Sean D y E los pies de las perpendicu-
lares trazadas desde P a los lados CA
y AB respectivamente. Demostrar que
Q es ortocentro del triangulo ADE.

S TR TA N° 208 |

(Shariguin 1989 - problemas de planimetria -
Editorial MIR. Mosca)

Demostrar que si en un tridngulo un
angulo interior mide 120°, el tridngu-
lo que tiene como vértices, los pies
de las bisectrices interiores, es trian-
gulo rectangulo.

o &
0.0 0.0

220
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| 2 LT RAYTA N© 209 |

(19° Olimpiada Iberoamericana, Espaia 2004)

Se ubica en un plano un punto P vy una
circunferencia. Hallar el lugar geométricn
del circuncentro del triangulo APB, don

de AB es diametro de % .

g AV TA N° 210 |

%; v % son circunferencias tangenios

exteriores en T, se ubica A en %’1 (AzT)
desde el cual se trazan las tangentes Al' y

AQ a %’2 (P y Q puntos de tangencia) las

cuales cortan a ¢ en By C respectiva

mente. Demostrar que el punto medio del

segmento PQ es excentro del trianguli
ABC.

LN/
' 0.0



']
i
.3
/
]
'ﬂ
E
i

el

S0LU

N

Elclos

o nmbm' (i T B

© CEPRE-UNI
© SEMESTRAL
© SEMESTRALINTENSIVO
© REPASO '

CUZECANS

Apartando en la Difusicn de la Ciancia y la Coltora




CUZCANS GEOMETRIA

LR

e Como “I" es incentro :
m£BAl =m«£CAl=0 vy
m£BCl = m£ACI =3

Por angulos alternos internos :
m£LPIA=0 vy m£QIC=f

G e e

e AAPIl: Isosceles = AP=Pl=h
e AIQC : Isésceles = CQ=Ql=a

. Perim.ABQP =X+ y +Z (I)
e ABLP : Por angulo exterior:
m«LPM = 120° e Se observa : bs=6
a+z=28 (+)

=  mAgMPQ = 30°
a+b+x+z=14
S

LY

e Se nota : mgPMQ =90°

— BM es altura En (I):

14

Clave /1 }

e Del mismo modo AN es altura Perim.

ABQP —
P es ortocentro del AABC.

Clave /B]

A S A R S

RESOLUCION KXY

RESOLUCION JKliFY

e e e e

PR RN S A S ARORE S SR R )




Como “H” es ortocentro = CP es al-
tura

MN : Base media del AABC
= MN//AB = m«MSC=90°

" [M : Base media del AAHC

B R S S S N A A S

= LM//HC
x =90° Pl# " M
Clave /D] & e x 1
e Por teorema fundamental :
RESOLUCION N cM=28-3
F 2
e DNPGM :

Notable de 30° y 60°= PM=6
* AM=6-2=4

Como O es circuncentro
= AO=0B=R
y m£LAOB=140°

Por teorema fundamental :

mABCA="7)" =70°

s ALBC: x+x+70°=180°
x =55

Clave /A]

e Al trazar AB, por angulo inscrito :
m£ABC = 75°
e Se observa que H es el ortocentro del
AABC = CL es altura
o DLBC: x+75°=90°
x=15°

RESOLUCION INHE
. Prolongamos BG hasta que corte a

AC en M, como G es baricentro:

AM=MC. Llave /C]

223
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GEOMETRIA

(ESOLUCION NV : RESOLUCION NTY
B :; B
::
+  Ortocentro
-

A x F C
Ortocentro

. Recordar que en el rombo la diago- | del ABFC

nal es parte de la bisectriz interior :

= m«PAI=mgIAS=0 vy e M: Ortocentro = FL: Altura

e N : Ortocentro = FD: Altura

e [LBDF : Inscriptible
x = 50°

mA£QCI=m«ICR =

Luego : | es incentro del AABC

Clave /1|

= mALABI=mJ«IBC =x

RESOLUCION INR(T)

Si AB/MN y BQ/NL =[x=y

AB//IS y BC/IR

De la observacién :
mALABC=mx«SIR = 80°
En “B” : x+x=80°

e O : Circuncentro del AABC
= AO0O=BO=CO=a

e AAOC : |Isésceles
= m£OCA =20°

x=40°

>
‘&u ,
z A

L R N R R S S T I . R R R R R R R R s

Clave /B]

24




=
2
:
5
5
=
&

' AAOP : Isésceles
= m£LOPA = m£AQOP = 80°

RESOLUCION [NGFY

s ABOC : Isésceles = m«£OCB=x

e ABPC: Por angulo exterior
= X+x+20°=80°
x=30°
Clave

C

e Prolongamos CH hasta que corte a
AB en R, con lo cual nos damos cuen-

ta que CR es altura = H es orto-
centro del AABC.

e Por el criterio principal: BQ es altu-
ra.

e En DNHPB: x+40°=90°
x =50°

Clave /C]

RESOLUCION NV

» Del gréfico :

m£SBC =60° y m«CDL =70°

- -
BC y DC son bisectriz exteriores

= Ké: Bisectriz del £BAD
Como:

m£BAD =80° = mgCAD =40°
‘s AAPD:  40°+ 40°=x

e Por teorema fundamental :
AABC: m£AOC=2(40°)=80°
AAOC: m«£AQC =2(80°)=160°

 x=80°

b Clave /B]

0#0##000#00000#0000¢¢¢¢¢000000#40000#0000##00#00#0#00400000400000#####
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— GEOMETRIA
» AAQC: e 1: Incentro = BI bisectriz v
Isosceles =  x+x+160° =180° 90°
< =10° mAAlB=90°+7 =135
Clave /D (Teorema Fundamental)

e Como el AABC es isdsceles

B = AM=MC=% y Al=x
l‘)
e INAMI: Notable = X=2%—
= x_+2
A 2 7?2 LI2N a ©C v 2
e 8 »

Clave /1)

e Al prolongar BG, BL es mediana
= AL=1C=6

e« GP: Base media DNAMN
= mgPGN=90° y AP=PN=4

e« DNPGN : Como PN=LN = GL=2

+ Por teorema fundamental : x=2(GL)
x=4

Clave /C]

e BEFG: Rectangulo
= m«BFE = m£BGE = 20"
e P: Ortocentro del AFBD

— DL es altura
¢ ABCD: Cuadrado = m<£BDA = 4!y

e En“D": x+20°=45°
x=25°

Clave /Al

-ﬁ":'-7'0¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢#¢¢#000#4'4-00#060000000000#0#006#00¢00'0#0#04'####00#':"3'




RESOLUCION

L.
B.AO C

i Como ABCD es un paralelogramo -
m&£LBC = m4BAD = msBCD =6
b C es excentro del AABD

= m£IBC=m«CBD=6
i En forma anéloga :

mAMDC = m«£CDB =0

~ ACBD : 0=60°
b En “B” : 6+0+x=180°
" x=60°

Clave ZEI

IESOLUCION IS

Y is 15° 7
v L C

" Como H es ortocentro :
son alturas.

e

PEPPLLPPPL 002000002040 S et LD

R R R S A A Y

w— PUNTOS NOTABLES

e INASC: m«SAC=15°

e Por el teorema de la mediana relativa
a la hipotenusa en :

ENAHL : AN=NH=NL=a
INBLC : BM=MC=ML=a

AANL: Iso6sceles = mxALN=15°

ANLM: Notable = x+30°=45°
* x=15°

Clave /E]

RESOLUCION

e Como O es centro del cuadrado
ABCD

= AO=B0O=DQO=/
o DNBPD: Teorema de la A& = 0OP=/
e Como OA=0B=0P
O es circuncentro del AABP

Clave /C]
RESOLUCION IGTY

e BL y CD son alturas
e Por &ngulo inscrito : mBC = 120°

e INABL: mxABL = 30°

227



e Por angulo inscrito : mAQ = 60°
mAP = 60°
e Como :
mBC = mPQ =120°= PQ = QC
x=12

Clave /D]

RESOLUCION ETaPI]

Circuncentro

e AABH : m<«£ABH = 30°
e AABL : Isésceles —» AL=1B=a

e AALO= ABOL (L.L.L)
= mLALO=x

e En “I” : x+x+120°=360°
s x=120"
Clave /Al

228

R R R

e

PR R R TR R R w

SR L LB

A M A S N A S T S S S S S

e Por angulo inscrito : m«£PIM -« x/ ¥
e IP/AC = mxICA=x2

(dngulos alternos internos)

e Comolesincentro = mgBCl- /8

e Por angulos correspondientes
m£IPB=x

e Por angulo semiincrito : mAALl
e [: Incentro = mLABI=m«CHI « &
e AABC: 60°42x+4x=180°

x=40°

Clave ’m

RESOLUCION INiF¥3




AQPC :

CUZCAND

GN=2-3
2

X+y
=4
2
x+y=8

SOLUCION INEPE

.rolongamos BG hasta que corte a
C en N, entonces AN=NC=m.

Por teorema fundamental :

MN es base media del trapecio

lave

MN :

ML :

Base media del
= CL L MN

Como H es ortocentro : CQ es altura

AABH

Base media del AAHC

— ML//CH
. x=90°

Clave Z:I

'2'-.\-:-0}#‘3'-6-+-€-ﬁ-¢¢¢#0###0'}¢¢¢¢¢¢¢'0¢¢¢¢¢¢0000¢¢¢¢¢¢¢¢#¢¢¢¢¢¢¢¢+¢¢¢

ool

Qe s B

e PUNTOS NOTABLES

RESOLUCION 21

Incentro del EAPBC

e Como | es incentro :
m£PBIl = m£IBC = 45°

m&BCl = m«ICQ

e« Como CQ y CD son tangentes

= CQ=CD=a
e« ABCI=AQCI (LAL)
x =45°

Clave /D]
RESOLUCION IFFH
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CUZCANS
e Por teorema fundamental :

m£BON = m«£BAC = a+ 20°

e« ABNO: m£OBN =70°-a

e« ABHC : Por angulo exterior

= T76°=0a+x+70°-q

x = 6°
Clave /C]
RESOLUCION

e Por angulo inscrito :

m&£ABD = m£ACD =0

e Como M y N son ortocentros, put
teorema fundamental :

AABD: mxAMD =180" -0

AACD: mx<AND =180° -0

AOAMND : Inscriptible

Clave Z.

e Por teorema :
= m£LABC=m«£LAMC =90°
e E : Excentro del ENABC :

RESOLUCION
— m£BAE = m£EAC = o m

e Por teorema fundamental :

m«AEC = % — 450

e« Como :
mBM = mMC = BM=MC=6
« DNEMC : Notable de 45°

. x=642

e O : Ortocentro del AABC

— BL es alturay en ENALB

Clave mZ£ABL=50°

######060‘?#000#00'0‘#0##\“##04’##0##00#6###¢¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢0#4'4'4'-?-:":'
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D : Circuncentro del APBC
' = BO=0OP=R

APBO: Is6sceles
= m«BPO=50° y

m«BOP = 80°

".'» teorema fundamental de circun-
tro en APBC :

_ 80°
2

X

Clave /E]

ISOLUCION NPT

g
um

N ./
»

~ ~
B B

o~ s

- Se observa que R es el circunradio
del :

AABC = 0S=R
leorema 9.5. : HL=LS=m

. NL: Base media del AOHS

L
X

Clave /A]

e e

POCLDL PR L GBS D

4-3-#6#4-#(-#0#'}#‘2-##'?0’#4-?0\"-?'!'4'(-'3":-':":"3'4'#4'-&'@‘)-3“2'-)###-?#0')')

PUNTOS NOTABLES

RESOLUCION ITRET

-

G
|
|
; |
O

M

12
e O : Circuncentro = OA=0B=x

e Por el teorema 9.4 -
m£LOAC = mgHAB =30° vy

AM=MC=6
o INOMA : Notable 30° y 60°
x =43
Clave /C]
RESOLUCION INREYY

e Como H es ortocentro=» AQ es altura
= m£BAQ=37°

o Por el teorema 9.6: AH =2(0OP) =2y
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UZCAN
WS Dotble ' = - Xe2 = 3
2y 5 ¢
x_6
v 9
Clave Z:l
B LUCION@ Circuncentro
del BAABC

e Como O es circuncentro por teorema
fundamental :

m«£AOC =140°
e AAOC : Isésceles

= m£OAC =m«£OAC = 20°
e |: Incentro
= m«£BAI = m«IAC = 39°

= x+20°=39°
x=19°

Clave /B]

A S A S A S S S S S S S S - S R R S A A S e R

Por teorema fundamental :

90°

m«AIC = 90° + 5= 135°

S L
LLuego, trazamos AS | CI.
ENASI : Notable de 45° = AS il - k

Ol : Base media del ENASC
= SI=IC=53%2
ENASC : Notable
- mz£ACS=53°/2

Como lesincentro = mx<BCl- LA

v x=37°
Clave /N
RESOLUCION JINRETY
Ortocentro
del B\ABC




Al trazar la circunferencia inscrita :

IT=BT=3
INFTI : Notable = mx«TFI=37°
Como AC/Fl = m«BAC=37°
: Incentro

= m«£BAl=m£IAC =37°/2
IATI : Notable de 37°/2 = AT =9
% X=D

Clave [E]

ESOLUCION INEER

i Por el teorema 9.6: OM =/
. Por el teorema 9.4: AM=MC =2/
. INOMP : Notable: MP=4(OM)
. x=14
Clave /A

ESOLUCION IFEE3

| INCDP:  (CD)?=132-57
= CD=12

. ENCDP : Teorema de Poncelet
= 5+12=1342r = r=2

PLLLOLPOPPL PPV E PP LRl L PP PP PP PE PP LR LN LR P PN RPLPPOL L PPl LSRN LSD

PUNTOS NOTABLES

B =
'y
13
12 %
sk N
[ iy )
/
X -% _} 2//
A 12 D2T P
fe—5—»|
e Por teorema :
o ENATI : Notable : AT=7(IT)
x=8°
RESOLUCION INREY]

e Por teorema:

AT=AQ=n y CS=CL=m
e INABC : Teorema de Poncelet
= b+A+a+m=tm+A+4+2r

e Pero: a+b=10 (dato)
= 10=4+2r
r=3
Clave /E]



.18——1"

A

e DNABC : Teorema de Poncelet :
a+b=m+2r] oo |

o« ENCAD : Teorema de Poncelet :
m+18=c+2r2 ... (1)

o (I)+ (M) :
a+b+nf+18=m’+2rl+c+2r2

e Perodeldato: a+b=c

5+5=9

Clave /C]

':'¢¢¢’¢¢¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢4’#60#4‘#0#####0##@0######40##6#0#04#0#00#00#

e AABCD : Teorema de Pl

= a+b=6+m ()

e DNAMD: Teorema de Poncalul
= a+b=m+2r m'

e De(I)y(ll): 64+m=m+2

r=3

RESOLUCION Nl

e AABCD : Teorema de pitol
= CD+5=6+15
= CD=16

e Prolongamos CB y CA hasta que w
corten en “S”.

e E\SCD : es notable de 37° y 53"
= SC=12 y SD=20
e I\SCD : Teorema de Poncelet
= 12+16=20+2R
* R=4

Clave /1



CUZCAND PUNTOS NOTABLES

l"‘ am\ﬂ;; o o |
e "’(?é?,’

uenarlo -

’s\x ST ISR

CION N
oposicion | Falsa
. ESFICIon ¢ Baricentro
For teorema el baricentro de un . , del BAABC
fridngulo es el baricentro de su res- *
pectivo triangulo mediano. (Ver teo- =
rema 11.2). :
» * Trazamos la mediana AM.
&
T e A BM=MC=AM=x/2
' Se nota que el incentro siempre es e AAMC: Isbsceles
un punto interior al tridngulo. = m&MAC="20,
B : e Se observa :
La recta de Euler pasa por un vérti- mAAGB = 20, + 45° ¢ = 45° +¢¢
ce en los triangulos isésceles y rec-
téngulo. * o AABG: Isésceles = AG=8
7 e G : Baricentro del DNABC
/:m. de Euler . 8

= GM=
2

Pero :

§\‘
~ .
t~
ool ]
°
N =
I
o
N
I
-

>
e
-
o
Clave ZEI >
>
-




A
HZCAN GEOMETRIA
ESOLUCION INir'E] * e Por diferencia :
B ¥ BN=¢-x y BM=/-a
e INBMN : Teorema de Poncelet

= f{-a+a=C-x+2r

x=2r

Clave Zm

Por teorema fundamental del incentro:

mz(BlC=90°+%

OAEID : Inscrito

= x+90°+%=180°

Con centro en O y radio “a”, tram
mos la circunferencia % .

e Notamos que O es excentro, s¢ 1
ple :

m£LCAO = mgBAO = 26"
m«£LTBO = m£OBC = 55"
e AABC: 52°+x=110°
x=58°
Clave il

RESOLUCION N

e C :Circuncentro = DC=RC Al =}

INAMN : Notable de 45°

e ARCA : Isosceles
= m£LCRA =m«£CAR - &

B A N N S A A M S S P N N L I SR PN AR A A R S R R
L J

= AM=MN=a




e ABNM =AMHC (ALA)
= MN=a y msMBN-=9

e Se observa que BN es altura Y
bisectriz

= GN=NM=,

e G : Baricentro de ABC
= AG=2(2a)=4a
x = 6a

. Por el teorema 9.4 -
m£Z{ORD=a y m«£OAD=a

ADCA : Isésceles
= m£LCDA=a+p

Por el teorema 9.4: m«£RDO =a +f

i ACDR : Is6sceles

= at+x=a+p+a
380
x=38°

e Sabemos que la mediana de menor
longitud es la mediana relativa a la
hipotenusa.

e A: AM=MC=12 = AC=24

Clave /B]

O

ESOLUCION BB

e ENABC : Teorema de Poncelet

= a+b =24+2r
32 (dato)

r=4

Clave ZEI
RESOLUCION

e Por angulo inscrito :  mNP = 2x

'3'0‘0"2'¢¢¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢000+¢06#¢¢¢¢¢-¢-¢#'ﬁ'##00#00-@060#'&9#0#4‘9"#4-}'3‘@'}

e mLNBP+2x=180° (teorema de cir-
cunferencia)

= m«£NBP = 180° -2«

i Trazamos BN L AM

SO0 N




A
ZCAN GEOMETRIA

e AABC : Teorema de Poncelel
= a+A+a+tf+m=A+b+L+m Il

O bb

2(a-b) =2r
H/—J
/
r=/{

RESOLUCION INEF1

Circuncentro del AADC
ot ==~

e | : Incentro
= mZ£LABI = m£CBI =180°-2x

e AABC : x+360°—-4x+60°=180°
x = 80°

Clave{@
e Como AB=BD=BC=/:
= B: Circuncentro de ADI

e Por teorema fundamental :

mA(CDL=22(2 =0

e En“D”: 30+0=180° = 044"
36-20=45°

Clave ’ﬂl

RESOLUCION I3

o Por tangentes :
e Se observa que el AEFD es ¢l tiian

En %91: BD=a, AD=AE=n vy gulo ortico de ABC.

MP=ME=b+t
e H: Incentro del AEFD (Teorema 11 0

= m&£DFH=m<£EFH =0
m£FDH=m£EDH = «

En®,: BF=a+t, MG=b y
CF=CG=m

L0 RS A RN O R - I R R R S I IR S I R
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CUZCAND PUNTOS NOTABLES

B o D a+6=x+(x+-g
T
2
Clave&Zl
RESOLUCION IRy

For angulos alternos :
m£FHM =0 v m4£DHQ=a

' Por el teorema A
AFMH : MN=NH=a
AHDQ : HP=PQ=b

MQ=2(a+b)

Clave /C]

I 5k >
Circuncentro/

» Sabemos que el punto medio O de
AC es el circuncentro del ENABC.

e Por teorema fundamental :
o

ESOLUCION INFE

mAAlC=90°+9g = m£OIC = 45°
e Luego prolongamos Al hasta S, tal
que: mZ£ISC = 90°
e OI : Base media del \NASC
= Al=IS=n
e INISC : Notable = IS=SC=n

o DNASC: Notable =5 méSAC:S%
e INABC: Notable
= AB=3k, BC=4k y AC=5k
e Teorema de Poncelet :
3k+4k=5k+2r = k=r

200+0
P g e
Se sabe : m«BAO =m«CAO =«

AABC : Por angulo exterior
= m«BCL=20+60

. APQC : Isésceles
0

Perim. =12r
= mgPQC=m«QPC=0+ NABC

Clave /C]

6###0#0###00###é##@#-&##00#0##4‘¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢#@##9#00######@##
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AN
'UZCAN

GEOMETAIA

IESOLUCION INREH

C

Como el tridngulo es isosceles

= H, B v G son colineales, ademas
HG LAC.

ENABM : Notable = BM=6

G : Baricentro = BG=2(GM)=4

H : Ortocentro = AL es altura

AABH: Is6sceles = BH=12

s x=16
Clave [E]
IESOLUCION N3

LA R R R R R R R R R R R R R R R R R R R - I R B R

e Sabemos :
mf(E = mE'E: = 00"
e Por teoremas fundamentales
m£AOC =180°-60°= 120" y
m&£ADC = 2(60°) = 120°

e [AAODC:Inscriptible = mg£OCA « |
o INBLC : m£BCL = 30°
e INBCNE : 30°+42°4x =90°
x=18°
Clave gn
RESOLUCION Nl

A

-
+
=
T I i

e H: Ortocentro = BL es altura.

e DNAILB: mxABL=90°-(f+«)

Por el teorema 9.1;
m£LOBC = m£ABL =90°—(f + «)

N BLC:
x+90°-(B+a)+p=90°

X=o

Clave /(|




" Del gréfico : m£BCl=m£ACl=a
m£LAIC = 90°+g (teorema fundamental)

#® Por teorema de circunferencia -
PQ L OI

s DNSMI - 90°+-g- =90° +x

‘:"2":'4"3":":"C"c“?-ﬂ‘{‘-3'6'?@##‘?‘}'}###‘}#':'00-2-{"300#¢¢¢¢':->-2°-3-+<'¢'-C-4-¢4~(-##0-:'44-}':-{-#-:'{’#':'-:-

G

[ ]
=
S
=
=
=]
-
=
=
—
o
7]
5
==
o
—
m
©

e BL: Diidmetro = m«£BAL = 90°

O AMSC: Inscriptible
= m&LSCA =m«SMB = o

Por angulo inscrito = m«BlLA=«

e OAMNL : Inscriptible
s x=90°

Clave /D]

RESOLUCION IFid1

e OSBF y O,TEQ: Cuadrados
= BF=m y TE=n

e Por teorema : DL=TE=n
e DF=DL=n
e Seobserva: x=m+n

e Pordato: m+n=10




ZCAN GEOMETRIA

RESOLUCION I3 e INAID : mgLID=a

o INAQI : mgAIF =90°+a

e ID: Bisectriz del £LIF = IF 1

e QBEF : Rectangulo = x=2r

e INABC : Teorema de poncelet

=5 E.’:,P_. = 26+2r
34 (dato)
. x=8

¢ O : Ortocentro

= 0+a=180° (D

e C: Circuncentro = 0 =2a ... (Il)
e De () v (I): a=60°

x=90°4 %%
2

e | : Incentro =

x=120°
Clave @

RESOLUCION Fl(#3

e 26 —
e Como | es incentro, entonces :
m«BAl=m£CAl=a e IL=IQ=r

(inradio)

242
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Clave / m
RESOLUCION Ki#]

Incentro de ABC.

e Seal:

maAIC =90+

= m£AIC =135

AAFDI : inscriptible
= m£FDA = m£FIA =45"
m£FIA + m£AIC = 180"

— F, 1y C son colineales

Por teorema :

Como

En forma andloga :
= A, | y G son colineales

Por angulo inscrito :
mFG = 2(m«FCG)
. x=90°

Clave Zm



RESOLUCION N° 64 * De la observacién TA es bisectriz ex-

terior de ATCH.
e E: Excentro del ATCH

— HE: Bisectriz exterior
m£LHE = m«THE = 70° +x

- x+70°+x =90°

x=10°

Clave /B]

' li)longamos AB hasta S, tal que
CS//MP .
PM :Base media de AASC =SC=6
® Trazamos BL//PM

* AMNP=ABNL (ALA)
= PN=NL=¢ y BL=3

BL: Base media de PSC

R A S A A S
L ]

= PL=LC=2¢
L:  Baricentro de MBC *  Por dngulo inscrito : mAT =20
NS * Por dngulo semiinscrito :
MQ=QC=9/2 (A\) m<STA =0
x=18

m£LSTA =m<£ATH =0

RESOLUCION K3

Clave /Al

ESOLUCION B3

-C'#{'-to#####‘o-##0#¢¢¢¢‘>©¢0##¢¢¢¢¢¢0¢¢0¢¢¢¢¢0000¢600¢¢¢
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LA AL L L L

SUZCANS __
I * A -
» Se ubica B' en &, tal que 4 RESOLUCION Buidl:3

m£LACB'= o
AABC =AAB'C = AB'=BC={¢

GEOMETRIA

ACB'D : Equilatero
— m£CB'D=60° y B'D=¢
e B': Circuncentro de ACD

=5 m&CADz-(l.;=30°

fe £ pe— N —>i< m

e Sea “x” inradio del triangulo ABC

NALS :  30°+x=90°

e Por el teorema de Poncelet
INAPQ: a+c+X=f+A+2x
DNMC: & +b+d=m+n+2, (+)
INTNQ: A+2r,=£+1
a+b+c+d=2n +2r, 2 +m+n it f (0

e En DNABC: Por t. de Poncelet.
a+b+c+d=f+n+m+2X (1)

RESOLUCION

e Reemplazando (II) en (I) :
t+m+n+2x=2rl+2r2—2r3 +m4ntf

x=q+5—§

Clave /1I} |

RESOLUCION T}

e Trazamos CS, tal que m«TCS =30°
e T- Incentro de BCS
= m£CST =m«TSB = 35°

e /CTSA : Inscriptible
x=35°

<>
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<
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&
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>
<«
<
<
<
<@
<
<
>
<
<
<
*
*
<>
L
<
<
*
<
<@
<
@
<
*
<
>
<
%
“
<
-

Clave /D] E
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JRIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES
® Por teorema fundamentaxl de incentro: "_;_' RESOLUCI()N
mz(BlC=90°+§ L c

ml’\fl3 =x (d@ngulo inscrito).

Por teorema: x+90°+-;- =180°

x = 60°
Clave / EI

e« Como: mgBDA=2(m«BCA) vy
mA£ABD = 2(mx£ACD) ,
por el criterio = C : Excentro de ABD
e BC: Bisectriz exterior de ABD
= m£LLBC=m«CBD = 60°

RESOLUCION ISR

o ABSC: x=60°+17°
x=77°
Clav
RESOLUCION

s Se ubica el incentro | del AABC .

s De la observacién :

M, C e | son colineales lo mismo que
PDel

# Por angulo central : m£CID = 2x

¢

®» Por teorema fundamental : 2x = 90"+-é

X = 45°+31
4

Clave /C]

o Por definicion :
m«£ABE, =m«DBE, =a y

m«CBE, = mgE,BD =B
e BC//AD = mxBAD =180°-2(c.+)

e AABC: Teorema fundamental

=5 mz(BEZD::-lSOO:M:%La—ﬂ

Lineas concurrentes

R T - S R R - T S R . S s S S . S S S . S S
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AL
UZCAN . e GEOMETHIA

. ABL£2 -
m&£ELE, =oa+pB+90°-a-B=90°
= Ezt - Altura del AE_IEIE2

* Del mismo modo :
El—Q es altura de lilBE2

D : Ortocentro de E‘BE2

Clave /C]

e AMEH : Isésceles = m«£EHM « |\
e Como m«£EHM = msNHC = [}

M, H v N son colineales

RESOLUCION

e INABC : Notable de 37°=s AC 4
e INABC : Teorema de Poncelet
= 34+4=54+2r = r=1

e Porel teorema: x= r\/§
x=+2
Clave / m

RESOLUCION
I. | Proposicién | Verdadera

(Ver teorema 11.11)

28

* Por el teorema 9.5:
HL=LF=c ; HP=PD=a y QH=QE=b

e AHFN : Isésceles
= mLFHN=m£HFN =«

* Por angulo inscrito : m£ACD =«
ADHC : Isésceles m£PCH =«
O HNCD : Inscriptible

= m&NHC =m4NDC =5
Por angulo inscrito : m&FAC=J
AADM : lIsésceles= m«PAD =8
Por angulo inscrito : m«DEC =

o
R R R A R R R R I AR
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ITORIAL CUZCAND

I : Incentro de ABC
Ea, E, v Ec son excentros
= 1: Ortocentrodel AE, E E.

« [Proposicion] Verdaderal

e AMNL : Paralelogramo
= MN=AL=a y NL=AM=b

« MNCL : Paralelogramo

= [LC=a y NC=ML=c
« MBNL : Paralelogramo

= MB=b y BN=c

e Se observa M, N y L son puntos
medios.

_. 11. | Proposicion | Verdaderal

Como el baricentro pertenece a la
mediana por lo tanto el baricentro
se encuentra en la regién interior.

Clave /B
OLUCION N3

-0'#'5'00'3‘0###0###0000#00#00####@0004’00##0#00@#0*000000600000060#0#00#-&40#

PUNTOS NOTABLES

e H : ortocentro = BL es altura de ABC.

e INABL : 120°=90°+mx«IlBA

= m«£LBA = 30°
e Por el teorema 9.4:
m£CBO = m£HBA = 30°
x =100°
Clave /D]

RESOLUCION INRFFl

%

|
[ |
|
|

H ¢

!

=
6 M 6 C
e 12 —»!

* Sea “r" radio de la circunferencia de
los 9 puntos del AABC ,

R circunradio y O circuncentro

A

* Por teoema : r= g
* Por teorema 9.6 :

e INOMC : Notable = R=63

~r=3J2
Clave /E]
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NRTNATITARRHTY ALl

7N
[UZCANS

— GEOMETRIA

e O : Circuncentro = AO=0C=6+1

tESOLUCION INREY

e Por tangentes : CN=CQ=2/(+6

e DNABC :

102+ (10 + 20)° = (12+2¢)* = £ =7

e ININO: x2 =42+ 7%
.
<>
>
-
F
<
L
&
<
e Por el teorema /% p
<
DNAEH - EM=a y m£MEA=« ;4
INBEC : EN=b y m4NEC=p 3
<>
e DNADC: a+p=90° E
e En“E": a+x+p=180° %
<
x =90° 4
Clave /D] -
@
° —
RESOLUCION FNilEd * o MN: Base media
& a+c
¢ = Q=== =F a+c="
& 2
<@
* o ABCD : Teorema de Pitot
2 = a+c=b+d = b+d=8
St )
* 8
<
<
: . Pen’m.D_,,BCD=a+c+b+d
* 8 8
<
i Perim. ~ apcp = 16
0 -
e Se observa, BTIQ : Cuadrado $ Clave /1
. *
« Por tangentes : AT=AN=6 :




EDITORIAL CUZCAND

PUNTOS NOTABLES

RESOLUCION | N° 82 |

* Ubicamos F en AD, tal que BF L AC.

* Ubicamos S en E(—: tal que :
SC=b = BS=a
* AIQC= AISC (LAL)
= m£QIC =mxSIC =6
APBI= ABSI (LAL)
= m«BIP=m4«BIS=0
mEn “I” :

INABC: AM=MC=a

AAFC: FM es altura vy mediana
= FM es bisectriz.

ABFC: BD es bisectriz interior y

——

FD es bisectriz exterior.

D : Excentro del ABFC.

* Finalmente por teorema fundamental
de excentro :

0+0+0=180° = 0=60°

- Por teorema fundamental :

m«BIC = 120°= 90 +§ e

x = 60°
x = 30°

Clave /D] Clave /B]
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CUZCANG

RESOLUCION [REEFY]

H : Ortocentro = AD y CE son
alturas.

AOAEDC :

Inscriptible
= m£LACE = m£ADE = a

Por angulo inscrito : m£QBA =«

X PBDA : mxEAD =0

« INAEH:  0+20=90°
. 9=30°
RESOLUCION

Clave /A

-

L IR - -3 O - R A B R R - R R B R

RESOLUCION NiFEH

I : Incentro del AABP

= m£LABl=mx«IBP =

mz{BlP=90°+f—2— =120°

AIBCP : Inscriptible = m<ICP=

En ¥MBLC : ms<MBH = >

N ABL :

X
—+
2

v

N | X

60°

X

X X
XX 300
2%

x=20°

Clave ‘

O : Circuncentro

= AO=0C=R y m«£AOC - '«

Por angulo inscrito : mOM = 2[4
Por angulo semiinscrito: maMOC « |§
En ENAOM : B+2B=90° =) - ¥
2x =90°+30°

. x=60°



OLUCION B

Y ; Centro de ABCD = BO=0D=n

.1 Baricentro del AABD
— DN es mediana

Por angulos alternos internos

¥ = m«LNA=20

Se observa que el ANBL es isosceles

=5 NL=1¢
AABL : AN=NB=NL=¢

x=90°
SOLUCION INRCY)

I

’4
.

o
H Q

| IQ=4 (inradio)
. m£LABl = m«IBC =

Por é&ngulo semiinscrito :
m«PBA = m&BCA =3

B R R N N A N A N N S N S AV Sl A SR S S S S SRS - A R S R R

e Se observa BL/AC = msLBC=p

(angulo alternos internos).

)
e Bl : Bisectriz del KPBL = IP=IL=7

e Finalmente HBLQ es un rectangulo

h=11

Cla

RESOLUCION [IFREE]

C
DNACB: mgBAC=90°-x

Trazamos CM , en el ENACB por el
teorema 4
CM=a = m£MCB=x
(ACBM : Isésceles)

Como m«£MBC = m£LMEC =x, al tra-
zar EB el ZAMBEC es inscriptible
= mALMCB=m£MEB=x

Finalmente, por teorema fundamen-
tal :

2x = 90°-(9°° X ]

2
x =30°

Clave /C]
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\WZCAN GEOMETHIA

(ESOLUCION INFH > RESOLUCION JNREI

Circuncentin
AAN

» Ubicamos los ortocentros H, y H, de

los triangulos ABD y BDC respectiva-
mente, para lo cual trazamos alturas.

e INALD : m<ADL =30°
« INDQC : m£QDC =30°

e MAPQC : Inscrito
= m£LPAC=mxPQB =0

e Al trazar la altura BM en el AAIN
por el teorema 9.4:
m£LABM=m£OBC = «

e DM es altura del triangulo equilatero
e o« INABM:  0+0=90°

H,H,D :
b ABSQ . = 6
= HM=MH,= ‘s X=0+
2 . x=90°
« INHMD: Clave /N
Notable = MD =12—3- RESOLUCION NN
e Sabemos : AM=MD
xv3 XV3
FR i g Vel
= 2 2
= a—-b= x\/3_
a3
x=4
Clave /E! e [ 7ABCD : mgBAD =m«BCD - «

¢¢<~4"ﬂ-'>'€-0#‘?###-}#4#0##‘@#4‘##0##'O'00#0#¢¢->¢¢#0¢¢¢¢0¢¢¢#-:-¢¢'3°¢-3-4-.‘#'2-:-1-‘:0@-:‘-1'-:'-3-:-
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CUZCAND PUNTOS NOTABLES

) ; Centro del £7 ABCD
® Oe AC, AO=0C=m y QO=0S

RESOLUCION INiCEY

'CM y QO son medianas del AAQC
P es baricentro del AAQC.

Por teorema fundamental :
PQ=2(0P)=4

Pero QO=0S = SQ=12

observa que ABSQ es un trapecio
Isbsceles

Se traza CM tal que :
m£LACM = m£MCB = 40°

O AMCD inscriptible :
= m£LAMD=x ;v

", x=12

Clave /D]

SOLUCION BB

m«£DMC = 64°
e En ACMB : m£MBC = 24°
e M es incentro del AABC .

AAMB : Por angulo exterior.

X = 24°426°
‘Como | es incentro : 3
m«BAI = m«CAl = 15°; » x=50
m£ABI=m«CBI=45° y Clave /A]
m«BCI = m£ACI = 30°
RESOLUCION IS

AABI : Por angulo exterior
= m£AIP =60°

LAPIQC : Inscriptible
= mLICQ=mLIPQ = 30°

e e e e D e e D D e e e e e e e e el e D el e e e e e e e e e e e D e

. AAPI :  Por angulo exterior
= 15°+60°= 30° +x

x=45°

e e e D e e

Clave /B] *




AN
CUZCANS

e H es ortocentro del APBQ
— PL y QD son alturas

Por angulo en los triangulos DHP
y HLQ:
= m£gDPA=90°+0 vy
m£LQC =90°+6

« AABP = ABQC (LAL)
= AB=BC=m vy
m«£BAP = m£QBC =

e INALB :
m<£ABL =90°-a = m£ABC=90°

e DNABC: x+x=90°
x = 45°
Clave /Cl

RESOLUCION FEEH

0]

e [AEBO : Inscriptible
— m£AEO = m£OEB = 45°

e Sabemos : m£ANB =135°
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GEOMETAIA

ENEBA : EN es bisectriz interior ¥

m<ANB = 90° + 22

Entonces por el criterio 8.3 N u§
incentro del ENEBA, ademas x v
inradio.

INENL : Notable de 45°.
V2
2

Ty

Se observa : x=m+n

Por el teorema 7.4 en los triangulon
ABN y BNC :

mgZPON=n y m«NLQ=m



Por teorema fundamental en AONL : 5 ¢ Pero, AB=BC = AB=4+a

m«£ONL = 70° s o Por tangentes : AQ=AT
. Como _O_P//m. por propiedad : x = 4+a+4=x+a
m+n = 70° - x=8

x =70° >
RESOLUCION INEFT]

Clave gjl

Al trazar 6 y €, por teorema de » e Trazamos las alturas BE v DF.

1 c@ircunferencias secantes: BNLOL | = , NBFD - m«BDF = 20°

'

L = El ortocentro H pertenece a SN » * Como ABCD es un paralelogramo
L = m£LEBC = m£FDC =90°

RESOLUCION INCF] s « OHBCD : Inscriptible
T M = m«BCH = 20°
=« Luego, por angulo inscrito :
x =2(mxPCL)
=40
* Clave /A]
¢ RESOLUCION NT)
5 L
A X C ; = T = ::.
) Trazamos la circunferencia exinscrita b
€ .
Sabemos :

BQ=BH=4 y HC=CT=a




S
CUZCANS ___ o GEOMETAIA

e En DNABC: Al y CI son bisectrices. * RESOLUCION JTRETTY

e CM es altura y bisectriz del APBC Excentro
— BM=MP < del AABC

AN es altura y bisectriz = AN es
mediana. :

¢ MN : Base media del APBQ

= "PQ=16 3
* Se observa que el APBQ es isosceles A C F
— BC=PC=16+m & 3 2 . o :
+ * Se nota que la interseccion (E) de Al
e AABQ : Is6sceles y la perpendicular a AF |, trazada poi
= AB=AQ=16+n F es el excentro del AABC.

e INABC : Teorema de Poncelet

16 i 16 o e AEJCF : Inscriptible = m&dJEC «§
& VI T St SR Z ¢ Por teorema fundamental de excenting
o L= 8 ':; 100°
Clave /B] & T 2
RESOLUCION NG ~ x=50
b4 Clave ‘/Al
C *
Ortocentro del APQR : RESOLUC'()N m
B
%
i Circuncentro Ortocentro
z del AABC del AABC
e O : Ortocentro del APQR %
= aﬁ y RL son alturas :
e O : Centro del cuadrado ABCD % .
- AM=MD=2 y QO=0OM=2 =+
7 e Por teorema fundamental de circun

ENQMP : Notable = 0=14° s  centro :
INOMR : Notable = 2+x=8 =
. x=6

o= 2X (1)

¢ Por teorema fundamental de ortocen
tro :

Clave /C] ¢ " 2a4+x=180° (i)
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RDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES
I Reemplazando (I) en (Il) : > * B, O, Hy M son colineales (teorema
‘ 2 s 126
L e . = m£ABO =x
x=36° @

Se observa m£HAM = x

Clave 4:]

0O: Circuncentro

ESOLUCION M = AO=0B=R = m«£BAO=x

INABM @ x+3x=90°

_45°
2

X

Clave /A]
RESOLUCION [F@iTH

® H : Ortocentro del AABC
= BQ y CP son alturas

#® [APBCQ : Inscriptible = m«PBO = x

#® O : Circuncentro
— BO=AO=R y m«BOA = 2x
® ABOA : x+x+2x=180°
x =45°

Clave /E]

RESOLUCION T e Como P es ortocentro del AABC

= mZABAP =m«£BCP =60

e Pero, aa+0=70° = m<£ABL=20°

e Como P es circuncentro del AMBN
= PM=PB=R y m«BPM =2x

e AMBP : 20°+20°+2x =180°
x=70°

R e R e I T R S . S . S S . S A N A St MY S M N i M SR A A 8

Clave /B]
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UL AL L L LU

PG
WWZCANG e SEC T
IEESOLUCION !;g!!: T e Al trazar AQ, se observa que J ¢k
B . ortocentro del AAQC .

e Luego ubicamos el circuncentro (4§
trazamos OM L AC.

e Por teorema (9.6) : OM=3
. OC=OQ=3~/§ (circunradio)

e QOMN : Paralelogramo

¢ Se ubica el circuncentro O del AABC.

* Luego trazamos OM 1 AC
e Por el teorema 9.4 : AM=MC=/

e Por el teorema 9.6 : OM =32€ =4

¢« INOMC : Notable
= m£MOC =45°

 Finalmente por teorema fundamental:

- x=45°

Clave /E]

e Trazamos OM L BC (Me 'B—(-j) por ul
teorema 9.6 = OM=R/2.

e DNOMC : Notable = m«MOC -l
e m«BOC=120°, entonces por angula

inscrito: m£BAC = m%'g
x =60°

#0@#60'}#{'00##00##0#00#¢¢¢¢¢¢¢¢¢#¢0¢¢¢0¢¢¢00¢-:":’4-0'*(00"}#-&-O-‘:-.\-ﬁ-##-:-‘}-}#‘:'-}

Clave /Al




JRIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

RESOLUCION INETD * e Seobserva: a+B+0=x
x =135°

: Clave /D]
RESOLUCION [INEE¥TY

> @

#® Por el teorema 9.1 :
Sabemos que el incentro | v el
excentro E pertenecen a ¢ .

A

¢ Por teorema de circunferencia :
AM=AQ=m y BM=BN=¢

e Se observa que BMEN y AMEQ son
trapezoides simétricos

= AELMQ vy BELMN

® INITC : Notable — Cl=2r
» DNECI : Notable

x =4r

Clave /C]

RESOLUCION JNEEET)

D es ortocentro del AMEF

Clave /A]

POPLPVPORPO O LR PP PP PP PP PER NN LP LoD

o“

RESOLUCION [NV V]

Incentro
del NBHC

s = e 3
® | : Incentro = m«HBI= m<IBC =«
" E: Excentro = m«£LBE= m<£EBA =8

P R S S

- m£ABC= 90°=0+ 0+«
En “B” : 180°=60+p+p l(ﬂ * ¢ AAPQ y APQC: son isésceles
270°= 26 + 20, + 2 2 = mAPAQ=mxPQA =f

= 0+a+p=135° > v m«LIBC=mgICB=qa




7N
CUZCAN i = GEOMITHIA

P

» ABPQ: 20,4+ 2B + 60°=180°
= o+p=60°

Por é&ngulo exterior del APQL
= m«£QLC =60°

[OPBQL : Inscriptible
= m4APBL=f v m<£LBQ=a

AABL : Is6sceles = AL=LB=R

ABLC : Isésceles = BL=LC=R

L circuncentro del AABC

Clave /B]

e Se nota B, y L son colineales

e a+o+P+p+06+0=360°
= a+B+0=180°

RESOLUCION INiTE]

e Por angulo interior :

X= a+g+B = x=90°

S

D : Circuncentro del AABC
- DA=DB=DC="¢

e Del mismo modo MC L LN

I es ortocentro del AMNIL

Clave _/_m

Por angulos alternos internos

= m&£LDAC=m«ACB =6

RESOLUCION [KSiVEH]

AADC : Isésceles = m«DCA=6

ABCD : Isésceles = m«£DBC=260

- -
Como CA y DA son bisectrices de

£DCB y «£BDL respectivamente.

.. A': Excentro del ABDC

Clave /E]

')006-0-'0-'0'04'#¢¢¢¢¢¢‘0#¢¢¢¢¢¢0¢¢¢¢¢¢¢¢¢4’4000#-6'4-(-(’#@############0‘#-}###0-:-'3"'.*
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RIAL CUZCAND ———— PUNT0S NOTABLES

&

I Sabemos que la recta de Euler (Z) > RESOLUCION B\ 3 vJ

contiene al ortocentro, lo mismo que
dicho ortocentro pertenece a AD, en-
tonces L es ortocentro.

-

" Luego trazamos OM L BC, por el teo-
rema 9.6;

OM=1S

2

8

-

- INOMP : Notable de 37° y 53°
x=10

* Por el teorema de Poncelpt :
NABE : of +x=/+2a
hBCD < }{"'X—J /{ + 2c (+)

INBDE: /+/F =x+h+2b
2x =2a+2c+2b

x=a+b+c

Clave /B]

Clave /B]

RESOLUCION [N¥T]

R A A N AP AR N AP S R AR N S R A SRS S S S R SR

& Sea O el circuncentro del AABC. P
® Por el teorema 9.4: OM L AC :
¢ /£ 7PHOM : Paralelogramo f
= OM=4 :
<
* Finalmente por teorema 9.6 : 4
—_— {. o
Erad) =~ R 3 C
x5 : i m+5 ]

Clave /A]

PREN




Mllnmmmmmmmmmmmmmmm P Ppp—w—w

P e

o ()4 (IN)+ (1) :

Por angulo inscrito : mPT = 2x
2(m+n)= 2(R+7)

ey

Sea OD=m, entonces el radio del arco

es m+5 = OB=m+2 e Pero m+n=10 (dato)

. MNODAB : Teorema de Pitot R+r=10

o e e

- m+2+2=m+{ 4 Clave /(]
RESOLUCION [FREFT]

oo

= (=4

» INABC: Notable = m«£ACB = 53°

e Por teorema de circunferencia :

2x +53°=180°
127°
X=——
2

Clave / El

RESOLUCION [Ni¥T] :
*
3
<
<
g
¢ o INCDP: Notable de 45°
¥ = CD=DP=/{
<
* o TOSD : Cuadrado = OT =TD = ¥
-
v ABCD : Teorema de Pitot
- — 104+£=6+m ()
4
4
o I\PBQ: Teorema de Poncelet - INOTP : Teorema de Poncele!
— m+n=0+2r A1 3 =) x+x+L=m+2y (1)
<
e INABC : Teorema de Poncelet E o (I) -~ (ID: 10-2x —6-2y
— m+a+n+b=c+2R il 8
54 . x-y=2
e MAPQC : Teorema de Pitot 4
$ Clave /Al
— c+l=a+b B 1)
&
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'EDITORIAL CUZCAND

K B

A

Sea mED =0 = mBE =0 -«

Por &ngulo inscrito : m«BLE = 6—é_o_n

Por angulo exterior : m«BCF = 9;_

R
-:'40".‘-:-'ﬁ'-:":'#-‘:'-)4-0-3'##¢-‘4-0':-'0'4'#40‘2“3’#{'###'}#-}#{0##4’-:-

Luego el ZALQEC es inscriptible
= m«£QLC =m«£QEB=§
En “I’ : PB+Pp=180° = PB=90°

s Finalmente AE v BL son alturas

: Q es ortocentro del AABC

R A A R A R A

Clave ggl

PUNTOS NOTABLES

Por teoremas en la circunferencia :

BPLPA, BQLQC,
m£PAB = m«£BAC = «,
m£ACB=m«£BCQ=p vy
m£APQ =m«£PQC =

OAPQC:
o+ n+o+o+p+p=360°
= o+o+p=180° k)
AABC : 0+a+p=180° ... (II)
De (I) v (II) :

®=0, con lo cual no-s damos cuenta
que el ZAAPBD es inscriptible :
= mZ£LADB=90°

m« CEB=90°
Luego AD y CE son alturas del AABC

Analogamente :

L es ortocentro del AABC

Clave Z§|
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A
CUZCANS

RESOLUCION [IEREPE]

%:
B a

l |
—ya5° ,/
a3 /
3 .’/ .
cé/a'd°4'5,
<z i
A

o DNABF=NBCE=IADI (LAL)
= m«£BAF=mAEBC=m«IAD =a
e ComoO: Céntro
— m«BAO = m£OAD = 45°

Con lo cual se observa que AO:
bisectriz interior del AAJN.

o AIEN se traza la altura NS, con lo
cual se observa :

m&£SNE = m«SNI =«

e lLuego AIEN®
isésceles = ES=SI

e Como CS=SD :

= 0O, Sy N colineales

- O es incentro del AAJN

Clave ‘

264
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RESOLUCION NP

GEOMITAIA

Por teorema de circunferencia
m£TQC =m«TEB = «
AQTEC :  Inscriptible

= m&BTE =m«ECQ 1

m«BDE =0 (Por inscrito)

DADEC :  Inscriptible

= mgADC =mgAEC -« |\

[ODBEP : Inscrito

= m«PDB=m«PLEC |}

En llD” : B + B - lwo
— B=90° con lo cual AL v (I}
son alturas.

P es ortocentro del AANC

Clave Al



PUNTOS NOTABLES

TORIAL CUZCAND

ESOLUCION NP

" Por angulo inscrito :
mDE=28 y mAD=2a

Por &ngulo semiinscrito :
m£ADB=p y m<EDC=p

s S e Lo d
Trazamos BI L AD y CS _LDE
" ABID = AESC (ALA) = BJ=SC=/
- AABJ= ADSC (LLL)
= m«BAJ=m£SDC =8
Por angulo exterior :
AAPC B +w=0
AABC: 2B+ m«ACB = 26
= mZ£ACB =20

P : Incentro de ABC

Clave ,{_§|

IESOLUCION NP3

" En “‘B": o=p+6

. AABL : Por angulo exterior :
m£LBLP=B+06=0

>

IR I - - R R R - R A R R B R R

DO

R N 1 Y

SeoD

LR R ]

APLQC : Inscriptible (dato)
= m£PCQ=w

APQC : Isésceles = mgPQC=wo
A ABPQ : Inscriptible = m«£PAQ =6

¢ Luego, se nota que AP es bisectriz
del triangulo isésceles ABC = AP
es altura.

AOQLPC : Inscriptible
= m«£LLQA =90°

L es ortocentro del AABC

Clave /D]
RESOLUCION




N

P

ol D

» ABCD : Rombo
= BO=0D=n y m«£COD=90°

e BCEF : Rombo
= BOI=01E=a

Por angulo inscrito :

6+x1+x2=160° (1)

e MO : Base media del ABED
— MO1//BD

e Entonces al prolongar OC , nos da-
mos cuenta que OL es altura.

En ¢: e+9+xl+x2+9=3m" (1)

De () y(ll): x,+x%x,= 60°

1
x =30°

e ACED : Isésceles = m£CME=90°

e« 00;: Base media del ABED

— 001 //ED —Cl—aﬂ‘ﬁm

RESOLUCION INRE¥E]

e Luego al prolongar MC , nos daremos
cuenta que MK es altura.

. C es ortocentro del ABED
Clave /A

RESOLUCION FRi¥PE]

X

it
¢ Sabemos : x= > (dngulo interior)

e IT=IQ=IS=r (r:Inradio)

e Por teorema de circunferencia :
AM=AP=NL=/

— ] mA’_ﬁ=mK\P=mﬁT_=9

-3-*:?0'}¢¢¢'O'Q"O-¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢00+¢¢¢¢0##00‘?6###'}-&(‘@00###‘:"2"3":'




d Por teorema de circunferencia
m£LAPO = m«£OPB = «
m&£BQO = m«£OQC =
PA=PB=a y QB=QC=b

* ABPM= APAM (LAL)
= m£LBMP=mx«PMA =®

® Al prolongar BM, nos damos cuenta

que MO es bisectriz exterior del
ABMN.

| Analogamente, NO es bisectriz exte-
rior del ABMN.

® Luego O es excentro del AMBN

H : Ortocentro
= mALHAC=m«HBC = 20°

* Por angulo inscrito : mHL = 40°

De la observaciéon :  x +40°= 90°

ax =507

Clave /E]

‘C‘-Q-O-##-3-1":‘##-)-:“:'\"##'?-?‘.‘(’{'0'0###@0###000##0##4####04‘04###4##@‘:’##{'#(-#44-?#-&-:-:-“

RESOLUCION IR ETY

£ H™M N
e ——f—x—»|
el +m—>

Por teorema fundamental -
mxBDA = 2(45°) =90°

ENAON : Por el teorema
= HN=HA=HO=¢

AM=MC=/+m (teorema 9.4.)

HC=m+f+m=/¢+x

RESOLUCION NI ER]

¢ Como H : Ortocentro

= mABAH=m«BCH = o



: RESOLUCION INiETY

M

-{:.:

:

:;‘o

o -
e Por angulo inscrito : m«BNH=« : e Se observa que AE bisectriz interio
e Como mHBN=90° = HN=R2 4 del AABC, ademas:

: £BEC =90°-3°
o AHN: Isésceles = 6=R+2 i L

— E: Excentro del AABC

. R=3/2 (criterio 8.9)

Clave Z:l

_)
e BE : Bisectriz exterior del AABC

= m«EBC=8°

RESOLUCION ISR EF]

e ABPE: x = 8°+5°
., x=13°

Clave /1]

RESOLUCION INEEEH]

« DNADM : Notable = m,.cADM=7

e Prolongamos DC v FH hasta que se
corten en S.

e Por el teorema reciproco A SC=2¢
o INHCS : Notable de 53°/2= HC=¢

O : Baricentro del ABCE por teore-
ma fundamental :

X_-2
v

Clave /C]

o
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EDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES
* Trazamos AQ, luego por el criterio RESOLUCIOM
8.14: *
= P es circuncentro del AAQC * B
- PC:" 2

* Se nota que el AQPC es equilatero
= m4£LQPC = 60°

L S AN

AN

® Por el criterio 8.13. P es circuncentro
del : AABC = BP=¢

>

O :Circuncentro = BO=0C=R
m£BOC = 2(70°) = 140°
= m4A«OBC = 20°

* Como PQ=PC=PB=/¢
= P circuncentro del ABQC

* Finalmente por teorema fundamental-

e
L J

mente :
60° * AOPBQO : Inscriptible
g = m«PBQ = 80°
x=30°

AABC 70°+80° +x = 180°
v X=30°

Clave / E]
RESOLUCION INEFET]

4"5-01“3"200‘2-¢¢¢¢¢#¢6¢¢¢+0¢¢¢¢¢¢‘:‘°}

* H: ortocentro = AL y CQ son alturas.

* Se observa que AH=BQ=b Y m//ﬁ
= ABQH-‘es un paralelogramo
= QH=AB=m

s NABP=INQHC (LAL)

x=10
Clave /E]

* [OAPHQ : Inscriptible
= mALPHM=m4«PAQ=45°

* Como BPHD es un cuadrado, al pro-
longar HM llega al punto B.

':-*."0':0-3-'0-':'#@#-:"1")'5'-?<'°.'r+':°':'
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T
CUZCANS GEOMETRIA

——— e ————————

* Analogamente la prolongacion de HN
llega a C.

* Se observa que BQ y CP son alturas .
del AABC . *

s x=90° 4

Clave /A] ¥

RESOLUCION [NRFET]

e Por angulo inscrito : m£LQLT = 32"
e INALHT :. Inscriptible
— m«PLH=90°

/K“ . e Por angulo inscrito : mPBQ = 180"
- x+116°=180°
v . x=64° A
Li/ Clave /(]
- TR /N T c RESOLUCION [INGSUYY

| Paso B!

e Como G es baricentro:

AM=MB=4 y AN=NC=4
¢ Por teorema fundamental: Gng =2
+ DNALC : (%)2 _8? ¢
s x=47
Clave /B!

RESOLUCION [FRitT]

¢ H: Ortocetro = BT y AD son altu-
ras.

e INBTC : m«TBC=232°
INADC : mxDAC =32°

s

¢¢¢¢¢+¢¢¢¢¢¢¢+¢¢¢¢+¢¢¢+¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢+¢¢¢¢¢+¢¢
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PUNTOS NOTABLES

'®» Se observa que el AACE es equilatero.
* Como : ED=BC=/¢
— mED =mBC = 2o

® Luego, mCD=mAB = 2B
(va que mEC = mAC = 60°)

» Senota: m(’ZE=60°=20!+2!3
= o+B=30°

» Entonces el ABCD es rectangulo.

¢ Luego AMO'O es un paralelogramo
(va que OO'AM=a y OOY/AM )
= MO'=R

e ENMH'O: Notable de 30° y 60°
.. x=30°
Clave /A]

RESOLUCION

® Como ABCD: Rectéangulo

= C es su ortocentro y el punto me-
dio de BD (O) es su circuncentro.

B pcentro del AAHC

Ortocentro

* Luego por el teorema A\ del AABC

&

Circuncentro
del AABC

Clave /D]
'RESOLUCION NRvY)

®» Como H es ortocentro

= A; H y H' son colineales.
s Por el teorema 9.4. : 00' L BC

= OO'=%=a

e Se observa AOCO; es un trapezoide

R I R I A R R R S S R R R R S S

simétrico = AE_LO—OI



sZcRN

Por el teorema 9,6 :

AABC : 0M=32‘
AAHC: OM=_
2
X X
S s —=4—==18
e nola 2+2
X

Se concluye que AOCO, es un

rombo.

AD: Diametro
= m£LABD=m£ACD=90°
OM: Base media del ENADC
= CD=8
ON: Base media del ENABD
= BD=2x

. Por el teorema 9.6: BH=8

72
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GEOMETRIA

e Se nota : BHCD es un paralelogramao

= CH =2x
> Pen’m.ABCH=44=8+2x+8+2x

x=17

Clave / EI
RESOLUCION [INUH

b L
X

.

L

:: b > —a

e Se ubica el ortocentro H.

e INALH notable = HL=AL=b
e Por el teorema 9.6: BH=2x

e INBLC; notable= 2x+b=a

e Dato a-b=4




EDITORIAL CUZCAND e PUNTOS NOTABLES

® Se traza la altura AQ v OM L BC. e INAHQ : Notable = AQ=6
» HQMO : Rectangulo = OM=HQ=n » * INBQC : Notable = QC=16
<
® Por el teorema 9.6: AH=2n 4 x =22
£ Clave
® Luego trazamos LN L AH 4 Clave /A]
= ABQH=ALNH (ALA) = NH=n } RESOLUCION [NETY]
&
® AN=NH=NL=n (A\) :
<«
* ENANL: Notable = m«NAL=45° ¢
» INAHL : Notable = AL=a 4
‘s DNALB: Notable E
o 53° .
2 Py
<
Clav &
<
J <
- S
;‘E§0wCl6N 3 * Por teoremas fundamentales :
B : m&«BHC =180°-60°=120° |
<
Centro de la s 60° 5
e circunferenf:ia de : m«BEC = 90° - 2 =60° y
los 9 puntos del i’
AABC P 80°
P m&£BEA = — =40°
L -:- 2
i D0 = o
{q ik 3 * [OBHCE : Inscriptible
Ledd o X = mgHEC =10°
B Q 5 L C ¢ L ot 3
e 16 >l < e En "ETS 60°=40°+x +10
F E et . x=10%
P <«
® Trazamos la altura BQ v OL :% =2 Clave /E]
/ ¢ RESOLUCION [NEUT]
® Por el teorema 96 : OL=—-=2 >
S
* NS: Base media del trapecio HOLQ 3 e Del dato :
1 I 5_HQ+2 HQ=8 . (a+b+c+d+e)-(b+c+d+m)=a
- e <
2 = e=m = mxBPO=x
* 273
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GEOMETRIA

RESOLUCION N1}

recta de Euler

Ortocentro del AABC

6 \\ Recta de Euler

\\\ 1 oo//
Circuncentro del AABC AO

e Se sabe que el ortocentro (H) v ¢l
circuncentro (O) del AABC pertene
Lo d

cena & .
e Por teoremas fundamentales :

m«£AHC =180°—x y mZ£AOC =2x e« CL y AQ son alturas del AABC

* Por teoremas fundamentales :
m£LAHC =60° y
m£AOC =120°

e AAOC : Isésceles

= m£ACO = m£OAC = 30"

Se observa : x+0=90° - ¢t
APBQ: x+x+m«£BQP =180° ... (II)

De (I) vy (II) : m«£BQP = 20
Por el teorema 9.4 : m£OAC=0
AHQC : Por angulo exterior

m£LQHC =96 e /MAHCO : Inscriptible
e AAHOC : Inscriptible = m«£AHO =30°
— 180°—x = 2x e En DNHQM: x+30°=90°
- x=60° - x=60°

0##00##40##0000#(‘#0#0000##00000#‘)000¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢'ﬂ'('ﬁv‘:-d-¢<°s'">‘:-¢¢-:'¢<-:-t-¢'~:":-:'->

Clave Clave /1




EDITORIAL CUZCAND

RESOLUCION [Ny

PUNTOS NOTABLES

—>
* Como & es la recta de Euler, el
—

circuncentro O pertenece a 2.

Ol

» Trazamos OM L AC, por el teorema
9.6.

OMzB?H = OM=/¢

Ademas : AM=MC =3¢ = MD=¢
* INOMD : Notable
. x=45°
Clave /D

RESOLUCION INFER]

Recta de Simson

* Como el AABC es isésceles = B, O,
G v H son colineales.

® Por el teorema 9.5: HN=2
® Por el teorema 12.6 : GH=8

* Se observa que el circunradio es 16.

* BMTE, : Rectangulo
~ R,=30

Clave g:l

RESOLUCION

3

(":"2'4"3-'2-'3'-ﬁ-':'-ﬁ-4-'5'-‘."(r-)(-Q######‘b####(ﬁ(’####@###é#é@#@x"#@-&'}@@

* Por angulo inscrito :
mALTBA =m«TCA =0
mLTPC=0+0
. (3—134 : Recta de Simson = PR _ BC
* /APRMC : Inscriptible
= mLRPC=msfRMA =0 +6

A -
oo

oD

R
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e GEOMETRIA

+ Por angulo exterior AMNC:

Circuncentro B

x+0=0+0

X=o

Clave ZEI
RESOLUCION IR

e Por teorema 11.3 :
= 0, Gy O'son colineales vy

0G=2(G0")=4 = 0G=6

 Paso P

v H : Ortocentro del AABC
e = HS=SQ=¢
v Z:  Recta de Simson
= HM=MP=m (ver pdg. 78)

» MS : Base media del AQHP

= MS=12
) £
v BdSHPN : Trapecio @ e Por el teorema 11.2:
. x=12 sy

Baricentro del AABC
Baricentro del AMNL

Clave /B]

e AABC: Teorema 12.6

RESOLUCION K EH
Paso 1

v AMNL : Teorema 12.6
{Circuncentro del AABC.

= 0O, G y H son colineales
y GH=8
x=12
Ortocentro del AMNL.

PP PPPOPPRCPCPLPCLPLL LR PPLLPCVLPPVPLCPVPLLPPPPYPRPPPVPPPLVLPPPLPLLOP TSNP

Clave gﬂl




EDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

RESOLUCION IR

« INABC - Teorema de Poncelet

= a+b6+b+6=a+6+b+2r

r=3
Clave /E]

* Por el teorema 9.4 -
M, N y L son puntos medios

RESOLUCION | N° 158

= MNL : Tridngulo mediano del
triangulo ABC.

#* De la observacion -
P AMNL <x+y+z<2pAMNL

#® Pero, deldato: a+b+c=8
= 2<x+y+z2<4

(x+vy+ z)e“tem =3

lav

* Prolongamos DT v BC hasta que se
corten en S. 1

e

* Por angulo alternos internos -

m«SCD = 133

A C
pAABC<x+y+z<2pMBC

2 gl

* ASCD : Isésceles = DS=+10
* ACMD: Notable = CM=MS=1

* AABCD : Teorema de Pitot
= x+/10=a+ 2+b

RESOLUCION N
Por teorema de la bisectriz -
AB=AE'=a+6 y BC=CD'=6+b

40’?##4"}'@40‘@4’#4‘){500#00##0#000##@#####4#00@####0##00#-)-:'-)-:-)-?0-:-4-#-9":-3-:"?':!-:-:-':-
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PN
UZCANS

i S GEOMETRIA
a+b = * RESOLUCION [EEY
Pero, 5 -5 (dato) = atb= 10 ¢

« x=12 —x/ﬁ
Clave /B]

je——a—>

<
-

e Por teoremas de circunferencia :

m&£ABO = m«£OBC =« v
m£OTC = mg£OQP = 90°

e Aprovechando teoremas de circunfe-
rencia, HBTQ es un rectangulo

= BH=2R

e ABCD : Paralelogramo
= AB=CD={ vy

Por angulos alternos internos :
m£BPA =

e AABP : Isosceles = AB= AP = Za

e NABCD : Teorema de Pitot
— 2a+2a=3a+BC

BC=AD=m+X
e HBCD : Teorema de Pitot = BC=a
— x+m+x=2R+¢ ...(I)

QT : Eje de simetria

e DNABH : Teorema de Poncelet
= 2R+m={+2r .. (1)

o ()-(I):
x+m+x-(2R+m)=2R+£’—(1.’+2r)

» BT=TC=5 ; AQ=QC=",

e QTCP : Rectangulo

(vaque QP=TC=)

a
2

— 2%+ -2R-W=2R+/-/-2 = mACPQ=90°

ox = 4R -2
= y « I\CPD : Notable de 30° y 60°.

x=2R-r

Clave /D]

x = 60°

Clave ZAI
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DITORIAL CUZCAND

PUNTOS NOTABLES

R e AR e o A T N B
N e I i P o R T

De igual modo, ATM'LC es inscri-
ptible

RESOLUCION N3]

| Paso B! = m«LCM' =m«TCM' =9

.._)
e CM' : Bisectriz interior del AABC .

s P : Incentro del AABC
Clave /Al

RESOLUCION FiiT#]

INNBL : Is6sceles = m«BNL=45°
Por teorema de circunferencia :
NM=MT=¢

ANQT : Isésceles
= mLQNT =m£LQTN =«

-

'® ABNT : Is6sceles = m£QTB=45°

« OANQT : Inscriptible
= mANAQ =m£LQAT = o

_)
= AQ: Bisectriz interior del AABC

| Paso P

S R
* De la observacién :

PC=AE=2m y AE LPC

e Trazamos (TSIC{ 1L AC, como ACRS es
cuadrado = 03M =MC =n

DR R R R R R R R AR - - R I R
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;_ Base media del APAC
= OM/PC y OM=m
O.M: Base media del AREC
= O,M //AE y O,M=m

Por angulos entre paralelas :
m£0O,MO,, =90°

A02M03 E AOlMC (LAL)
= méM0302 = mz(MCO1 =

ENLTC : Por angulo exterior
= m«LTO, =90°

Del mismo modo m:(OlFO2 =90°

. O:Ortocentro del A010203

Clave /C]

A!
e AABE= APBC (LAL)
= mAPCB =m«£fBEA=0 vy

PC = AE =2m
e AHGC : Por angulo exterior
m£CGA =90°
AE L PC

280
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L

S

GEOMITHIA

RESOLUCION [TEITE]

e Por Definicion : m£EBC =45"

e [ABPEQ : Inscriptible
m£LEPQ = m£LEQP = 45”
e Por teorema fundamental :

m&REC = 90° _92 _ 450

* Por angulo inscrito: m<£APC - 4%
e APCQ: Por el criterio 8.15

- E: Circuncentro del APC(Q)

Clave /1]
RESOLUCION [INE{TY




CUZCAND PUNTOS NOTABLES
Mazamos PQ//AB » @ Como RPC es isésceles
~ ABQP es un trapecio isésceles = = m«£RCP=70° = m«BCP =30°
AQ=BP=a vy i ® Se observa que CP es bisectriz y
B = mLQAP =a. $ mA£APB = 120°=90°+ 6‘2)
observa que el AQPC es isésceles e b
* : Incentro de
> — Zf o
r T iy > (criterio 8.3)
WAPQ = AAPU (LLL) = msPAC =0 @ Clave /5]

AAQC: Isésceles = AM es altura

RESOLUCION [F@itd]

Il&.,uego al prolongar BP se nota que
BL es altura.

.. P es ortocentro de ABC

Clave /B]

ESOLUCION N

a5

A 5 C

@
@
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>
&
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<
@
@
@
@
<
g
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&
R
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@
¢ e
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<>
L
“
<
<>
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-
>
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&
@
@
<
@
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%
<>
<+
<«
FS
-

Por el teorema 9.8. (c)
= m£BQP = m«gBPQ =45° ,
QB=BH=BP ,
Pl,=Hl,=4 y QI, =HI,

Blller Notable
Prolongamos AP hasta R, tal que : = Hl, =3 y mgLILH=37°
m£ARC =40° = AC=CR=a
APRC : Isésceles = PR=RC=a

#® APBR: Equilatero

= BR=a y m«BRP =60°
® ABRC : Isésceles

= m£RBC=m«RCB = 40°

INQBP : Notable = QB =BP =52

Como BH=BL=6V2 |,
entonces mZABHL =45°

= H, lz, L. son colineales

INHBL : Notable = HL=12
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AN [HL : Notable B

x =14° .
Clave /B] 4
<

ESOLUCION [INTF] & P
Excentro del AABC
@

- K HO ok}
H (e
LOrtocentm de ABC

e INAFC: m«ACF=15°
e [AAHSC : Inscriptible

x =15°
Clave /A
Trazamos la circunferencia €, por el y
teorema 9.7: RESOLUCION By (3
MN =BT
2

Por angulo inscrito : m«BMC = 30°

ENMBS : Notable =» BM=2¢
Pero, del dato :

R-r
R-r=2¢ = ——=¢
r = 2

Por teorema de baricentro :
GC=2(GL)=4 ; GB=2(GN)=2 ,

GA=2(GM)= 23

ENMNB : Notable = m«MBN=30°
Por angulo inscrito : m£ACM = 30°

x=60° —r
e Prolongamos GL hasta S, tal que
Clave /F] B
IESOLUCION e ALBS = AAGL (LAL) = SB=2/3

Como H es ortocentro :
AE , BD y CF son alturas del AABC

[ADBE :  Inscriptible
= m«£DAH=u

ASBG : Notable
. x=60°

Clave /C]|

D - S A R S R S R I R S S




{TORIAL CUZCAND e PUNTOS NOTABLES
OLUCION » ¢ OPQBD : m«BQO=m«OPD = x

(Observacion)

e APQM: Isdsceles
= mLQMP=90°-x vy
m£LPQM=2x
e O: Excentro del BNQBM

= QO : Bisectriz interior

R R N S S S N N S

e En“Q": 2x+x+x=90°

» Por definicion : m£LABl = m«IBC =«
#® Por teorema fundamental :

m«AIB = 90° + ;

s AABI=ABIC (LAL) = Al=IC=m y
mABIC = m«AIB = 90°+ > n| © a
2 e PG, -
& AAIC : Isésceles = m«AIC=100° & a
2]
X X X
BREn “1” - 90°+§ +100°+90°+-2— = 360°

RESOLUCION [N¥F)

. x=80°

Excentro de BHC __2
~7E,

LOR IR R B IR R B R R

Clave / :I

RESOLUCION [NRF¥IY %
& -
Q a g C EX
—— — < @
2 RS .91(4\5 Excentro -
- [95 n delaQBM 5
:g o ] \\\ \\ o
: N .
£ & B (+]
: .90‘-! \\\ :
90°—x -‘ *190° - x \\\n : A H C
90°- 90°- N, \\\
: \lD i ¢ Por definicién :
<
g A : m£AHE, = mgE HB=45° vy
e O: Centro ’
m£ABO = m«£CBO = 45° * o INABC: 20+23=90° = o+B=45°
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e — e e —

<>

i Por teorema fundamental :

> > o

A e MD base del AASC = DM//AS
o

2
mABEle—z- y m«BE,H = > + ¢ Finalmente por angulos correspon

» dientes.
' AEIHEZB : mszlBI:2 =a+90°+P

- m«EBE, =135°

.. x=90°

Clave /Al

PN SRR N

' AEHE, : Se observa que HB es bi-

sectriz interior v

e

RESOLUCION INR¥ Y

90_O
2
= B : Incentro del AEIHEZ

= méHEZB = mchEzE1 =0

m«E, BE, =90° +

v LBHE, : Inscriptible
" X =45°

Clave /C]

RESOLUCION INEE¥E]

e [: Incentro
= m&BCl=m£LACl=0 v
m«£BAI=m£CAI=8

e E: Excentro
= mLEAL=m£LEAB=0 v

= mLQBE=m£EAB =a+[}
» Ubicamos el punto medio D de S—C,
SD=DC=b.
» DN : Base media del AMSC
— DN//MC, con lo cual
m&£DFM =90° .

e Sabemos : m«EAI=90°
e INAPB: oa+a+p=90°
e AAFC: m«BFA=pB+20=90°
e EQFA : Rectangulo
R, =10

v Se observa que DF y MS son alturas
del ABMD = N es ortocentro

DI R S SR I

Clave /1|

— BE es altura




RIAL CUZCAND

LUCION SV

EL y BN son medianas, entonces P

es baricentro del ABCE

= BM=ME=b y CP=2(PM)=2n

Se ubica S en AC tal que SC =2/,

CM : base media del ABSE
= BS=6m
ABSC= ABCD (LAL)
= BD=BS=6m

Gode e e e e e e e e e e e e

LB IR IR R IR R

S S

LR R R A

PUNTOS NOTABLES

RESOLUCION I3 ¥

e Por el teorema 9.8 :
m«£ZBMP=45° y BH=BM =h

Trazamos AR//PM = AB=BR=a
APMC : Teorema de Tales

Esh o D

b-a ¢

De la observacion :

e clies =
C

Reemplazando (II) en (I) :

T
1 o
X




JZCANS
:SOLUCION I ¥Fd

e GEOMETRIA

. Hl - Ortocentro de AQT

Se nota que : AO/QT v AQ//TO
= AQTO : Paralelogramo

= AQ=TO=R

Del mismo modo, OTPC es un para
lelogramo = OT=PC=R

AQPC : Paralelogramo
(AQ=PC=R y AQ//PC)

Por el teorema 9.6 : BM=2(ON)=2/¢
Por el teorema 9.4 : m£AMO =90°

INABL: Por el teorema A
— ML=a = mMLB=20°

X9
v

Clave_/1i|

RESOLUCION [INRF¥L)

Luego, trazamos la altura OS del
triangulo isésceles OQL (SLNO : rec-

tangulo) = LS=5SQ=2/¢
AMHB = AMQL (LAL)
x=50°
Clave ZEI

ESOLUCION ENEB WY

ortocentro
del AACI

M

e Como AB=BC=BE=+2:
= B: Circuncentro del AACI

e Por propiedad del cuadrado BO- |

e De la observaciéon del teorema 9 0
x=2(1)

x=2

0#004’#0##00@00#0-}##-3'4"1'4-#{'-:'-3'-&':’#')-G-)-:-#*:'-:'-C":"C-'ﬂ'#‘?‘!'-:":-{'-:"C'w}'c'#'}-!-:'#'}b#-ﬁ-#':rﬁ'###(-#-ﬁ-':-

Clave /(|




PUNTOS NOTABLES

EDITORIAL CUZCAND

RESOLUCION JNREET

K3

& &

RESOLUCION [N TT§
C

e INACE: 200+2B=90° = a+p=45°

e |: Incentro del ENACE
= m«£ACI = m£ECI = 45°

e INABI: m«AIB=28

_)
¢ Como AC:

e Sabemos : A, I, E son colineales

e Por el teorema 9.3 :

m«IBE = m«ICE = 90°

Bisectriz y m£LACI = mdzABl' por el

teorema = C: Excentro del B\ ABI
= m£BCA=j

e Del mismo modo, C: Excentro del

e Luego, se ubica S en AC, tal que NEDI = méDCE:m‘(DlEza

AS=b =SC=10 (a-b=10, dato).

e Se observa : x=0+90°+3
e AABM= AAMS (LAL) = SM=x

2 x=135°
B Clave /E]
e MN: Base media del trapecio QIET .
it RESOLUCION [N}
= MN = —‘2—

e Pero, R+r=24 = MN=12
e ASMC: Isosceles = SN=NC=5

R i AR R SRR R R R R R R R R R

s AMNC: 5%+12%=(x/2)

x=26

~ Clave /A]

OO LeOe
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e Teorema 7.4: m<£AOC =120°
e Teorema 7.3 : Inscriptible
m£LAEC = 60°

e AAECO: Inscriptible = m£ACO =x

e AAOC : Iso6sceles
= x+x+120°=180°
x=30°

Cla

RESOLUCION [IFRETE)

e H: Ortocentro = AL vy CQ son

alturas, sabemos :
m£QAH = m£IL.CH =«

Por angulo inscrito : m£HAN=«.

e AL : Bisectriz y altura del AABN
= B=IN=n

Se observa que el APBN es isésceles

— PH: Bisectriz

Analogamente, QH : Bisectriz

288

Rl R I S R R N R A A R A

RESOLUCION

H : Incentro del APBQ
= 115°=90° 4 :

x = 50"

Por teoremas fundamentales :
mALAHC =60° y m£AOC = 120"

A AHCO : Inscriptible

Por angulo inscrito : m£ASC = (0"

ABSC : Equilatero= BC=BS - I

Se observa que :
mHAO=m§ﬁ\A=60°+B = x=atbh

Pero, a+b=12



CUZCAND

PUNTOS NOTABLES

SOLUCION B S

D
ARSI

o (5 Nt
i )

H f
10 >

Piden :
“Pppcoer
L Por el teorema de Poncelet :
NABH: a+mM =10+ 2r,
INBCH: b+ A =m+2r,
INCDH:
B DEH:
BEFH:

=a+b+c+d+e+f+10 ... (I)

c+f=n+ 2r, (+)

d+d =¥ +2r,

e+f=4 +2r ¥

a+b+c+d+e+f=10+2(r+n,+r+1,+15)

10 (dato)

.. (1)

Reemplazando (Il) en (1) :

2p sgcper = 30

e INABC : Teorema de Poncelet
= a+b=c+2r .. (1)
e Por teorema de circunferencia :
BP=BC=a y AP=AT=a+b
e ACTA: Teorema =s6>a+b-c ..(II)
e Reemplazando (I) en (II) :

6>c+2r—-¢c = 6>2r = 3>1

Cméx. entero

Clave /E]
RESOLUCION 'R ¥l

A
e Por teorema en la circunferencia :
AP=AT=AQ=a : CL=CT=CM=c;
BP=BL=b v DM=DQ=d
e Se observa :
AB=a+b; BC=b+c: CD=c+d v

DA=d+a, entonces en el cuadrilatero

ABCD :
AB+CD=BC+AD=a+b+c+d

e Como el AABCD, cumple con el teo
rema de Pitot.

ABCD es circunscriptible

Clave /D]
| 289
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CUZCANS

RESOLUCION NS T

e Por circunferencia :
AP=AS=a
CR=CR=c

BP=BQ=b
DR=DS=d

e Se observa que :

AB=a+b, BC=b+c, CD=c+d v
DA=d+a; entonces :

AB+CD=BC+AD=a+b+c+d
(Teorema de Pitot)

El AABCD es circunscriptible

N R N NS S N

»

e e

AR

B a0 S S S S R R

Clave /B] -

RESOLUCION BN L)

A A R N

R U S N A U

Por el teorema de Pitol
O EBPJ

[JPCEF . a
AJFDQ -

OAEJQ : a,+m=x, 4|
AOABCD : 2+p+s+t=m+nigth

?1+a1 +a2

n+a2 f"\'

5t

al +T X, N

+a,‘, '\'l | X ii‘.

Por teorema de circunferencia
OA=R-a ; AB=a+b
BC=b+c y CO=R

Se notra :

AB-OC=BC-AO=a+b-¢c N

Finalmente por el reciproco del team
ma de Steiner.

ABCO es exinscriptible

Clave /0)



CION INEE Y

Baricentro
del AABC

" =
e e
o
' omo P es baricentro del AABC :

=NC=-
& 2

y AM=MC=a

'‘MN : Base media del AABC

= mLANM=x
Por teorema fundamental :
PN=m+n 7 pM =™
2
INPBN: mZ+| 2 S _(mtnY
' o) Tk 2

3m=2n = m=4k y n=6k

" Reemplazando en el gréafico; se nota
que los Bs PBN y MBN son notables

530
= mABPN=37° vy nn,g[?,yv{N:7
. AMPN : %+x:37°
x=10,5°

Clave Z:I

ESOLUCION INRETR

e
I Trazamos la mediatriz de AC (Z), se
nota : m£PCA =20 y m«£BMP =45°

. AAPC : Por angulo exterior
= m«£LPA=40

D S A M S S A S I S S S R AR RS

& &

EAPX

SPG GBS

FA .

PUNTOS NOTABLES

Eje de simetria

e BM vy CB son bisectrices
— B : Excentro de PMC
= m«BPM = 4a
e De la simetria : m£MPC = 4a
e [EnPrq 4o+ 4o+ 4o =180°
o =15°

Clave /B]
RESOLUCION [NRECE]

Ubicamos P en BC. tal que:
m«BAP = 20

Por &angulo exterior
= m£APB=60

AABP = AADP (ALA) = m«£APD=66

AAPC :

Se observa que AC es bisectriz interior
de APD y m£APD = 2(m£ACD) = 60

— C: Excentro de APD (criterio 8.5)
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e CP: Bisectriz exterior AAPD Z e AABP= APBO (LLL)
= m«£DPC=60 m£LABP = m«£PBO = 40"
x =96°

e En “P" : 60+66+60=180°
8=10°

Clave /B|

RESOLUCION [FRITH

e Se ubica O en la regién interior o
AABP, tal que ABO es equilatuin

RESOLUCION [INFEYY

Por el criterio 8.13: O es circuncenhin
del AABP = OP=a.

AAOP : Isésceles = m£gOPA

AOPC : Isésceles
= m£LPOC=m£OCP - 10"

Ubicamos el circuncentro O del
ABC.

Por teorema fundamental :
m«AOB = 2(30°) = 60°

e AABO : e NOBCP: Inscriptible
' Equildtero = a=R (va que m£LOCP=m«OBP = 10")
e AAOC : x =10°
Cl
Idecdles: = mLACO=86° Clave )
e APOC: RESOLUCION

Isésceles = m£LCPO=T72°

Por angulo exterior en AAPO :

72° = 36°+m«POA = m«POA =36
= AP=PO=¢

-C":-¢4~¢¢¢'2°‘:"ﬂ-¢¢¢¢00¢¢¢¢¢¢000¢06000000000#0#0#00#4-#4-#-0-#(*'0'-}4-ﬁ-b'ﬁ"ﬁ-##-ﬂ-4-##4-:-:-



CUZCAND PUNTOS NOTABLES

e Como :
AB=BE=n

Prolongamos CA hasta P, tal que:
m£BPC =4q.

APBC ;:  Is6sceles = PB=BC=/
| APAB= ABIC (LAL) = m«IBC=4a

Pero, 1 : Incentro = m«£ABI=4a
% APBC: 40+100.+40 =180°

m£LABD = 2(m£AED) = 60
= B : Circuncentro del AADE

e Por teorema fundamental :

m«DBE = 2(m«EAD) = 20

o=10°
e AABE : 20+86+26=180°

Clave /[E]

s 0=15°

Clave /A]

RESOLUCION [NV

RESOLUCION [FEETr]

Ubicamos P en BC, tal que :
PD L AC (It-é: Mediatriz de PD )
® De la simetria m£PAC =6
® lLuego trazamos BE, tal que:
mxCBE =0

» ABEC : Isésceles = BE=EC=n

» AABE : Isosceles

= AB=BE=n (m«BEA = 26) * Se construye el APQC , tal que B sea

' tro :
» [ABPE : Inscriptible = m«BEP=6 o Ll

e De la simetria (P y D simétricos) : m£LQPB=m«£BPC=3a vy

mxAED = 36

—d
()
LR RN IR R R IR R R R R R R R R R i i I R R I R R S B R R B IR - SRR R < R R R

m&£PCB = m«£QCB =6

293




N
'UZCAN

Sabemos :

m£PQC
2

(Teorema fundamental)

= m4£PQC=4q

m£PBC =90°=

Como : m«BAP =m«£PQB = 2a, el
LOAPBQ es inscriptible

= m£LQAB=3a vy ms£fAQP=«

AAQB : Isésceles = AB=BQ=a

Finalmente se nota que el problema
radica en calcular a en el APQC, lo

cual ya hemos desarrollado en el pro-
blema : 196.

a=10°
Clave /C|

IESOLUCION [FTE)

Se construye el trapecio isésceles
BDCE (BE//CD)

= m£EDC=20 yv DE=a
AAED :

Isdsceles = AD=DE=a

> e

R R I R R S N A A R

m£BEA =0 (angulos allernos)
e Notamos que el ABED correspn
al gréafico del problema : 19/
6=15"
RESOLUCION [INRFITT

Trazamos BP , tal que m£LPB(Q) - 20"
Q : Incentro de BPC
= m4£LCPQ = m£BPQ = 60"
Prolongamos QP hasta L, se nota
m«£APL = 60°

Como PA y BA son bisectrices exle
riores = A: Excentro de BPQ

Por teorema fundamental :

x_20°
2
x=10°

Clave /E|



S s PUNTOS NOTABLES

IAL CUZCAND

'SOLUCION NP e FEneldenominado criterio 7.17 se ana-

pliquemos de acuerdo a las condicio-

lizo v demostré. (Ver pag. 34).
e P es circuncentro del ABQC
= X=a=y

B C

RESOLUCION NP}

A
f nos pide demostrar : x=y=a

‘.‘m 1

Por dato : ABCD es paralelogramo nos
piden demostrar que el circuncentro del

AFEC esta en €.

s Se traza el triangulo AQC = AAPD
(AP=BQ y PD=QC).

‘s Se verifica AP//BQ y DP//CQ
= ABQP y DPQC son paralelogra-
mos.

e Se tiene entonces :
PQ=a ; ms£BPQ=20 ; m£QPC=2a

e Se traza OQ_LEF

e Por teorema :

Como: AD//BE = mAquml’ET)=[3 Y
FD//AB = mAF =mABE =0+

L R R S S SR R SR A T B
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e Por angulo inscrito : 0+ =2« e En AABC por teorema sobre hisg
mAFQE = 2a ® trices: mZ£LACD = 2(mA£ALL)
= mZ£ACD = 20

e En ABAD: BI es bisectriz del 41

o

e Por teorema 8.14.
¢ Debido a que:
FQ=QE vy m£AQE =2(m«FCE)

e Por dato Al=AE = AAIL: lsomeul
— @ es circuncentro del AAEC — Al Hm"’A
Qe ¥  EnAABl: | GEETe
RESOLUCIOM e En AABD: x=2B+20
s B = x =20
Del grafico : = AADC es isOscolos
| es incentro del D ‘.
AABD _ AD =AC
Eesexcentrore- - o c ! RESOLUCION NEFITY
lativo a AC del
AABC y Al=IE lCIBQrS.-:a‘fic::mdo de acuerdo a las condicin
Piden demostrar: E

Del grafico AB=BC,
O es circuncentro del

AABC y PR//CF.

Piden demostrar :
FR=BP

* Debido aque Bl es bisectriz del £ABD
y BE también es bisectriz del £ABD.

- =» B, | y E son colineales

R R R R R S R D IR R R S I R i L




m«£HOI =«

= [AIOPC es inscriptible

Por ser O el circuncentro :
OB=0C = m«£OCB=0
m«BOC = 2(m«BAC)
= m«BOC = 4q

b Luego m«POC = 3¢

'Debido a que el AIOPC es inscrip-

tible, se tendra :

m£PlIO =6 = AAPB isésceles

Luego IP=BP = b.
m«PIC =30 = IP//FR

i De lo dltimo y por ser FI//RP

‘Se concluye que FRPI es un paralelo-

gramo = a=b.

* FR=BP

ESOLUCION NP

D e | son circuncentro e incentro del tridn-

julo ABC respectivamente.

?"-" sabe BO L AC por ser AB=BC,
demés BO es bisectriz del <ABC .

NIMC y ENIHO se tiene :

Debido a que m«£HOI = m«ICP =«

o b

B I T S S S A A X A A S A A S A

R R R A . S NP M R S At MR AR M M AR

Vamos a demostrar :

PUNTOS NOTABLES

AC//ID

Debido a que el triangulo ACB es
isosceles, luego C, O e [ son colineales.

=» Larecta que los contiene es per-
pendicular a AB en su punto
medio.

Por teorema del circuncentro :
m£AOB = 2(m£ACB) = 20

AAOC es isosceles — m«HOB =0

En el ENIHB y BIQQ se cumple :
m£QOI=p
= [IODB es inscriptible

Luego m«IDB = m«IOB =0

Se tendra entonces :
m£LACB =m«IDB =6

DI// CA
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RESOLUCION [INRPI]

Se ubica A' en ¥, tal que AA'LOM = AM=AM=/ (AA'AM :isésceles) y
m£A'AM = m£AMQ = «a

D AA'CB: Inscrito = m£A'CB=a

O PCA'M: Inscriptible = m£PAM=6

APA'M = AMAQ (ALA)

" X=Y

RESOLUCION [IFFIY]

e P: Incentro del ABQC

= m£BQP=m«£PQC = 45°
e Q: Excentro ABPE

= mLAEQ=m«QEP =45°

e Q: Excentro APDC
= m&£PDQ=m«£QDA = 45°

e Al prolongar EQ v DQ, nos damos
cuenta que DM y EN son alturas del AAED, por lo tanto Q es ortocentio vl
ENADE.

RESOLUCION [INRFIT]

e Al prolongar AB hasta L, mxLBP =60°
e P: Excentro del AABQ = m«£BQP=m«£PQC=6
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/
B, 60°

\

‘.%

o/

mt;ﬂ & c
Excentro del ABQC
= m£LBQR =m«£RQA =w®
" En “Q" : 20+ 20 =180°
= w+0=90°
~ m£LPQR =90°

ESOLUCION INEFPIE)

sto que para todos los triangulos ABP

fnen como mediana “fija”: PO, el
Mficentro también es fijo, luego el lugar
pmetrico de los circuncentros sera la
ma que el descrito por el ortocentro,
o que son homotéticos.

U hcemos los ortocentros para tres
Angulos.

PR S SR MR A

R S S S N A S S N A N A S e

P S ISR AN

& o

PR R

-

oD

O D QD e Dl e

&b

PUNTOS NOTABLES

En el gréfico
Por teorema de la secante
Se cumple ;

(BH)(BP) =

(BM)(BC)=Pot g .,

e De la observacién :

(PM)(PBI):(PHI)(PP1)=(PH2)(PP2)=
=(PH3)(PP3)
= DPH HoPs DPPH Hy v

DP1P2P3P son inscriptibles.

e Luego :
0+p=180°
o+ y=180° &=B
B+y=180°

= 0+0=180°

= H,H,y H, son colineales

El lugar geométrico es una
recta
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JZCANS ___ GEOMETRIA
ESOLUCION KA

' AAPQ: Isésceles = PM=MQ vy m4AMAP = m&MAQ con centro en A y radio Al
trazamos la circunferencia &, la cual sera nuestra circunferencia de v
sion.

’ %’2 es ortogonal a &, entonces es su propio inverso.

“—
* Elinverso a %91 es Z, el cual es tangente a %’2 en T' (inverso de T)

» Por teorema de circunferencia : mABT =m£ﬁ" — mLACT =mgTT'N - &
— QD CTT'N es inscriptible

e Luego m«£CTA = m£CNT' = 2¢

e En ‘6; : m£ABC = m£ATC = 2¢

* Por relaciones métricas : (AP)?' =(AM)(AO)

« En%,: (AP) =(AT)(AT)
e En ACTT'N: (AT)(AT')=(AC)(AN)
(AM)(AO)=(AC)(AN) = D CMON es inscriphbl
e lLuego: m«LAMC= mLONA =0
* Finalmente en el AABC: m«ABC= 2(m«AMC) y m&BAM =m Ml

¢ Se concluye que M es excentro.
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e GEOMETRIA

)i el centro del cuadrado ABCD es el
iaricentro de ECF, calcule x.

\) 30° B C
§) 37°

’) 45° E

)) 53°

i.) 60° A = D

n el grafico | es incentro de ABC, si
P=Pl y PC=4, calcule AB.

) 2 8
) 3
) 4 :
)5 0
2
) 6 A £ - C

| H es ortocentro de ABC, calcule x
) 25
) 30°
):35°
) 40°
) 50°

<>
o
<
o
>
<>

*1'-6"0'1'0}0'04-##0#04-#0#0##0###00#00#00004#00#00‘#4‘###04-'3")-:"2-

Pnonnm!;g!

Se tiene el paralelogramo ABCD, |
I, son incentros de ABD y BCD, si :

m£BAD = mLCIIBI2
Calcule m«£BCD .

A) 30° B) 36°
D) 60° E) 75°

Si HBQP es un cuadrado y H es ¢l
ortocentro de ABC, calcule x.

A) 12°
B) 13°
C) 14°
D) 15°
E) 16°

C) 45°

A

Pnonl.mlgg!

D, E y P son puntos de tangencia, calcu
le x.

A) 90°

B) 100°
C) 110°
D) 120°
E) 135°




DITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES
Prosreva FTNA * ProBLEMANIRTY
‘ m//.B_(—j , calcule “x”. En el gréfico, AB=2(BN)=2(NC) vy
’ 60° B GN=10, calcule BP.
B) 75° A) 20
C) 80° B) 28
D) 90° C) 30
120° b ¢ :D36
= EMA D bl ] E) 40
¥ esta inscrita en ABC, si BO =442,
galcule FL. PROBLEMA

) N° 9
_;'0 es circuncentro de ABC, si AM=MB,
BN=NOy o-6=40°, calcule “x”.

A) 60°
B) 70°
C) 80°
D) 90°
E) 100°

Si G es baricentro de ABC y CG=2, cal-
‘cule AC.

A) 27
B) 23
C) 3J7

D) 7
E) 4

B0 TR R - O A A R A R AR IR R TR R R R R R

En un paralelogramo ABCD, M es punto

calcule BE
A) 3 B) 4

Pl.onu:w\m

Se tiene el tridngulo rectangulo ABC (rec-
to en B) de incentro I, si Al=4 y
Cl=6+2, calcule AC.

C)5 D)o E)V

A) 2417 B) 317 C) 2J34
D) 3J34 E) 4J34

| es incentro de ABC, calcule x :

A) 35°

B) 37°

C) 45°

D) 53°

E) 60°

Dado un triangulo ABC, I es incentro y
E es el excentro relativo a BC , si :

mZ£EIC = 50° + m«£IEC | calcule m£ABC.
A) 30° B) 32° C) 34° D) 38° E) 40°
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es incentro de ABC, P y Q son puntos
e tangencia, calcule miP .

) 100°
) 115°
1) 120°
)) 135°
) 140°

A WIIDTIN 17
‘n un triangulo ABC, H y O son el
ysrtocentro y circuncentro respectivamen-

e, si OB=13 y AC=24, calcule BH.
\) 4 B) 6 C)8 D) 10 E) 12

PROBLEMA

3e tiene el triangulo rectangulo ABC, rec-
o en B, si el inradio es 3 y el perimetro de
a regién triangular ABC es 40, calcule
su circunradio.

13 17
A) 6 B) El C) >
D) 12 E) 14

Calcule el inradio del tridngulo ABO, .

A) 2-+2 B_— ——
B) V2-1 '
C):3=/2

E) J2 +1

¢Qué punto notable es P de ABC?

&
<>
&
<>
-
<>
*

-
<

&
<
<
&
-
<
&
-
&
<
=
<>
&
&
&
<
<
&
<
L]
<
<«
<>
<«
>
<
<>
<
<
<
>
<
<
-
<>
-
<
<
<>
<
<@
<
<
2
<
<
2
-
&
L4
<
<
<
<
<
<>
-
<>
&
>
<+

A) Incentro

B) Circuncentro
C) Ortocentro

D) Punto de Brune
E) Baricentro

Pronema TTFTY
En la regién interior del triangulo ABC
se ubica el punto P si AP=PC vy

m£ABC + m£PAC =90°,
indique que punto notable es P de ABC

B) Baricentro
D) Punto de Miqu¢l

A) Incentro
C) Circuncentro
E) Ortocentro

En un tridngulo ABC de incentro | v
excentro relativo a AC el punto E, cal
cule m£AIC+m«AEC .
A) 90° B) 120°
D) 180° E) 200°

ProncemaSIFEY

Si E es excentro de ABC, AB=BC=8y
AC=6, calcule la longitud del sggmenh.
que une los puntos medios de BC y Al
A) 1/4 B E

B) 1/2
C)1
D) 1,5
E) 2

Prosreva FTFYY

Si C es excentro de ABD, calcule x
A) 85°
B) 90°
C) 95°
D) 100°
E) 105°

C) 135°

C




EDITORIAL CUZCAND
ProsLEMA PN

Si O es circuncentro de ABD, calcule x.
A) 14°
B) 13°
&) 12°
D) 11°
E) 10°

A, M, P Q, L, Ay N son puntos de
tangencia, AB-BC =2 y CD=6, calcule
MN+ND.

En el lado AD de un rectangulo ABCD
se ubica el punto P tal que
m<BPC =90° | si AB=12 y
m«PCD =37° | calcule la distancia de A
al incentro de BPC.

A) 274 B) 2474
D) 47 E) 9

Si 5(AL)=2(LB)=20, calcule AM - MN.
A) 1
B) 2
C) 3
D) 4
E) 5

C) 3414

B R S T S A A P S S A M N )

B o R R A A R R S S A S A

Pronreva FTFTY

En un triangulo ABC se traza la media-
na BM y se ubica los baricentros G, y
G, de ABM y MBC, si m&ABC =727,
calcule m£G MG, .

A) 36°- B) 40° C) 48°

Prosrema TEETY

En un triangulo isésceles ABC, de base
AB ., incentro | vy ortocentro H, si
m£ACB =20°, BH=20, calcule la dis-
tancia de H a Bl .

A)10 B)12 C) 14

D) 60° E) 72°

D)16 E) I8

PROBLEMA

e I, son incentros de ABM y MBC
calcule x.

I
1
respectivamente,

A) 60°

B) 75°
C) 90°
D) 95°
E).1200 A

Pronreva FNIEFY

En un trapecio isésceles circunscrito a
una circunferencia, la diferencia entre las
longitudes de un lado lateral y la base
menor es 10, calcule la longitud del seg-
mento que une los puntos medios de las
diagonales.

A) 5
D) 8

Pronr.ema OEEY

L es punto de tangenciay T es ortocentro
de ABC, si BT=16 v BL=31, calcule TQ.

B) 6 C) 7

E) 10
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A) 9 B

B) 8 0

C) 7

D) 6

E) 5 A - c

Mnmlgggl

En un tridngulo rectangulo, la longitud
de un cateto es igual a la distancia de su
ortocentro a su circuncentro, calcule la
medida del menor angulo interior.

A) 30° B) 37° D) 45° D)53° E)60°

l'lon.nu!;gg

El radio de la circunferencia inscrita en
un tridngulo equilatero es 1, calcule la
longitud del radio de la circunferencia cir-
cunscrita.

A)1 B)15 C)2

ProsLeMANGEL]

Si AN=CB y CN=2(NO), calcule x.
A) 90°
B) 75°
C) 60°
D) 53°
E) 45°

Si AB=BC y O es circuncentro de AFC,
calcule x.

D)25 E)3

B
A) 30°
B) 32° E
C) 34° >
D) 36°
E) 38° i o =
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ProaLevA KL

En un tridngulo is6sceles ABC (AB= B,
el punto F es su excentro relativo a [
y su altura BH mide 8, calcule la distan

cia de Fa BC.
A)10 B) 8

Si A y B son puntos de tangencia, calcu
le mPQ.

A) 20°
B) 25°
C) 30°
D) 35°
E) 40°

ProsLemMA T

Si AP=BC, calcule x.
A) 90°
B) 60°
) 75°
D) 120°
E) 80°

Prosrema NEPTY

Calcule el circunradio de un triangula
ABC, si mgBAC=53° y BC=12

C)6 D)1 E) ¢

A)S5 B) 5,5 C)6
D) 7,5 E) 8
Si H es ortocentro de Al

mHM = 40° , calcule mHN .




'EDITORIAL CUZCAND

‘En un triangulo ABC, N es el excentro

relativo a BC , luego se ubica el excentro
E del ABNC, relativo a BC, tal que :

m«£BEC = 2m«BAC = 2x ,
lcule x.

A) 180°/7
D) 60°

I es incentro ABC, calcule «x.

B) 200°/7
E) 53°

C) 90°/7

En un tridngulo ABC de ortocentro H

§e traza la altura AR, en HRy BR se
ubican los puntos P y Q respectivamen-

te tal que QP//BH, si m&QAC=65° .
calcule mXPCA .

A) 20° B) 25°
D) 28° E) 30°

Pronuema FTIPTY

Si AP=CQ vy CP=4, calcule AQ.

C) 26°

-

B R R S S S S A N N S N A A N

B IR TR S S A R NS

<«

R S S S AL

R A A S S SRR

PUNTOS NOTABLES

A) 1 C

B) 2
C) 3
P
D) 4
E)5
) A 5

Prosema FLPYA
En un triangulo ABC de incentro I, E; v

E2 son excentros relativos a AB vy BC |
si m£LABC = 20°, calcule m.(ElIliz :

A) 40° B) 60° C) 80°
D) 100° E) 120°

PROBLEMAJ (!

Calcule el inradio de ABC.

A) 0.5

Bl .

C)15

D) 2

E) 25

Pnou.m!;f_.__!_!

O es circuncentro de ABC vy
m£PBO =70° calcule x.

A) 60°
B) 62°
C) 65°
D) 68°
E) 70°
PROBLEMA

ABCD es un cuadrado, si BM=MC=5vy
AP=2, calcule x. ™M o

A) 41° R
B) 43°
C) 47°
D) 55°
E) 59°

>
<




e GEOMETRIA

la figura, hallar x, si 0=30° v
=507
45°
40°
50°
§56°
60°

(L TETTY NO 52
» tiene un triangulo acutangulo ABC en

cual se trazan las alturas BH y CJ, so-
_—)

—>
e las prolongaciones HB y JC se ubi-

in los puntos P v Q respectivamente
» modo que AC=BP y AB=CQ. Si

R= 6~/- la distancia del vértice A a la
icta que contiene a PQ es :

) 3 B) 4
) 343 E) 443

ea el triangulo ABC, cuyo angulo inter-
o en B mide 120° y cuyos lados AB y
3C miden a y b unidades (a<b).

isectriz del angulo B y la mediatriz de
\C se intersecan en P y desde P se tra-

a el segmento PQ perpendicular a BC
Q en BC). Calcule QC.

C) 243

####0004‘0##0(’¢¢¢¢¢6é¢¢00¢¢¢00#0‘9####0@####‘#000##0#04‘##@0#

LR

a+b a+b

s
D) b-a E) b—2a

honx.m!;_g!

La circunferencia exinscrita al lado Al
del triangulo ABC, determina el punio
de tangencia M en la prolongacmn dol

lado CA . Se traza AF perpendicular a
OB (O es el centro de la circunferencial
tal que: m£AMF = m£ACB
Calcule m£ACB

A) 45° B) 30°

D) 75° E) 67,5°

En un cuadrilatero ABCD se trazan lw
bisectrices interiores formandose un nue
vo cuadrilatero, calcular la suma de dos
angulos opuestos de este cuadrilatero
A) 120° B) 180° C) 150"
D) 140° E) 110°

P ETTUNC 56
En un triangulo ABC (AC > AB) se tra
la circunferencia exinscrita relativa al
lado BC de centro 0. AONBC - |l

por F se traza una recta tangenie I
circunferencia que intercepta a AB ¢ |
ya AC end,si AB=6u y FJ=2) i
tonces AJ — BF (en u) es :
A6 B)5 C)4

C) 60°

D)3 k) 4




EDITORIAL CUZCAND

‘En un triangulo ABC recto en B,
AB<BC. La circunferencia inscrita es
fangente a AB y BC en los puntos N y
P respectivamente. Exteriormente se
construye el trapezoide BDEC circunscri-
fo a una circunferencia siendo M y Q
bs puntos de tangencia con los lados BD
BC respectivamente. Si DE = 5u ,
AC=CE y DM +AN=3p . Calcule PQ
’_en M.
.," 3

B 1;5: C)25 D)1 E) 2

g LIRATTYN° 58

: ga el tridngulo ABC, recto en B, se tra-
2za BH L AC, si BM es la bisectriz del
#ngulo ABH, BN Ia bisectriz del 4ngulo

HBC vy r el radio de la circunferencia ins-
lta en el tridngulo ABC, entonces la

ongitud de MN es :

: .) /3 B)v2 C)r D) 3r/2 E) 2r

PrOBLEMA ) -]

Del siguiente gréfico, hallar x.
A) 75°
B) 90°
C) 100°
D) 120°
E) 135°

ProsrLEMA LK)

Dos triangulos equilateros ABC yv CDE
pstan ubicados de modo que A, Cyv E
gon colineales y los puntos B y D se en-
‘tuentran en el mismo semiplano respec-
o a AE . G, v G, son los baricentros
tle los triangulos ABC y CDE respectiva-
mente. Si AB=2(DE) y GID=L. enton-

PR

POLOe

o

B SR R e S R T R e

e DD

PLPLPP NP PP RP LN PSP

PUNTOS NOTABLES
ces la distancia entre los puntos Gl y
G, es:
A) L/2 B) L/3 C)L
D) 2L E) 2/3L

ProeLEMAN IR

En un triangulo ABC recto en B, se traza
la altura BH |, si la diferencia de las longi-
tudes de los radlos de las circunferencias
inscritas a los triangulos AHB vy BHC es L
unidades. Halle la distancia del incentro

del triangulo ABC a la altura BH .

A) L/5 B) L/4 C) L/3
D) L/2 E) L

ProsLeMA R 71

Sea el triangulo ABC recto en B, se tra-

za la altura BH, sean ll e 12 son

incentros de los triangulos BHA y BHC;
I es el incentro del triangulo

= | S
ABC e LLI,"BC = {D}.
del angulo 1,DB y que punto notable es |

Halle la medida

del triangulo 1,BI,.
A) 45° ; incentro

B) 45° ; ortocentro
C) 45° ; circuncentro
D) 30° ; incentro

E) 30° ; ortocentro

ProLEMALE £1
Dado el triangulo ABC; donde la
m£BAC=32° vy m£ACB=88°. Ade-

mas O, I y H son circuncentro, incentro
y ortocentro respectivamente. Halle

m«£OIH .
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ZCAN
A) 150° B) 151° ¢)352°
D) 153° E) 155°

En un triangulo ABC, se ubica el incentro
I, por | se traza una recta secante que

intersecta a los lados AB y AC en M
y N respectivamente. Si m£INA = 60°,
MI/IN = V3 , halle la medida del angulo
BAC.

A) 60° B) 78°

C) 90° D) Hay dos respuestas
E) 120°

S VITRIVTUNC 65
En la figura adjunta, AB=AD. Halle el
valor de . B

A) 6°
B) 8°
C) 10°
D) 12°
E)15°  zM D

m:nm!;!_!_!
En el siguiente gréfico MQ es mediana
del triangulo MNP, Halle x.

C

A) 60° =
B) 90°  «x
20
C) 67,5°
D) 12,5°
N—3 S P
E) 112,5°

Hallar el perimetro de un tridngulo rec-
tangulo si los radios de las circunferen-

310

cias inscritas y circunscritas miden r y K
unidades respectivamente.

A) 4R -r B) 3R-r

C) 2(R+r) D) 2(2R +7)

E) 4(R+r)

ProOBLEMA B bl -]

En un triangulo ABC, VlElle la longitud
de la flecha relativa a AC, si los radion

de los circulos inscritos y exinscrito rela

tivo a AC, miden r y R respectivamente
(R>r).

a8 W R SN B

3 ) 73 ) 7o
9R -

DLWt E :

Se tiene un triangulo rectangulo Al

(recto en B), el cual esta inscrito ¢n Una
circunferencia, E es excentro relativo o
BC ,AE corta a la circunferencia ¢n I
Si BP=3. Calcule EC.

A) 3 B) 32 C) 6

D) 343 E) 4,5

Paoncema T

Sea el cuadrilatero ABCD convess
Me AB y Ne 5(—:, sea 0l el centro e I8
circunferencia inscrita en el cuadiilafers
AMND, O2 el centro de la circuntoivn
cia inscrita en el cuadrilatero NMBL S

AB+CD=40m, AD+BC=24m | (il
MN.

A) 8m B) 9m CY 10m

D) 11m E) 12m



EDITORIAL CUZCAND

‘En un tridngulo ABC recto en B, sobre

AC se ubica el punto F y se trazan

FP | AB Y FQ L BC respectivamente :
(Pe AB A Qe BC)

Si AB+BC=PF+AC y los inradios de los
triangulos APF y FQC miden 3 y 4 unida-
des, entonces PF mide (en ).

A)14 B)12 C)10 D)8 E)6
‘En un tridngulo rectangulo, si el

‘semiperimetro es p y la hipotenusa mide
h, entonces el inradio mide :

h
A) p—

p-h
3 B3

C) p-h
D) 2p-h

En un tridngulo rectangulo ABC (recto e
B) se traza la altura BH, si | es el
Incentro. Halle la distancia trazada de |
a 'BH si se sabe que:

BH=12 vy r, = 3 (r es el inradio del
triangulo AHB).

B15 B)2 C)1 D)25 E)1,25
VA N° 74
8l AC=b y AB=c. Halle PQ.

RS R S R TR S I I N R RS L R R

CPOPOeH

PLLEPLOOLOLOOd

PUNTOS NOTABLES

c-b c-b c-b
W T o R ST
c—-b
D) > E) c-b
Pnonunu

ABCD es un cuadrilatero exinscriptible y
circunscriptible. Si AB =8u entonces

AD (en p)es:

A) 6 B) 8 C)9
D) 10 E) 15

PROBLEMA

ABCD es un cuadrilatero en donde

BC=CD, m«BCD = mgDAB = 90° se tra-
za BE de manera que E€ AD, EBCD es
un cuadrilatero circunscrito a una circun-
ferencia, se traza CH 1 AD (HG AD) tal

que : CH-HD=8u, EH =6y, calcule
el radio de la circunferencia inscrita en
ABE (en u).
A) 2
D)5

B) 3 C) 4

E) 6

ProsrEMA el

En la figura AN=18u, AD+DC=14p
OC=8pu . Halle el radio R (en pu).

A) 4+/5

B) 46
C) 6

D) 443
E) 4
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S —— GEOMETRIA

| un triangulo ABC, AB =5, BC=7u

AC = 6 se inscribe una circunferencia

ngente a los lados AB y BC enPy Q.
1 el arco menor PQ se traza una tan-

nte que interseca a los lados AB y BC
| E y F respectivamente. Halle el peri-
etro del tridngulo EBF (en p).

| 4 B) 5
) 7 E) 8

ronLemA NTIFCY

n un cuadriladtero convexo MNPQ, se
aza RS tal que : Se QP, Re MN . Si
Q+NP=a y QP+MN=b y los cuadrila-
ros RMQS y RSPN son circunscriptibles,
itonces la razén RS/(b-a) es igual a :

) 10,3 B) 0,1 C) 0,2
) 0,8 E) 0,5

'IOII.IMA- 80
e tiene el triangulo ABC, AB=6y,
\C =8, se inscribe una circunferencia

ingente al lado BC en M, se exinscribe

na circunferencia tangente al lado BC
n N. Halle MN (en W ).

gul B) 3
) 2 E) 2,5

n un tridngulo ABC, se cumple
n&BAC =76°, mgBCA =44° v la dis-
ancia del incentro al circuncentro es
W2 . Calcule la distancia del
ircuncentro al ortocentro.

C)6

C) 1,5

0*##-&-}##004-##*#4":-0'-!"3"3-'3'##4-¢¢¢1-0#4'¢¢0#4’#4‘3’{'##4-':-@-}‘?-}-:-04'0'}'&-ﬁ#‘)#-ﬁ-*-?#'?-ﬁ-#':"&#-b

A) 12

B) 13
E) 16

C) 14
D) 15

Proncema FEITY

En la figura hallar FE en funcién de r, v

Si el radio de la circunferencia inscrila
en un triangulo rectdngulo mide 4 ¢ v
uno de sus catetos 10 cm; entonces I
distancia del incentro al circuncentro dul
triAngulo rectangulo dado es :

A) J6—5cm B) 12 cm C) J51 em
D) 8 cm E) 9 cm

ProsLeMA -]

En el AABC (m£B=40°) .M es el punin
medio del segmento que une el inconing
con el excentro relativo a AC . Halla

m£AMC .

A) 60° B) 80° C) 120/

D) 140° E) 90°
Pnonm!;g'g

En un triangulo equilatero su lado imids
a unidades. Entonces, la longitud del

radio de una circunferencia exinucrite ol

triangulo es :




EDITORIAL CUZCAND

a3 3a

A) 2a B) = C) 5
a2 avé
D) e E) =

Plonm- 1)

‘Se tiene un triangulo ABC cuyos lados
‘miden AC=b, AB=c y BC=a. Si
‘a+c=b+2r donde “r” es el inradio del
triangulo ABC. Calcule m<ABC .

‘A) 60° B) 45° C) 75°
D) 90° E) 120°

el siguiente gréfico. Calcular :

m+n

m+n+p+q

A) 4/5
B) 3/4
C) 2/3
D) 2/3
) 1/2

PROBLEMAS (8- )

‘En un triangulo ABC: el ortocentro de su
friangulo mediano es el .................. del

Iridngulo ABC.

A) Ortocentro

B) Incentro

) Baricentro

D) Circuncentro

Punto de Feuerbach

Gl e e e e D e e e D e e e e D D e e

PUNTOS NOTABLES

Pnom.m- 89

Con respecto a los inradios de los trian-
gulos ABCy ADC r; v r, respectivamen-
te se puede afirmar que :

A
A) n>r, B) L<y,
C) L= D) Falta informacién
E) n+rn=r

ProeLEMA SRR

Indique cuéles de las siguientes proposi-
ciones son verdaderas :

I. Sean A v B dos puntos de una cir-

«
cunferencia de centro O; L es la rec-
ta que contiene a los puntos medios
de la cuerda AB y el arco AB, lue-

)

go: Oe L.

II. En todo tridngulo : ortocentro,
incentro y baricentro son puntos de
una misma recta.

111. Todo trapecio es inscriptible.

A) Sélo | B) Salo 1
C)lyll D) Iyl
E) Sélo Il

ProLEMANGRI |

Se tiene un triangulo rectangulo ABC.
Para hallar la longitud de la hipotenusa
BC es necesario conocer.
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GEOMETRIA
Los radios de los circulos exinscritos A) VVFFV B) FVFVF
relativos a los catetos. C) VUVEF D) VEEFV
El inradio v exradio relativo a la E) VVFUV
hipotenusa.
Sélo 1  B) Sélo II Pronema NECE]
lyll D) Falta informacion Diga el valor de verdad de las siguientes

161l proposiciones :

licar verdadero o falso segin corres-
nda :

I. Las alturas de un triangulo
acutangulo son las bisectrices inte
riores de los angulos del triangulo
pedal.

I1. En todo tridngulo acutangulo la dis
tancia del ortocentro al vértice es ¢l
doble de la distancia del circuncentro
al lado opuesto al vértice considera
do.

) El incentro esta ubicado en el in-
terior para todo triangulo.

) El ortocentro de un triangulo rec-

tangulo estd ubicado en el punto
medio de la hipotenusa.

IIl. La circunferencia que pasa por !
vértices de un tridngulo y por su
incentro, tiene su centro en la cii
cunferencia circunscrita a dicho

) El baricentro de un triangulo pue-
de estar ubicado en el exterior.

triangulo.
) El circuncentro de un triangulo
£ 2 s A) VVF B) VFV
obtusdngulo esta ubicado en uno
de sus vértices. C) VW D) FFF
E) FW

B A - S - A S R

) Todo tridngulo tiene tres excentros.

o 0 0. 0 0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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EDITORIAL CUZCAND

I, l1 e 12 son incentros de ABC, ABF y
BFC, calcule x+v.

A) 135°
B) 125°
C) 120° :

D) 90° f2
E) 60° A

Se tiene un tridngulo ABC (recto en B),
la bisectriz del angulo exterior en B corta
a la circunferencia circunscrita en M, si

N es punto medio de AC, calcule
m£LMNA .

A) 60° B) 70°
D) 90° E) 100°

ProsLemaA NN 1

Si LM=MN, NP=PQ y mAL =110°, cal-
cule x.
A) 50°
B) 55°
C) 60°
D) 65°
E) 70°
PROBLEMA

En un tridngulo rectangulo ABC, recto
en B, I v E son el incentro y excentro

relativo a BC , si AC=IE=6, calcule AB.
A1l B) 2 C)3 D) 4 E)S

C) 80°

<
<>
2
<
<
<
*
<«
&
<
&
<
2
<>
<
<
<«
<
*
<
<>
<
>
<
<>
&

RN N

P SN

.
&b

s

B D

o
o e

R O SR S S AR

PUNTOS NOTABLES

Pro

BLEMAJ. 5]

Si G es baricentro de ABC y AC=18,
calcule el mayor valor entero de AG.

A) 9
B) 10
C) 11

B
A
E)13 A C

D) 12

PROBLEMA

€« «
O es circuncentro de ABC, si 2, y Z,

son mediatrices de AO y OC , calcule x.
A) 110°
B) 120°
C) 130°
D) 140°
E) 150°

XTI N© 100

Si BQ = 32 , calcule el inradio de ABC.

A) 3
B) 3,5

C) 3J2
D) 4
E) 5




GEOMETRIA

» tiene el tridangulo rectangulo ABC, rec-

en B, mgBAC=30° y AC=+3,si 0
. circuncentro de ABC, calcule la distan-
a entre los circuncentros de AOB y BOC.

) 1 B) 2 C) V3
) 243 E) V5

'ROBLEMA

y B son puntos de tangencia. ¢Qué
unto notable es O de ABC?.

B) Baricentro
D) Incentro

\) Circuncentro
’) Punto de Georgone
;) Ortocentro

5i | es incentro de ABC, Al=IP y PC=6,
-alcule el minimo valor entero de AC.

\) 5 B p
3) 6
o) 7
J) 8
5) 9 A

o}
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ProsLeMa B UH

Si P es punto de tangencia y baricentro
de ABC, MP=2, calcule r.

A
A) 3v5
B) 245 -1
C) J15-3

D) V17-3
E) 247

[ es incentro de ABC, MC=CN y CI=3,
calcule PQ.

A) 6
B) 6,5

C) 62
D) 8
E) 9

A

ProsLeMA SR VYA

[ es incentro de ABCy a-b=4, calcule
X

' B

A) 1

B) 2 L

C)3 Y

D) 4

E)5 A {

Dado los triangulos equilateros ABC,
baricentro Gl. CDE, de baricentro (G,

tal que A, C v E son colineales v B, Cy
D no son colinelales, si AC=2(CD) v
Gle =5, calcule G,D.
A) 1 B) 3 C)5

D) 7 E)Y9
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EDITORIAL CUZCAND s

PUNTOS NOTABLES

ProeLEMA LB U 1]

Se tiene el AABC , se trazan la altura BH

m&£PCA =15° v m«BAC =60°, calcule
m«£PHA .
A) 30°

D) 53°

ProsLeMA LR L0

En un cuadrilatero ABCD, si :
m«£ABC = 2(m£ABD) =120°;
m£LADB=40° vy
m£LADC =110°

Calcule la medida del angulo entre las
diagonales.

B) 37°
E) 60°

C) 45°

A) 60° B) 65° C) 70°
D) 75° E) 80°

Calcule x. B

A) 30°

B) 40°

£ 35°

D) 45°

E) 50° A

Punx.mm

En un AABC, se ubica O en la ceviana
interior BH, tal que m«&BAO = m«£BCO
m£AOC =90°+m£BAO , si m£LOAC =15°
y BC=12, calcule la distancia de H a
BC .

A) 3
D) 6

B) 4
E) 7

C) 5

L

e e e e e e

LE - I B - T

Gl e e e ol e e e

PR

e e e e

> ProBLEMAIIBIEY

+ Si H es ortocentro de ABC, calcule x.

y la ceviana interior CP, tal que BC=CP.si
¢ A) 115°

B) 95°
C) 100°
D) 105°
E) 110°

A)
B)

C)

D) ——

E) 200-0 A c

ProsLeMA LR TEY

Se tiene el triangulo rectangulo ABC, rec-
to en B, se construye el tridngulo
equilatero APC (exterior a ABC), si
m£LACB=15° vy AB+BC=12, calcule

l;_x_distancia del baricentro de APC a
BC .

A) 4 B) 5 C)6

D) 7 E)8

ProsLEMA LRI (]

Si G es baricentro de ABC, BGP es un
triAngulo equilatero, AN=3(NC),
PM=MC y BP=4, calcule MN.
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GEOMETRIA

IOBLEMA

el gréfico H y O, son ortocentro y
atro de la circunferencia de Euler del
ingulo ABC. Si BD=DS.

dcule: HS

B) 242 C) 243

E) 4

W/
) 3

ronLEMA LR CH

es el circuncentro de ABC y ortocentro
:» EDC, si a+p=75°, calcule x.

) 60° B
) 65°
) 70°
) 79%
) 80°

A

':'Q'Q-:'-C'{":'Q-fr-1-1-#4"3-#4"9"2":")‘:"}':r'ﬁ'('-ﬂ'ﬂ'-ﬁ-':-dﬂt'{'

Ol e

DO

D DD

ProsLEMA LB LY

+ SiHy O son el ortocentro y circuncentro

de ABC respectivamente y AC=3(BH),
calcule x.

A) 53° B

429°
B) 3

C) 45°
o) 245°
) 60 A
E) 60°

ProsLeMA LR V1

Calcule el cincunradio de ABC, si I vy ()
son su ortocentro y circuncentro respai
tivamente, ademas el perimetro de la 1w
gién triangular equilatera HLO es 6 ¥

HO//AC -
A) 2
B) 3
C) 4
D) 5
E) 6 A L

ProsLema ERVT Y

En un AABC . H es el ortocentro v {1 88
el circuncentro, si m£ABH = 2 (ma 111
y BH=BO, calcule m£HAO

A) 6° B) 7°
D) 9° E) 10°

PROILEMA!;E EZ!

Se tiene un triangulo ABC, se ubica ol
punto O en la altura BH, K v O wun ul
circuncentro y ortocentro de A

C) §"




EDITORIAL CUZCAND PUNTOS NOTABLES

respectivamente, si mg£ABC =60° vy
mLAOH = 40° | calcule mxHOK .

| A) 5
A) 90° B) 95° C) 100° B) 6
D) 105° E) 110°

-7
honl.m!;gg! D)8
' Se tiene el AABC; I, I, e l; son sus E) 9

excentros (1, es relativo a AB ), ademas
I es el incentro de ABC, si

m«l,1L 1, =50°, calcule m£Il L, .
“A) 100° B) 110° C) 120°
D) 130° E) 140°

En un cuadrilatero ABCD circunscrito,
AB=AC y m«ACD=90°, si BC=12.
Calcule el inradio de ACD.

, A) 3 B) 1 C)5

Pronrema FTRTYY D) 6 E) 7
l:\?—AB=6 , AL=4 y CD=DB, cal- P

> Se tiene el trapecio rectangulo ABCD,

A) ! recto en Ay B, dicho trapecio es circuns-
B) 2 crito, si m£ACD =90° vy los inradios de
C)3 ABC y ACD son h V I, respectivamen-

te, calcule BC.
D) 4

.- N+,
E)5 A) 2r1 -1, B) =

L IR T N°© 125 C) n+ .‘Zr2 D) 3rl —2r2

'Dado un triangulo rectangulo ABD, rec-
10 en B, se construye el trianqulo rectan-
\gulo BCD, recto en C, si AB=4(BC).
IAD=5(BC)-7 y la suma de los inradios

; ProsremaTTRVTY
e ABD y BCD es 5, calcule CD. * -

Se tiene el cuadrilatero inscrito ABCD,
se ubica E en BC, si ED=3
m«£BAD =2(m«EDC) y ED toma su

-3'<°~:-4-'C'-.'-':°-:ﬂ-ﬁ-¢¢-3'¢¢'-:-‘."-°'¢¢s"<'(-¢¢¢('¢"f¢{-(-##'!'4'##4-#6%#%-:-###-:-3-##@

E) N+,

e e e

A) 3 B) 4 C)5
D)6 E) 7

PR )

- : maximo valor entero, calcule AB. (Sien-
(EROBLEMAJ. i 1] » do ABED circunscrito de perfmetro 26).
8I mCA=2(mAE), y CD-AD=16. 2 A)6 B) 8 C) 10
Calcule r. s D)12 E) 14
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__GEOMETRIA

PIRIVA N° 130

jo un octoégono circunscrito
CDEFGH, si AB=2(BC)=DE=2 ,
=15, EF=25 , GH=3 v AH=4 ,
ule FG.

1 B) 1.5 C)2
2,5 E)3
OBLEMA

un triangulo ABC, de incentro [y
ectriz interior AD, se traza IE perpen-

wular a BC (Ee Bf) ce_alcule .

m«BID
m<«EIC
0,5 B) 1 C) 1o
2 E)25
mum@
n un cuadrilatero ABCD,
ABAD=105° m£ABC =130° |

\4BAC =30° y m<ACD =80°, calcule
' medida del angulo entre AC y BD.
) 60° B) 65° C) 75°

)) 85° E) 90°

ie tiene el triangulo rectangulo ABC, rec-
o en B, en el cual BQ es mediana, traza-

> Tar e — =5 —
nos € LBQ, AML Z y CNLZ M
o
) Ne &), si MN=24, calcule la distan-
sia del ortocentro de ABC a AC.

A) 8 C) 12

D) 14

B) 10
E) 16
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Pnonu:m!;g E!!

A, B y C son puntos de tangencia ol
cule o .

A) 10°
B) 12°
C) 15°
D) 16°
E) 187

Pronuena [FEY

[ es punto de tangencia e incentio g
ABC, siMB=20y el inradio de ABC il
15, calcule x.

A) 30°
B) 37°
C) 37°/2
D) 15°
E) 14°

Proncema FEFETY

Si: OM//BC y MT=MN, calcule &
A) 30°
B) 37°
C) 45°
D) 15°
E) 14°

SO - 137

En un triangulo acutangulo ANC i
circuncentro O, la prolongacion do M
corta a AC en P, si mgABI < AT
m«PBC = 20°, calcule m A B

‘\,'U“n .




EDITORIAL CUZCAND

s PUNTOS NOTABLES

En un paralelogramo ABCD en CD se
ubicaﬁel punto M tal que CM=MD=3,

A) 90° B) 25° C) 80° PR N© 141
D) 100° E) 40°
ProsLEMANGE KL

i

;if,é' tiene un tridngulo isésceles ABC
o : S i
(AB=BC) cuyo excentro relativo a BC es
E, en el ABEC se traza la altura EH, si
BH=2, calcule AC.

A) 3 B) 4 C)5
D)6 E) 7
Prosrema NI ET)

' tiene un triangulo equilatero ABC, ins-

grito en una circunferencia de centro O,
'§e traza una cuerda CQ, tal que
?fo L AC, si el circunradio de BQO mide
4, calcule BC.

A) 12 B) 1242 C) 1243
D) 13 E) 24
DBLE N° 140

En los lados AB y BC de un triangulo
ABC se ubican los puntos P y Q respec-
lvamente, de modo que PQ es tangen-
@ a la circunferencia inscrita a dicho
fridngulo, si los perimetros de las regio-

nes triangulares ABC y PBQ son 24 y
12, calcule AC.

A) 5 B) 6 C) 7

E) 9

B I N R R R R S I

PR

P

en BM se ubica N de modo que

BN=2(MN) y msNDA =m«BCD . Cal-
cule DN.

A) 2
D) 5

ProLEMAN B P PA

| es incentro de ABC, si AB=BQ v
QC=2(AP), calcule x.

B) 3
E) 6

C) 4

B
I
P
A Q C
A) 10° B) 11° Cy12?
D) 14° E) 15°

| TP N° 143 |

Dado un tridngulo acutangulo ABC, cal-
cule la distancia del circuncentro de ABC
a la altura BF, siendo su circunradio 12 y

m£BAC - m£BCA = 30° .
A) 3 B) 4
D) 6 E) 7

C)5
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ARITA N° 144 |

tiene el AABC de circuncentro O, se
»a el punto P exterior y relativo a BC.
°C es igual al circunradio de ABC y
‘BPC = m«BAC, calcule m«£PBC.
30° B) 37° C) 45°

53° E) 60°

LRIV N° 145 |

i incentro de ABC, calcule x.

A
30° |
37°
45°
53°
60° B

PP N® 146

el graico J, F, N y G son puntos de
gencia, indique que tipo de cuadrila-
o es ABCE, si ABCD y AECQ son
ralelogramos.

000##0###-}00#s\'ﬂ'##'}###@0¢0¢¢¢¢¢¢#¢0¢¢¢¢4'4-#0"#4.##0{-{'4'#(-)#00‘:-{-

A) Circunscriptible B) Exinscriptible
C) Trapecio D) Inscriptible
E) Bicéntrico

ProsLEmMA LB LYA

Se tiene el cuadrilatero ABCD, se pro
longa AB hasta E, si m«£ADB=54"
m«£BDC =30, m«DBC = 78° Y
m«£EBC =48°, calcule m£BAC .

A) 10° B) 12° C) 14°
D) 16° E) 18°

) g AT N© 148 |

O es circuncentro de ABCy punto de tan
gencia, si AO// OIQ , calcule AO/r,

A) V2 +1 8
B) v2-1
C) V3

D) 2J3-1
E)J5 A

R N° 140 |

Dado el tridngulo acutangulo ABC, H v
O son el ortocentro y circuncentro e

ABC, si AB=2 y BH=BO =2, calcule
m£HBO .

A) 14° B) 15° C) 20°

D) 30° E) 45°
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EDITORIAL CUZCAND

ProsLEMA LR F1)

Se tiene el triangulo rectangulo ABC, rec-
to en B, se traza la ceviana interior AD,

si CD=2(AB), BD=2/3 y
mxBCA =15°, calcule la distancia del
ortocentro de ABC al circuncentro de
ABD.

L sl
)3 )2 )3
D1 E) 2
)3 )

Pmmm

En un tridngulo rectangulo ABC, recto
en B, se traza la bisectriz interior BD, |

es el incentro de ABC, si Bl =72 Y
DI =542 , calcule AC.

A)30 B)35 C)40 D)45 E)S50

ProsLeMAN LR 70

| es incentro de ABC, ¢Qué tipo de cua-
drilatero es PBQI? &
B) Rectangulo

A) Rombo ”
yAVX
D) Romboide ',\ A

C) Inscriptible

E) Cuadrado

Pnonuw\m

Se tiene el triangulo ABC de incentro | vy
circuncentro O, si K es el circuncentro de

AIC, mg£BCA=20°y m<BAC =60°.
Calcule m<KIO .

A) 14° B) 16° C) 30°

D) 20° E) 50°

G

R AR A T T LR R A A

PR S S R TR S S R R

COOON

PUNTOS NOTABLES

ProsLEMALE A

Dado un AABC de circuncentro O, la rec-
ta de Euler de ABC corta a AB en L,
luego se ubican M y N en dicha recta, si

m«BLO =60°, mAMAC = m«NCA =90°,
AM=2 y NC=4, calcule BO.

A)3 B)4 C(C)45 D)5

Pmn%m

<
Por el vértice C de un AABC se traza &
paralela a la mediana BN, la prolonga-

E) 6

)y
cién de la mediana AM corta a &2 en F,

si G es el baricentro de ABC vy la suma
de las longitudes de las medianas del

AABC es /, calcule el perimetro de la
region limitada por el triangulo mediano

del AGCF .

4 / 4
A)‘Z B) 3 C) 2
3¢
D) ¢ E) 2

ProsLeMA B TN

Se tiene el pentagono ABCDE, si :
m£BAC = m£CAD vy
m£DEC = m£CEB |,
m£ABE + m«£ADE = 180°

y AE=30, calcule la distancia entre el
baricentro y circuncentro de ACE.

A) 3 B) 4 C) 5
D) 6 5 B

ProsLeMA LS 78

En los lados AB y CD de un cuadrilatero
ABCD se ubican los puntos P y Q, si
PBCQ y APQD son circunscriptibles, cal-

cule:
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it -
CD+AB-BC-AD
& &5 5
D : E)1
i3 )

Si AC=4 y BC=4+2, calcule 1+, :
A) V10 -2

B) 210 -1
C) J10-+3 -1
D) VIO-v2-1 %
E) 2(V10-v2-1) B

PROBLEMA

Dado un tridangulo ABC cuyo ortocentro
es H, las prolongaciones de AH, BH,
CH ,cortanala circunferencia circunscri-
ta al AABC en M, Ny L, respectivamen-
te. Siel perimetro delaregion hexagonal
ALBMCN es 18, calcule la suma de los
circunradios de los triangulos LHN, NHM
y LHM.
A) 9
D) 16

Si mAM =mMB, mNB=mNC, mPQ=90°y
las distancias de My N a BC y AB son

5y 12 respectivamente, calcule el inradio
de ABC.

B) 12
E) 18

C) 14
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A) 2
B) 3
C) 4
D)5
E) 6

En una circunferencia se inscribe un trian
gulo ABC, m«ABC =907, se traza la al
tura BH. en el arco BC se ubica el punto
Q, tal que sea el excentro de AHB, i

AQNBH={P}. ¢Qué punto notable ¢4
P de ABC?

A) Incentro B) Baricentro

C) Circuncentro D) Punto de Miquel

E) Ortocentro

TS N° 162 |

Se tiene el triangulo rectangulo ABC, re

to en B, m«ACB =18°, la mediatrz el
segmento que une el ortocentro v l
circuncentro corta a AC en D, luego la
bisectriz del angulo BAC corta en L

BD . si O es el punto medio de AC, tal
cule mg£DEO .
A) 36°
D) 60°

Pnom.m!;E !z!

En un triangulo acutangulo AHB(
za la altura BM, calcule la distancio Al

B) 38°
E) 45°

C) 54"

circuncentro O de dicho triangulis
aAC, si AM=2, m£MBO -~ 31" ¥y
m£LOBC =14° .

A) 2 B) 3 C) 4 D)5 ) &y




EDITORIAL CUZCAND

PROBLEMA

Dado un triangulo rectangulo ABC, rec-
to en B, gira 60° alrededor de A, siendo
su posicién final AB'C', si BC=3v10 v
m«BAC = 37°, calcule la distancia en-
tre los incentros del triangulo en su posi-
cion inicial v final.

A) 5 B) V5

D) V18 E) 25

C) 10

PROBLEMA

Si T es punto de tangencia, G es el
baricentro de PQTy 4(BP)=3(PG), Cal-
cule x.

A) 14°
B 15° 4
C) 37°/2
D) 53°/2
E)30° A T

ProsLeMA B (1

‘Dado el cuadrilatero convexo ABCD, se
traza BHLCD (HeCD), si A es el
gircuncentro de BCD, AB=CD vy
- m&HBC = m«gBAC , calcule la medida del

éngulo entre sus diagonales.
A) 80° B) 82°
D) 86° E) 90°

LTI NC 167

E v T son puntos de tangencia, E es el
gircuncentro de ABC y EDCF es un cua-
‘drado, calcule x.

L

C) 84°

o
o

L R R R I A R

PUNTOS NOTABLES

A) 90° B
B) 45°

C) 53° F
D) 75°

E}60° & : c

[ 1PV N° 168

En el grafico Z; vy 2, son rectas de
Simson de B vy C respecto a los trian-
gulos ACD y ABD respectivamente. Si
EF= 6 y ST=5. Calcule mBC,

A) 60° )

B) 74°
C) 106°
D) 53°

E) 78°
2,

Pnonu:w\m

Del gréfico, | es incentro y E es excentro

de ABC, si DP+DQ=6, ca_lfule el
exradio del AABC , relativo a BC .

A) 3
B) 4
C) 5
D) 6
E)y7 A %

Pronvema RV
Se tiene el triangulo acutangulo ABC

inscrifo en una circunferencia de centro
O, se trazan las alturas CH y AQ. Si
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)\AOB={F} v HF=2(FO), calcule
FHO .

37°12
37°

PYTEIVINC 171 |

do un cuadrante AOB, de centro 0,
insc_ri_be una circunferencia tangente a
D, OB yelarcoABenP,QyTres-

ctivamente. ¢Qué punto notable es B
- ATQ?

B) 53°/2
E) 45°

C) 30°

Incentro B) Baricentro
| Circuncentro D) Ortocentro
| Excentro

PPITEITTN No 172 |

y P son puntos de tangencia, si
T-DC=1 y TD=5, calcule el inradio
e TBD.

)1
) 2
03
)) 3,5
)4

Prostes FENTEY

5i m&MAD =m«MCA vy AQ=AP ¢Qué
punto notable es Q de MBC?
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B) Circuncentro
D) Punto de Nagel

A) Ortocentro
C) Excentro
E) Punto de Steiner

Pnom.mlggg!
Si AM=MC=5vy AD+CD=26, calcule
el inradio del triangulo AMD.

Se tiene el triangulo ABC, de inradio
incentro 1 y m«£ABC =607, las prolon
gaciones de Cl y Al intersectan a la cii

cunferencia circunscrita en M y N respes

tivamente, la cuerda MN corta a los la
dos AB y BC en E y F, calcule el peri
metro de la regién triangular EBE

A) 243 B) 443
D) 6 E) 6J3

m-w@

Sea H e | el ortocentro e incentro respe
tivamente de un AABC, tal que le BH

C)4

si m«BCA+mgHCI=90", calcule
m«£BAC .

A) 70° B) 72° C) 74°

D) 76° E) 90°

Proneva FEEGA
T es punto de tangencia. ¢Qué punio
notable es F de ATH?



EDITORIAL CUZCAND e

PUNTOS NOTABLES

B) Baricentro
D) Ortocentro

A) Incentro
C) Punto de Brocard
E) Circuncentro

PROBLEMA

En un triangulo ABC de ortocentro H, se
trazan las alturas BQ y AM, luego la pro-
longacién de AM corta a la circunferen-
cia circunscrita al AABC en P si
m£LACB = 60°, calcule la medida del an-

gulo entre QM vy CP.

A) 14° B) 15°
D) 30° E) 45°

C) 16°

| TR YT N° 179 |

En un triangulo rectangulo ABC, recto
en B, si M es punto medio de BC , AB=5
y m£BAC =2(m£AMB), calcule la dis-
tancia entre su baricentro y circuncentro
de ABC.
A) 0,5
D) 2

Se tiene un trapecio rectangulo ABCD,
rectoen Ay B,BD cortaa CA en P tal
que AP =2(PC). ¢Qué tipo de tridngulo
es ACD?.

A) Acutangulo

B) 1
E) 2,5

C) 15

B) Obtusangulo

C) Escaleno D) Isésceles

E) Equilatero

ProsLEMALE 10

* Dado un AABC, se traza el cuadrado

G e e e e e e e e e e e D e g

L e R

BNPQ, tal que Pe BC v N es incentro
R

de ABC, ANNBQ={S}, si SQ=m y
NS=n, calcule CN-CP .

A) n-mvy2 B) 2n-m
C) n+my2 D) nv2-m
E) -\g(n—m)

PropLEMA NGB V7N

H v O son ortocentro y circuncentro de
ABC, si OM=3, calcule HE.

Pnonunum

Dado un triangulo ABC, con centro en

AC se traza la circunferencia tangente a
AB vy BC, dicha circunferencia contie-
ne al circuncentro y ortocentro, calcule

m<£LABC .

A) 45°
D) 75°

B) 53°
E) 90°

C) 60°
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OBLEMAR i t-T

un triangulo ABC, se ubica en su
jién interior el punto P, tal que

=PC, mg£ABP =80°, m«BAP = 30°
m«BPC =140°, calcule m£ACP.

20° B) 25° C) 30° D) 35° E) 40°

waresa REETH

do un triangulo acutangulo ABC ins-
ta en una circunferencia ¥,
£ABC =45° , se prolongan las alturas

| triangulo ABC hasta un punto de ¢
terminando una region triangular de
rimetro 52, calcule el menor valor en-

‘0 del mayor lado del triangulo ortico
ABC.

40 rB) 11

OBLEMA D i -1

O es centro y baricentro del cuadrado
JRS y del triangulo ABC respectivamen-

Gy G, son baricentros de AQP vy

RS
2C, calcule : —Gl—(g

) 2/3
) 3/4
) 3/5
) 5/3
) 312

C)6 D)8 E)9

28
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ProsLemMA S YA

Si LG+ = 7 . calcule r.

<

E) 14

A) 35 B) 4

2 VA N© 188 |

Si ED=12 y AE+AB+BC+CD=24
calcule r.
A) 1/2
B) 1

C) 3/2
D) 2

E) 5/2

Plon
Dado un triangulo isésceles ABC,
AB=BC se traza la ceviana interior AM
tal que MC =2(MB), en AM se ubica ¢l
punto L, tal que m&BLC=90°, si Q es
punto medio de AC, calcule m£ALQ
A) 60° B) 75° C) 90°

D) 120° E) 135°

C)45 D)7
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ProsLeMA N IB U1

Si H es punto de tangencia y ortocentro -

de ABC, calcule x.
A) 26°
B) 27°
C) 28°
D) 29°
E) 30°

A

| ATy N° 191 |

En un triangulo ABC se traza la ceviana

NN ST N S SN X

interior BD, tal que AB=DC, si : 2
<ABD = m£BAD ~ EnngCl.l ‘;’

2 4 :

Calcule m£ABD . ¢
BE5* B17° C)9%..D)8? . E) 10° .,

g T NC 192 |

Se tiene un triangulo isosceles ABC, de

<
@

<>

por el circuncentro de ABC y
m£ABC = m£ANB , calcule m«£NBC.

A) 22°30' B) 10°30" C) 15°

D) 20° E) 25°

ProsLeEMA B CE]

Si E, B y F son puntos de tangencia y
EF=15, calcule r.

A) 4
B) 5
C)6
D) 7
E) 8

PUNTOS NOTABLES

» ProLEMANIB YN

Del grafico, AB=6 y BM=MC, calcule
R.

A) 2
B) 3
C) 4
D)5
E) 6

ProeLEMA NG UL

En un cuadrilatero ABCD circunscrito a
una circunferencia de centro O, donde P
es el punto de tangencia con BC, si
m£LABC = 90° . AB+CD=21 Y
AD +0OC =17, calcule el inradio de OPC

A) 1l B). 1,5 €)2 D) 2,5 E)3

ProsLEMA LB C1)

| es incentro de ABC, AB=13, BC=15,
AC=14 y BI=IP, calcule x.

—_— <& o
base AB, si la ceviana interior BN pasa = i

B) 44°

C) 45°

D) 49°30
E) 46

ProsLeMA i CYA P
Si PB=2(BQ),
A) 10°
B) 20°
C) 30°

calcule x.
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JBLEMA . i

un triangulo ABC, se trazan la altura
y la bisectriz interior AL, S es la pro-
si6bn ortogonal de L sobre la paralela
C traza por B, tal que el circuncentro
HBS se encuentra en AL, calcule

'‘ABC .
50° B) 75° C) 90°
120° E) 135°

E

un triangulo ABC de incentro I, sea
sunto medio de AC, las rectas Al y
‘ortan en Py Q a BM respectivamen-
si BP=6, QM=4 y 2(BI)=3(ID)
>> AB v BD es bisectriz interior), cal-
: PQ.

5 B) 5
3 E) 2

C) 4

E

¢¢'?¢->##@#0#00###000‘)#00#400#000###00'@00#0#0¢#¢¢¢¢¢¢¢¢0####604’00#0#4*#@

ique el valor de verdad de las siguien-
proposiciones :

Un tridngulo exincentral es equilatero
si su respectivo triangulo 6rtico es
equilatero.

Un tridngulo vy su triangulo mediano
tienen la misma recta de Euler.

. El tridngulo tangencial puede ser rec-
tangulo.

\AVAY} B) VFV C) FFV

VVF

PITPAYPUNC 201 |
ABCD es un cuadrado, MN=12 y
=16, calcule r.

E) FFF

30

GEOMETRIA
A) 1 c
B) 2
C) 3
D)4
E) 5

S PRI TA N© 202 |

Se tiene un triangulo acutangulo ABC de
circuncentro O, si A', B' v C' son los
circuncentros de COB, AOC y AOB,
¢Qué punto notable es O del triangulo

A'B'C'?

A) Incentro B) Baricentro
C) Ortocentro D) Circuncentro
E) Excentro

Pronuema TTFTE]
Se tiene un trapecio isosceles ABCD

(AB//CD), si BD=10, calcule la distan
cia entre los ortocentros de ABC y ADC

A) 5 B) 6 C)7
D) 8 E) 10

o YLIETINC 204

Los angulos agudos de un triangulo re
tangulo ABC, recto en B, se diferencian
en 20°, la mediatriz de AC corta en I’ al
arco BC de la circunferencia circunscri
ta, luego se traza PE perpendiculara Al
(E esta en la prolongacién de AB ), sien
do O el circuncentro de ABC, calcule In
medida del &ngulo entre OE y la recta v

euler de ABC.
A) 3° B) 5° &) 7°
D) 10° E)15°




EDITORIAL CUZCAND

Pnom.num

Si MN=3, LB=2, CD=5 y AE=1, cal-
cule el perimetro de la regién pentagonal
ABCDE.

A) 10
B) 15
C) 22
D) 25
E) 30

PROBLEMA

T es punto de tangencia y G es baricentro
de ABC, ¢Qué tipo de cuadrilatero es
ABTP?

A) Inscriptible
B) Trapezoide
C) Rombo X
D) Bicentrico " G

SR

E) Trapecio

Exteriormente al tridngulo ABC se cons-
truyen los triangulos equilateros ABE y
BCH, si M, N y P son los baricentros de
ABE, ABC y BHC respectivamente, cal-
cule m£MNP .

A) 60° B) 75°
D) 120° E) 135°%

Pnonu:w\_ 208

Calcule el perimetro de la regién trapecial
inscrita en una circunferencia, sabiendo
que dicho trapecio esta circunscrito a otra
circunferencia de radio R, ademas uno de
sus angulos interiores mide 30°,

A) 10R B) 12R C) 14R
D) 16R E) 18R

C) 90°

R R A S S A A S S A S A

S S S S S A S R A )

Y

*eLed

B I N

PUNTOS NOTABLES
ProeLEMA NI

En un triangulo ABC, se ubica D en la
region exterior relativa a BC |, tal que AC,
BD vy el circunradio de ABC son iguales
y m£LADC =30° calcule la medida del

angulo entre AD v BC .
A) 60° B) 18° C) 24°

D) 30° E) 37°

PROBLEMA

Si AB=BC, calcule x.
A) 10°

B) 20°
C) 30°
D) 40°
E) 45°

ProsLemMA TFITH

Calcule x. Si AB=AC.

B
A) 90°
B) 150°
C) 110°
D) 120°
E) 1352 ALi3a 60°-2a C

ProsLeMANFIVY

Si A, T y D son puntos de tangencia, 0,
y O, son circuncentros de ABT y TCD,

calcule la medida del angulo entre (Téé
v OT.
A) 60°
B) 75°
C) 90°
D) 120°
E) 135°
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'ROBLEMA [ LT K]

e tiene el cuadrilatero ABCD, las .

lagonales se cortan en E, si AB=BE,
1£EDC = mgABC = 2(m«BEA) , équé
unto notable es A del triangulo BCD?
B) Ortocentro
D) Circuncentro

) Excentro
) Punto de Steiner
) Punto de Miquel

'rosLEMA NI O]

ado un triangulo rectangulo ABC, rec-
y en B, exteriormente se construyen los

iangulos equilateros ARB y BSC, si RC

SA se cortan en L, indique que punto
otable es B de RSL.
) Baricentro

) Ortocentro
ircuncentro

) Pun*s de Brocard

n un tridngulo ABC se trazan las
wvianas interiores AM vy CN que se cor-

n en T, si los triangulos AMB y BNC
»n isésceles de bases AB v BC vy

B) Incentro
D)

T=AC. ¢Qué punto notable es T de
BC?

) Incentro B) Baricentro

) Ortocentro D) Circuncentro

) Cevacentro

ROBLEMA

. D, E v C son puntos de tangencia y
B=BC, indique que punto notable es k
2 SDO.

) Punto de Brocard
) Punto exmediano,
) Ortocentro '
) Baricentro
| Incentro

L

e DD

L R R T I SR R R - RN IR S R R IR R A

ProsLEMANGFI VA

T, P v Q son puntos de tangencia. ¢Qué
punto notable es D del triangulo ABC?

A) Baricentro
B) Punto de Lemoine B
C) Ortocentro
D) Circuncentro
E) Incentro

) ST IRAVTY N° 218 |

La circunferencia inscrita en el triangulo
ABC, es tangente a los lados AB, BC y AC
en M, N y P respectivamente, las
bisectrices interiores de los angulos BAC
y ACB cortan a MN en Ry Q respectiva-

mente. ¢Qué punto notable es el
incentro de ABC del triangulo PQR?

A) Incentro
C) Ortocentro
E) Punto de Nagel

ProsrLemMA NP1 CY

Si AM=MC, éQué punto notable es |
de ABC?

A) Baricentro

B) Punto de Jerabeck

C) Ortocentro

D) Incentro T
E) Circuncentro A M

Pnonww\m

En un cuadrilatero ABCD, tal que

AB=BC, m«BDC =2(m£BAC) v
mABDA = 2(m«£BCA)

¢Qué punto notable es D de ABC?

A) Cevacentro

C) Excentro

E) Punto de Brocard

B) Baricentro
D) Circuncentro

o\

B) Circuncentro
D) Ortocentro
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ProsLemA RN

XX Olimpiada Iberoaméricana
Cartagena de Indias, 2005
Sea O el circuncentro de un triangulo
acutangulo ABC y D un punto en el me-
nor arco BC de la circunferencia cir-
cunscrita a dicho triangulo. Sean E y

F punto de AB y AC respectivamente,
m«BDE = m£OAC Vv
m£CDF = m£OAB .

Demuestre que EF pasa por el ortocentro
del tridngulo ABC.

tales que

41°1IMO 2 000

ProsLEMA LY

P es un punto en el interior del triangulo
ABC. Las perpendiculares desde P sobre
los lados BC, CA v AB intersecan a di-
chos lados en D, E y F respectivamente,
Demostrar que P es el circuncentro si uno
de los triangulos AEF, BDF, CDE tiene
perimetro no mas que DEE

ProsLEmA ]

Prueba de selecciéon para IMO
2000 Brasil

Sean CC', BB' alturas del triangulo
ABC, suponga AB# AC . Sea M punto
medio de BC , H ortocentro del tridngu-
lo ABC v D la interseccién de BC vy
B'C'. Demostrar DH L AM .
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38° Olimpiada Internacional - Mar de

Plata 1 997

Se da un angulo de vértice My un punto
B, una circunferencia arbilrarin gque pasa
por M v B interseca a los lados dul an
gulo en los puntos C v D (distintos e
M). Hallar el lugar geométrico da los
baricentros de los tridngulos MCD

ProsLevA LA

Dado un triangulo no degenerado ABC,
O es su circuncentro, H su ortocentro v -
R su circunradio.

Demostrar : OH<3R

ProeLeMA LY

17° Olimpiada Brasil - 1 995

Sea ABCD un cuadrilatero convexo al
mismo  tiempo inscriptible vy
circunscriptible, sean | su incentro, O su
circuncentro y S el punto de interseccién
de las diagonales. Demostrar que si dos
puntos I, O y S coinciden entonces ABCD
es un cuadrado.
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ProsLEMA A

2° Olimpiada de matematica de
Centroamérica y el Caribe - El Salvador

2 000

Sea ABCDE un pentagono convexo sean
P. Q, Ry S los baricentros de los triangu-
los ABE, BCE, CDE y DAE respectiva-
mente. Demostrar que PQRS es un
paralelogramo y que el area de su region

2
es 9 del area de ABCD.

ProsremMA N

16° Olimpiada de Matematica de los
paises balcanicos - Macedonia - 1 999

Dado un triangulo acutangulo, sea D el
punto medio del arco BC de la circunfe-
rencia circunscrita al tridngulo ABC, que
no contiene A, sean E el simétrico de D
con respecto a las rectas BC y F simétrico
de D con respecto al circuncentro O. Fi-
nalmente sea K el punto medio del seg-
mento EA. Probar que la circunferencia
que pasa por los puntos medios de los
lados del triangulo ABC, también pasa
por K v a su vez demostrar que la recta
que pasa por Ky el punto medio del seg-
mento BC es perpendicular a la recta AF.

. &
0.0 0.0
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ProsLEmA )

12° Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas - México 1 997

En un triangulo ABC sean AE vy BF dos
alturas, v sea H el ortocentro. La recta
simétrica de AE respecto a la biseclriz
(interior) del angulo en A y la recta sim¢
trica de BF respecto a la bisectriz (inte
rior) del angulo en B se intersecan en ()
Las rectas AE y AO cortan por sequnda
vez a la circunferencia circunscrita al
triangulo ABC en los puntos M y N ros
pectivamente. Sean P, la interseccion e
BC con HN; R, la interseccion de BC con
OM: vy S, la interseccién de HR con O

Demostrar que AHSO es un
paralelogramo.
ProsLEMA R (] 39° IMO 1 99

Sea | el incentro del triangulo ABC | 4
circunferencia inscrita de ABC toca o los
lados BC, CAy AB en K, L y M respu

tivamente. La linea que pasa por I} ¥
que es paralela a MK interseca a las i
neas LM y LK en R y S respectivamunis
pruebe que el angulo RIS es agudo

\J
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26. B| 3. A| 42.c | 50. E
27.A| 35.C| 43. A

28. D | 36. A| 44. E

29. E| 37.D| 45 B

30. A| 38.B| 46. D

31.C| 39.E| 47. D

32.E| 40. A | a8 1
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150.E 156.C
151.B | 157.D
152.D | 158.E
153.C | 159.A
154.E 160. C
155.B | 161. A
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