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%on el objetivo de seguir contribuyendo en Ila
formacion de nuestra juventud preunivesitaria y como
material de apoyo a los docentes matematicos, presento
este nuevo libro: "Proporcionalidad de segmentos y Seme-
janza de triangulos”.

Es grato ver el avance en el campo de la matematica
en nuestro Perid, los éxitos logrados por nuestros
estudiantes es fruto de su gran esfuerzo y dedicacion, asi
como la inversion de algunas instituciones privadas y del
apoyo y colaboracion de muchos profesores. Con el
proposito de seguir aportando y llegar a mas lugares, es
que he elaborado un material para un publico amplio.

El tema de la "Proporcionalidad de segmentos y
Semejanza de triangulos”, se relaciona con diversas ramas
de las matematicas, como razones y proporciones, con las
fracciones. regla de tres. en la fisica conceptos como
densidad, velocidad, presion, también en la geografia en el
uso de escalas y conversiones, asi como sus aplicaciones
en la realidad: como en la Ingenieria en la elaboracion de
planos y en la Arquitectura en la construccion de
magquetas y asi encontraremos muchas aplicaciones mas.

El texto nos ayudara a tener una preparacion
adecuada en el estudio de la “Proporcionalidad de
segmentos y Semejanza de triangulos” iniciando con una
teoria basica, luego se profundiza con temas que-tienen
que ver con el analisis de teoremas reciprocos y diversos
casos de las propiedades. se finaliza Ia teoria con temas
para Olimpiadas matematicas. como estudio de Ia
homotecia geometria de masas y de la razéon doble. La
parte practica consta de 300 problemas resueltos y 300
problemas propuestos, ordenados de menor a mayor
dificultad.

Agradezco las sugerencias y criticas de los lectores,

Julio Orihuela Bastidas
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No hay ninguna rama de las matemdticas, por
abstracta que sea, que no pueda aplicarse algtn dia a
los fenomenos del mundo real.

Lobachevsky

PROPORCIONALIDAD DE SEGMENTOS

i dlgunas definiciones que tienen que ver con la comparacion de dos cantidades
'ubllcoclém; comparacion de segmentos) para su uso posterior en teoremas geo-

N GEOMETRICA DE DOS SEGMENTOS

fihn razon de dos segmentos al resultado de comparar por cociente, las longitudes
Hmuntos expresado en las mismas unidades.

R
C
Gu y
)/B \
D S
A X
P Q

AB 4u 2 P 2
CD 6u 3 RS vy

Wi geométrica o simplemente razén de AB y CD es 2/3 y la razén de PQ v RS

:
)

" Al s como 2 y CD como 3 o también se puede escribir: 3(AB) = 2(CD)
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SEGMENTOS PROPORCIONALES e
Es la igualdad de dos o mas razones. /6/
N
B 4u E
M/

& 6u Qu
A L T

S 1 ' AB_MN _ EF 2
odemos observar: Ch - IT . CH -3

Decimos que AB y CD son proporcionales con MN y LT yasuvezcon EF y GH

lo divide internamente,

—~—~

El punto P divide internamentea AB enla |

A P B AP S BP
razén: —— y P divide a BA en la razén BA .’

PB

Si un punto esta ubicado en alguna de las prolongaciones de un segmento, se dice que lo
divide externamente.

AQ

A B C Q divide externamente a AB en la razén QB

— e o

« En esta parte solo consideraremos la razén como la de sus longitudes, es decir !
AP=PA, pero veremos en la parte de anexos una definicién importante: “SEGMEN-
TOS DIRIGIDOS”, donde: AP # PA (similar a vectores). :

« Si dos puntos dividen a un segmento internamente o exteriormente en la misma |
razon dichos puntos coinciden.

|

A P] Pz B A B """"" OQ-;----&;-.-_ r
AP _ AR, AQ, _AQ, |

q - Az—Z)P :P '—-:—‘.»_:Q =Q '




AL CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

41} (DE LAS RECTAS EQUIPARALELAS)

mﬁs yectas paralelas determinan sobre una secante segmentos congruentes también
‘v’ segmentos congruentes en cualquier otra secante.

\ =

Bt e

’ ! Sx sgm//m’
= AB=BC=CD=DE=EF —FG

£
K- 5
£ .
L 2 Se cumple:
! S T R A A R A R
M % Hi=lJ=JK=KL=IM=MN
: T ey D o s
[

ubservar que en el trapecio ACJH, Bl es su base media = HI=1J
Miblogamente se procede en los demas trapecios = Hl=1J=JK=KL=LM=MN

IMA DE TALES

W tetas cualesquiera son intersecadas por un conjunto de rectas paralelas, entonces
B ichas rectas se determinan segmentos proporcionales.

A / \D 'Z’ En el gréfico, .2 / 2 /I '9_';
Se cumple:
" c —

d
F -?3
\
tracion
a - . -
i I prueba para el caso en que b racional (el caso en que sea irracional lo

s oh los anexos).
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« Elsegmento AB lo dividimos en “a” par-
tes iguales v el segqmento EF en “b" par-
tes entonces en DF se determinan tam-
bién partes iguales al trazar paralelas

My, My, ... M,V Ky, Ko\ oo Ky g
« Luego:
DE=c=na vy
EF=d=nb
fe 2
d b

+ Sison mas de tres paralelas, se puede plantear asi:
2
M e
% A \ - Si: ZIZHIZIZ 1%
- PR |
B N - Se cumple:
b bk
c/ \p Z AR BC CD "DE
c ck MN NP PQ QR
D Q % .
- - También:
e s AB _MN |
=i Xy CD PQ
« En el grdfico:
A p 5
/ \ 4 R R AB DE e ape
/ %% v o5 = %15
=
/ \ La prueba es sencilla suponiendo que Z,
Y \E 2 no es paralela a 2
P . _AB_DE g |
« En el grdfico anterior, si BC = EF entonces "no necesariamente” se cumple que
z /l 2 //2. Es decir el teorema de Tales no es reciproco sino como en el caso
anterior, se llama “RECIPROCO PARCIAL". e
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ILARIOS DEL TEOREMA DE TALES

<

fnos particulares del teorema; veamos:

b S

M 3

= i

0 perder de vista que los corolarios son reciprocos y aplicables al triangulo en
‘ ler ubicacion, por ejemplo:

Q C

81 PQ/BC
AP AQ

- = —
P

B QC




TEOREMA DE LA BISECTRIZ INTERIOR [l TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR

En todo triangulo la bisectriz interior, divide < En todo triangulo, la bisectriz exterior (con los

internamente al lado al cual es relativo en . lados adyacentes de diferente longitud) divi-

dos segmentos proporcionales a los lados + de externamente al lado opuesto en segmen-

adyacentes a dicha bisectriz. tos proporcionales a los lados adyacentes a
B dicha bisectriz.

R
DO

BIB

oo e e e e

DO

.,
XN

A onr 0
A X P y C b4 ; n

l [ . o et
En el gréfico, se cumple « En el gréfico, a #c (c>a), se cumple:

l
)

.':‘;’:JL" g X
i OSSR g e oy N
gg’-‘-‘i ‘! [k
- o METD
e RO o R ey
o = £S5
i »  Ruuehg
3 E
M .
E‘ —'.a‘ & ﬁ
s TS
B <>
a'"‘ .‘v o:o

ERRE S

“-‘ ¥
.
.‘.

DO B

A A AA
W e e O

o

~ Ubicamos E en la prolongacién de AB

Prolongamos AB hasta M talque: talque : CB=BE=a
PU/CM o maBCM =m«CMB = & = ACBQ = AEBQ (LAL)
yBC =BM=a . luego: CQ=QE=m y

. a
oo

m<AQB = m<BQE =«

— Por teorema de la bisectriz interior. en el

R
DO

For corolanio del teorema de Tales:

.
o

)(’(‘. - AAEQ 2—9
y a % = m B




T
JUdeUALLONRS. —(1D

B eonsecuencia de lo anterior podemos;
W en funcion de los lados, cada uno!
amentos determinados por las

e ——

N

C

4 v —

h L)
cb ab
X =— g
a+c a+c

- Q
n J
. cb ab
mple: [n=—— M=
c-a c—a

1
|
Mo conclusion del teorema de lal
Wiie interior y exterior, tendremos: |

miple:

b hicion se denomina CUATERNA ARMO. |
ue la cual analizaremos mds adelante. |

i

L
DO

O
X

e wie ol e e ol e 4

»,
S

.,
L4

e e

el e e e e e

o e

o

e e e e e e

ERNON

TEOREMA DEL INCENTRO

En todo triangulo el incentro divide in-
ternamente a una bisectriz interior (la
razén es del mayor v menor segmento)
en segmentos proporcionales a la suma
de longitudes de los lados adyacentes a
la bisectriz v la longitud del tercer
lado.

A D c
s b L]

En el gréfico, | es incentro del AABC.

Se cumple:
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Usemos el teorema de la bisectriz interior en los triangulos ABD y CBD:

Bl c a _.Bl_cra Bl s
ID m n ID m+n AT B

.
T i e ,.QW, S ————
:

;Como: b<a+c = 1<aTTC = 1<% - ID<BI l

TEOREMA DEL EXCENTRO

En el gréfico, E es excentro relativa a BC del AABC .

AT e

~ ‘Demostracién de la primera expresién:

¢
A
A b E

-

M

n —=
Usemos el teorema de la bisectriz interior en los tridngulos ABM y BCM:

cC—a
n—m

a X
—_ = —_——
m v

. X c-a
; como n—m = B TR T
; como n-m=b v b




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

AL CUZCAND

stremos ahora la sequnda expresion:

* o

En el gréfico, P es la recta secante o trans-

oo

+ versal al AABC .
B 9 ; : Los seis segmentos determinados son:
p E > AP, PB, BQ, QC, CR y RA
' * Se cumple:
B :
¢ ¢¢ | (AP)(BQ)(CR) (PB)(QC)(RA)
¢ . eqmva]entemente

I filéngulos ABR y ACR por teore-
u I bisectriz exterior:

<&

o e e Qe

AE _c_b
ER m /£
k> AE _c+b 2
ER m+/¢ -
‘:'
BEAE c+b "
REER: 2 ¢
NEMA DE MENELAO ; i e
-.n'cta secante a dos lados de un * = Se traza BM// & (Me AR)
lo v a la prolongacién del tercer _
“elerminan seis segmentos, cum- For teorema de Tales en;
Wose que el producto de las longi- p . AP _AR
Wle tres de ellos sin extremo co- g AABM: — PB RM - (0)
[ lgual al producto de las longitu- . BQ ‘MR
0 lns otras tres. s ABCM - Ly
v QC RC
& — De(l)y (I):
. AP BQ _ AR MR
| - PB QC BM RC
$ _, AP BQ CR_,
s PB QC AR
PR s .~ (AP)(BQ)(CR)=(PB)(QC)(RA)
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« Como se indic6 en un inicio, estamos
considerando sélo la longitud o normas
de los segmentos (no segmentos dirigi-
dos).

« Mas adelante estudiaremos otro caso del
teorema de Menelao para la recta exte-
rior, los reciprocos y su generalizacion
para los poligonos.

TEOREMA DE CEVA

En un triangulo al trazar tres cevianas con-
currentes, determinan en cada lado segmen-
tos, cumpliéndose que el producto de las lon-
gitudes de tres de ellos, sin extremos comu-
nes, es igual al producto de las longitudes
de los otros tres.

Se ubica “S” en AEvy “R” en FC tal
que GS//KE y GR//KF, por teorema

B de Tales:
b_BK _m
vl KG xr
b m
=5 — ==
V[
bx ¢ |
A G C my r i ()

- En el grafico, AF, CE v BG son

cevianas concurrentes. « Como: a=(x+y)l yv n=(x+y)r

-3-')¢¢¢¢¢¢-§~¢¢r¢¢¢-¢<‘¢¢¢'¢'€~°2-:'°:-':'-#'&#4"5404'{‘(-'2":“:'#4"30‘b':"C"O"ﬁ“?@(ﬂ#***#@iﬂ&#@#@#####

~ Los seis segmentos son: AE , EB, BF, oy Bt (IN)
FC, CG y GA. i 8
bx _a
my n
nbx=amy




"Wn

)

Wiy adelante estudiaremos el teorema
Cwa para dos cevianas exteriores y

I Interior, asi como el reciproco.

N0S que ocurre si una ceviana es me-

[Siam=mc = Pasac

-

L)

leorermna de Ceva:
(AP)(BQ)a = (PB)(QC)a

Im PQ//IAC = AM=MC
W
I lworema de Ceva: xbak=yabk

= X=VY

S ol

ool e e

el e e e e e el ol e

IR A

e e o

ol e e e ale ol o

e e e B

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

79l TEOREMA DE VAN AUBEL

Usemos el teorema de Menelao:

- En AABP: x(BE)n:y(EP)(m+n)

n.=y(EP)
m+n x(BE)
(EP)
_ EnAPBC: == o
o m+n _ d(BE) W
— Sumando (1) v (II):
n m y(EP) c(EP)
+ = Sy
m+n m+n x(BE) d(BE)
1
=§E(z+£ BB Sy o
BE(x d EP x d
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SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Dos tridngulos son semejantes si sus tres angulos internos son de igual medida respectiva-
mente y los lados opuestos a dichos angulos (denominados lados homélogos) son respectiva-
mente proporcionales.

A b C

En el gréfico, los angulos internos del AABC y del AMNL son de igual medida respectiva
mente y los pares de lados, AB vy MN; AC v ML v BC con NL son lados homélogos

Hatacisn
AABC ~ AMNL
“Se lee: el AABC es semejante con el AMNL "

Se cumple:

k: constante de semejanza (k>0)

« En los ejercicios dependiendo de lo que se quiera calcular se puede poner: a=mk,
c=tk y b=nk o si buscamos productos, se tendré por ejemplo: al = mc
« En la seccion de anexos definimos la semejanza para todas las figuras.

« Si k=1 = AABC = AMNL |
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e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

'ERIOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS

! " ‘tondiciones que cumplen dos triangulos para que sean semejantes.

1

"Dos tridngulos son semejantes si tienen dos de sus angulos respectivamen-
e congruentes: =

I que m<ABC = m<MNL

1 untonces los triangulos son congruentes (caso particular de la semejanza)

¥ & [ untonces se ubica M' en AB tal que: M'B = MN, se traza M'L'//AC
AM'BL '« AMNL

; c a

‘da Tales: e .. (D

M‘H//BC‘ = HM'L'C: paralelogramo, con M'LL'=HC =n
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GEOMETRIA
c:..-b
— Por teorema de Tales: 7 = o ... (I)
c & b
— De (I) y (II): 74 = - =5 lo cual prueba la condicién para la semejanza de tridngulos.

Si dos triangulos tienen un par de lados respectivamente proporcionales y
el angulo comprendido de igual medida, entonces dichos triangulos son
semejantes.

ck

USSR st
» r'-u~ r»
el P A S )

- T R S\

La prueba es similar a la anterior, considerando si: k=1 = AABC = AMNL , si k<1 enton-
ces:

- Se ubica N' en AB y L' en AC tal
que: AN'=MN vy AL'=ML

=> AAN'L'= AMNL

~ Por el reciproco del teorema de Tales (1e
corolario):

N'L'//BC
= m<AN'L'=m<MNL = m<ABC




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

] 3

— S — —

| Dos trigngulos son semejantes si tienen sus tres lados respectivamente pro-
porcionales.

A b C M bk L

d Se cumple:

L]
! 0 falta probar que los angulos son respectivamente congruentes.
il o 1 entonces AABC = AMNL
j'htl entonces se ubica M' en AB tal que MN =M'B

— Se traza M'L'//BC-
=s Por teorema de Tales: BL'=ak

—~ Se traza:

M'E/BC = EC=bk=MTL'

- AM'BL'= AMNL | ello prueba que los
triangulos son respectivamente congruen-
tes (Caso LLL).




cuz/?nbilg e ————————— TN
Dbseracian.—o -1

« Si dos triangulos son semejantes, entonces son proporcionales todas las longitudes de
sus respectivos elementos homélogos. J

AB BC _ AC_r_m_R, Perimetrogge _AQ _ BQ=k
EE RGBS x n R Perimetro,er; ET  FT
- En el grdfico, AABC ~ AA'B'C!
B
x
v
a 0 o (&)
A R C E G
Se cumple:
éﬂ = E &S X = DD rc - 2
RC SG =Y | (BR v FS son lineas homélogas)

Es decir es la manera de reconocer lineas homédlogas.




URAS COMUNES DONDE OBSERVAREMOS LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS B

antes figuras veremos situaciones usuales de la semejanza de triangulos:

1ecta paralela a un lado de un triangulo, secante a los otros lados o a sus prolonga-
s, determinan dos triangulos semejantes.

% S R 2
.‘(B a"\‘c
F ‘V% .‘\. .a"
¢ A c
|8 & //AC = AEBF ~ AABC Si & //AC = ABRS ~ AABC

Dbsetuocitn—©

D

" En el grédfico:
‘ AB//EF y BD//FG
Se cumple:
s
E c b n

wlngar los lados opuestos no paralelos de un cuadrilatero inscrito o inscriptible, se
nan dos tridngulos semejantes.

En el gréfico, el cuadrilatero ABCD ins-
crito, y KISKB-—C .
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« En un tridngulo al trazar dos alturas notaremos varios pares de triangulos semejantes.

——— - ——w a-u PITT s oy S —

" -

!

— g—

En el grafico:

“AMQN ~ AAQC |
AAMQ ~ ACNQ |
| AIEN, LAY |

e -t

TEOREMAS SOBRE LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS

OEn el grafico, m«BAC = m<EBC

[—-—- I i ] TR A—— B |, W~ P ——— e " n---!

S e CE

e ———
#

Se cumple:

( x*=ab :

A E C .
: a ‘ |

A == B . TN WG A W T ——— T T —— T ——. ————.

- Sea: m<ABE =3
= m<BEC=m<ABC =0+
= AABC ~ ABEC

. x_b
— Luego: =




.r..l‘“ n

A

mos el reciproco del caso anterior:

— —— - —— . —

c
-—
...... X
.................... oy
E C
— a f
| N 3
v 1
X b
= —==
T

n maECB = a, luego por el segundo
) dde la semejanza:

AECB ~ ABCA

_' w0, por la regla: “a lados pro-
puiclonales se oponen éangulos igua-
" entonces:

0=z

DO OL DG H DD

.
D

.
D

ol e e WD e D e e

.
.

oo ol o oo o e o e oo o e el e o ol e e D e e D e ol e e e e e e e e e GG

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

€ En el grdfico, AD//PQ//BC

. P — —

B_ b

A a D

Se cumple:

A

a D

Se ubica E en la prolongacién de BC
talque DE//AB, se prolonga PQ hasta
que cortea DE en S.

= ABED y APSD son paralelogramos

ADSQ ~ ADEC
a-x_m
a-b m+n

= alm+n)-x(m+n)=m(a-b)
— am+an-x(m+n)=ma -mb

an+mb

m-+n




3 "
Si G es baricentro del AABC
v EA//FB//MG//NC

at+b+c
Se cumple: X= 3

La prueba se deja como ejercicio
para el lector.

€ En el gréfico, AB//QP//DC

PRV DSOS

PROPPOLOS

B A S N A N N SR MU SR AR N N M R AN

e e D

Do e e e

GEOMETRIA

- AABP ~ACDP = AP=ak y PC=bk
- AAQP ~ ADC
% | ¥
b (a+b)K
ab
a+b

DR

v X=

— e —— —

A b D

Si AB//PS//BC

PQ=Q8 =25

Se cumple:
a+b

Ademas: “PS” es la media armonica

deay b

Si: AD//BC//P'S'

Se cumple:

P'E=FS'’




ul gréfico, AC//PQ

-

CAPBQ

.y

< x
oo

B v BE son homélogos

@

ERE R R R R R R R R R . SR . N ST ST N R N S Y

-

IR

ol e e e e

@ En el gréfico, AD//BC

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

a b €

A m Q n D

Se cumple:

La prueba es analoga a la anterior.

< [TEOREMA}

En el gréficoo AM=MC y BN=ND.




AN
UZCAN

~ Por Cy D se trazan las paralelas a AB .
- AAMQ=ACMF = CF=a

-~ ABNQ=ADNE = DE=b
_ AFCR=AEDR = 2-¢
b d
. ad=bc
© En el gréfico, A y B son puntos de tan-
gencia.

Se cumple: rﬁﬁ@,

-:“3-':"!-'béi-:-'2”3":“:'{'{”3'-ﬂ-ﬁ'.&-:'t"d'¢¢¢-ﬁ'¢'¢'}¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢':-':'¢¢

<

RO R

GEOMETRIA

- Sea m«PAQ=0 v m<PAE=a v

— Los cuadrilateros AEPQ v QPFB son
inscriptibles, luego:

m<EQP = m<PFQ = o Y
m<QEP = m<PQF =0
= AQPE ~ AFPQ

También el teorema es vdlido en:

Se cumple:

© En el gréfico, P es punto de tangencia.




L7

R
@
‘ b
\—"a

In A y B se trazan las tangentes.

luego PE=a y PF=b.
. Por la propiedad anterior:  x? =ab

Enel grafico, B es punto de tangencia

S¢ cumple:
AP 52_
LEC et

.
o e

R

o ol e e e o

e e e e

.:. J:l 0:0 .:o o:l u:o

e e e

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

‘7 Pripha ~’.

X

- Sea m<«BAC =0
= mBC=20 = m«CBP=0

nes:
(x ¢ aY % a‘
[ 6] e =] - — ) — D e
] NS
2111 TEOREMA DE PAPPUS

Se cumple:

xy=ab

29



GEOMETRIA

Sea: m<«PEF=0 v m<FFP=qa

— O BEPF: inscriptible
= m<PBF =0 v m«EBP =«

- ABPD: inscrito

= m<ADP =q

C

~Como mPC =20 = m<PDC=60

— OGPHD: inscriptible
= m<PGH=0 ¥ m«PHG=«

_ AEPF=AGPH. = 2-X

y b

~ Xy=ab

Se cumple: hzzab

ZIDAB ~ AABC




N el grafico, la circunferencia esta
crita en el trapecio isésceles

BCD. (con AD/BC)

Notemos que :
mML =mLN = AD//MN

AAOD : isésceles = AL=LD=%
— AM=ND=2
2

~ Anélogamente: BM = CN = .‘2?

W ale e e e e ol Wl e W

.,
o

s G e e

oo e ol ole ol el ol oD e r o e e P

e e

o e e e e e e e e e e G e

— Por propiedad:
b a
el WO B
x=3(2)+ (2J
a b
_+-
2° 2
2ab
X=—-
a+b

En el grafico, BH, AP y CQ son con-
currentes.

Si BH es altura, se cumple:
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CUZCAN

GEOMETRIA

— Por B se traza la paralela a AC la cual es intersecada por las prolongaciones de
HQ v HP en Q' y P’ respectivamente.

- AAHQ~ ABQQ' v AHPC ~AP'PB = AQ=mk QB=ak, BP=br y PC=nr
- En AABC, teorema de Ceva: (m)(ak)(nr) = n(br)(mk) = a=b
— AHQ'P': is6sceles

o=0

Otras posibilidades del teorema de Blanchet:

Se cumple: ?‘gé’?;,

& [TEOREMA

En el gréfico, ABCD es un paralelogramo si BM=MC y CN=ND.

Se cumple:
B C

A D

La prueba se deja como ejercicio.




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

TP S IS o = T ISR
/Y —— Nota
. | Mguientes teoremas se profundizaron
blicacion de relaciones métricas que
W realidad, aplicaciones de la semejan-
M0 empleard en algunos problemas.
JVOREMA DEL PRODUCTO DE LADOS

LOREMA DE DOSTOR

e cumple:  Jam+bn=cf
JHOREMA DE LA TANGENTE

8¢ cumple: x“=ab.

A
% 8l el DABCD es inscriptible

C

A DM
(MD)(MA) = (MC)(MB)

|

i
!
'

Se cumple:

-
o
.
o
..
o

<
.

e

..
o

.,
L

s e e o

.,
*

ERPEL B DS S eSS

*,
o

.,
o

o e e e e e e e

e e e

TEMAS ADICIONALES

En esta parte estudiaremos algunos temas
que no se presentan en examen de admi-
siébn pero si en concursos interescolares
olimpiadas matematicas. Analizaremos otros
casos, los reciprocos y aplicaciones del teo-
rema de Menelao y Ceva, asi como los teo-
remas de Newton y Desargues y aplicacio-
nes de la divisién armaénica.

A D C

En el gréfico, BD es bisectriz interior.

o GTNTIED® TITR .

- 4‘ _A:,:l.; ‘“-:__N:’-4ﬁ'_‘ ;t - 4
S EToE | S

of Ak Ko hbeds




.
CUZCANS _ S GEOMETRIA

- Setrazalarecta ¥ , perpendiculara BD en B, luego se traza AE | & v CFL%

(Ey Fen 2).
-~ En AAEB: AE =ccos6 — En ZCFB: FC =acos#
— En EJAEFC, por propiedad:
_ (ccosB)ak +(acosB)ck .y 2accos®
ck +ak a+c

Veamos casos particulares del tltimo teorema:
5%
6 |
b 2 |
x z
S 5 s ab J§ S I ro mn
e cumple: =ih e cumple: =
b
a
v
ab 8 ef
> = 3 . X = =] —
Se cumple: y ok v3 | Se cumple: S(e . ]
[ —
7 En el grafico, BD es bisectriz exterior.
5 Se cumple: |
7 = ———zac‘ébéﬁ
MO AR
A C D !




D

=

Lomo c>a, se ubica M en AB tal que CM//BD = AMBC: isésceles (MB=MC)
MC = 2acos6

" Notemos que: AABD ~ AAMC = 2 =

2acos ¥ c-a

2ac
X =——c0s0
c—-a

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

L1

Casos particulares del teorema:

ac
Se cumple: =—.2
c—a
ac
Se cumple: |V =
c-a
mn

Se cumple: z2=




GEOMETRIA

En el gréfico, se cumple:

| ) Lty s g e
senc. xa.
También: %"&"“%
G T

Se trazan AE y CF perpendiculares a
la recta BP (Ey F en AP)

En ZAAEB: AE = csena.
— En4BFC: CF = asen®
— AAEP~ ACFp = X=5¢

y asenf

B A N N A N A A A A RS

L

PP DL L PO H LSS

oo e e

e e o e e e D e D DO

L)
Lod

o

A P
3 x {

Se cumple:

También:

La prueba es analoga a la anterior.

Obseusacion—o

Veamos los casos particulares )

«Si AB=BC
|
Se cumple: |
sena _ x
senf vy
. Si BP es mediana:
Se cumple:

senxt  a
sen ¢




o

weta pasa por el baricentro G del
| ABCycortaa AB v BC enPy
pectivamente.

B R R A R R s

L

e

=fig ‘..’ &

C

@ ltaza AE y CF paralelos a BM. _._
AP m 2

AAEP ~ P = 4
; ABG PB 7k A1) :
CQ " .3.

~ ABG .
FQ=aBGO=cm=oc () ]
mando (1) v (11):
AP CQ m+n

S =T W ¢

PB QB 2k o

\ ol trapecio AEFC:
uc'_“%" LRGSR

e e e

D (1) v (IV):

3

()

o
PSS

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

A C

En el grdfico G es baricentro del AABC .

Se cumple:
(f‘ﬁ) Q) 1
PB_(QB 4

Usando: MG < MA A—P (B
« Usando: < para oo Y QB

(pe | o8 ) < 2{7e " o8

1

f:

La igualdad se cumple cuando:
AP _CQ
PB QB
Es decir :
PQ//AC




En la primera parte analizamos el teorema
de Menelao, para el caso en que la recta es
secante a dos lados del tridangulo v a la pro-
longacién del tercero. Ahora veamos otras
posibilidades.

; -
En el gréafico, & es una recta secante a
las prolongaciones de los lados del
tridAngulo.

Se cumple:

~ Ubicamos Sen CR tal que BS// &

— Por teorema de Tales, en:

AAPR BS 131_2-5!—3»-5"5 1
. ,con BS// ' PB RS (1)
B_S/——R@:E2
« ACQR, con /1Q 'QC _RC .. (I
— De (I) v (II):
PB QC RS RC
AP BQ CR =3
PB QC RA




CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

CIPROCO DEL TEOREMA DE MENELAO

Una de las aplicaciones muy importantes para el analisis de la colinealidad es los recipro-
el leorema de Menelao y Ceva.

\nos el reciproco en ambos casos:

.
.
~.
aag
el
..
S

vy
~.s
-

.......................

hos casos, se cumple:

VRN TRy PR P e TG N R w0y - ot &
N\ = % Ve “Naltin-, s ey ALY [l e
FERAR SB0 ICRIAE BT
LEeD ‘ch Ra;- RNENSTR R ! » r

)f% JIIB.‘:"—'NLU: “a :'ll'-“}-'« = <8 ¥ 3 -

L)
casos se prueba en forma analoga.

wmos el primer caso, supongamos que P, Q y R no son colineales y la recta que pasa por

il cortaa BC en Q'.

— Por hipotesis:

AP.BQ.AR':

PB QC RC e (B)
— Por teorema de Menelao:

AP BQ' AR _,

PB Q'C RC - ()

- De () y (IN):

BQ BQ' . _BQ __ BQ
BQ+QT




cuZcAne

~ Luego BQ=BQ', por axioma de la

construccion de un segmento (ver pdg.
N° 8, del libro de congruencia de tridn-
gulos), deducimos que Q=Q'.

— Porlotanto P Q v R estdn en una
misma recta.

~ Analogamente se prueba el segundo
caso.

APLICACIONES

En todo triangulo los pies de dos bisectrices
interiores vy el pie de la bisectriz exterior
trazada del tercer vértice, son colineales.

Si AB£BC

Se cumple:
SRy Herolingais)

s

)
5

~ Sea AB=c; BC=ay AC=b

~ Por teorema de la bisectriz interior:

AP b :
PB a el
BQ ¢

c b . (I

R A A AR AR A A A

el e

R R

o e 0o e e e e e

<IN

— Por teorema de la bisectriz exterior:
CR a
RA ZE ... ()
- De (1), (I1) y (IIT);
AP BQ CR b ca_,
PB QC RA a b ¢
“~ P Ry Q colineales.

En todo tridngulo escaleno los pies de las
bisectrices exteriores son colineales.

i AABC: escaleno

Sea AB=c; BC=a y AB=c
— Por teorema de la bisectriz exterior:
AP

(D)

.. (I

- De(l), () y () =o—s- 1

— Por el reciproco del sequndo caso del
Teorema de Menelao: P Q v R son
colineales.



PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Wifico, A, B y C son puntos de tangencia y el
il ABC es escaleno.

w’l‘: WSM
gf ) g;R son colineales

LT
.f' AB=c; BC=a y AC=b

BQ «c? ‘:'
- e PR
2 ;
. .-
-z (1) ;
AP BQ CR_b? ¢ of
PB QC RA a? b? ¢? ::'
Q

Wr ¢l reciproco del sequndo caso de Menelao, P, R v Q son colineales.

’ w&" T e A A m ’

FLa recta que contiene a dichos puntos se denomina recta de Lemoine. !

{NERALIZACION DEL TEOREMA DE MENELAO PARA POLIGONOS

mos analizado el teorema de Menelao, para el caso del tridngulo, veamos ahora para el
Alero, pentagono v en general para todo poligono

& o

-
-

____________ Se cumple:
i N i AP BQ CR DS_,
e > los lados PB QC RD SA

del ABCD

.........................




A
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— Por S trazamos una recta arbitraria, s¢
trazan BE, CF, AG vy DH paralelas a

larecta ¥ .(E,ES,GyHen ZZ)

— Por teorema de Tales:

AP_GS
PB SE i)

BQ ES

oc s M
CR = FS (i
RD SH o
DS _HS o
SA  SG Y

AP BQ CR DS

Mostremos el caso del pentagono de forma ilustrativa, demostraremos luego el caso general
En el pentagono.

2 es una recta secante a todos los lados

Se cumple:

AP BQ CR DS ET
'PB QC RD SA TA




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

'\‘ 3..A, un poligono v P una
tonte a todos los lados.

ublea X en & vy se traza la recta 75, se trazan AB,, A,B,, ... A B, tal que
Wi/ Z (i=1, ..., n) con Bie 7.

« Por teorema de Tales:
My,

M; ~
e £ AM;_BX 1
My Vs Blifg Sb i
.. 'As "',“ A2M2 : BZX
o A M2A3 XB3 .o (2)
¥ A3M3 = B3X
7 Pt M;A, XB, A3)
A AnaMn _ Bn IX
X '.,.-" M, A, XBn w(n=1)
. '-%’
A M, B.X
M,A, XB, (n)
2,
I, wlliplicando las expresiones (1), (2), (3), ..., (n)
AWM, AM; AM; A My, ApM, fo BX 93’7( BpyX BnX _

MA;, MA; MsA,  MA, MiA %B/ XB; XBy g XB]
[ 43 |



GEOMETRIA

El teorema anterior se cumple para todo poligono (convexo Y no convexo).

«  Por ejemplo:

En el grdfico, se cumple:

AP BQ CR DS _

PB QC RD SA

ESTUDIO DEL TEOREMA DE CEVA

Veremos aqui una segunda posibilidad del teorema de Ceva, asi como su forma trigonométrica
v aplicaciones.

ST S En el gréfico, AF, CE v BG son cevianas
: & concurrentes.

Se cumple:

AE BF CG .
(AE)(BF)(CG) (EB)(FC)(GA)é EB FC GA =1

Se puede proceder analogamente como en el primer caso, pero optemos por el siguiente
método:




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

E — Por B se traza la paralela a AC que cor-
taa EC en My a la prolongacién de
AF en N.

- Sea BM=my MN=n = AC=nk vy
CQ=mk

E nk l
- AAEC ~ ABEM ; BB 1 ol |

....................... n___N
: - ABFN S ACRAT o B
FC nk
N 3 QQ= L I
— Notemos: A (menk ™ (111)
e R . . AE BF CQ _
ik Q De (1), (II) v (II): EB FC QA
IPROCO DEL TEOREMA DE CEVA
| £As0s son similares

)
N
R
S )
.
.
g
° .

VG AE BF CG | e ooin i
Wimple: ~'Sl : AF CE BGson ooncurrentas
Pl W8 PR FCiGA Voo ng
L)
o la prueba, optenemos por el método del absurdo, para ello tracemos las cevianas BG v
secantes en K v supongamos que la recta AK cortaa BC en F'.

B ~ AE BF' CG & B i AE BF CG _
Wi lworema de Ceva: FB F'C GA or condicion: To " ERTGA T
BF' BF
tonde: = = F'=F

F'C FC



D
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APLICACIONES

Los siguientes teoremas sobre concurrencias fueron demostrados en el libro de “Puntos No
tables”, sélo los mencionaremos:

En el gréfico, se muestra la circunferencia

inscrita en el AABC. Las cevianas AP,
CS y BQ concurre en G, (Punto de
Gergonne).

¢ es la circunferencia exinscrita relativa a
AB .

Las cevianas BQ, AR v CT concurren ¢n
el punto P. (Punto de Poncelet).

« %p, €g Y ¥ son las circunferencias
exinscritas respecto del AABC .

« AQ, CR vy BP concurren en el punto
N (Punto de Nagel).




o3
2y

C

. $en P el punto de concurrencia, por Ley
'dﬂ Senos, en:

sendty o PC
AAPC : senf; PA - ()
senoty _ PB
: .. (1)
ACPB: senB, " PC (
senct; _ PA
ABPA : sen6, " PB -« (1)

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

De (1), (I1) y (III):

PC PB PA
" PA PC PB

sency; sencly sendy _

senB,

senB; senb,

senoy
senB,

senct, Senois

=1
senB, senb;

Analicemos la vuelta (<)

={Q}, m«BCQ=x v

Sea A._me'B_él
m<QCA =y

Notemos: 03 + 03 =x+V

Por condicion:

sena; send, senoy _ 4
senB; senB, senb; )
Por teorema:
seno seno, senx .
RN e .. (b)
senf; senB, seny
De (a) y (b)

sencl; _ senx

senfl; seny - ¢}
Y como a3 +0; =x+y. Construimos

los siguientes triangulos.



GEOMETRIA

ﬂm..“"

y - El conjugado isogonal del
ortocentro es el circuncentro.

» El conjugado isogonal del baricentro
se denomina punto simediano.

:

s

Luego: AEFG~ AMNL — X=0
es decir C, estaen CQ

A'_An. Eé] Y ECE] concurren

En el gréfico:

APLICACIONES s RA=AQ, QC,=CP y PB, =BR

- Se cumple:

AA;, BB; v CC; concurren

Si tres cevianas corcurren respecto a un *
triangulo, entonces sus isogonales también o
concurren:

La prueba es directa, los puntos Py P!
se llaman conjugados i1sogonales.




\ e Ceva trigonométrico.
it leorema (pdg. N° 47)

senay _a
AARC : senf; f - (D)
sendty ¢
ARBP‘ senf, " b . (1)
sency e
ACPQ : sene.; ~d ... (1)
Da (1), (1) v (101):
lf' v .sengg.senaa_—:g..c..g
N0, send, send, f b d (V)
Jor teorema de Ceva:
E.E . g :1 V
Gid T il
e (IV) v (V):

senc; send, sendy =1
senf; senB, senb;

A AAL, BB Y CC1 concurren.

INEOREMA

pe: AD, BE v CF.
‘Luncurren siy solo si:

(AB)(CD)(EF) - (BC) (DE)(AF)

ystraremos que se cumple el teore-

ABCDEF es un hexagono inscrito, se cum-

o ol e e e e ol D e ol D B

e e e e e

I:l .} .:. ':. {. ’}

o

o e

>

oot

— Analicemos el AACE.
~ Por propiedad:

AB = 2Rsena; ; BC=2RsenB; |

CD = 2Rseno, DE = 2Rsen#),
EF =2Rsenc; y FA =2Rsenf,
- En AACE:

AD, CF y BE concurren si v solo si;

send; sendy senty

1
senf, senB, sen0;
| S e e —_—
b B 4B
DE FA BC

— Luego se puede escribir asi:

- AD, CF v BE concurren si y solo si
(CD)(EF)(AB) = (DE)(FA)(BC)
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DIVISION ARMONICA

Es una de las herramientas mas impor-
tantes en la resolucién de problemas de
Olimpiadas matematicas y algunos ejer-
cicios preuniversitarios. Estamos con-
siderando por cuestiones practicas la
razén de segmentos como la razén de
sus longitudes (en geometria moderna
se plantea adecuadamente como la ra-
z6n de segmentos dirigidos)

A P B Q

Si Py Q dividen a AB en la misma razén,

AP _AQ :
es decir: PBE QB entonces se dice que

P y Q dividen arménicamente a AB .

También:
+ Py Q son conjugados arménicos de AB .

+ A, P By Q determinan una CUATERNA
ARMONICA.

+ By A son conjugados arménicos de QP .

TEOREMA DE DESCARTES

| . AP_AQ
Si: pg QB
A P B Q
Se cumple:
Sl T
AP AQ AB

ORI L A A . S SRR RO Y

e e D

B R R A R SN A NS

GEOMETRIA
Demestracion
Como:
AP _ AQ PB _ QB
PB QB AP AQ
.t @B-AP X AQ -AB
AP AQ
_, AB_,_, AB
AP AQ
Luego:

— Como B y A son conjugados ar-

ménicos de QP , se cumple:

i N S
QB QA QP

- Juntando, ambas expresiones:

1 & 1 2
—_— =4 -
AP QP QB AB

— El teorema también es reciproco

Y
" AP AQ AB
AP _AQ
PB QB

——— -




rU2

. "lﬂ DE NEWTON
‘:‘f ' AQ

= - —
<

QB

y AM=MB

x+MP =x+MQ
x-MP MQ-x

i

M razones y proporciones:

AMP)+ (x-MP) _ (x+MQ) +(MQ-x)
P)-(x-MP) (x+MQ)-(MQ-x)

2. MQ

MP x

=

x? = (MP)(MQ)

AZ ARMONICO

A, B, C y D una cuaterna armo-
y ¢l punto O no esta en la recta
| pontiene a dichos puntos, la unién
# los rayos OA, OB, OC y OD se llama
ARMON]CO

D A N N A AR A R R R

PR DD BB PBD

as e e

e e e e e DA

e e e e o e e D

.:.

T B\C\ D

AB - — — - -
St gc=pc = OA. OB, OC v OD
forman un haz arménico.
Si A—B - -A—Q 9)’/ AO
i gc=pc ¥ Z/
2,
A D

_ AAOD~ACFD
¢k co W
AO AB
. AABORACEE = D208
e = w e W
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AO AO ¢
- . —_— — F—_— "4
De(lly@): Gr=gg = CF=CE 3 3
: EF EH
También es cierto: ';. [—:—é - HE
; - _AD “ o
SiCF=CE y Z/A0 = =~

°:'<'¢-':'-:")4‘@##{‘###4#@#@(‘4‘#* > e o

o o

ol e D oo &

i
A
B3
P

o

|
o

<>

Ol e

- Supongamos que no son paralelas.

~ Se traza por Cunarecta & paralela a
AO que corta a la prolongacién de OB

e O o

~ Por Cy G se trazan las paralelas a A()

en E' ya OD en F', por teorema ¥ AB AD
E'C:gF'. : « — Como BC pc — SC=CR

— AECE'=AFCF', luego: EB//FD lo ¢ - ASOR~AS'OR' = S'G=GR'
cual es contradiccion. % EF EH

ComoS'G=GR' =

FG HG

R

. Z//AO




AL CUZCANO PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
%=%~2 y m<BOD = 90° 2
A B C D

- Se traza la paralelaa OD por B como

AB AD
BC = DC por teorema:
EB=BF
C D _  AEOF: isésceles = o=f

$08 COMUNES DE CUATERNAS ARMONICAS [

Unremos algunos casos frecuentes de las cuaternas armonicas, demostraremos algunos y
lo dejaremos como ejercicio para el lector.

o
0/p a
Se cumple: A, P C v Q forman una
cuaterna armonica.
P C Q _J

|

L)

)8l AABC | por teorema de la bisectriz interior y exterior, tendremos:
AP AB AQ AB b AP _AQ

PC BC Y QC BC PC QC



iﬁi e GEOMETRIA

e —
P

A T C S

« ¢ es la circunferencia inscrita en el
Se cumple que: A, P C y Q forman AABC
una cuaterna armonica

« Se cumple: A, T, Cy S forman una

cuaterna arménica.

-:-4‘4-##'3-(-3-#-{-4'~2‘\‘NO“:-#é‘#f‘@~:°\7'-3'6':-'ﬁ‘és‘-lt-‘ﬁ'-:'{“:-':'#@(“:“}s'*#

En el AABC: — Por teorema de Menelao en el AABC
- Teorema de Menelao: AP B@ CS _ 1
SB TC QA =) ~ Como AP=AT y QC=TC
~ Teorema de Ceva: AT G = AT _AS
TC AS 1 ORRL s
AS BT CP .
SB TC PA 54 () (4] = o
De (1) y (1I):
CQ _CP i
TR o
QA PA { e A
o A0 .
PC QC
o ¥
M
En el dltimo grdfico, también hay cua- ”
ferna armoniea; e ,;,' En el gréfico, T, P y S son puntos de |
+ SMTyQ ¢ tangencia.
« B,M,NyP '.. Se cumple: A,’P: C vy Q forman una
4 cuaterna armonica.




RIAL CUZCANO
.v.

fgorema de Menelao:

L 2 OO
TB SC QA
Lomo: AT=AP y SC=PC
O
PC QA
sl
PC QC

‘el AABC , por el sequndo caso del

.
| En el gréfico, % v % son la cir-
cunferencia inscrita y exinscrita res-

pecto al AABC.

Se cumple:

A, T, C v Q forman una cuaterna

armonica.
Vo

i

ol lector.

L. prueba se deja como ejercicio para

oo wle ole ol e e e e e ol

o

o o ole o o ol Qo oo Qo o o lo Do o Do el e e e

B R R

e

e e e e Qe e s

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

En el grafico, AD//BC y AB=CD,

% es la circunferencia inscrita en el fra-
pecio ABCD y T es punto de tangencia.

/M A D

Se cumple que M, N, L y Q forman
una cuaterna armonica.

Sea m<MAB = 2a y m<«BAD =26
= o+6=90°
Para el AAMN : O es excentro
= m<MON=«
Para el ALCQ :O es excentro
= m<LOQ=0
Para el ANBL : m«NOL =907~ =0
En el ANOQ: OL v OM son bisectriz

interior y exterior.
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El teorema anterior es valido si
ABCD es un cuadrado.

Q

M A D
Se cumple que: M, N, L y Q forman
una cuaterna armoénica.

(7]

En el gréfico, % v % son circunfe-
rencias ortogonales.

Se cumple que A, B, C y D forman
una cuaterna armonica.

GEOMETRIA

Como ¥, v % son ortogonales entonces

O,T estangentea %.

Sea AC = 2x

Por teorema de la tangente: x” = (O,B)(O,D)
% SO

OIB— X

x+0,B _ O,D+x
x-0,B O,D-x

Los siguientes casos quedan como
ejercicio para el lector:

4-#4'#‘?':'@#-:'-&4'#-3'04”’(4'69'}4')':”C‘"a-:":'-:-‘:'(":":“:"?':‘-?##‘Uﬂ}-ﬁ'#@4“204'4-4#####‘3‘###0###@###

e |

E v D son puntos de tangencia en-
tonces A, B, C y D forman una
cuaterna armonica.

e —

*2 Para el AABC, H es ortocentro, G
es baricentro, O es circuncentro y
Og, es el centro de la circunferen-

. -
{  ciade los nueve puntos. Se cumple

que H, G, Oy vy O forman una

cuaterna armonica.

——— -



CUZCAND

wl gréfico, se cumple:

e e

2 v C; son colineales.

asta notar que B, , A, B, v C es una
tuaterna armonica entonces el conjunto

de rayos C,B,, C,A, C,B; v C,C
lorman un haz arménico.

Como C, A,, By A, forman una
tuaterna armonica entonces C,B, pasa
por A, .

- e e e e e e

e e e e e ke e e e e e e e

Al A A A A
IO

s,
*

DR
Dot

oA

o

e e D

A A
"o

0:0 o

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

En el grafico, ¥ es la circunferencia inscrita.

-"y"’,:n'.f—f,‘??,","

Se cumple: x=Y0

- Si PQ//AC es obvio.

- Si PQWAC, la prolongacién de QB
cortaa CA en M, entonces: M, A, Ty C

forma una cuaterna arménica, como
m<MHT = 90° entonces por teorema:

X=y

TEOREMA DE NEWTON

En el gréfico, el cuadrilatero ABCD es cir-

. cunscrito.

A R D
Se cumple que AC, BD, PT y RQ son
concurrentes.



GEOMETRIA

Hay muchas formas de demostrar el teorema (una manera muy elegante es con potencia |
eje radical, lo cual desarrollaremos en el libro N° 10), daremos un prueba sintética analizan
do por partes.

Se traza AC y QR (ACAQR=1{X})

e

— Como m<ARQ = m<BQR = & se ubl
caSen QR tal que m<ASR =«

= AS//QC
O L ¥ = ~ACXQ = ge=¢ ()

En forma similar a lo anterior:

22 I
o

De (I)y (II): X=Y

Entonces PT y QR se cortan en

punto de la diagonal AC .

Si hacemos un procedimiento analoqgo
para BD , se tendrd que PT v QR w

cortan en BD .
AC, BD, PT v QR concurren.
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GEOMETRIA DE MASAS :

\nn herramienta muy ttil en problemas que tengan que ver especialmente con razo-
0

entos.
:
INICION DE CENTRO DE MASAS
b plano ubicamos los puntos X, , X,, X3, ... X, alos cuales se les va asociar las
' My, My, ..., m, respectivamente, el centro de masa es el punto O talque:

m,; (—)—)214— my &2+ my E)—X.3+ ot mp &n -0 (vector nulo)

Mamos el caso en que n=2:

(Xy,my) (X2,my)
A (0] B

_‘ﬂcentro de masa = m,6§1+ m26>22 =0
= m, OX, =-m,OX,, considerando m; >0 y m, >0

= Los vectores 6)21 v 6)22 tienen sentidos contrarios.

ml =|6>€2|=OB
e Ok OA

ndo médulos: m, |6)El |=m, |6—)Zz | =

85I my =my, = O es punto medio de AB.

% 8| m, #m,=>OA y OB son proporcionales a m, y m, es decir OA =km, y
OB = km,, si m; >m, => OB >OA, el centro de masa estd mds cerca de A.

Asl tenemos:

centro de masa




cuzcAne

Enunciamos los siguientes teoremas sin demostracién

» El centro de masa de cualquier sistema de puntos existe y es Unico.
» El centro de masa esta determinado por los valores de las masas a que pertenece.

- Para cualquier sistema de puntos, si el centro de masa esta dado (o deseamos que fuess
algun punto conveniente) se pueden buscar valores de masa tales que la posicion du
dicho centro no varie.

+ (Teorema del agrupamiento de puntos) El centro de masa de un sistema de punios
no varia si un grupo de puntos del sistema se sustituye por un punto, en el cual ests s
centro de masa y al cual se le asocia una masa igual a Ja suma de masas de esos puntos

(X3,my)
(xz'mz) m-m‘)
o
(x]vml)
(Xs5,ms)
O: centro de masa de los puntos O': centro de masade X;, X;, X3y X, se
X1, Xg, X3, Xq v X;. le asocia la masa: m;+m,+my+m,
O: centro de masa de O'y X,
APLICACIONES
APLICACION 1

« Como primera aplicacién veamos una
prueba sencilla del teorema de Ceva v
- de Van Aubel.

» Ubiquemos en A, B y C masas “ns’
“ms” y “nr” respectivamente.

« Elcentrode masadeAvy CesR, lueqo
el centro de masa de B v R estan en I

linea BR.
Ai;) - R = - Clar) « Elcentrode masadeAvy B_esté enPy
(ns+nr) de Py C esta en la linea CP.




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

poncluye que el centro de masa esta en la interseccién de BR y CP (O es centro de
a del sistema)

mente el centro de masa de B y C debe estar en Q pues debe estar en la linea AO .

_, 1QB|_mr  x_onr

veamos la prueba del teorema de Van Aubel.

y

IOB! _ns+nr 0Bl nd el

ino el centro de masaes 0 = = nr | n X
' — el i Ly
". G z
i‘" gréfico; el cuadrilatero ABCD es circunscrito.
Se cumple:
IPX| _ablc+d)
IXRl cd(a+b)
|QX] _bela+d)
IXS| ad(b+c)
B(adc) » Se ubicaen A, B,.C y D masas de abc,
: Q adc, dba y cba respectivamente.
o
(Mctbda)PL. C(‘“"') « Luegoencentrode masade A v B
"""" = O estd en P, de C y D esta en R, luego
i T|R(dbatcba) ¢ centro de masa del sistema esta en
. FR- .

» Analogamente el centro de masa del sis-
. tema estaen QS el centro de masa del
. S 3 Di(cba) sisterna esta en PR N QS ={X}
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IXP| dba +cba

Finalmente: IXRl _ adc + bde
/ 1XQ| bela+d)
Andlogamente: IXS| ~ad(b+c)

IXP| _ablc+d)
IXRl  cd(a+b)

En el gréfico, se cumple:

%)%

MX=XQ vy

........
-

A(m) a

R(@m) a D(m)

Se ubican en A, B, C y D masas “m"
“3m”, “3m” y “m” respectivamente

El centro de masa de Ay B es M, can
masa “4m”; el centrode masade C v )
es Q con masa “4m”; luego el centi

de masa del conjunto estad en MQ

El centro de masa de By C esta en N
con masa “6m”; el centro de masa de
Ay D esta en R con masa “2m”, lueqo
el centro de masa esta en NR .

- Como el centro de masa estd en MQ y en NR entonces el centro de masa es X.

« Finalmente:

XM| 4m INX|  2m NX 1
——=— = MX=X = —
XQl 4m Q XQ| 6m XQ 3
Se cumple: |
MX = XQ
NX_1
XR r
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HOMOTECIA

iha transformacién geométrica del tipo ISOMORFA, es decir s6lo va a cambiar las
Iclones de la figura mas no la forma.

IMOTECIA DIRECTA

O: Centro de homotecia directa

k: razén de la homotecia directa (k>0)

.
......
.
".

G, ks 2 ; Ay A': Puntos homotéticos si:

.
.......
.

VUALION.

OA' OB' OC'

0 86 OB oC =k, luego tendremos CB//CB' y C'B'=k(CB).

-y

Los segmentos CB v C'B’' son homotéticos y las figuras Fy F' son homotéticas.

IMOTECIA INVERSA

........ o O: Centro de homotecia inversa
B! e 5 Lt X k: razén de la homotecia inversa (k<(0)
L R 3o . gt g
e D Ay A' son homotéticos si:
---------- A' ~~.-'~

OA'
2=k
OA

Thmbién los pares B—B' v C - C' son puntos homotéticos, luego A'B'//AB, B'C'//BC
A'C'/ICA.

A'B' v AB son segmentos homotéticos.



GEOMETAIA

CUZCANG®
Desensocioner—o

— Las figuras homotéticas son semejantes (F ~ F')
~ Si |kl >1 entonces la figura aumenta de tamano; si |kl <1 la figura se reduce de

tamano; si [kl=1=F =F'
— Dos puntos homotéticos son colineales con el centro de homotecia.
— Las razones de los segmentos se estd considerando las razones de segmentos diri

gidos.

4

.

; ’
v

.

3

’
PSR
.

.

.

.

.

.

.

‘.

E

Si: EACF y MNLT son cuadrados Si: AC//A'C', AE//A'E' v CE//C'I
= Dichos cuadrados son homotéticos cuyo = Los triangulos AEC y A'E'C' son

homotéticos y los puntos E' y E son
homotéticos entonces E', E v B son

centro de homotecia es B.

= E, My B son colineales lo mismo que F,
colineales.

T v B colineales.
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\OTECIA DE CIRCUNFERENCIAS

. Sea la circunferencia ¢ de centro Oy
A sea M el centro de homotecia.

------- ~_~‘ BI
, =+ Ay A' son puntos homotéticos enton-
‘ . . g ‘.‘- : OA' axs
{ W ces =k luego el homotético de ¥
: OA
o™ ; es ¢', cuyo radio es “rk”.

{k . Notemosque AB//A'B' y OB//O'B".

« Lo anterior nos da los criterios para ha-
llar los centros de homotecia de dos fi-
gura homotéticas.

”

CACION DEL CENTRO DE HOMOTECIA DADAS DOS CIRCUNFERENCIAS

slderamos las circunferencias de radios diferentes y no concéntricas ¢, v ¢, y de
0, v O, respectivamente.
1 2 Tespe

centros de homotecia directa e inversa se ubicaran en la linea de los centros.

¥, se ubica A, y en ¢, se traza el diametro AJA; tal que OA, // A,A

Lo Interseccion de AA; v 0,0, nos da el centro de homotecia directa: D.

Iiterseccion de 0,0, con A A; es el centro de homotecia inversa: |



AN
L L A RS S G Y

Veamos ofras posibilidades:

« |y D centros de homotecia inversa
directa de ¥, v ¥, respectivamenie

« También; O;, I, O, y D forman una
CUATERNA ARMONICA.




I fres circunferencias coplanares de radios diferentes: ¢, ¥,y %3 los cuales son no
ntricas. Sean Dij e l;j los centros de homotecia de ¢ y ‘iﬁ.

Lumple: Dy, Dy3 v Dy3 son colineales
Dy;, Ip3 e lj3 son colineales
l;2, Dy3 e lj3  son colineales

lis, Iz3 v D3 son colineales

centros de homotecia, cumplen:;
DO _R, |9 _R,

Dijoj Rj y [lijoj R, para: i#j, i=1,23 v j=123

Dbservemos que para el triangulo 0,0,04 se cumple:

O'QLZ. g 921?_2_3_ 3 QJPJ_S. = B.!_ 3 E? £ BZ =1 = DIZ‘ I)23 Y [)13 - colineales

D;;0; D05 D30, Ry Ry Ry

O1liz Oplys O3Dis

=1 = Iy, ly3 v D)3 : colineales
120, 12303 Dj30,

Andlogamente para las demas ternas.



Como aplicacién del teorema anterior veamos:

En el gréfico, E, E G, M, N, L, R, Q y P son puntos de tangencia

Se traza la circunferencia inscrita: K del AABC .
- Analicemos &, ¢ v K:

— F es centro de homotecia inversa de ¢ v ¢,
— C es centro de homotecia directa de % vK F, CyX: colineales
— X es centro de homotecia inversa de Ky %

- Analogamente: N, Ay X colineales ; B, Quy X colineales
AN, CF y BQ concurren en X.
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" RAZON DOBLE O RAZON CRUZADA

_'}' ma muy importante por sus aplicaciones es el de razén doble, con ello
lraremos facilmente los teoremas de Pascal, Pappus y Desargues:

A X B Y

AX [AY

" viden a AB , se define la razén doble como: B/ YB Y lo denotamos por {ABXY }

DE CUATRO HILERAS

Se denotaréa por:

) O -{ABXY}
' SNY, Es facil verificar que:

{ABXY) = senAOX /sen AOY
senXOB/ sen YOB

Luego se deduce:

{ABXY}={A,B,X,Y,}

Si: {AXBY}={A,XB,Y,} Si: {ABCD}={AB,C,D,}

. — — ——

= 0O, B, vy B son colineales = X, Y y Zson colineales

— —— s b— -~ — S
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TEOREMA DE PAPPUS

2 R
Cl/'
B,
A
v Se cumple que:
i-X‘j;Y;Ty Z son colinealcu}
= Z
Ay B, G
el

Partimos asi:
B, {EAIBlCI} =Cy {EAIBICI}
= By {A,XBF}=C,{A,YGC,}
= Z{A,XBF}=2{A,YGC,}

- X, Y v Zson colineales.
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|
|

Notar que no importa el or-
den en que se ubican los |
puntos sobre cada recta se |
prueba en forma andloga !
que: X, Y y Zson colineales.

OREMA DE PASCAL

S —

B, i ’ i

A, En el gréfico, se cumple: |
XY, Z son colineales

A) I

G

A " o O:
Bx {C1C282A2} = A, {CICZBZAZ}
=5 X{CIZBZH} = X{C,YMAz}

. X, Y v Zson colineales.
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Con las mismas notaciones se prueban muchos casos, variando el orden de los pun
tos, por ejemplo:

Se cumple:

X, Y v Z son colineales

En el gréfico, se cumple:

| ST E o T ey o i
X, Y v Zson colineales
Fihe !

Al punto O se le llama centro
de perspectiva de los triangu-
los ABCy A;B,C, .
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Notemos que:
O{XAMC} =B, {XANCl}

Z —, B{XYMZ}=B,{XYNZ}

X,Y v Z son colineales.

Veamos etras posibilidades:

Se cumple:

X, Y v Z son colineales.
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| CIRCUNFERENCIA DE APOLONIO

[EOREMA

Sea el segmento fijo AB en un plano y sea

AP
un punto mévil P tal que PB k (k#1),

el lugar geométrico que describe P es una
circunferencia, llamada circunferencia de
Apolonio o de Similitud.

AP, AP, AP
- i R

En el gréfico:

b e PB P,B PB

.....

= Lospuntos P, P,, P;, .... se ubican en una circunferencia.

-
- -
- -~
-
- -
- o
=

-
-’
-
-
-
-

> e
-

.
-~
......
-
-------
oooooo

- -~
,,,,
-

=

L - ......."..l'...
... R R L Y

-
l.tl!....'...".‘... ,,0.,.
"

“ea
~-
-
~ -
-
-
-
-
e
-

. Sepublca Ps en AB vy P en la prolongacién de AB (suponiendo que k| > 1) tal qus
AP

P.B PGB 2

k
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i para todo punto P, # P; y P, # P, se tendra que en el AAPB, PPs y PPs es

" AP, AP; APy
IHl2 interior y exterior respectivamente, pues: PB g P.B bi P,B 5

= Py, P,, Py, Py, ... formaran una circunferencia

{ue el centro de la circunferencia esta en la recta AB v es el punto medio PSP(, :

' OE APOLONIO EESEEEEST 48 N iise

AB AC g AB
= ky=o= yky=—.
BC CB AC
unlerencias de Apolonio con respecto a AC, BC v AB cuyas constantes son Ky,
, Iwspectivamente concurren. El punto de concurrencia se llama punto de Apolonio.

qulo escaleno ABC, k; =
)




A .
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Para el AABC, ¥, , ‘3 v % son las circunferencias de Apolonio.

Se cumple: ¢, NG N é:=1{P, , P}

P, v P, : Puntos de Apolonio

« SeaAB=c;BC=a:AC=b c>b>a

c b c
- k Y k — k ———
L g e LN
« %a; ¥ v G las circunferencias de LA
Apolonio respecto de BC, AC v AB
cuyas razones son k;, k; vy k, respec- A TN
tivamente. iC

- Setrazan ¢, y %y secantesen P, y P, ,

, AP, ¢
como Pbe® =» —Ll=="=k
1 A P1C )
; BP, ¢ &
Peg = —L===k A
1€ G PC b '3
AP, b

Luego f,;g TR k3 | es decir P, € &

- Porlo tanto las circunferencias ¢, %3 v % concurrenen P, y P, (Pues se prueba

| AP, b_,
andlogamente que: BB a 3)

o 0 0 0 0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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ENUNCIADO DE LOS
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SEMESTRAL

REPASC

PROPORCIONALIDAD
Y SEMEJANZA

SEMESTRAL INTENSIVO



MN=1; NP=2 PQ=3y QR =4.

Calcule — 2l ¢ D) 2/3
*% BD+DE DE
A) 1 s EVE
B) 2 = é b
) - é\ /én » ' PROBLEMA
C)3 — P . En el grafico, AC/NM, BC=3(CD) y
- —> . AE=2. Calcule AB.
5 ST\ o | N E
AVM * A)5 5
E) 3/2 "
+ B)6
T )4
Prosrema [ITTFH D) 3
En el tridangulo ABC, se traza la bisectriz in- ) 4
i A E D C

terior AN y se ubica M en AB tal que , E)8

4(BN)=3(NC) y AM=MN. Calcule %%‘. &

A 3 B) 7 o) 3 * PROBLEMA
4 3 7 ' Se tiene el cuadrado ABCD de centro O, s¢
ubica P en AD, tal que AONBP ={L)} vy
4 4 s 5
D) 3 E) 5 m{PCD=3; . Calcule 3‘;
& 2 3 1
Pl.on.nu!;g! o & 3 & 2 C) 2
En el grafico, ABCD es un paralelogramo, 'f' 4
EF//AD, PC=3 y AP=9. Calcule EP *.D) 2 E) 3

L)
...
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y N°6 ProsLema [T
Withlico, ABCD es un cuadrado y ,, En el grafico, ABCD es cuadrado vy

Calcule QR. N 2
Calcule Q + mDQ =53° Calcule

Q
QR”
* A)3/4 B R_C

<+ B) 4/5

C) 2/3 Q

A D R D) 5/6

* E)2/5 A -

N° 7 A m
Lgrafico, M es punto de tangencia, si &, Fron

06 yf//z//z.Calcule g—(B:- *

En el gréfico, AB, BC V) AC son didmetros.

* SiAD=1,DE=3y FG= g Calcule FC.
* A)45 E

/\\ » B)5
5 '

E)4 G
Wl gréfico, Z /| Z, Il Z,, halle ;+2- . Delafigura, FC=5 CR=10 y AR=4.
' < Calcule AD.
2 TTAYLS C

o :

/ \" R b

n/ \) /2mn o C) 2 R
23 D) 25 E ’

& E)3

¥
) 2
|
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Prosrema FIEVY : A) 6 B) 3 C) 3V2
En el gréfico, AS=4(CS). Calcule BR/RC. ,; D) 62 E) 643
A)2 B x
- Pmmggl:
B)3 * Dela figura, PB=12 y 3(BC)=4(AQ)
o
C) 4 : Calcule AP o
* A)6
D) 5 Z
45° s B)7 y
5/2 A ~ C @
E) * )8 2
&
Prosema FIFEY » D)9
En el triangulo rectangulo ABC (recto en B), & E) 10 A Q B
M es punto medio de BC, se traza MH | AC
(H € AC) tal que 8(AH)= 13(HC), luego en :' Pumm
<>

el triangulo ABH se traza la altura AP
Calcule BP/PH.

8 5 13
A) 13 B) 3 C) 21
5 3
D) 13 E) 8

En el frapecio rectangulo ABCD, recto en A
y B_ se tiene que ABi3C, se ubica “P” en
BD. Si P dista 5 de AD vy m<ADC =53°,
écuénto dista “P” de CD?

A) 6 B) 8 C)3
D) 5 E) 4

Se tiene el cuadrado ABCD de centro O, P
estda en BC y Q en CD tal que
m<«PAQ=45°, ODNAQ={L}.

Si PC=6+2. Calcule LD.

DO DO S o

e

.

., .,
L S ]

*,
...

De la figura, (AB)(BE)=144, 3(AB)=4(A( )
Calcule BC.

A) 15
B) 16
C) 21
D) 18

E)8

Si: AB=BC, AP=3(PQ), BQ=5, calcule ()(

B
A)5
B) 6 Q
C) 10 P
D) 15
o
A H C

E)8




I N°19
thfico, T es punto de tangencia.
AE, si: AB=3 y FE=3(GF).

| grafico: AB=1y BC=2. Calcular CD.

‘./‘

P
N

wao b cyd

$i1 0l grafico, :‘Z //z// Z, halle la relacion

.
L4

L)
- .0 .

A) ab=cd
C) ac=bd
E) a-b=c-d

En un triangulo ABC de incentro |, se ubica
en AC tal que m<AID =90°.

Calcule IC, si (BC)(CD)=64.

A) 2 B) 4 C)8
D) 16 E) 4+/2
PIOILM!_E!

Se tiene el cuadrilatero convexo ABCD, se
ubica P en AC. 1y F son los incentros de
los triangulos ABC y ADC respectivamente,
son tal que Al, DF v AC concurren. Si
AB=18, BC=12 y AD=15, calcule CD.

A) 12 B) 15 C) 10
D)9 E) 16
PROBLEMA

En el grafico M, P, T, Q y N son puntos de
tangencia. Si AP=4, TC=1y NQ=3.

» Calcule EC.




@Q\ GEOMETRIA

18 20
A) 3 B) 5 C) 7
D) 20 E) 19
PROBLEMA

En el gréfico, G es baricentro del triangulo
ABC y MBNG es paralelogramo. Si
MG=2(AM) y BP= 4. Calcule PC.

A) 15 3 Y

B) 10 <

C) 12

D) 16 M/ 5

E)14 A e

En el gréfico, las regiones sombreadas son
regulares e isoperimétricas, si DG=6.

Calcule BD.
A) 4
B) 6
C) 8

D) 243
Ej3y3 A

PROBLEMA m!

En el grafico, ABCD es un paralelogramo,
PM//CD, QM=MR=RD y BP=8.

Calcule PR.
B C

DO

.
"

o)

*

L)
...

...

»
... X

.
"

L) L)
... ...

.,
.'.

2

. .
‘.. ..0

.
...

e

.

.. )
... '..

&>

A)2 B) 3 C)4
D) 6 E) 8
PROBLEMA

Se tiene el tridangulo ABC, se traza la ceviana
interior BF , en el triangulo ABF se traza la
bisectriz interior A_D, E esta en BC tal que
DE//AC, AB=5, AF=3 y DE=4. Calculd
EC.

A) 64 B) 6 C) 12
D) 54 E) 6,2

En el graf:co E es punto de tangencia,
mED = mDB, EF//AC , 3(AD)= 7(ED) y
AB=12. Calcule BC.

A)5

E F
B) 7
C)9
D) 10 A B C
E) 14

En el gréfico, el triangulo ABC es equilatero
PA=3 y CQ=12. Calcule AC.

B
(3]
0
P A C Q
A) 9 B) 6 C)8
D) 643 E) 843



N° 32

lico, P y Q son puntos de tangen-
R = 7(MT) y PQ=8. Calcule R.

¢s cuadrado,

| mAl = 90°,
J=40y CF = 242. Calcule BC.

E) 1042
Ty N°® 34

| QP =3(PR), AL=1y AB=8.

0 OF B R

B) 10 C) 12

il grifico, ABCD es cuadrado de centro

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

PROBLEMA
Se tiene el cuadrilatero convexo ABCD, se
ubica P en la prolongacién de DC tal que

m<BAC = m«CAD = m«BCP. Si AB=ay
AD=b. Calcule AC

A) a+b B) 24/ab C) Jab
2
D)%— Ej 350

En el grafico, ABCD es un parjllelogramo,
si EA=2(EN)=2(NB), MN//FB, BC=8 y
CD=3. Calcule MN.

F B C
o
N
A Q D
A) 0,5 B) 1 C)1,5
D)2 E)25
PROBLEMA

En el gréfico, A, B, C y D son puntos de
tangencia. Calcule AM/MC.




CUZCANS

En el gréfico, ABCD es un paralelogramo,
D es punto de tangencia. Si BC=5y AE=4.
Calcule EE

GEOMETRIA

Pmnm!;g!!

MQ ?. Calcule: gg

Del grafico, —= -

3

“ A1l
A) 4 &2

» B 23 ;
B) 6 :

> C) 32 :
C) 5 " ) 4 Q_+o
D) 7 D) 4/3

AR
B o o . E13/4 C

Prosrema NEL] 2
En el gréfico, Py Q son puntos de tangen- *
cia. Si QD=a y BD=b. Calcule BC.

A) Jab

B) Ja(a+b) - :
C) Va?+b? g'!’

D) 2va? +b?
E) Jbla+b) A8 c ¢

En el grafico, AB=c, mQTB:mSTS .
y mBM = mQTB. Calcule BC.

cr
A)ﬁ

B)

C)

D)

E) -

". Gl ) \ _,rl
. A D
_ E) 9 92

Pnonu:w\m

En el triangulo ABC, se traza la bisecliis
interior BN, en BN se ubica M, en la pro

» longacién de AM se ubica Q tal que

m<AMN = m<«<CMQ. Si AB=c; BC a

* MN=m y CM=n. Indique la relacion entis
“ abmuyn.

" A)en=m(a+c)  B)ab=mn

& C)ecn=am D) en=a(lm+n)

E) em=n(a+c)

En el grafico, G; y G, son baricentros du
los triangulos ABD y BCD respectivameili

. SiZ /2y AA+BB'=9.
< Calcule la distancia entre :‘Z y Z,

A) 4.5 C

.fo B) 6 B

C) 4
D) 8




AL CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
N N° 44 ProsLEmA R YA

W la relacion correcta, siendo | el
0 del triangulo ABC.

.
0.0

Wy B)ax=cy C)ay=cx

' nyz E) xa? = yc?
N° 45

[ilico, T v Q son puntos de tangen- *
Wl tridngulo MNB es equilatero. Si

~ B9

" C) 10

. E)14

En el grafico, PQ=3 y QR=2. Calcule RC,

A) 8

D) 12

oL

g Ry N° 48 |

* En el grafico, AP=7 y BP=2. Calcule BQ

(P R v Q son puntos de tangencia)

), Caleule HC. o A)S
. B3
* C)as8
Q * D) 3,6
30° %
5 E)S.d
M N° 46 + Prosrema TN
Biico, BM=12 y MQ=3. Calcule QS < Ep el Frk?:mgu_lo ABC; la medlan.a BMy I.)
< bisectriz interior AQ son perpendiculares. Si

& BC=9, calcule QC.

* A8 Bj6 C)7
o D)5 E) 4
* PpronLema N

En el grafico, ABCDEF es un hexagono re-

* gular. Si MJ=3(JL), calcule mJF.



CUZCAN

A) 45°
C M D
E
A L F

B) 30°
C) 53°
D) 60°

E) 90°

GEOMETAIA
. PROBLEMA
En el tridngulo ABC, m<ABC = 150", s
. lraza la ceviana interior BR tal que
.. M<ABR=m<«ACB=x. SiAR=2yRC~]
. Calcule x.
> A)18,5° B) 15° C) 22,5
* D)265°  E)23°
- ProsLema INTITY

K
o

.
..0

En el gréafico, B es punto de tangencia, si

MN//AB vy 3(PQ)=2(BQ). Calcule Mg.

b

En el grafico, 5(DE)=2(AD) v BC=12.
Calcule AB.

A)9

A) 2/5
B) 1/5
C) 3/5
D) 4/5

E) 3/10

B) 12

C) 15

En el grafico, M y N son puntos de tanqgen
cia v 3(AC)=2(CQ). Calcule AN/CM.

M
B
A C Q
K B) > 0 >
) 3 ) 2 ) 3
5 3
D)f3 E)g

Los triangulos ABC y LMN son equilateros
Si AB=a, MN=by AB/MN// &

< Calcule PQ.
o A B
KX Q
& N
X J ?
4 Bt PR 1L =
5 2 23 by/3
» a a a I
o A b B) b Q a+b
L 2aby3
¢ Dj2=

a a+b




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

"f 0 n
< ) AJah B) JZab

lico. Calcule mMB. “ ab 2ab
a+b a+b

N° 56

& En el grafico, A y L son puntos de tangen-
« cia. Si AB=4(BC). Calcule EF/FC.

~ NO 5 o
file ¢l inradio. del triangulo ABC (A, B«
 son puntos de tangencia) P2

*
1
" A)2 B) 4 €5
i % b E) 3
2 o 4.

b
nihb

WEIVY N° 58
Lol Iriangulo ABC recto en B, se trazan

D) Ja_b 0:0
ProsLemA INERT1] .

< En un tridngulo, las longitudes de los la
dos estan en progresion aritmética.

7
0.0

Calcule la razén entre el inradio vy la lon-
gitud de la altura relativa al lado inter

)
* ‘.‘

’
!

| hlectrices exteriores AP y CQ, BP=avy .. medio.

Jobh. SiP'y Q estan en AC, tal que . 1 1 1
¥ QQ' son perpendiculares a AC. =« A) 2 B) 3 C) 4

D' Q'P=1{S}. Calcule la longitud de 9 4

liura del triangulo P'SQ' . > D)3 E)

-
...



PROBLEMA (Seminario)

En la figura: Z/ZENZ, v 2//2
AB=DE=3, IG=5, EF=6, HG=3(IE).
Calcule CD-BC.

A) 1,5

B18 =
C)2

D) 2,28

A

E)24

(Practica)

PROBLEMA
En la figura mostrada se cumple que:

entonces la longitud de 1A' es:
A

A Z N
k.k k
A) KKz B) K1
)kl+k2 )kz(k2+k’)

D) Jficks

C) X2, 4k
kl

.

.:. 0:.

S

DO

» ) L
- 0.. v O.‘

*

L
0'.

(Seminarin)

Pnonnmm

De la figura, ABC y CDE son triangulos
equilateros. Si AB=m, CD=n. Halle OA

0O A C E
2 2 2
A —— B — C)—
n+m n-m n+m
2 2
D) == )
n-m 2n+m
Pmm!iﬂ!! (Seminarin)
Sea el triangulo ABC, De AC tal que

AD=DC, Ee AD tal que EF//DB, F: il
ABNEF = {T}. SiBF=6yBC=9y Al -1
Halle BT.

A) 4 B) 6 C)8
D)9 E) 10
Pnom!;g'g (Seminarin)

Se tiene un tridngulo ABC en el cual ¢ tin

zan las cevianas BP y AQ intersectarouw
en el punto M. Si 2AM=3MQ; 2BQ - () 4

PC=L, halle AP .
A) 2L B) L/2 C) ;|
4 5 -
D) - L El<L
) 3 ) 3




3 N° 66

i, BC=7, BP=14, hyjje PE

N° 68

Puntos medios de AP o co.

B) 32
E) 4+/2

" fmo#

Hidngulo ABF se traza |3 mediana BE,
b Pe BF, DP //BE, HPnAB = {C},

B) 7.5 C)8
E)9
F1'7Y N° 67 (Practica)

N p vy NP=m, entonggs el perimetro
Wilrado que limita la regién sombreada *

4pm

p+2m

(Seminario) .

W los lados de un tridngulo escaleno
.40 construye exterjormente los
gulos equilateros ApB yv BQC tal
L CP w6, Calcule lawyjstancia entre

C) 43

(Seminario)

- PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Pnom.mm

(Seminario)

. En un tridngulo ABC, se traza la bisectriz in-
« terior BP  luego se traza la bisectriz exterior

. BQ, Fe AB, FC//BQ, BP nFC = {R}, ha-

L) L
... ...

lle (AP)(BR).

A) 2AQ.PR B)AQPR C)3AQPR

D) 4Q.PR E) 5AQ.PR

ProsrLevA NN (Seminario)

“ En un tridangulo ABC, BD es bisectriz,

) - . \J
0.. ... O.C ..0

L)
0..

)
el ..0

..

BM es mediana e | es el incentro

" AINBM={P}, CInBM={(Q}, %23'
BP=6, QM=4. Halle PQ.
A) 2 B) 3 C)4
D)5 E) 6

" ProsLEMA N2 8 (Seminario)

En un tridngulo ABC, la circunferencia ins-
crita al tridngulo es tangente al lado AB en
M, al lado BC en Ny al lado AC en el
punto Q. La prolongacion de MN intersecta

a la prolongacién del lado AC en el punto
E Si AQ:SU y QC=4u, entonces la longi-
tud de CF es:

A) 34u B) 36u C) 38u
D) 40u E) 42u
Pnonnm!;g! (Seminario)

Dado un triangulo ABC de baricentro G,
en ¢l se traza la mediana BM, luego se tra-
za la bisectriz interior AE del tridgngulo
ABM, la prolongacién de CG intersecta a

AE enD. Halle gg.Si AB=5y AC=8.



cucANg

GEOMETRIA
A) 5 B) 6 C) 7 * _ bla+b) a+b+c
o D) =
D)8 E)9 b-a 2
o atb+c
ProsLeMANGWEY  (Examen parcial) b-a
En la figura m_citrada, msABC=40°, ¢ ProeLevA BN} (Seminaria)
m<«CBD =70° AN es bisectriz del angulo * ¥ )
A Caleule x En un tridangulo PQR acutangulo, se lig
; , . Za la bisectriz interior PA, luego se I1ae
A) 80° B & 2an los segmentos QM y RN perpendls
A . Culares a dicha bisectriz, y a su prolo
B) 90 .. gacion, en donde M es un punto Ini&
. " rior del tridangulo; si: AM=a y AN«I§
G380 Halle PM.
D) 110 2 > o A) ala—b) B) ala+b) | ala 1 W
E) 135° 3 ™ aib a-b b-#
v nre albda) ba +b)
Prosreva FTEN7R (Oanatanebal & <4 35 g a-b

En un tridngulo ABC, se trazan las cevianas

(Me l§—C.

La prolongacién de

concurrentes m. CN Y] B_Q
Ne AByQe AC).

NM intersecta a la prolongacién de AC

en T. Si AQ=5cm vy QC=2 cm. Halle
CT(en cm).

A) 4 B 9 C 1—4

) ) 9 ) 3
D)5 E 20

) ) 5
MW!;E (Practica)

En un triangulo ABC se ubican los puntos
P y Q en los catetos BC y AB se trazan los
rayos PM//AB; QN/BC. Si ademaés
PM y QN son tangentes a la circunferen-

cia inscrita y MN=a; MC=b, entonces AN
mide:

L) L)
..0 ...

* Si: AM.CM=16u®

ProsLema Nk rAl
En un triangulo ABC (AB>BC) se fram
bisectriz exterior BF (F & AC) La medink

de BF interceptaa CF en M.

. Halle FM (en u)
A)l B) 2 C)3
D)4 E)8

En un trapezoide ABCD, G, es el baricun
de la regién ABD. G, es el baricentro (e
regién triangular ACD. BGz intersoiil
CG; en G. Se traza una recta secante i i)
interseca a los lados AB y CD y pawa |
G. Si d(A,T)+d(D,T)=15 d(l37)

(Seminariu

halle d(C, r). .
A)5 B) 6 C)7
D)8 E) 11




- 7 n

7Y N° 79 (Seminario)

I Interior BM y las alturas AN y

[ irldngulo BMC.

B _qb C) - ab
) a+b ) Z2a-b
ab
3 3a +b
N° 80 (Seminario)

Hhngulo ABC se trazan las alturas

s Hl es:

B) 2L C) 3L
E) §L
2
N° 81 (Seminario)

ngulo ABC, [ es el incentro v E es

W Wl=4u, entonces la longitud de

B) 7u C) 8u
E) 11u
N° 82 (Seminario)

| Wulo ABC, AB=6, el segmento
A bon ¢l incentro mide 5, v el seg-
I e el incentro con el excentro

.C mide 7, calcule AC.
B)9 C) 10
k) 14

L SIAC=L y el angulo ABC mide do MNPQ; MQc FG y Ne FB: Pe BG:

* Pnonmm!;g:g!
WAngulo ABC obtuso en B, se traza &
it s AB=c, BC=a. Halle la longitud de la me-
ipectivamente, si AN=a, CQ=b. «
‘ longitud de la altura trazada de

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

(Seminario)
En un tridngulo ABC, m«ABC =106°. Si

nor bisectriz interna del triangulo.

. A 2ac . 3ac ~ bac

« A a+c ) 4(a +c) C 5(a 4+ ¢)
' 7ap 8ac

o D) a+c E) 5(a +c¢)

+ Prosrema 7Y (Seminario)

En un tridngulo acutangulo ABC se traza la
altura BB'; AC=b; BB'=h se inscribe el cua-
drado EFGH; EHc ACy Fe AB: Ge BC:
en el triangulo FGH, se inscribe el cuadra-

en el triangulo NBP se inscribe un tercer cua-
drado y asi sucesivamente. Demuestre que

- la longitud del lado del enésimo cuadrado

..
Q..

_bh"
(b + h)"

es:

(Practica)

* Las circunferencias son congruentes, de ra-

i relativo al lado AC . SiAB=6u, *

. . .
X 0‘. -

dios: r; AC=b. M,N,RQ,T son puntos de
tangencia. Halle la longitud del inradio.

B
Q
A M N C
" ”br B ZE c bri
)b+r )b+r )b~2r
br




N
CUZCANG

ProsLEMA N (Seminario)

* prosuema TR

El triangulo ABC esta inscrito en una cir-

cunferencia y por A se traza una tangente.
Por el punto medio de AB se traza una pa-

ralela a dicha tangente que intercepta a AC
en N. Si AN=a y NC=b, calcule AB.

A) 2ala +b) B) Jafa+b)
C) 1/b(a +b) D) JZb(a + b)
E) J2ab

ProsLEMA N -YA

En la figura, AP=PE. Si AM=a y BM=b,
halle BL.:

(Examen parcial)

A) 2(2a—-b)
a

B) a-2b

C)a-b

D) +ab

) 2ab)
a

(Practica)

AB 3
En la figura mostrada, MN=24u y AN = 3"

Halle BQ.

ProsLema I

A) 4,5 N
B) 6
C) 7,5
D) 8
E) 9

.. rencia el producto de las distancias de W

“* dos lados
. A 8 B) 16u® C) 8J2u"
<« D) 8J3u? E) 16212

*

o exterior.

« A)S B) 6 C) 7

<+ D) 8. E) 9

+ PROBLEMA (Seminaria)
* Tres circunferencias tangentes estan inui

s ferencias exteriores miden 35my 315m, wl
<« tonces el radio de la circunferencia intorinm
o diaes:

<« A) 105 B) 115 C) 125

< D) 150 E) 175

" las distancias del mismo punto a los off

(Seminario

En un cuadrildtero inscrito en una circut

punto de la circunferencia a dos lad
2
opuestos es 8u“. Calcule el producto ¢

(Seminarin)

Pmnmm

Dos circunferencias son tangentes extor
res y sus radios miden Ry r (R>1)

: +~1 =(),25, calcule la distancia desds

r
punto de tangencia a la tangente com

tas en un angulo. Si los radios de la clroul

ProsLema NECY N

En la figura, BC// AD, PB=2, Al 1\
Halle la longitud de DQ .

(Examen parcin

PLBIP C




B) 5
E)9

C) 6

1Ty N° 93 (Examen parcial)

'y

b4 catetos AB v BC de un tridangulo

L EC A AB = (M}, AQEBC = {N}.
isdu y CN=%u. Calcule AB.

[ B) 10u C) 12u
\ E) 20u
N°® 94 (Seminario)
} S U |

Irar en la fi B v et
renlafigura: - =~ +¢

C
\‘ / .
,I' o l () 2]
c
7Y N° 95 (Seminario)

s AF, BM y CE concurrentes en O
e BMF = m<FMC = 55°.
m«+EMB

B) 30° C) 35°
E) 55°
Y N° 96 (Seminario)

llgura, OM=0ON=0F; ON//AB,

Iriangulo ABC se trazan las cevianas -

) )
0.0 ...

.
0..

o ABC se construyen externamente <
drados ABFE y BCQP respectiva- <

e A) b\/-g
C

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

AM=c. Calcule OM.

A F C

D) J/abe E) Jaz +b% +c?
PROBLEMA (Seminario)

En un tridngulo rectangulo ABC (recto en
B), se traza por un punto M de AB un rayo
paralelo a AC que intercepta a BC enFy
a la perpendicular a BC trazada en C en

.. N. Silos inradios de los triangulos MBI

+» vy FCN miden 1 y 9, halle el inradio del
. triangulo ABC.

= A)9 B) 8 C) 10
* D)5 E) 12
Proaceva [INEETY - (Seminario)

B0 y OM/AC. Si BN=a, CF=b y

En la figura mostrada, AT es diametro de

la semicircunferencia. Si MB=a v TB=b
Calcule BE.




CUZCANG ___

A) \/(a + b)b

B) J(a+b)a
ab

C) 2vab D)
a+b
E) Jab
ProsLEMA I L] (Seminario)

En la figura, F es circuncentro del AABC.

Hallar BC.

A) 7 o

B) 8
C)9 D

D) 10

A E C
E) 11

En la figura mostrada, calcular r, si ON=2
y MN=6. (O es centro)

A)V3

A
B) 2 X
C)2V3

D) 4+/3
E)5 B g o

(Seminario)

M

PROBLEMA (Examen parcial)

En un tridngulo ABC se traza la ceviana in-
terior CP (P en Ké) y en AC se toma el
punto Q tal gue m<«CPB = m<PQA. Cal-
cular AC, si AP=8, PC=12 y PQ=6.

A) 8
D) 14

B) 10
E) 16

C) 12

+ B) 4

Si AB=1542 ,BE=6V5 y EC=210. * €5

GEOMETRIA

ProeLEmA §L 58 U7 N (Practica)
En la figura, AC=2(BC) y BD=5.
Hallar AB

A) 3

D)6

E)7

Pnonu:mg!z! (Practica)

ABC es un triangulo isésceles (AB=BC) M,

* Ny H son puntos de AB, BC v AC ren

pectivamente, donde MB=2(AM)
MN=MH, m<NHC =m<«NMH =90"
NH=4. Hallar AC.

A) 2 B) 3 C)4

D)5 E) 6
Pmnx.ma!;g!!! (Practica)
Por los extremos A y D del diametro de una

semicircunferencia se trazan tangentes |Jna
tangente interseca a las otras dos en B v |

respectivamente. Hallar la distancia tras

da del punto de tangencia al diametro, ul
AB=10y CD=6.

A) 7,5 B) 7 C) 6,5

D) 8,5 E)8

ProsLEMA NGB 0N (Seminario)
En un trigngulo ABC, se traza la biseclils

CF y luego por F una paralela a AC, s
modo que intercepta a BC en () Y
BC=5m y AC=6m, entonces la maaqnitul
de BQ (en m).



PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

.. Prosrema NEBTTY

5 5
B) 1 C) 11

25 -
B ) :

* A 13

(Seminario)

+ Enla figura, MQ/NP,NQ/BC,AQ=12(CP).

AM=4u y BN=2 5u. Calcule OP/ON.

.. B
AR [] (Examen parcial) .. B) 1/4 =
A mostrada, AM=5u y MC=4u. C) 1/5
| radio de la circunferencia. o ) 1/ 0
| * D) 1/2
o A
. E)2/5 O
« Prosuema FFVUY (Seminario)

Ty N° 107

L tlicunferencia de centro O y didgme-
, FH L AB, AQnFH ={M}, FyQ
filos de la circunferencia, si AF=6u y
B FHA circunferencia= {N}. Halle
M ,
WV

(Seminario) *

B) 9u?
E) 11u°

C) 12u? o

7Y N° 108
Ngura, DE+2(AD)=EB. Hallar x. o
B

(Seminario) .,

o

o

E o
o

D .:'
Q:'

X e

A -

. B)120°
C) 135°

En la figura O es centro. Halle la m<ABC,
si AD. EC =16u? y DE=4.

A) 110°

D) 150°
A (8] M
E) 165°
PROBLEMA (Seminario)

Sea el triangulo BAC isésceles (BA = AC).
en la prolongacién de BC se ubica el pun-

to D tal que CD=BC. En el lado AB se
ubican los puntos E y F tal que: EA=EB y

FA = 2—8 Los segmentos ED vy FD inter-

ceptan al lado AC en los puntos G y H: los
segmentos EH y FG se interceptan en el
punto M y la prolongacién de DM inter-
ceptan al lado AB en el punto K. Si
AB=10u, entonces la longitud de EK (en u)

es:



A
CUZCANG =

GEOMETRIA
A)l B)1,5 C)2 * N respectivamente. Si AB=10cm,
D) 2.5 E) 3 BC=14cm y AC=12cm. Halle MN( en cm)
. A1 B) 2 C)3
ProsrLeva DLEVVE (Practica) « D)4 E)5
En un tridngulo ABC isésceles (AB = BC) oy
se traza la altura AH . Se ubica P en AH + ProsremaKEBVCY (Seminario)

tal que m<BPC=90°.Si AC=/{, enton- "

En una recta L se ubican los puntos conse

ces PC es: * cutivos A, B, Cy D con didmetros AB y CI)
¢ 2/ €J§ se trazan las semicircunferencias C, y (,
A) é B) B Cl -3 en un mismo semiplano, L, es recta tan
. gentea C,yC,enTyS tivamente,
3 3 . gentea ly' 5 en y_ reiec N,am(f‘
D) = E) i s lasprolongacionesde TB y SC se intercep
& tan en el punto Q, en TS se ubica E de
2.2 <+ manera que m<TBE=90° TB=#u
Prosueva RESVEN (Brécticn) & TE—4ES. Hallo BQ en.
En un triangulo ABC, donde BC=2AB, |,
se traza la altura BH tal que . a2 B2 E13
m<HBC =3m<«ABH. Si AH=2, halleHC. . D)4 E) 5
b o CH10° 7 osssinuaJIBREN -(Examen parcial
it ik < ABCD y DEFG son cuadrados en donde A,
« DvG pertenecen a la recta L, la prolonga
5 T TEETY N 114 | (Practica) . ci6n de BE interceptaa FG enPy L en ()

En un tridngulo ABC, si m«B =120,
AB=5cm ny BC=15cm. Se traza la tzi_s_ectriz
interior BE. Halle la longitud de BE (en
cm).

e g
12 ) 10 ) 8
D) E E) 15

a )
Pmmgg (Seminario)

Por el incentro de un triangulo ABC se tra-

.
O..

zan dos rectas paralelas hacia AB y BC; las

cuales interceptan a AC en los puntos My

si BE=5u y EP=2u, halle PQ en u.

Ag B-S- C4
)= 13 i3
D)3 E) 4

ProsLEmMA DEB VA

En un tridngulo ABC, 2BC=7AB se tram
la altura BH de manera que I

m<HBC = 3m«<ABH, halle AH/HC.

(Examen parcial)

AT 1 1
A) 3 B) 4 C) %
* 2 5

D) ‘3‘ E) -




N° 119 (Seminario)

Min tridngulo ABC se trazan las

as interiores AN, BQ y CM.
: Qe AC: M e AB) concurrentesen .
BN 3

= =—_ entonces @ es.
MA NC 4 1Q
B 2 C 1
) 7 ) 2
£y 2
) 7
N° 120 (Seminario)

W tridngulo ABC se trazan las alturas

A en el punto R. Si QT=3uy TP=2u,
e PR es:

B) Su C) 10u
E) 12u
7y N° 121 (Seminario)

L iidngulo rectangulo ABC se trazan

1 los puntos P y Q las cuales son tan-
IB8 & la circunferencia inscrita al trian-

v. "AP<AQ); tal que APCQ= 72u?.
\le ¢l radio de dicha circunferencia.

B) 8 C)5
E) 442
7y N° 122 (Seminario)

Wha circunferencia de centro 1. inscrita
) nlAngulo ABC, AB=13cm, BC=14cm

w15em. Pe BC y es punto de tan-

LGP Y BF. La recta PQ intercepta a la
{ 'fﬁ’ en el punto T, a la prolongacién «

pS perpendiculares a la hipotenusa -+

I Qe BC tal que AQ es bisectriz del

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

* angulo A. Calcule PQ.

o> A).l B l G l

5 g 5 ) 4

"‘ 1 1

» D) 5 E) 2

\ ProsLema N8 FEN (Seminario)

. Sea el trapezoide asimétrico ABCD, My N
. son puntos medios de las diagonales AC y

...

L
‘.‘

BD; E y F pertenecen a AB y CD tal que
E, M, Ny F son colineales. BE=3, AE=9 y
FD=4. Halle FC.

A) 10 B) 11 C) 12
D) 13 E) 14
Pnonu:mm (Seminario)

En un cuadrildtero convexo ABCD,
m<A =90° por B y C se trazan las rectas

paralelasa DC y AB que interceptan a sus

diagonales en M y N respectivamente. Si
MC=17u y CN=15u. Halle MN en u:

A) 6 B)7 C)8
D)9 E) 10
Prosrema ISV (Seminario)

En un triangulo ABC; se traza la mediana

BM, en los triangulos ABM vy BMC se tra-
zan las bisectrices AD y CE (D y E estan

% en BM).SiBD=3 EM=2y AB+AC _3
.'. AC ;3
; Halle DE.
ey e e
& ) 5 ) 4 ) 3
* D) : E)1

2



CUZCANG

PROBLEMA !;E EZ ! (Practica)

En un tridngulo rectangulo ABC recto en B,
[ es el incentro, IA=7, IC = 8+/2. Halle IB

A) 243 B) 32 C)4
56 :
D) 17‘/5 E)5
PROBLEMA (Practica)

Desde un punto exterior A; de una A circun-
ferencia C, se trazan la tangente AT v la

secante AQN, B esta en la prolongacién TQ

tal que m«<BNQ = m«TAQ, BN 1 C = {M}, «

si AT=16 y BM=4, halle MT.

A) 4 B) 6 C)8
D) 10 E) 12
Pnonu:mg EZ! (Practica)

El perimetro de un tridngulo ABC es 25, la

bisectriz interior AD=10 y BC=5. Halle la
distancia del incentro al vértice A.

A) 8 B)9 C) 10
D) 11 E) 12
Paonu:bugg (Seminario)

En la figura AD=4 y EC=5, halle DE.
(aproximadamente).

B
F
A D E C
A) 1,50 B) 1,80 C) 1,84
D) 1,90 E) 1,92

C.'

.

GEOMETRIA

(Seminario)

Pmnmmm

En la figura MN =NH, si: HQ = 2J6 v
OQ=3. Halle la longitud de LN .

A) V2 H

B) 242

C) V3 "

D) Jé A M O Q
E) 243

(Seminario)

PROBLEMA mg

En un triangulo ABC, recto en B se traza ln
altura BH, luego se ubican los puntos mwe

dios, M de BC y N de BH tal que
AM=2AN. Halle lam«C.

A) 15 B) 20
D) 30 E) 35

Pnom.mm
En el triangulo ABC escaleno, BC
AB+AC=10, siendo E el excentro relativi
a BC.Si por E se traza una paralela a |
de manera que intercepte a las prolonga
ciones de AC y AB en P y Q respectivi
mente. Halle PQ.

C) 25

(Examen parcial)

A) 2.0 B) 2,5 €)3
D)4 E)5
ProsLeMA [REBEEN]  (Examen parcial)

En un tridangulo ABC, la mediatriz de A\l
intercepta a BC en P y a la prolongacion
de AB en Q. Si OPx0Q =36m? Hallo «l
radio si O es el circuncentro.

- A) 3m

+ D)6m

B) 4m C) 5m

E) 3¥2m




N° 134 (Examen parcial)

\, angulo ABC la bisectriz del angulo

{CD=b. Halle AD.

B) 2a-b C) 24/ab

ab

E)

o7y N° 135
f‘ﬂtngulcll_ABC se trazan las alturas
) AH; en AC se ubica el punto Eyen

(Examen parcial)

or y relativo a AC se ubica el pun-
) {4l que ED=EC, Te MD, ET LMD,
ACB = m«MDE , MT=TD, si ET=5.

ulo AH.

B) 7 C)9
E) 11
N° 136 (Seminario)

Puntos R, Q y P respectivamente. Si
B3, RD=4u. Halle PQ(en u)

A B) 2/3 C)4/3
! E) 7/3
7y N° 137 (Seminario)

lene una circunferencia inscrita en un

3 Hem, Me AB y Ne BC tal que MN
MMhgente a la circunferencia MN// AC.
lle MN

i B) 2/3
! E) 8/3

C) 4/3

Jil paralelogramo ABCD se traza una *
fue pasa por el vértice D e intercepta «
WL v BC y a la prolongacién de AB en <

Mgulo ABC, AB=9cm, BC=7cm y 4

lercepta a BC en D. Si AB-BD=a

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Pnom.mm

Sea una circunferencia inscrita en un
trapezoide asimétrico ABCD, Me AB y
Ne CD tal que M y N son puntos de tan-

(Seminario)

+ genciaMN N AC : {I}, AM=4cm, IC=10cm
< y NC=8cm. Halle Al (en cm).

A) 2 B) V3 C) 2
D) V5 E)5
g TRy N° 139 | (Seminario)

SAMY es un cuadrado de lado “/". N es
punto medio de AM. Calcule x en funcién
de ¢.

S
X N
Y M
A g B : C B'l
oy 3 oyt
PROBLEMA (Seminario)

En la figura ABCD y EFMC son cuadrados
Calcule x.

A)22°30' B
o
B) 30°
Cy37°
D) 45°
E) 60° A v



g ATy N° 141 |
En el tridngulo ABC, se ubica D en BC yE
en la prolongacién de AC. Sij

m<ABC = m«CDE y 2(AC)=3(CE).
Calcule AB/DE.

Ag B§ C)1
'3 5 )
Dl E)2

'3 )
PROBLEMA

En el grafico, AB=a y BC=b. Calcule CD.

A) l?_; B) bJé
C) ‘/—f D) v2ab
E) vab

Pmnmmg

En el grafico, ABNM es un trapecio. Si
2(MN)=3(NP), AB=6, BC=12, PC=5y
x+y>180°. Calcule x.

100

-
.‘.

*

.
‘0

- .
“. 0..

.
."

.
Q..

.,
.’.

A) 37°
B) 45° N
C) 53°
D) 30°

X x
E)60° A 5 o

Pmnmm!!

En el gréfico, ABCD y DEFG son cuadra
dos. Calcule BM/ME

A) 1/3 : 3
B) 2/3 L
Q12 g .

D) 3/4

E) 2/5 A D G
ST Ry N° 145 |

Se tiene el triangulo ABC, se ubica D 1
AC. Se cumple m<«DBC =60°+m<ABD
m<«BDC = 30° y (BD)? = (AB)(BC).
Calcule m<«BAC.

A) 15° B) 10° C) 30
D) 18°30' E) 26°31'
PROBLEMA

Sea el triangulo rectangulo ABC (recto ¢
B). Se traza la altura BH, L es un punto d




8

LS es altura del tridngulo LBC. Si
BBH = {M} tal que BM=2 y MH=3.
ule (AL)(HC).

( B) 5

E)9

C) 12

N° 147
gne el cuadrado ABCD, se trazan las

W paralelas 7, % vy Z; que contienen
B y A respectivamente tal que

,:E:{M}. Una recta interseca a

w2(MD). Calcule PQ/LQ.

5 5
B) C) 3
8
) 3
¥ N° 148

%l grafico, AB=8, CF=3 y CD=2.
tule DE.

e

N° 149

#laréfico, € es la circunferencia inscri-
0l tridngulo equilatero ABC.

va + b

i ———

Ve

—
WV 7y en P Quy L respectivamente, *

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
-:o C
. b
\; A B
T A B) 3 C) V2
o 3 2
D) V2 E) 1

< Se tiene el triangulo ABC (recto en B) se
ubica P Q vy R en AB, BCy AC respecti-
“* vamente. Si m<PQR =90°, m«QPR = 37°
* vy 3(BQ)=2(RC). Calcule m<ACB .

. A)30° B) 37° C) 45°
+» D) 53° E) 60°
” Prosueva FIEGH

< En el gréfico, E y H son puntos de tangen-
ciay 0,0, //AC. Indique la relacién entre
x, ¥, R; v Rs.

A) x(R,)? = y(R,)?
, C) XRI =yR2
E) x+R; =y +R,

B) x°R, = y°R,
D) xR, = yR,



AN
CUZCAN

PROBLEMA

Se tiene el triangulo ABC, se trazan ex-
teriormente los rectangulos ABEF y
BCPQ semejantes (en ese orden). Si

AP NFC ={H}, calcule la medida del

angulo entre BH Y AC.
A) ED B) 60°
D) 45° E) 106°

C) 90°

Pmnnu\g g!

Se tiene el tridangulo ABC, se trazan ex-
teriormente los tridngulos equilateros

ABE y BCD. Si ADNEC ={Q)} v la pro-

,
...

.
.'.

GEOMETRIA

Prosrema NLF

En el triAngulo acutangulo ABC, se tra
zan las alturas AP y CQ secantes en

.. H, My N son las proyecciones ortogonales

» de Q v P sobre AC respectivamentu
» Si BQ=2(QA), 2(PC)=3(PB) y AS=H,

, calcule NC.

* A9

., .
'.O Q.O

-
O.'

longacién de BQ corta a AC en P, ,

AQ=2; QD=9 vy EQ=8. Calcule

PC
3 2
2 8
D) 9 E) 9

Se tiene el cuad_rilétero convexo ABCD, se
ubica P en AD y Q en BC, tal que

AP N AB BQ
PD CD QC
entre b—Q’ y ‘PTB es 0, calcule la medida

5 P o
del @ngulo entre PQ v CD.

Si la medida del angulo

0
A) 8 B) 2
C) 26 D) 45° -9
E) 90°-0

102

* C)a
<+ D) 2a
E) 2/a

B) 1/a

B) 12 C) 18

D) 21 E) 27

Pmmm

En el gréfico, AP=PN, TN=ay HT=b
Calcule HP/PM.

A) b

a
2b -

B)

»
L

C)

sc‘o_,l

D)

v | BN

E)

3 LTV No 157

A0,

Si5,c " OB

o

=a calcule PD

A) a/2




wee PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

N° 158
en los angulos consecutivos AOB y

"MAANM = m<ACB =0 y
NMA = m«ABC = 90°.
tule m<AOC.

0 B) 90°-0

( E) 60°

C) 90°+0

N° 159

}- ¢l tridngulo ABC, se ubican los pun-
y N en AC y BC respectivamente,
Me los angulos BAC y MNC son suple-
ilarios. Si 3(AB)=5(MN), NC=6 vy
16, Calcule la longitud de la proyec-
de AB sobre AC.
i B) 2

' E) V3

N° 160
il gréfico, mAB + mBC = 180°. Calcule x.

C)3

N° 161
e el friangulo rectangulo ABC (recto
) s traza la altura BH, D esta en BC
. AD es bisectriz del «BAC, 1 es
o del tridngulo AHB. Si
W = (P} y2(AC)=3(DC). Calcule

_'__'. se ubica N en OC y MenOB tal .

* A)2/3 B) 3/2 C)1
5 Dig E) 1/3
. Prosrema FTTYR

-
0.‘

-

J
..Q

-
‘.l

" A)R+r &

» En el grafico, A es punto de tangencia.

Calcule x.

B) R-r
C) JRr

D) v2Rr
E) 24/Rr

Prosrema [SEE CEN

En el grafico, T es punto de tangencia vy
AT=a. Calcule AB.

A) a
B) av2
B
C) aw/g
D) 2a
E) §a A L
2
g Ry N° 164 |
En el grafico, BC=2(AH). Calcule x.
A) 10° B
B) 12°
C) 15°
D) 16° 3x 1 2x
A H C

E) 22,5°



AN
CUZCAN

GEOMETRIA
4 TTTRTPY N 165 * A)ad=bc B) ac=bd
En el gréfico, B Q y T son puntos de tan- . C) a(d-c)=db D) d(a-b)=ca
&
gencia. Calcule 5¢1% & E) a-b=d-c
senf

Elz+bc+ac ab
a®+b? +c2 E) 3
PROBLEMA

Si BM=MP calcule B2
QC
A) 1/3
B) 3
C)2

En el grafico, ABCD es un paralelogramo.
Indique la relacion correcta.

d/

/

104

...

. L)
..0 0.0

.
o

L)
'0

L) -
L I <

*,
o

.
Cl o

.
-

-

-
-

)
... .

)
o

-
o

.
‘.0

ProsLEMA i (10

En el grafico, ABCDE es un pentagono 1
gular. Si BP=a, PQ=by EF=c, calcule F(}

A) a2+b2+c?
a

- SN .

8)9 +b“+c
c

Q) a’+c?-ab
C

2 s

D)é +ab-c
c

2 .2

E) a“+bc-c
b
PROBLEMA

Se tiene el cuadrado ABCD, se ubica P vn
BC y en AP se ubica M tal que AB= M|
La altura MH v la bisectriz AF del trianqulo
ABM se intersecan en Q S

BQNAM ={N}, MH=a y AB=b, calculy
la distancia de N a CD.

B) Va2 + b2

A) a+b
c) 22 D) vab
gy 2a-b

2

e Ty N° 170 |

Se tiene el triangulo ABC de incentro |
se traza la bisectriz interior CD, se liasa
el paralelogramo ADEF tal
EeBC, FeAC, I€eFEF, IF=a y BE- b
Calcule BD.

g



a a
B) g(a+b) C) &

$2b) E) g(a +2b)

N° 171

co, BC//EF // AD, PC//BF //ND,
MB, AN=AD y (PQ)(AD)=k.

le (EQ)(BN).

A
N° 172

D

lingacion de DC, Q en BP,
BBC = (R} v m«QCA = 90°

e m<RAD + m<QRP
'B) 60°
E) 120°

N°173

C) 782

adlos del angulo v la circunferencia de
il Iy es tangente a la circunferencia de
' f,; la de radio r;, tangente a la de
i1, ¥ asi sucesivamente. Calcule r, en
nde yvr,.

.....

kel cuadrado ABCD, P esta en la

iifico, cada circunferencia es tangente

A) r—nr-n+l B) 5 -n, n]

n12n nl2n

D)

En el grafico, (AB)(BC)=
A) 243
C) 443
C)2V2 4
D) 642
E) 342

E)

12w[2-, calcule x.

PROBLEMA

En el gréfico, B es punto de tangencia,
AC =642 y AF=8, calcule ED.

A) 2
B) 3

C) 32
D) 3V3
E)2J3

A

PROBLEMA

En el grafico, PQTB es cuadrado y OP=10,
calcule AQ.

A) 10

B) 28,14
C) 14,14
D) 17,3

E) 20




AN
CUZCAN

Pum@

Se tiene el cuadrilatero convexo
ABCD, se ubica P y Qen BC y AD

respectivamente, las prolongaciones |

de QP y DC se cortan en M.

Si: m<BAD + m<ADC = 140° y
AB - BP =ﬂQ . Calcule m«QMD .
€D PC QD

A) 10° B) 20° C) 40°

D) 25° E) 50°

Pumm
Se tiene un triangulo ABC (AB=BC)
y un cuadrado PQRT inscrito en el

(I;T esta contenido en A_C). La pro-

longacion de AR intersecta a la
bisectriz exterior que parte de “B” en

“S”. Si BH L AC; BH=4, calcular BS.
A) 2 B) 3 C)4
D)5 E)6

Pmum@
Dado un triangulo ABC (AB=AC), la cir-
cunferencia inscrita es tangente al lado

AB en P. Por P se trazaPM 1 AC

(M en AC). Si la altura CH mide 10, cal-
cule PM.

A) 10
D) 4

B) 52
E) 2,5

C)5

Plou.nu- 180

Calcular “AE”, si AB=a, GH=b, BF /DG
v ABCD, EFGH son cuadrados.

.
..0

.
o

7
o

DO o

o

L) )
... ...

e ol

5 DO o

)
x4

<o

.
*

> 9

GEOMETAIA
B C
A E D H
(b-a)? (b-a)?
i a 5 2b
a(b- E)f (a+b)?
€ (a+b)? 2l 2a
E) (a+b)3
2ab
Pumm

Del gréafico, calcule OA, si OP=34 y
13(PG)=17(GH).

A) 18 R
C
B) 26
C)15+2
D)10+y3
E) 542 A 0

Pmmm

En un tridngulo ABC recto en B de incentin
I; BP es bisectriz interior. Si Bl=4. I

calcular AC.

A) 52 B) 5v3 C) 10

D) 1242 E) 7

PROBLEMA

Calcular AF, si FE=4m, BE=6m y AD - [




CUZCA

|\ N° 184

e un triangulo ABC cuyos lados mi-
AB=c, BC=a y AC=b, se traza una
gente a la circunferencia inscrita y

.
0.0 ”*

.
0..

-
.’

.,

e

S

L) -
» ... .‘.

..

L)
V%9

-
...

L)
...

k2

bl al lado AB, que intersectaa BC vy +

o'y

{

4

n+b-c)
ntc
+c-b)

b -c)
b~ ¢

B2

N° 185

Ia figura, H es ortocentro del triangulo
* Calcule “x”, si AC=2(EP).

D)

P

“F” respectivamente. Por la
welén de AE y FB se traza una pa-

g t AB que intersectaa BC ya AC
M" y “N" respectivamente. Calcular

cla+b-c)
a+b
cfa+b-c)

b+c

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Pnoll.nu\

En un triangulo ABC de incentro “1";
m<«A =73% m«C =39° Calcular IB, si
AB=c, BC=a, AC=b.

_(_a +c)b cla+c) _bc_
)a+b+c B) a+b+c C a+c

bb+c) . (a+blc

a+b+c a+c-b
PROBLEMA

Segun el grafico, AM=a y CH=b.
Calcule CM.

A)a+b

B) Yab

C) v/2ab
D) 2+/ab
E)vaZ+ b2

Pnom.m

En el grafico, T y P son puntos de tangen-
cia. St AM=3(MN)=6. Calcule NP

A 3 B

A) 1
B) 2
C)3

D) 4

E)5 A

PROBLEMA B bl 1)

En el gréfico, T es punto de tangencia. Si
TC=4(TB), calcule PT/TA.

107



UZCAN
S
o
-
gL
Jg 5 o
A — -— — e -
) 5 \/_ C) 5~ J— <
o _J;
3 ) 5415 ”
PROBLEMA *

En el grafico, H es ortocentro y O es
circuncentro del tridngulo ABC. Si
(BM)(FM)=12. Calcule AM.

DO

o

GEOM
Pnonu:w\m
En el tridngulo ABC, la altura BH y |
cevianas AM y CN concurren en P o1y ||
prolongacién de HM se ubica Q de maodn
HQ BH _NH
U@ e y BQ=27.
TEE R
Calcule NB.
A) 10 B) 12 C)16
D) 18 E) 20

Mnm@

Se tiene el triangulo ABC de incentro |, una
recta pasa por [y cortaa AB en P a i

en Q y a la prolongacién de AC en ) 4
AB=7,BC=5, CD=4 y AC=6.

AP C

A) V3 B -' Calcule B (;Q

- 2 7
B) 243 " A)2 B) - Gj 5

& 13 13
C) 343 o ~:- 14

s D)1 E) ==
D) 4‘/5 H '. 13
E) 3y3 A v > . ProsiemaERECYY

Prosrema KEETTH

A y C son puntos de tangencia. Indique la o
relacion entre a, b, cy d.

A) ab=

+ Se tiene el rectangulo ABCD, N y M son

puntos medios de BCy AD respectivame)
te. Se ubica E en ND vy P en la prolonga
cién de NA . Si m<ABP = m<«ECD

Calcule m<«PMA + m<AME .

A) 180° B) 90° C) 150
Bl.ag=be * D)135°  E)120°
C) a+b=c+d g
“ ProsLEmA [RGB CEH
P} ac=ba * En el grafico, AB=2(CD), BN=a, NP=1; |
E) a%c=d% MB

mCD = 2(m<MRN). Calcule ——
PQ




#ico, P B v Q son puntos de tan- *
(BN)(AM) :

grafico, A v B son puntos de tangen-
AB=BE=2(HB). Calcule CF/FB

P
1

B
H D E

B A .
* B)2.8

)
0..

.
.. .‘0

-

)
o
3
5
>3
.
3
50
.
.

.
-.
.,
-
.
.
.
.

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

* A)2 = B3 C) 4

D)5 E)8

ProsrevA NLECLY

Se tiene el tridangulo ABC de incentro I, una
recta que pasa por I cortaa AB en My a
BC en N. Si MB=NB, AM=4 y NC=6.
Calcule MN.

A) 26 B)12J2 C) 245
D) 46 E) 3J6
Pununum

En el gréfico, E y D son puntos de tangen-

* cia. Si AB=4(BC)=12. Calcule CD.

D) 4
D) 4,5
E) 5

PROBLEMA Qﬂ!

En el gréfico, calcule R, si el cuadrilatero
ABCD es bicéntrico.

A) a+b B) +ab C) 2+ab
D) ¥2ab  E) vaZ+b?
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lemas Resuelto

e

-

En el tridngulo rectangulo ABC (recto en B) 4, Se tiene el triangulo ABC, se ubican g
seubica Pen AB. tal que AP = 2(PB) y las regiones exteriores relativa a los ladog

L i : AB y BC los puntos P y Q respectivamein
Qen PC con PB=BQ. Si m«ACB = 40", te y M en la regién interior, si los trianqus
calcule m<AQP .

los ABP, BQC y AMC son semejantes ¢
e spect

A) 40° B) 50° C) 60° isésceles de bases AB, BC y AC res

D) 45° E) 60°

.
.‘0

.
0.0

L)
‘.‘

e

b

.
...

vamente. Demostrar que MPBQ es un
paralelogramo.

.
L0

% PROBLEMA
Proncema TFTTY =l b
Se tiene el triangulo ABC, BV, CW y AU ; En el gréfico, GD//AC, FE//BC. Calcule
son cevianas interiores concurrentes, X es . BH
un punio en %Utal que WAVX es o AH® X
; BX
aralelogramo. Si — =k. Calcule 2. &
A b UC s R G
i i K S
A) k B) C) 2k R
k e C) 3
D) 5, E) vk
- D)2/3
Prosrema [NEFTEY + E)4/3 3 - :

.
..

Se tiene un triangulo ABC de incentro | y

circuncentro O, tal que m<ABC = «, larec- AP
ta de Euler del triangulo AIC cortaa Ol en En el grafico, AB=MC. Halle 136 -
M, calcule IM/MO en funcién de o

é
:

R

0.‘
>

A) sena B) 2sena o
C) 4sen2% D) 2sen2%‘
E) senzg “

2 L)

.,
.
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A
.

B) 1 C)3 g

E)g
3

L) L
..‘ 0.'

N° 207

anulo ABC, de ortocentro H v
mtro O, se traza la altura BM, lapro-

n de O sobre HM es N T es punto «
de BC, TNNAB={K}. Si *
2(HN) y BK=6(KA)=12. Calcule NK. *

B) 26 C)3
E)5

-

L)
0.‘

'.'

O
0.0 LS4

ol

.
-

-
'.0 -

.
0.0

N° 208
il gréfico, ¥ es la circunferencia exinscrita
aliva a BC del triangulo equilatero ABC.

L)
. '..

-
..'

Vb + e @
Jg o

.
cule

? o

a |b B

C - 0:0

3 o

B) %—— C) 43 -

E) 2 '

3 .f.

A N° 209 -

.,
"

¢l grafico, se muestra el cuadrilatero ,
Ireunscrito ABCD, si las rectas AD y NL
son paralelas. Demuestre: NP=PL.

* A)l

. D)2

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

C

A K D

Ry N° 210 |

En el triangulo ABC, con m<ABC = 60°,
se ubica el punto de Fermat F, tal que
AF=ay FC=b. Halle BE

A) a+b B) Jab C) vaZ+b?
D) 2Jab  E) J2ab

g Tty N° 211 |

Sea | un punto coplanar con el triangulo
ABC las bisectrices de los angulos BIC, CIA

y AIB cortan a BC, CAyAB en A", B'y
C'. Es cierto que:

A) A'BY/AB
B) AA'=BB'=CC'
C) AA', BB'y CC' concurren.

D) AA' BB'y CC' son bisectrices.

E) por lo menos AA', BB' 6 CC' es me-
diana.

* prosema ERFTVH

Se tiene el trapecio rectangulo ABCD (rec
to en A y B) circunscrito. Si m<«DBC =« vy

m<BCA =p. Calcule tga + tgf} .
B) 1/2 C) 2
E) 242



CUZCAN GEO
\
PROBLEMA @! Pmmm

Se traza la circunferencia inscrita en el trian- En el gréfico, T es punto de tangencin
gulo equilatero ABC, se traza una recta tan- AE//BC si AE=3 v BF=4. Calcule Al
gente a dicha circunferencia, la cual corta a

AB enMya BC enN; Ey F son las pro- |
yecciones ortogonales de Ay C sobre la rec-
ta MN; EC y AF se cortan en H;y AN y &
MC se cortan en G, la prolongacién de HG o

cortaa MN en S. Demostrar que HG=GS. .

-
DO

-
0.'

E

o B
Pnou.m!@!! “
Se tiene el trapecio ABEC (AC//BE), se ¢ A)5 B) 7 C) V15
lﬁ)_ica P en Iﬁ. si AB=BC, AE biseca a D) ng E) 3s/§
CP y m«BPC = a. Calcule m<BCE .
A) o B) 2a & FPROBLEMA
C) 90° -« D) 90° + « < En el triangulo rectangulo ABC recli

E)180° - o + en B, se traza la altura BH, en los trian

& gulos AHB, BHC, APM y CQH se ira
zan las alturas HP. HQ, PM v QN
PrOBLEMA . respectivamente. Si AM=a y NC-,

En el tridngulo ABC, AB=c, BC=ayAC=b. . calcule AC.

Si 3{(m<BAC) + 2(m<ACB) = 180°, indique o =
la relacién entre a, by c. * A) a+b++ab B) v2(a® + b?)

.:. 2
A) a :bz-—bc B) a =C2—bC o C) 4+/ab D) (\/a_-{»JE)
.:. 3
C) c®=a’-ab D) c2=bZ-ab . B (¥a+3)

E) b*=a-bc -

" Pmnm@
En el gréfico, P y Q son puntos de tangen
cia. Si AE=a; BF=b y CG=c, calcule HI
en funcionde a, by c.

- .
.‘0 L0

PROBLEMA

*
‘.0

En el rectangulo ABCD, se traza BP per-
pendicular a AC (P en AC ), My N son
puntos medios de PC y AD respectivamen-
te. Calcule m<BMN .

A) 60° B) 120° C) 90°
D) 135° E) 45° - s 3 r 0 G

»
..‘

.
0.0
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g~ ©

N N° 220

MD = 45°, CL=1y LD=5.
ile ¢l menor valor de BM.

E) V3

N° 221

B) 2 C)a

)l gréfico, AM=MB y DN=NE, calcule x.

N° 222

wlacion entre a, b, cy d.
)-ac=bd

| ab=cd

¢a’ = db?

b) ca=d%

1) (a+b)d=ca

C

‘ol gréfico, T es punto de tangencia, si «
%4, AB=b, CB=c y CD=d. Indique la

-
0..

.
0.0

ilongacion del lado BC del cuadra-
yen AB se ubican los puntos Py M o
’ mente, tal que MP N CD = {L},

) . L -
L0 Lodd o Lx4

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Pmum@

Desde el punto P exterior a la circunferenica
de radio R se trazan las tangentes PB y PD
(B y D son puntos de tangencia), luego se
traza la secante PCA, la proyeccion de B y
D sobre CA son los puntos H y T respecti-

vamente. Si (AB)(CD)= \/R- v
(BH)(TD)=K, calcule R.
A)l B) 2 C) 0,5
D) 0,25 E) E

K
Pnoumm!

En el gréafico, AO=0B, calcule x.
A) 120°

C) 105°

B) 90° .’Q\

D) 108°

E) 106°

:, Pnonm@

Si 2(AL)=3(LC), PB=2(AP) y PL=13.
Calcule QH.

A) 713 B) 247 C) 1043
D) 3410  E) 430
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En el grafico, AE=a, CF=b y
Calcule BH.
B

A C

ab
Ay ——

Sih B) k(a+b)

C) ka+b)

A) 1l C

En el triangulo ABC, la circunferencia ins-

crita es tangente a AC en D. Caleule la .

distancia de D hacia la recta que contiene a

)
0..

- *,
'.' ‘.0

.
'0

o

.
o

.
o

"

DO

.
0’0

- L)
0.' ...

-
0.0

A) 8° B M N ¢
B) 22°30'
C) 26°30'
D) 15°

A D
E) 18°30'

Pnoum@

En la figura mostrada, MC.HL =54: Bl
y BF=FC. Calcule BM.

A) 4

12

B P
B) 4,5

C)5

D) 5,5 A C

» E)6

los otros dos puntos de tangencia, si ..

m<«ABC = a, AD=a y DC=b.

A) w/a—b.sena B) 2/ab.cosa
o
2ab.cosa 2ab.cos| 2 )
C) —= D) —
a+b a+b

E)(a + b).sena

Prontsv FFETY

En el gréfico, A y D son puntos de tanaen
cia. Calcule el valor de R, si FD=3(EC)-

A) 6
B) 8
C) 246
D) 9

E) 62




N N° 232

‘.Js a, “P” v “T” son puntos de tan-
-‘AM=4. AN=5 y BK=10. Si
» BIBS) - 3(AH) , calcule SL.

Ty N° 233
Wwallco, calcule CD, si AB=6, BC=4 vy

N° 234

W(BC)-(EF)(FG)=3.

) .
o e*

Bl {réfico, calcule BF, si (AE)(CG)=15y *

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
g Ry N° 235 |

Dado el tridangulo rectangulo ABC (recto en
B). En los lados AB, BCy AC se ubican
los puntos D, E y F respectivamente. Si
AF=3(FC), AD=2(DB), m<FEC=m<«DEB
y EC=12. Calcule EB.

A) 6 B) 4 C)5 D)9 E) 10
Pnonuw\@

En el gréfico, P v Q son puntos de tangen-
cia. Calcule AB/MN.

Se tiene el rombo ABCD de centro 0,
m<BAD = 60°, se ubicaPyQen BC y CD
tal que m<PAQ = 30°. Calcule m«POQ.

A) 60° B) 90° C) 120°
D) 135° E) 106°
PROBLEMA

.. En el grafico, P v Q son puntos de tangen

" B)120°
. C)90°

cia. Calcule x.

A) 60°

D) 75°
E) 74°




UZCAN

PROBLEMA @

Calcule x, en:

v
.il
r I’
2 1
I v
A) r] + I B) & I'I +r2
12 r22
T § D) 2T
n " p D) n + Iy
r]2
A
) T]z - r Tf

PROBLEMA EZ!!

En un tridngulo acutdngulo ABC de
ortocentro H, se trazan HM/BA vy

AM+NC=2(MN) v m<«BCA = 40°.

Calcule la medida del angulo entre BC y la
recta de Euler del triangulo ABC.

A) 20° B) 60° C) 40°
D) 80° E) 50°
PROBLEMA

En el grafico, my, mg y me son las lon- %
gitudes de las medianas del AABC, tra- «

zadas desde A, B y C respectivamente

Sl PA' 5 Eg‘ £ PC'

—— calcule x+v,.
BC AC AB

A S
.' A) u+pB+0

. C) 180°+0-a-B

* E) 180°-a-p-0

"  PROBLEMA | N° 242 |

.,
» 0.0

GEOMETHIA

B) a+p-0
D) 90°+6 -« ()

En el gréfico, calcule 6 - a.

A) 45°

B) 37°
C) 22,5°
D) 18,5° a

E) 26,5°

Prontewa FPYER

i ik sl « En el gréfico, calcule PQ/MN. (E, T EM |’
HN//BC, tal que M y N esta en AC,si ..

v S son puntos de tangencia)




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

. N° 244 prolongaciones de AD y BC se cortan en
Bi11gu1l0 rectangulo ABC (recto en B) % Py la bisectriz del angulo APB corta a MN
_-Ia ceviana interior CQ y la mediana » ¢n Q. Calcule MQ
del friangulo AQC. o
QAL =m<«ACL=2x y maQCB=x. A) ﬁ B)
cule x. o :
10° B) 12° C) 15° gl E) 2
| 18° E) 22,50° s
& PROBLEMAR. VT }

No 245 o . - A
Se tiene el cuadrado ABCD, Q esta en AB v

PD S
gréf'co AL=1y LD=3. Calcule -5 PR’ R en AD tal que el triangulo CQR es
equildtero, se traza el tridngulo equilétero
p * RQC,conAP A QR = {M}y PD A RC = {N}.

C)1

™|

_ Calcule la razén de inradios de los triangu-
* los AMRy RND.
> A)1 B) 2 C) V3

D)3 +1 E)v3-1
Pmumm

% En el gréfico, S es punto simediano del trian-
s o
' N 248 gulo ABC. Calcule senx.

p el triangulo ABC, AB=c, BC=a y . '
AL b, se ubica P en AB y Qen BC tal . Ay 1E B
[ e PQ//ACy PQ es tangente a la circun- B) 1/3
uncia inscrita. Si PQ=x, indique el me- «
it valor de: “a+b+c” e C)2/3

‘ ‘) hx B) 4x C) 8x - D) 3/4
N} dx~2 E) 8x4/2

E)3/5 E =R D C

] . N° 247 R
M0 tiene el cuadrilatero inscrito ABCD en » ProsEma [ERFETY
Ay CD se ubican los puntos M y N res- “* En el grafico, ABCD es un rectangulo

AM _MB * PCnAQ={X} y BRnPQ={S}
i tivamente tal que N DR —2 Silas

.
.“

DN SiAB=a y AP=b. Calcule PS/SQ.
' 117




o OyE es el excentro relativo a BC | |y
D < de Euler del ABEC cortaa OE en &

* Si m«BAC =, calcule OS/SE.

* A lcsc‘?g B -lsenz(y'
- al o ) 4 2 ) a 2
A) — B) — C) == R
) b ) ) b2 . C) —1-<CSC2(1 D —lsenzu
b2 o:o 4 ) 4
D) = E)1l o
a seno
E) 4
PROBLEMA ®
En el gréfico, € es la circunferencia inscri- Pmm!;gg!
ta. Calcule % en funcién de « y 0. * Si AD//BC. demuestre: X=y,

o Sitiene el AABC, E es excentro relativi a
BC, M es punto medio de AC _ 4i

EM A BC = {Q} v m<BAC = 2(m<AC 1)
Se tiene elﬁuadrado ABCD, M es_Bunto > Demuestre que AB=BQ.

medio de AB,Pestaen BC,Qen CD yO *

es centro del cuadrado. Si m«MPB =« y PROBLEMA

m<POQ =45° calcule m<AQD. « Sea el triangulo ABC de baricentro (i

o a trazan exteriormente los trianqguloy
A 89%ha . B)dgesen ) 2a equilateros ABP y BCQ de centros N v M

D) 90°-a E) « Calcule m<MGN .




B) 90°
D) 105°

"N N° 257

Mon puntos de tangencia, calcule x.

N

b

‘
&

b

B) Vab
D) va®-ba+b?

4" 4 ba + b*

WLy N° 258
: “'Mﬁco. halle:
AB CD EF GH
BC DE FG HA

C)2

.
..0

e

*

o & O

0
W

. -
0 o

»
..

.,
0.. .

.
..

.
0.0

e

!

.
.0

e

.

e

o

-
...

.,
..0

.

.
...

)
0.0

*e

-

)
0..

.
..

.
‘O

- .

..0 . X

»
..0

e

hS

e

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

houm@

En el grafico, M, S, P y Q son puntos de

tangencia. Calcule

NL
L
a-
P
) =
2a a’
A) T B) F C) bz
b2
D) — E) 1
a

T TRAY Ty N° 260 |
Se tiene el tridngulo ABC (escaleﬂq) se tra-
zan las bisectrices interiores CC; v BB,

luego las exteriores CC, y BB,.

Con diametros C,C, vy B,B, se trazan

semicircunferencias secantes en P.

P se proyecta sobre AB. BC v AC

. ¢Qué tipo de triangulo es el que tiene

como vértices dichas proyecciones?

A) Semejante al AABC.
B) Triangulo rectangulo.

C) Triangulo isésceles.
B
D) Sus angulos internos son 90°— '3 . 90 5

E) Equilatero



b

Y

c ?d—i

A) ad=bc B) (a4+b)d=(c+d)a
C) ala+b)=c(c+d) D)d(a+d)=b(c+b)
E) ac=bd

En el grafico, AF=4 y EC=6. Calcule BD.
A) 1l

B) 2
C)24

D) 3

E)48 E c

PROBLEMA
En el gréfico, 2(AN)=3(AM) y CD=6.
Calcule CE

.
DO

L)
"

e

.

. ) » . )
. 0.. ..‘ O.. ..Q 0..

.
..

.
0.0

L)
..O
-
O..

Se tiene el ciadrado ABCD, N es punia
medio de AD, L estd en AB fal que

m<CNL =90°, NC nBD = {S},la proloi
gacion de LS cortaa CD en M.

Calcule ﬁﬁ
Al B § C >
) e i3
5 6
'S 2 B
Plom@

En el triangulo ABC, se ubica P en AC y ()
en AB, tal que AQ=PC, AP- B
m<QPB = m«PCB, PQ=3 y PB=4.
Calcule BC/PC.

A) 1 Bfl' C1
) ) 3 )5
3

D)E E)3




4 N° 266
D ¢s un cuadrado y AM= MD.
e BQ/QL.
B C
)
L
A M D
3
B) V5 & -
a4
E) Jg
N° 267

| ¢l grafico, BC//AD, PC=CD vy
»J(PA). Calcule x.

B
A7
10"
) 92,5°
e v
L% 277y N° 268

4

'.‘ centro del triangulo ABC. Si
WA ACB = 2(m«MDB). Calcule BI/ID.

B)1 C)2

E)3

W ¢l tridngulo ABC se traza la bisectriz in- 4 ' .
A v D) sus diagonales se intersecan per-

ot BD, M es punto medio de AB, les &

Pmnn.nu@

Si AB=BC, AP=5(PQ)=5, MN=2(MQ) vy
2(QC)=3(LC). Calcule AS.

A) 3
B) 4

C) 9/2

D) 11/2

E) 5/2

PROBLEMA m!

& En el rectangulo ABCD, M y N son puntos

medios de BC y CD respectivamente. Si
AM =242 y BN = J17. SiP eslaintersec-

* ci6én de AM y BN, el valor de PM+PN es:

o Zﬁ + Jl_7 2f2_ - 2Ji7
< Al = B) —
e 5 5
o SNEAT 242 + 3417
v €) - D) - —
o 5 5
S 237
0:: 5

PnonumgM'

e

En el trapecio rectangulo ABCD (recto en

pendicularmente en E. SiAD=3 y AE=1
Determinar la proyeccién de BC sobre

DC.

A) 21‘«{{Zj B) 21—‘/; C)9

D) 10 E) 1142



En el triangulo acutangulo ABC, se tra- ,
zan las alturas AP y CM, luego se tra-
zan los paralelogramos APFB y CMEB,
la recta que une los centros de dichos ;
paralelogramo cortaa MEy PF en Ry
S.Si AC=f y m«ABC =qa. Calcule RS.

A) fcosa B) 3fcosa

C) 3fsenc D) gﬂcosa

3
E) —¢
) 5 sena .

PROBLEMA

En el triangulo ABC, se trazan las "
bisectrices interiores BD, D_E.y DF de
los triangulos ABC, ADB y BDC respec-

tivamente. Si FC = éBC, BF=12yAE=5. «

Calcule AB. o
A) 6 B) 11

C) 15 D) 18
E) 20 o
PROBLEMA

X

En un triangulo ABC recto en B, las bisectri- «

ces interiores AP y CQ seintersecanenl. <
Si (BP)(BQ)=8, calcule BI.

A) 2 B) 8
C) v2 D) 242
E) 4

122

. A)12

* A1

GEOMETHIA

PROBLEMA
En el gréfico, MN=1 y OM=2, calcule A}

A) 5

En el cuadrado ABCD, P y Q son puntos
en los lados AB y AD respectivamente; (¢

modo que @m PC = {E}, m«PCQ = 4},
PQ=4(BP) y BE=4. Calcule BQ.

B) 16 C) 20
D) 8v2 E) 32
PROBLEMA
En un triangulo acutangulo ABC de¢

ortocentro O, y alturas AT y BM, la paralels

. trazada por Ta BM intercepta a la prolon

gacién de AB en P Calcule la distancia e

» Ta BM,siAC=12, OM= 3y PT=8

B) 2 C)3

E) 242

D)4

" PROBLEMA m

En un tridangulo ABC de circuncentro "()
la mediatriz de AC interseca a BC, o la

circunferencia ciscunscrita al triangulo AR

v a la prolongacién de AB en los punto

M, N y T respectivamente. Calcule |




JRIAL CUZCANO PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

inradio del triangulo ABC, si OM=8Yy * pgonrema NI

2 10. ¢

i 0 Se tiene un triangulo ABC de baricentro "G"
B) 9 C) 12 y un paralelogramo AGDC; “M” es punto
E) 18 . mediode AC, ADy MD intersecan a BC
en E v F respectivamente. Calcule

N° 279 +« AE MF

lene una semicircunferencia de diame- *

o : 3% ik 3 2 3
AB, luego se traza una circunferencia ¥ A) B) = C) =
g e B 4 3 2
gnte al arco AB en “T" y a la prolonga- * = :

ide AB en “P”, si: AT=12y AB=13, * D) : ) 2

4 o S

ule BP

AR 67 06 o Pmm@

B) -
4 En un tridngulo ABC, recto en A, se traza la
< ceviana interior AP, en cuya prolongacion

63 g
E) 8 % se ubica el punto D tal que BC L CD. Si
# AB=BP=3y PC=4, calcule (AP)(PD)
T N° 280 * A8 B) 10 C) 24
leule QT, si PQ=3 y NT=2(HP). . D)12 E) 16
Q & PROBLEMA B hi¥l:T]

“ En el grafico, ABCD es un paralelogramo,
% larazon de los radios de la semicircunferencia

& es 3/7. Calcule TP/PD. (“T" es punto de
& tangencia)

A) 1/7

* B)2/5

N° 281 *
0 <5 + C)2/7
Hlene un tridangulo equildtero ABC de

Heantro “G"; en la region exterior relativa . D) 1/6

Al se ubica el punto “P” tal que larecta
f Intersecaa BC en “Q”. Si3(BQ)=5(QC), , E13/8
APG = 30° vy PG =743, calcule AP .
i ST Aan Ty N° 285 |
Si P Qy T son puntos de tangencia; AM = 1

[ () B) 10 C) 12 2
y BH=3; calcule TN.

114 E) 21
123



oAk
A) 1,5
B) 1,8
C) 1,6

D) 2,2

E) 1,2

PROBLEMA By bdvi: [

En el grafico, ABCD es un paralelogramo y
CD=3(PB). Calcule BQ/QO.

A) 1/2

B) 1/3

C) 1/4 B

D) 1/5

E) 1/6 X A

PROBLEMA

En el grafico, ABCD es un rombo, AC=10, .

BD=2 y AB=PC=CQ. Calcule la distancia
entre los baricentros de los triangulos BCP
y DCQ.

A)3
B) 4
C)5
D) 6

E) 8

124

g I TRAYIY N° 288 |

Se tiene el cuadrante AOB de centro ()
AB vy en la prolongacién de OB su uli

los puntos P v Q respectivamente; tal 4
la circunferencia de centro O, que conlig
a PByQ interseca a AP enL.Si 00, »

calcule AL.

A)a B) 2a C) ayd

D) aﬁ E) aw/g

G es baricentro del triangulo THM, T ¢4 puy
to de tangencia. Calcule AB/BC.

A) 1
B)1/3 C

C) 2/3

D) 2

E) 1/2 N

PROBLEMA
Si AH=m y MH=n, Calcule AE/EB.

m
A)
n
2
By
n
m

C) =

=

rn2

D_..._
)nz

E) n’
rﬂz



AL CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

N N° 201 ’ tal que la prolongacion de DE interseca a
0 ¢l triangulo ABC de altura BH. Si la prolongacién de AC en F Calcule CE

;35°.AH=3—J§yHC=3+J§, ° e - b A
- oid - a+b ) c-a a+b
0:0
B) V2 oV 7 o o
E)3 B e atbee

CI N 292 gy TPITEEVI N° 295
B 5(AB)=2(CD). Calcule -1 ¢ Enuntridgulo ABC se traza la ceyiana in-
| Ry % terior BE , tal que m«BAC = 2m<EBC.
% Calcular BC, siAB=5u, AE=3 uyEC=4 .

» A)3u B) 2¥3p  C) 342p
* D) 2J6u E) 4431

Pmum@

En un tridngulo isésceles ABC (AB=BC) se

. traza la ceviana BD, cuya prolongacion
Ty N° 293 interseca a la bisectriz exterior de vértice C

¥l grifico, P es punto de tangencia, ha- ,, en E. Calcule CE, si m<«ABD = 3m<«DBC,

PO/QH. . AD=7py DC=3p.

T A) 2V3p B) 4v3u
» C) 342p D) V15p
* E) V2In

* prosreva EIFCYA

En un trapecio ABCD (BC//AD),M es un
punto de CD, tal que 3(CM)=2(MD) v
« m<«BAM = m<CDA.

<+ Si BC=6p y AD=15y, calcule AM.

K7
0..

'nOn N° 294
un tridngulo ABC: BC=a, AC=b, AB =c.
U Irazan las bisectrices interiores CD y AE,

A) 9,6u B) 10,8u C) 11,2u
D) 120p  E) 124p

o) .
0.0 ..0

.
...
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ZCAN GE
\
o 4
BLEMA §. L 725 722 /4
PRro 98 e W B) L%, ¢ v”

Dado un triangulo rectangulo ABC rec- o S 7 /
to en B se traza la ceviana AP en la o 367 3645
cual se ubica el punto D tal que D) 5 E) 5 H

BDLAP. En AC se ubica el punto E .,
tal que ABDE es un trapecio isésceles. o
Si AD=9u y DP=4y, calcule EC. gL TN 300
.. Enel gréfico, AB=DE, BC=CDyAM - MI}
A) 6u B) 9u * Calcule x.
C) 13,5u D) 15u

E) 12

Pmm@

& i 0
oo e

.
°*

Desde el punto P exterior a una semicir-
cunferencia de diémgtLO AB se traza la <
tangente PT, tal que PB es bisectriz del ¢
angulo APT. Si PT=12u y PA=10p, * A)30° B) 45° C) 60°
calcule PB. ? D)3 E) 53°

"

<

o

o

&

&

<

’..

e e e D oo oo
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SOWCIONARIO

> ANUAL
> CEPREUN
2 SEMESTRAL
> SEMESTRAL INTENSIVO
> REPASD

e PROPORCIONALIDAD
R Y SEMEJANZA

127




.

e’

.
0.‘

Nos piden: BM
AB

a2 E R .
.. Datos AM=MN y 4(BN)=3(NC)
A X
‘\ / < * Del primer dato:
- D Q S
3..\ /, " Como AM=MN = AAMN: isésceles
‘ (2:&\ l{‘:zr > @ = m<«<MAN = m<ANM =0
- B e oo O,
= K\ /1 & = MN/AC
AVM
< * En el sequndo dato:
Mee i AD 5 4(BN)=3(NC)
os piden po= oE

= BN=3k y NC=4k

b

S

.,
o
k2

Por teorema de Tales:
AM=4m y BM=3m = AB=7m

« Como AM//BN//CP//DQ//ER, usemos
el teorema de Tales:

AB=k; BC=2k; CD=3ky DE=4k

= AD=6k; BD=5k y DE=4k o —m——=

* Reemplazando:

.
“.

.
0..

> =
w2
e I )
22
N W

>,
...

.
..

AD 6k 2 Clave /(]
BD+DE 5k+4k 3 5
Clave /D]

o

o

L)
0.0

*, .,
L ... ...

O
*




IAL CUZCANOD PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

‘ 1 x.

.
.‘

.
"

Coma AP=9 y PC=3, notamos que
AP=3(PC) y al ser AB/FC
= BP=3(PF)

‘Obseryemos también: EF//BC

>

> P

.
.O

DI

-
"

X &
=D PR v o
S Ja
o
x = l 0:0
Cl - A@ o:o
B X
Nos piden — .
N° 4 K %
::. * Como O es centro

= m<«PAL = m<AB =45°

¢
.

*

/- N <> o
« ‘(c‘g 3 N3k & * APDC: notable de
."331 » it : 2
' , R 4 . s £ . ’;. = PD:a y CD:Ba
' . i e l;a &+ * ABAP notamos que AB=3a y AP=2a,
E D k C » por teoerma de la bisectriz:
* x_34 _3
X. @ y 24 2

e

2
<

ADBC, por teorema de la bisectriz:
BM=3¢/yMD=/

-,
"

-
Q.l

COmo mlgﬁ = Por teorema de Ta-

los: BN=3n y NE=n i
Hnalmente, por teorema de la bisectriz Bu
. ‘n AABE: .:.
S o
2 [’ o
o o
x=6 5
i A 3a

e

S

o

. Nos piden x.



WL%R\.—Q‘ e ———————————— G E ) M E TR

* Al completar “angulos”, notamos que:

AADC es notable de 45° y AADS es
notable de 37°, sea AD=DC=3a.

= SD=4a = SC=a

o

R

.
..

-

w
o
o

L)
..

* Como SP//CQ/DR =» ;::

.
.'0

b
Il
N
—

c
g

.
..0

o>

RESOLUCION &
o les:
@ a. b
v m b
* + Enlalinea PQ: QS=2k y SP=k
&
G A o
o Lnghe: e e
5 R R S
» 3 + E -—.]L + 1 —l
- i N T
\ Clave /A)
Piden; X * RESOWCION
y ofo B R M C
* Por propiedad: OT | 3, u O]
o>
= al prolongar TO hasta H, tendre- < oy
I P ey B y
mos: OH L %
% o
* APHO: notable de 37° o Q
= SiOH=3k = OP=OT=5k  * 7 A\ g
* Por teorema de Tales: & 5‘“4[
Xa K3 A .6%‘53%: ":N P D
y 3k 3 B L= | "
2 5¢ 1 5¢

Llave /E] Nos piden x/y
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IAL CUZCANO - PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Resorvcion [NEEY

Jgsde QQ trazamos una recta paralela a
o

‘ ONQ: notable de 53°

‘. OQ=5i Y NQ=4( ot
AD=AB=10¢ = QM=6¢ &
“omo RM/NP = 2 26 -
i y 6/ »
5 — g 0:0

y 3 o

Clave /C] = Nos piden x.

* «  Aprovechemos la presencia de circunfe-
i rencias, trazando la cuerda comun.

+ Luego: m«CFR =m<«EBR = m«ADR

= FC//DA

* AFCR~ADAR =

L -

<
10
2

2 ‘ Clave Z:I

i piden x. o
LComo A_B, BC Y AC son diametros &
IADB =m<AEC=m<AGC=m<«BFC=90°
" Luego DB//EC y AG//BF -

Par teorema de Tales: gg =3 &
AB 1 N
X X
— T e e 3 _—— .:'
Como RE" 74 = 1 g
é g : A 4a S a C
" ’ Nos piden: x/v
x=4 , .
& * Como hay cevianas concurrentes, laidea
Clav & _esusar el teorema de Ceva.

131



cuZcAN

* ABHC notable de 37° y AAHC nota-

:

ble de 45° .
SeaHC=dk = HB=3kyAH =4dk M
* Por Teorema de Ceva: x.a.dk=y.4a.3k « }9\‘,.
B Sm_ 53

.
o

=3

< |

Clav

S5m

o 1 ~
A Q D

& Piden: x

» « Se prolonga DC vy se traza BM | | W
- (Men DC)

o * ABMC notable de 53°, sea BM 4
. = BC=AB=5m

& * Como PQ/BA y PH/BM =

m Hm

X <
Nos piden: v . s
* Como BM=MC = al trazar BR L AC * Clave /1]

= RH=HC=8k

* O es ortocentro del AABH = la pro-
longacién de HO corta perpendicular-
mente a AB en Q.

AQ_13 s
8
* En AABH, por teorema de Ceva:

X.8k.13m=y.5k.8m

« Como QH/BC

x .5

.
—
e S b o

y 13 .
Piden x.

Clave /D] * Notemos que o+ 6=45°
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AL CUZEAND — PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

.,

| frazar la diagonal AC, notamos que " Resowvcion [N

MaPAC = m<LAD =«
\ego AAPC~AALD

. JLUCION N° 16

* Nos piden BC.
Dato: (AB)(EB)=144

. »
9N

e SeaBD=xyDC=y = BC=x+y

* « Como D es excentro del AAPQ = AD

v es bisectriz del &ngulo BAC.
e X. * « Enel AADB:
Notemos; m<QPB =90° -« *
4 x%=(BE)(AB) = x=12
= m<QPC =90° < T
EAQPCB es inscriptible « + Enel AABC, por teorema de la bisectriz:
= m<AQP =m<«PCB =60 B
< x 4m -9
B APQA-APCB = =S g g
4 Q E 12 4m EX
» BC=x+y=21

x=9

L) -
-~ ... Cl

7

Clave /D]

.
..‘



CUZCANSQ

l 5 5

3¢ o

—] o

A H C

Nos piden QC, sea QC=x o

* Como el AABC es isdsceles, BH es
bisectriz también.

« En AABQ: >
ORLSE o puts
5 ¢ _

* Como AB=BC = x+5=15
x=10

Clave /C] b
RESOLUCION !;g g

Nos piden AE

134

RESOLUCION !;E !!

* Como FE=3(GF)=s Por teorema
Tales:

EN=3(NM) v ET=3(TB)
* AOT: isésceles y OT//AB

= m<BAT = m<«TAE, por teorema u
la bisectriz en el AABC:

x_3m
3 m
x=9

Clave / ﬂl
RESOLUCION EEZ!

* Piden x. | _
* ¢ Notemos que ML//FD y EA//MB// | (

* Por teorema de Tales:

FM=2(EM) y LD=2(LE)

S @zZ(AC)
x =2(3)
x=6

Llave /1




IAL CUZCAND — s PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

X

respectivamente, entonces:
a_Ch ~ c NE
b DA ° d EL

.
g

e

'

2
...

.
...

* Como :‘2//2//2

e

-

¢ CD _NE a_c
& DA EL b d
o ad =bc

E

o

E
:

)
...

Notemos que: AASHQN y AAPQTS son
phadrilateros inscritos.

= m<QPS =m<QTN v
m<QNS = m«<QHP

.
.'.

e

!

L)
I.‘

L)
Q..

.
...

‘ x 24
APQH~ATQN = *-%% ;
K= 3 A &

x=6 “

3

-

Clave /A]

.
.“

‘e

.
..O

Nos piden x.
Dato: am=64
* Como | es incentro

= m<ABl=m<«IBC=p vy
" m<AIC=90°+f = m<DIC=§

.
0'.

-
...

o También m<ACl=m<ICB =6
* o Luego AICS~ABCI

X a
| C ¥ = —=2 = x%=am
o k3 m X

piden la relacion entre a, b, cy d.
‘ - s o x=8

MNalemos que BD v ME son bisectrices
riores de los triangulos CBA y NML

Clave /C]
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GEOM

* Por propiedad de circunferencia:
AP=AT=3; TC=CQ y NQ=PM~ ]}

< ¢ Porteorema de Menelao para el AAN
® (recta secante: MNE ):

3

o (AM)(BN)(CE)=(MB)(NC)(EA)

* = 7-a-x=a-4(5+x)

] 20

< . £ 8

: S OX 3

% Clave J0|

A 15 D
o
Piden x. -
* Notemos que BP y DP son bisectrrices
interiores de los As ABC y ADC -
* Por teorema de la bisectriz: .
18 AP 15 AP .

—=-— _—=— o

12 PC 7 % PC
18 15 -:'

12 «x A
» Nos piden PC.

“ ¢« Como MG=2(AM), sea AM  ’k
- = MG=4k

* Debido a que G es baricentro

= GS=3k y BS=SC

s * ComoMB//GP = P_S=§B = PS=}
4 4k

L) .
‘.. 0.‘

* Como AS es mediana = BS=5(

PC=10

-
0.0

-
0.0

.
...

Clave / |||

Nos piden x.

e

.
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CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
on G % e Por corolario del teorema de Tales:
... x f
o — W e e
"' 8 2(,
2 SooXx=4

Clave /C]
+ Resovucion RPN

Como las regiones sombreadas son re-
ares e isoperimétricos:

3a=4b — b=3kya =4k o
| frazar la altura BH del AABC
= AH=HC=2k “ Piden x.
mo: BH/DC//GL (T. Tales): * Enel AFBA, por teorema de la bisectriz:
P BD=5k y DF=3k
o # * AFBC~ADBE
6 3k o x 8K
o' = S ey
x=4 : 4 5K

x=6,4

Clave / —A-I

. .
. o .

ON

Q a Ma R aD

nx.
Lomo MP/DC = CP=2(PQ)




CUZCAN

Piden x. " RESOLUCION
* Como mED = mDB

)
.‘.

2
CR

0
*

= m<EAD = m<DAB =0

o

.
l..

= m<«DEF =m<DFE =6 "

‘.’

* Notemos que ED=DB y que para el
AADB la linea DC es bisectriz exterior,
entonces:

., .
Q.. O..

-
g

il

3k 4
7K x+12

Nos piden R.

)
.0

x=9

L
0.0

* Se traza C)[.LQ—P(Len Q—P)

<« = QL=LP=4

.. * Sea TM=a por dato: QR=7a, comu
RQ=RT=7a = MR=6a

* « Notemos: A0LQ~AQMR

: LB 72
2 4 64
14
t + 1 — 1 o 3
P 3 A X C 12 ) |
2. Clave ZM
Piden x.

* Sea m«PBA=0a = «a+0=60° lue- * nnsowa(mm

go m<CQB =«

* Luego APBA~ABCQ o "
SO ' "'IL
x93 |
12 ¥ Y |
x=6 o m
Clave /B] * g

L)
Q.'
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PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

b mn=40y CF= 242

Polongemos LP hasta que corte a RC
wn k.

&omo PQ=3(RP), por teorema de Ta-

LLP=3{(PE), sea PE=x
w L P=3x, como LO=0OE=2x

mo CDEF es un cuadrado = DF=4

5C_n po=0
m 4
BC=10
Clave /B]

"« Setraza OM L AD

- = AM=MD=0OM=4

% * En ALMO: ZR=9

L x=2,5

o Clave /D]
" Resowcion A

* Piden x.

» » Sea m«ADC =0 = por angulo exte
rior:

m<ACP=a+0 = m<BCA =«

« * AACB~AADC

: x_a
— s

o b X

: x = Jab



Nos piden x.

* Observamos que AQDC es isésceles: QD=DC =3 = AQ=5
a

« AAEQ~ANEM = §=§é N amDE

Clave / ﬂl
RESOLUCION Fuial Yl

Piden AM ;
MC

* Notemos que: m<QEB = m<QEC =0
vV oa+0=180°

* Se traza AS tal que AS/EC
= m<xASE = 0 = AAQS: isdsceles

* AASM~ACEM = —— ==

RESOLUCION !;EZ!

Nos piden x.

* Notemos que m<«AFE = m<FDA
* En el AEFD, por propiedad de semejanza:

x?=(EA)(ED)

(4)(9)
x=6

x?.
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PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

MIAL CUZCANOD

-

et N° 39

‘ 1A% X.

bmo mQD =mQB = m<QAC = m<«<QPC
W [AAPQC es inscriptible.
Deducimos que m+BCD = m«BQC
# en el ABQC, por propiedad:

x?=b(b+a)

X = Jb(b+ a)

‘Nos piden x en funciénde R, ry c
Lomo mQLB =mBS

= m«BAS = m«Q0,0, =«

fhmbién: m<BCM = m{QOZOl =0

A 0,Q0, ~AABC = §=§
Ccr
X=—
R
srucion [T

‘ piden: x/y.
. Por propiedad de circunferencia:
m<«ANM = 45° = NM//BC

Por teorema de Tales:

x 3k

y 2k

-
Il
N W




AN
CUZCAN

RESOLUCION gg!

* Nos piden la relacién entre a, ¢, m y n.

GEOMETAIA

* En AABC, por teorema de la bisectriz interior:
—=— = AN=ck y NC=ak

* En ANMC, MA es bisectriz exterior:

U = nc=m(c+a)
n (c+a)k

RESOLUCION QE!

* Piden la distancia entre §1 v :V.;
* Como G, y G, son baricentros
= al prolongar AG, y CG,
llegarén al punto medio de BD .

* Por teorema de Tales:
CC'=20: C'H=y:
AA'=2x; A'J=x

= 2Xx+2y=9

x+y=4,.>5

Clave /A|
RESOLUCION ﬂ!!

* Piden la relacién entre a, ¢, x e v.
* Como I es incentro del NABC

= m<AIC =135° (0+f =135°)

« ABIM~ABNI = X-=2_f!
2

—— - —?— 2 2
y - S CX" =ay




IAL CUZCAND

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

el N° 45
i piden x .

_ LAC y en el AQBC la linea BH
# bisectriz interior.

Par el tridngulo notable de 30°/60°;
88 MQ=QN=2v3 = QB=3a y
B=2a+/3 - BC=4a

N AQBC, por teorema

e la bisectriz:

” 4'!( 30°

M completar “angulos”, notaremos:

0 uu NO Q
Nos piden x.

Notemos que el MABESA es
scriptible.

am<AES =0 = m<ABS=0
V¥ m<BAC =90°-0

L\AFEC:

m<FEB =90°-0 = m<«FEA=0
I'n AMSE: EQ v EB son bisectriz

nterior y exterior=> S, Q, My B
.Iorman una cuaterna armoénica.

X 15+x

S

C
N X
H
@ 3
» 4a
Q 2ay3
{0 \\
o ™
$ o @
0 ~f00
60° 300 . \,
T B
Clave ‘

Xx=5




AN
CUZCANG GEOMETAIA

Resovocion [N YA

* Nos piden x.

* Como: mAT) = m(jE = m<ABQ = m<QBC

» Luego, en AQBC, BR es bisectriz interior y

BP es bisectriz exterior.

* C,R, Qy P forman una cuaterna arménica.

X SEX
2 3
x=10

RESOLUCION .5 §
i * Nos piden x.

: * Tracemos la tangente comin <.
Sea: msRAB =0 = m<BRL =0; m<lLRQ=m<BQR=0 = m<QRS=wa+0

» En AARB: RP es bisectriz

interior y RQ es bisectriz

exterior.
‘ X 9+x
= =
| A
x=3,6

.......

Clave / nl

| 144




PROPBRCIONALIDAD Y SEMEJANZA

)
0.0

i N° 49 * FD=HQ=4aJ3 = FE=4a
* Del gréfico (LAOHJ):

.
0.0

.
."

.
Q.O

' 7
Q
o
RN

\/

)
..

.
.C

.

..
.

2
>
(@]

>
Q.O

.0

| js6sceles = AB=AM=a R

AABC, por teorema de la bisectriz
flor: BQ=¢ y QC=2¢ -
t 3(:9 = f=3 <
QC=6 #

Clave /B]

-
0.0

B\
o

&
gt
5

-
N
<

e

m
°

Nos piden ]

. ’ D y ;
EJ * « O\ASMB: Qinscrito
#\ \x ' Q h = m<SAB =m<BMN = q
2a.  2aiy £ ¥
. 8 : < * m<MNB=m<QBA =6
OHLF * « AAPB~AMNB
o piden x. vy 5k
wmos que : Py, - x 2
B o L _H JH=aV3 y X ="

T M JQ  JQ=3a3

E
<
o



e GEOMETRIA

.
‘.‘

Piden x. *
» En AADE, DC es bisectriz exterior. &
o
AD_AC
DE: ECG &
= AC=5ny EC=2n *
* En AABC, BE es bisectriz interior: __
x _34 S
12 24 "
x=18 ,:
Clave AEI &
Vig 150° %
A ‘- 30;\.,-3 3 C &
.i\. "." <
o <
H

* Nos piden x.

* Comom<«ACB = m<ABR, por propie-
dad:

146

(AB?=(2)(5) = AB=410

“ « En AAHR: notable de 30° = AH=1

* En AAHB:

H

Notemos que es notable.

37
2

) Clave_/A]

X =18,5°

* Nos piden x/v.

. * Setraza CS/AN = ACMS: isésceles

= CM=CS=y
5m

“3m

* ACSQ~AANQ =

@ (¢ <=
]
Wi

Clave /D)



PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

| "m"n

.8 N° 55
Y piden X. A
bmo AB/MN = BQ=ak

Iy

- QM=bk

ABC y AMNL son equila-
J3
BE-2Y°
2 v
¢l trapecio EBMG, por pro-

a3 . (b4

@itk i at+b

Clave /E]

JENTON N° 56
* Nos piden mMB .
En ALMA y ALMN:

b® = (MS)(ML)
a =(MS)(ML)

Por propiedad de circunferencia:

m<BMN =45° = BN=NM =a
L Como en AAMN: AN=2a vy NB=a

W
2
mﬁ =53°



GEOMETRIA

“* Nos Piden x.
* « Como AP'=AB = AABP= AAPP

= m<ABP=m<«AP'P=90° y PP'=a
= AC=5ny EC=2n

« También QQ' L AC y QQ'=b

* Por propiedad de semejanza:

ab
a+b

G e oo e W

o

X=

o @

Clave ,{Z:I

DO

RESOLUCION m

* Nos piden el inradio (r) del AABC.
« Como BO, yAO, son bisectrices
= BO, NAO, ={I}, I esincentro del «

o

AABC. <
* Por propiedad de semejanza (pag. 26), *
como O,A//IT//O,B : >
.'.
2 ab -
a+b 2
Cla :
S
< Piden x/v.

* '+ Dato AB=4(BC)

<« * Notemos que:

MA/LB = ML=4k yLC=k

i3 MENE =5 S
S y k
£ X_4
... y

his Clave /B|




IDRIAL CUZCANO PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

prwcion

Sea “b” el término intermedio de la PA.

Nos piden 1/h.
-_.-; | el incentro del AABC, por teore-

m:
M b
AIMTI~ AMHB
B
= —=—
h 3¢
.1
h 3

0 0 0 9
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0



A

»22 ° Pid?\ X.

or teorema de Tales:

o

LZ/IN = AZ=tk; y ZN=1K,

.
o

¥ TTNR e w2
Nos piden CD-BC. 3 ki +ko kK
. 5
o = = * k
AIDE~AGDF = GF 3a— h "=k—2(k|+kz)
* En AHBE notemos que GD es su base 1
media = HB=15 = AH=12. o Clave /(|
* Como HAMG es paralelogramo <
o mlﬂﬂm

= DM=2
2

o

o>

« AABC~AMCD= BC=2myCD=3m

A

o

* Como BD=DF=9 = m=-§

o

* Finalmente:

)
...

e

.

AN i I ——
CD-BC=3m 2m-5—l.8 AEFZ A' m C n E

L)
o

Clave Nos piden x.

e

-




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

= AB//CD y BC//DE

I leorema de Tales:

xk. BD=mk y Xtm_Xx @
n m o

m2 ‘.0

X = :o

n-m R

" Piden x.

% * Por teorema de Menelao en el AABC

(PMB es recta secante):

& x(2k)(3b) = (3k)L(3b)

o ' S E:

o = 2

* Clav

Por teorema de Tales:

[—)E%=g = ED=2my DC=3m

Como AD=DC = AE=m

Gomo ET/BD = L=22 .
omo ET/BD = 7= ¢ > A 11k E 7k D 4k F
% Piden x.

: * Por teorema de Tales:

.  Como BE/CD = AE=11k y ED=7k

151



CUZCAN GEOM

Como BE/PD = > = @‘_‘ Piden MN
14 7k * Como BM y BN son medianas (ctlbar
8 1 v bisectrices), entonces:
X = x
Clave /C] * m<«PBC = m«MBN = 60° 4 [}

¥ - También: @2@4 =E

A - BC BN ¢
= APBC~AMBN

5ol

0 =y X_av
Hl d . o ; 2 -‘.“_’.’L_- M “* 6 2a
1 AR i
, x=pk 5
;. “I"'\' o
| BN o
B pk N mk C e
I m 1

Nos piden el perimetro del cuadrado (BLMN) *
* AABC~AMNC = NM=pkyNC=mk

* pk+mk=m = k= i .:.
p+m v
=y X = —mp— o
m+p :
Pen’metm(Bl My = dx = m % Nos piden xy en funcién dem y n
m+p “* « Por teorema de Tales:
Clave ZZI @
¢ BR_CQ_y

Resorucion [N 2 RP PC n

* A, P CyQ: cuaterna arménica

O
O
3
o
S
o)
O
!
e |
< |

Xy = mn

Clave /1|

152




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

™
L CUZCAND

-
0’0

3
‘.0

in x.

teorema de Menelao, en el ADBM: °

B (x+4)=6(2km = =2 g *
' m x+4 <
B6)C=3K@n — "X o T
m 6 v

De (1) v (1):
‘ 4. n_ 4 x+6 b
m m x+4 6

RNt .:0

SO A g

x+4 6 @

x=2 “

Clgve‘

LUCION Babhad o
B .'

¢ 5

¢ J

N ;

Piden x.

Como A, Q, C y F forman una cuaterna
armonica, entonces

X _9+x
& 15D
x=36
Clave /B]
Resorvcion NG 7A

Piden x/v.

Como G es baricentro del AABC, en-
tonces: GB=2(GM)

Sea GM=3k = BG=6k

Como AE es bis.ectriz interior del
AABM = BE=5k y EM=4k

Teorema de Menelao en el AAEM:

x(k)(4)=y(3k)(8)

=6

-



guiﬁilq GEOMETHIA

RESOLUCION

* Nos piden x.

* Se podria usar la observacién
dada en las propiedades sobre
cuaternas armoénicas, pero op-
temos por el siguiente método.

* Sea: AB=c; BC=a y AC=b
* Por teorema de la bisectriz
(interior y exterior):
BN _c¢  AD_c
NC b° CD a

* Por teorema de Menelao para el AABC:

=0

(AM)(ck)(am) = (BM)(bk)(cm) =
|
* Por el reciproco del teorema de la bisectriz interior: éﬁ es bisectriz.

m{AIE:

2|2
o

x=90°+ x=110°
Clave /1)
RESOLUCION g!
Piden x.
¢ Es aplicacién directa del teorema de la pag. 24: B
(A, Q, Cy T: cuaterna arménica)
x_T+x
e ) M
14
X=-—
3 A 5 Q 2 C x i

154




CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

JOLUCION 5 halir (-]
:piden X.

Como A, N, My C es una cuaterna
armoénica

X x+a+b

a b

a(a+b)
b-a

X =

worvcion §iE Y

piden x.

JRNA~ AQMA = RN=bky MQ=ak
PQ isésceles = SM=MQ=ak

gRNP~ ASMP = X _X+a+b

ak bk
_a(a+b)
& b-a
OLUCION B b/
piden x.

Como F es mediatriz
0 mxMBF=m<MFB=0
Sea m<BAM =0 = m<IBF=qa+0

Como BF es bisectriz exterior
em<«<CBM=q

A B X F
I'n AABM: propiedad de semejanza |

= xZ=

o’
o)

x=4

{

1

(o)}

E
)
<
]



el
CUZCARS - GEOMETHIA

Resorucion NN “

Nos piden x.

* Dato: z+y=15

* Como G, y G, son baricentros de
los triangulos ABD y ACD, enton-

ces al prolongar BG, y CG, llega-

ran al punto medio de AD.

¥

A )
« Como g?l\ii:%?h—fl =2 = G,G,//BC vy al prolongar MG, llegara al punto medio du
BC y NL=2(LM). )'

* Como NG=2(GL)= NG=GM = ME=NF=¢.

* Finalmente:

8+x z+4y
f - —= — —
2 9 x=7
Clave /(|
Resovvcion [INERCH
Piden x.
AB a
* Como AANB~AZCQB = BC b
* En AABC, por teorema de la bisectriz:
AB _ AM
BC MC
X_ bk
« AANC~AMHC = 2 (@a+b)K
=80
a+b

Clave /1i|

156




CUZCAND e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

el N° 80 * E esexcentro = m<BEA=0

® « ABIC~ABAE = X*2.°
10 4

s o x=11

b Clave /E|
e 4 * Resowvcion R R

.....................................

,,
L

)
.'

Jun x.

ZISHC: notable de 30°y 60° = HS=a
, 5C=2a

)
L3

.

. L)
..‘ .‘0

AASC~AISH = E=3

2a Nos piden x.

* Como E es excentro del AABC

= m<AEB = T{;‘CB -

Clave /D]
X 5

N N_og_l_ « AABE~AAIC = ﬁ:é
x=10

-
..0

)
0.0

0

.
0..

e

*

-
0.‘

.
L

%

S

Clav

.
..

.

E
£
:

}

(1

A
{1 ’ ML

“' L e el g B 0:0

Nos piden x.

Corio | es incentro o

— m«CBl=m<IBA=a V °

m<BCl = m<«ICA=0 , Piden x.



CUZCANS

GEOMETRIA

* Por teorema de la bisectriz AD=ck y %

DC=ak
* A4AHD~ AAIC
3)
5 # c}(
(_":_a) @+c)¥

2
25

6 ac
5 (a+¢)

Llave /C]

RESOLUCION

X1

-
A E H

b— b
n
Por demostrar: x_ = o
(b+h)"
Procedamos por induccién:

bh
b+h

* Probemos x, =

h_
« AABC~AFBG = 1=2"%

. __bh
1" b+h

o
Q'.
.
..O

-

- )
0‘. o

DO

., -
DO

.
-

L)

S IR RN IR IR R NI S N S P S G,

. -
0.. ...

-

DO

»
o

o 0

&

Supongamos que es vélido:

bh*

N : - v
k (b+h)< Hipétesis inductiva

*  Por demostrar:

bhk+l
Xps1= kel
(b+h)
. B
N
Xig+1
0
Xy
X,
[
h .
X3
|
- a 0
LE . H (;

* En el AABC est4 inscrito el cuadrado cuvo
lado mlde Xk+1 v MN = xk.

* Como AMBN~AARC

Xhii X X1X
= :kl‘il: k1= lb (I)
* Como x4 = bh Xy, = bh*
1 %+h” * TbahF

* En

(I):

1 ¥Kh  bh*

= bl (e




d ' Q
l.l“ ..>:“:'=*‘~ e :':l
T
; r
AN i
M N C
b i
¢l inradio (x) del AABC.
'I'lg ~AAIC
e
B,
> T _Br 2
b-2
Clave ZEI
CION

Piden AB.

* « Como M es punto medio de AB

-
0.0

.,
0.‘

.
L0

.
l'.

. Piden LB.

— AM=MB=x, luego AB=2x.
AAMN~ AACB:

a ’a(a+b)
— e— - X=_ |
a+b 2x 2

AB = ,/Za(a +b)
Clave _{ZI

RESOLUCION m

* = Por angulo inscrito:

m<«PAB = m<PEB =0

& » AAMP~AESP = PS=b

« ALBE~APSE = 5—=aa—

b

x=9(a—b)
a

Clav

159



Nos piden x.
* Como m«NQM = m<NMS = o

* Se traza NS tal que m<NSM =@

X 3k
AAQB~AASN — 24~ 8K

x=9

Llave /E]
RESoLUCION -

* Nos piden be.

* Al completar angulos, nota
s  OEFP~AGHP

a b

e o
o |
|
o
o)
Q.

(-2
2]
I
Q
=~
N

.
...

.,
...

-

o

.
...

.
...

e

.
.0

.
C..

)
..

)

.
..C

.
0..

Piden x. /
* Por propiedad de semejanza.

.
x4

J
.'

.

¢ BB 21
B R'H' X %_r.
0.25
o 2 1

> : T

X 4

". x = 8

.
'..

L

-
-

-

!é
2

.
..

L) L)
... ..0

/\
39

» -
0.0 0.'

-

L)
.

L)
0.0

Nos piden x.

.
0.0




SN0 PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

pledad:

al

x%=(35)(315)

x=105

5 A C

e\ & » Nos piden AB.

** Notemos:

% o AEFC~AMBC = 1=—o

e : > b a+b
G a D Tt Qv _ab l
{ = I & S A1)
' & o ANBN—AAPY) = =
PME -~ AQMA “ = a a+b
gda - | x+a 2 ab
3-a b 3/+x b+2 ‘ = B {1
w (x+a)b+2)=2(3¢+x) ..(I) * ¢ Luegodeducimos: x=Y
o ChP * o AEAM~ACBM = -=2
o A 4 x
e .x ., b2 x e ' % 9
l'-b a (:l+2 X+a e ANBA"’ANCQ = g:g
= (x+a)b+2)=x({+2) (1)
0 — )\:6
e (1) v (11): P
= 2(31+x)=x({+2) ’. o an

x=6

Clave /C] ':. Clave /B]



Por demostrar: -l-+l+_1.=l
a‘b ¢ 4
* Notamos que H es ortocentro del AABC.
AQ a
APAQ~ATCQ = ac n
HV ¢
* AHUV~ACTV 2E LS
D, VC ¢
BR b
* ACTR~4BSR e
el o

* En AABC: Por teorema de Van Aubel

c,c_CH
a b HE
* Como C, V. Hy E forman una cuaterna
armonica

¢ CE_CH+HE
f HE™ HE

e

oo

L <

o @

SRR NN S

.
-

oo B DO

>

Nos piden x.

=>E-E+l
¢ HE
S Mt
{ HE
S S ¥
R 1 N P
1,111
2 b &3

Como A, L, Oy F es cuaterna armanics

y MF es bisectriz del m<OMC -+ lu
las observaciones de las paginas i1 ¢

54, ML es bisectriz del m<OMA
= 2(x+55°)=180°
x=35°

Clave /(]



0 e e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

X.
blemos que AMNC es un paralelogramo = AC=MN
WIABC ~ AMBF~ AFCN

X 1 9 1+9 s K :10

= AC MF EN MF+FN AC MN

x=10



Nos piden x.
* Luego de completar angulos, verifica-
mos: m<SMB = m«TSB

* Por propiedad: x? =b(a+b)

Xx= Jb(a +b)

Clave ‘

i ~ En AMOB: r?=(2)(6)

Piden x.
* Como F es circuncentro del AABC

= m<BFC = 2(m<BAC) = 20

L) L)
.0 .'0 ... .

L)
...

.
...

= m<EBC =0

L)
..0

z L4, 1542
210 645

x=10

* AEBC~ABAC =

. .
... 0.0

Clave /D]

...

164

* Como BT L AO
= m<OMB = m<NAS =§

* [BANO: inscriptible —s m<cOBN - |}

& 2\/—3—
Clave 42]

Nos piden x.
* Nos damos cuenta que: AACP~APCQ




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

.. Piden AC.
% o Setraza MT L NH (T en Nﬁ) v NS/AC

% * En el trapecio SNHA, MT es base media
— AM=MS=ay SB=a

> * & ASBN~AABC

En AABC, por propiedad de semejan- . AC=3(SN)=6n
A y > ~

i

~ '« En SNHA:

2 a
=(MC)2 MC== 2
e 2 4n+2n
o =5 Y= 5
‘B¢ traza la bisectriz BN del S
o 2
AABM = BA=NC=a S Sl

AANB = ACBD(ALA)

X=5



AN
CUZCANS
Resorvcion [NIETYY Resovucion [NIETTY

GEOMETAIA

l o Q:Q

A 52 N 53 M 3 0

=~ |

D A DS
Nos piden x. o
.:. 5

“ Piden R.
6x10+10x6 X

= X=— -

6+10 o g :
x=17,5 o cortea AM en N = AN=NM-= )

* En el trapecio ABCD, por propiedad:

* Se traza la mediatriz de AB hasta (jus

)

Clav * « Por teorema de Tales:
Y / é
RESOLUCION !g !g R |2

Nos piden BQ.
» AFQB~AACB = FQ=6ky QB=5k

* Como AFQC es isosceles

— FQ=CQ=6k
e 5k+6k=5 — k:é "
11 &
2 °
BQ=5k=="
Q 11

Clave /E] Piden xv.




CUZCANO

— PROPORCIONALIDAD.Y SEMEJANZA

T wt.g N° 108

i teorema de la bisectriz en el ASCB:

a¥ Zb

= =by2
W20 Zatb) V2
I'n ADSE:
2x=45°
x=22,5°

n AAFQ: ®
62=5(5+¢) = e=151
Lomo xy=5¢
xy = 11u?

Clave /E] *

Clave /D]

RESOLUCION m

A 12¢ Q. y 2P

Nos piden OP/ON.

or teorema de lales: ON v
e Como:

x_ytl v+t

o otl)

o 128 2 i

i = y(4+x)=307 ..(II)
e De(l)y(ll): y=5¢y x=2¢

oP 1

Nos piden m<ABC .
Dato: ab=16u® y DE=4u



cui%ilg e GEOMETRIA

RESOLUCION m

&

*

* Verificamos facilmente que
m<BDC = m<«BEA =90°-q¢ v

.
‘..

.’ B
AADB~ABEC = £=2  2=ap
= z=4 o
* ADBE es equildtero — m<«DBE = 60°
y 0+ =60°
m<ABC =120° >

Clave /B] .

s INos piden AC.

* Como AB=BC, al trazar la altura [3()

)
..0

=
@]
=)

= AQ=QC=y

»
..0

Nos piden x.
* Sea AB=6n=y BE=EA=3ny EF=n

-
'.0

* QPBC es inscriptible

...

* En AEFD, verificamos por propiedad * = mxQPC=m<QBC=0

que E, K, F y A forman una cuaterna
* En AAPC notamos que

armonica. o
e o L T R R m«PAC = m«QPC
n-x 2 :
' ) I"
* Como AB=10 = 3n=5  _.(l) 5. Ko
6n < 2
« De () y (1) x=z‘/7§




.
0.0

unnog N° 113

/[
T .
2 K
2 H 2 S e &
W piden AC. "
Sea AH=HS=2 >

% m<ABH = m<HBS = BSesbisec- ,
iz interior del AABC: &

¢ 4
————— SC:8 o
5 sC

AC=12
Clave /C|

sy N° 114

! piden x.

Por teorema de la bisectriz interior en el

AABC:

.
“. -

EC=3(EA) o

Por teorema de la bisectriz exterior en el

;AEBC

.
0.0

. .
- 0.0

Nos piden MN.

* AABC~AMIN
= MI=5k, IN=7k y MN=6k

« AAMIly ANIC: isésceles
= AM=MI y NC=NI=7k
* Luego:

5k+6k+7k=12
—_—
18k

= 9}5‘:4
MN

MN=4



CUZCANS®

GEOMETRIA

Resorucion EIETCY

Nos piden x.

* Notemos que

a+0=90° = —BY.//@

g

== Sy

8 4da

x=2

AT Re g N° 117 |

Piden x.

* Teorema de Tales:

* DE/GP = DG=2ky GQ=xk

— — x+2 xK
. E s sk

.
.
»
-
-
.
.
’
>y

45"

Clave {lll

*
I
w| s

Resorvcion BN

Piden

AH

HC~

« Setraza BS tal que m<HBS =0
= AH=HS=a

« Como BS es bisectriz en AABC

170

2k G

Clave /(|

Clave /’ /!J



OLUCION Bl b L)

A Q
! ‘ x/y

MB BN 3
MA 'NC 4

x MB BN

=—
y MA NC

X

=3
4

L

w0 N° 120

Aplicacion del teorema de Van Aubel:

Clave ‘ &

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

* Notamos que para el AFPQ:

FT es bisectriz interior y FR es bisectriz
exterior, luego R, P T y Q forman una
cuaterna armoénica:

Clav

Nos piden r.
Dato: ab=72

"+ Sea m<AIP =0 y m<BAl = m<IAC =«

-
0.0

o

.
A X

e

= o+0=45° luego m<ACB = 20
» APSly AISQ: notables de 45°

= IP=1Q= x/2

"+ AAIP~AICQ

Xv2

= -

o

Ny

a X

x=6

Clave ZE|

171



.@Q\ GEOMETHIA

m “ e Es aplicacién del teorema (pag. 27)

3x=(9)(4)
x=12

Clave /0]

. .
DI o

~
w
=
<

13

oD@

15k

L)
...

o

C.a @
125 15

Nos piden PQ. ®
* Como /3:6 es bisectriz interior
= BQ=13ky QC=15k — 28k=14
1

= k=§

* Por propiedad de circunferencia:

.
...

L

3

21 o>
« PQ=13k-6
2 F
PQ-Z o:o
Clave /E| ..
o
e
&
* » AB/CQ = BM=akyMS=17k
o ¢ BSICD = CH=17myHD=am
* « Como
X AM DH

- M—C—H—C =4 MH//AD

= m<MNC =9(0°




CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
En AMNC: x2+152=172 ResoLucion [ P TR
X = 8 0:.
Clave /C]
g N° 125 &
B X
“ Piden x.
' « En 4IQB: x=ry2
; + * En AAQI~AAHC
A . B L, 80
N, 7 17 17
M :
; a 3 o3 562
17
‘plden ¥ 3 Clave /D]
Dato: .
* RESOLUCION m
m+n 3 m+n .
=— = =3 b4
Z2a 2 a o

Llsemos el teorema de la bisectriz en los

Héngulos ABM y MBC
m_ 3 n_x+3
a x+2 s a 2

m+n_ 3 +x+3
& vz 2

\_—v._a
3 Xx+3

S STy e ¥ + Como NM/AT = NT=TM=x
% A
£ ¢ ANTA-ABMT = jo=

x=8

Clave 4:| Clave 4:|

173



Piden x.
* Dato: Pen’metro( AABCS
= b+c=20

* Por teorema del incentro:

25

X b+c_

10—x ?
x=8

4

Clave ﬂl

Piden x.
* | esincentro del AABC

= m<AIC =135°
* | es excentro de los As AGD vy EFC.

= m<AID = Tf"gpg =45°

m<EIC = 45°
174

* Verificamos que A, D, E y C forman
cuaterna armodnica, entonces

& 2n
X

= x24+9x-20-0

x=1,84

Cl

-------

* Piden x.

* AHMQ~A40SQ

2t 3
SEEANS: {=2
B

* En AHMQ y ANMQ:

MQ=4 y NQ= 3,2

* « Como:

x(NQ)=t-31 = x(3v2)=+2 1/}
x=+/2
Clave /Al
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MIAL CUZCAND

i»
i)

N° 131

AC AB

B~ AABC, AN y AM son sus res-
petivas medianas homdlogas

ABC: notable
x =30°
Clave Z:'
' JCION NO 132
Q

AN

;
G

Dato: b+c=10

AAQP~AABC

=

x AE

5=7F -0

Por teorema del excentro:

1

.
0.. L)

.,
o

L)
.'.

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Ak _Biel

-3 O

— AE=5ky EF=k

Dato: (OP)(OQ)=36m?

Al completar angulos verificamos:

m<AQO = m«OBP =0
En AOBQ:

R2=(OP)(OQ)
36m?
R =6m

Clave 4§|

175



CUZCANS

Resorvcion [REFETY

Nos piden x.

* Dato: m-n=ay f+t=b

Ubicamos Sen BA tal que BS=n = AS=ayQen AC tal que: CQ=t = /+Iuh

* Como:
m<BSD = m«BDS = o + f

= m<SDA =f

AASD~AADQ

X

Clave /)
Resorvcion [INIFEH

Nos piden x.

* Como ET LMD vy MT=TD
= EM=ED=n

* Enel AAMC: ME es mediana.

* ADTE~AAHC

176




QC/AD = AR=4kyRC=3k

)

= x+3 4K/

x=1
3

Clave /E]

i 8
piden x.
. Como AMBN~AABC, vamos a com-

.
..0

R
"t

3

e W o b

..
‘.0

o

Yo

K
..

)
... -

*

*

»
...

)
‘.

-

e

S

-
'.0

S

3

*'

-
'.

-

e

-

e

S

* . )
0.0 ..l ...

-
0.0

»
0.0

. .,
Q'O ‘..

.
‘0

e

.

. *,
0.0 ..0

.
‘.0

" parar elementos homdlogos (en este

e

'

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

caso razén de semiperimetros).
=
AABC
*  Pyanc: Semiperimetro del AABC

* Por propiedad Pyypy=BQ=P\ppc 8
Sy et

12
=4 PAMBN =4
x 4
* En (l): -8-_?2-
8
3
Clave /E|
RESOLUCION

C B
Piden x.

* Notemos que m<DNM = m<«NMA

e Se traza AS/DC = ASAM es
isosceles con AS=AM=4

4
« ACNI-AASI = ==



F@Q\ GEOMETAIA

RESOLUCION
Piden x.

* Como AN=NM = AYMN= ASAN, AE v MF son bisectrices .

YF_SE s
FN EN

= EF//SY
* AENF~ASNY

| ﬁ—
’ f 3n

W~

»
!

RESOLUCION mg

Piden x.

* Al completar angulos, notamos que

m<ACF = m<DCM

AC DC
Como CE-CM = AACF~ADCM

* Luego m«CAF = m<«CDM =«

* En la regién sombreada:

’ X+0.=45+q.

x = 45°

178
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Tl N° 141

Cl
S e
2 N

’,

*
-

-

.n‘
Y

s

piden 3‘

<l

. Nos piden x.

3 prolonga AB v se ubica L, tal que: e n. SN SR
* Como OA//MB//NC

CBJ/EL = DBLE es un trapecio is6s- %

peles A — OM=ak y MN=bk
= DE=BlL=y 4 R |~
'+ También: OB//MC//ND

br teorema de Tales.

x 3k 4 s X
—_— —— & b ak
y 2k
0‘0 2
. o 3 o == ..tl.
. -2— a




GEOMETRIA

&
‘:‘ E i ')
o
o
A B4 E O 300 ¢
v 6 L 12 : ‘.,
.:. -
o Nos piden x/v.
Nos piden x. + * Notemos que m<BDF=90" y
* Por dato AME\JE es._Lin trapecio y . m<BFD=53°
x+y>180° = AC y MP son secantes, .,
luego: & * Como DF=2(BD), por teorema d¢ la
& bisectriz interior;
AM//BN -
o Xt
* Se traza PL//NB = por teorema de v 2
Tales: E
e 2 Clave /(}
-
ﬂzﬁ — BL=4 2
NP BL X

* ALPC: isésceles
(LP=PC=5 y LC=8)

2

* Se traza:

)
l..

“

PH LLC = LH=HC=4

.,
...

Nos piden x
. APHC notable * Dato: a2 =m/ (“

x=37°

L .,
... O..

o

» ADSB: notable de 30° = BS=-

o

o

Clave /A * ZADHB~AACSB:

)
"




EDITORIAL CUZCAND e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

-

AT s LN RN (I

BH (a/2)
- De () y (II):

o

o

»
.'.

.
..

-

BH:% — AH=BH

= x=8

)
0.'

o

o

7
0..

- Luego AD=DB = m<«BAD = m<ABD

L)
.'.

x=15°

L) .
L Locd

Clave /A]

Nos piden x/y.
« ZBCM=z= AADN= DN=CM=2a

< * Por teorema de Tales:

»
0..

ResoLucion BT

" x_3a
o y 2a
A x_3
.:. y 2
z “ Clave /E]
2k L. 3k <>
. Resorucion [EIEVTY
\0s piden: (AL)(HC) o
L Como “M” es ortocentro del ALBC R
= LM//BC, es decir LM//AB
L Por teorema de Tales: :
AL=2k y LH=3k
L AMHC~ ALHB -
AT = mk=5 -
m 5 DS
" Finalmente: (AL)(HC)=2km o
(AL)(HC) =10 .' Piden x
** « Por propiedad de circunferencia:
Clave /A] : mMB = mBN




P A
CUZCANS GEOMETRIA

* Luego: altura de dicho triangulo. Como MN us
m<BAM = m«BFC = m«<BED .  basemedia = SH=a+b+¢.
* En AACF: por propiedad de semejan- . Luego: ¢ =SH+¢
za. : ’
3%=aa+8) = a=1 o P
* En AADE: - C= M

xZ = (3)(11) & e= (Va+b)’

x =133 s . Ja+ib

Clave / :I o - Je
= Clave /1|

=1

* Piden: x
L Por dato: 3(BQ)=2(RC) | o™
Nos piden: aJ_JG . S % RC=6m
C

)
0..
-

APQR: notable de 37°
* Por propiedad: &

APBQ~ AQHR: Como PQ=4k v

M v N son puntos medios de AC y CB
QR=3k = RH=3m

respectivamente.

* Por propiedad de semejanza: « ° 4RHC: notable, pues RC=2(RH)
Pash ws e Jab s ox=30°
* En AMCN equildtero: “a+b+ " esla * Clave /A|

182




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

% piden la relacion entre x, y, R; v R5.

s 5ok AO, CO
Lomo 0,0, //AC = TPL =—C—p2’ ..(1)
AO; R,

AAE O, ~ AAFP o gk «A2)

€0, Rs
A ~ ACGP e B o

| CHO, Py (3)
N Rl = R2
De (1), (2) v (3): 3 0 =~ VR, =xR,

Cla
yLUCION B, )

...............
N R R R I )
...............................................

-
-
AT oie 4l g e e 0 ey
-
3 A RSN SC ROT e SR DR O
-
-
Pt 0 9 07 9 e r e 9 G0 e e e 18 e
-
-
oY’
-

..................

......................

.....................
.................
.........
.......
......
..........
.............




A
CUZCANG

Nos piden x.

GEOMETRIA

* Como los rectangulos ABEF y BCPQ son semejantes = m<«FBA = m<«PBC = a

* Se traza BSLFC y BTLAP = los DNAFBS y ABPCT son inscriptibles
=> m<FSA =m<PTC =«

* [ASTC es inscriptible pues m«ASC = m<ATC = m<«ACH = m<ATS = ¢
* En AASBTH: m«HBS = ¢

* En sg: Xx+0=90°+¢ s x=90°

Clave /(|
RESOLUCION
Piden x/y

« AFBC=AABC (LAL) = EC=AD = QC=3
* También de la congruencia:
m<BCE = m«<BDA = ¢
« [ACQBD: inscriptible
= m<CQD = 60°
* En AAQC: Teorema de la bisectriz

- e
]
WN

Resowucion [ETEEY

Nos piden la medida del é&ngulo entre PQ
v CD.

Datos:

* La medida del angulo entre PQ v

E[Sese.
. AP:ABzBQ
PD' €D Q€




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

i SeaAB=a y CD=b=s AP=ak; PD=bk; *
BQ=ar y QC=br

.
...

i Se ubica S en AC tal que QS//BA
= AS=aty SC=bt

.
0'.

DO

K3

'. Como = = SP//CD

L
...

3

. Luego: m«SQP =0 y x=m<«SPQ (es
la medida del angulo entre P‘a y CD)

. -
... ...

~ ASQC~AABC 4
m bf ab ®
=> —='—=)m=— o:o

a (a+b)f a+b

)
-

.,
Q‘.

S AASP~AACD
n a¥ ab

=2 N = ——
a+b

o

>

b (a+b)¥

.
...

o

* Comom=n = AQSP:

isosceles x =0

£
| L/ o o *
D, o s T <
) ‘:)A‘M."“ U0 \

v

* No olvidar la medida del angulo en- | ..
tre dos rectas: o

/% ..
‘ o

' - 9 - o
) / Z Py
| ~

“0" 6 “o" es medida del angulo en-

| fre E v ?2 e

* En realidad en el problema la res- o«
{ puestaes “9" 6 “180°-0" s
5 5

meuéum

Nos piden NC.

* Como H es ortocentro = BH . AC

* Por teorema de Tales:
* QM//BS = MS=10

* PN/BS = SN=2y v
NC=3y

* Por teorema de Ceva:

(15)(2£)(3k) = (Sy)(£)(2K)



Nos pid B A
os piden o .

* Por teorema de Blanchet: m«HTB = m<BTN
AHET~AANFT = NF=ak y HE=bk

k
Por teorema de la base media: PE = %

a
Finalmente: HP _ (E—EJk
malmente:  —-= ak

AO, AO _

Naspileni s YADi
OS piaen: = alo: =a
F 0,C OB

PD’

* Notemos que: M, C, D v B constituyen una cuaterna armoénica.
* Por teorema de la bisectriz:

* EnAAMD: pr=ye  * EnAMAC: G&=p=  * En AMAB: o=

PD MD OB MB
186 |




CUZCANO PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Como M, C,D y B es cuaterna arménica, por teorema de Descartes:

1 2 MA MA _,(MA AO, Aozﬁ)
MC MB MD ~ MC MB (MD) = O 0B L\ PD
a
L
PD 2
Clave /Al
: ‘piden X.
Como ANMA~ ACBA, sea AM=a y AB=b = AN=ak y AC=bk
- Notamos que: A
| A b B 7
BRI A= meMAR [N S
AC AB B Bt ine cusiiden iy
= AAMB~AANC L
ak \ T
~ Luego m«NCA = m<MBA =y iy ML D
= [OABC es inscriptible x S e A "r?}':’m!y ,;_,B 0
(0]
x=90° . &

pLUCION .kl 51

Nos piden x.

% Se ubica Len HC, tal que AH=HL=x
= m<BAC = m<ALB =a y BL=5k

* AMNC~ABLC
Lc_sk
6 3k
+ Finalmente: 2x+10=16
x=3

= [C=10




AN
CUZCANS GEOMETRIA

Resorucion ST

Nos piden x.

Dato: mAB +mBC =180°
* Del dato se deduce:

mAB = mCF y mAE = mBC
« AEAB~ABCF = como AM

y CN son alturas homélogas

* Como AEGB~ ABGF, considerando lo anterior:
= GM y GN son lineas homoélogas
* Luego: m<«MGB =m<«NGF =¢

x =90°
Clave /1|
RESOLUCION
Nos piden x/y.
* Como | es incentro del 4AHB
= m<AHI = m«IHP = 45° S
x _ AH SO
y HP - ?
0

* Se prolonga AD hasta S tal que:
SC1CA = ACDS es is6sceles

= DC=CS=2m
x ¥ 3)!( .
s AAHP~AACS = S
vk 24 H C
x 3 3 3m {
v D
Clave /1|

188




CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

st g N° 162

Nos piden x, en funcibnde Ry r.

* Por propiedad de circunferencia:
QP LAMy AB L OP

I Sea m<AOP=f = m<QBA=§
= mMA=28 = m«QPA=

En AOAP: x? =1R
x = JRr

Resorucion [ TE)
Piden x.

'#  Notamos que el AANM es isdsceles en-
tonces AT=TM=a

En AABM, por propiedad de semejan-
za:

‘Resorucion NI TYY
Piden x.

s Se traza la mediana HM del ABHC
= BM=MC=HM=a :

AAHM: isésceles

Notemos que:

m<ACB = m«MAB = 2x A



AN
CUZCANG
= por propiedad de semejanza:
?=a(2a)

= t’=a\[2_
* En AAHB: 3x=45°

x=15°

Clave /C]

senc

senf3
* Por propiedad de semejanza:

Nos piden

senat _ Xc ()

senf  y(b+c)
* En APBC: Teorema de Menelao { QMA
es la recta secante):
cxa= by(a+c)
x _blatc) (1)

ac
* De (I) y (II):

sentt _ b(a+c)
senf i a(b+c)

Clave

190

. e D

...

oo

J

> L)
. ..' Q.. -

L)
-

.

DO

L
...

- . L)
CHEDCIE I

CIES

)
Ld

-

.
Q..

L) L
‘.. 0.0

.
0'.

GEOMETRIA

Nos piden x/y

Sea m<«MCP = w, como ot+w+ =180
= m<ADQ =0
Como CAQSPC es inscriptible
= m<SPC = m<SQA

AMCP~AADQ
AD=ak y AQ=(k
En AABC, por teorema de Ceva:
x(fk)(a) = y(ak)é

ok |




Nos piden la relacién entre “a, b,c y d” * e De (I)y (Il):
ABEC~ADCN 2 clc+x) = a(a+b)
B d - i 2 2
—=-1 - ad-¢=mn (1) p3 g TAber
| a o c
* ABFC~ADCM - Clave /D]
d n
gy bd =mn =) Resowvcion
De (1) y (1I):
a(d-c)=bd o
Clave /C]
79 N° 168 3
B =
Nos piden x.
72° * Datos:
MH=a =% MS=b-3a

. * Sea: AM=c = AH=ck y HB=bk

* * Por teorema de la bisectriz en el AAMB:

o BF=br vy FM=cr
#* Sea “/” la longitud del lado del penta- :
gono regular ABCDE. - * Enel AAMB, teorema de Ceva:
En AQAB: /% =ala+b) (D) - m(br)(ck)=n(cr)(bk) = m=n

* Finalmente, en el trapecio AMSD, por

base media:

b En ADEG: (% =clc+x) (1 o




GEOMETAIA

CUZCANG
b+b-a
X =
2
_2b-a
2
Chwezzﬂ

Piden x.

* Como I es incentro= CI, Al y Bl son
bisectrices.

* ACED: isésceles = CE=ED=a

» AFIA :isésceles = AF=Fl=a

* AIEB : is6sceles = EB=EI=b

* Luego: FE=AD=a+b

* Por teorema de Tales:

X
a+b

oo

r= E(al +b)
a
Cla

192

<

o

L

L

DO

* @

&

S D E DRSS D

*,
o

DO

)
"

o

DO

SR

D

Piden: xy.
Dato: mn=k

* Verificamos rapidamente:

m<ANE = m<ENB v
m<EQB = m<«<BQP

* Por teorema de la bisectriz, en el AEQV

EB

b

BP m

« Como PC//BF//ED =

= FD=xr y CF=mr
* En AANB: AE=nt y EB=yt

« Como AD//EF//BC = %—'(—=r:—/
= Xy=mn
xy=k
Clave /(|




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

TORIAL CUZCANO

LUCION .5 Y

-

den x+v.

‘Notamos que CQ es bisectriz interior
‘del ABCP.

~ Sea: BC=a y CP=b

= BQ=ak y QP=bk

Por teorema de Tales:

PR=br y RA=ar

BQ AR —_—
mo: — = — AB//R!
QP x
= m<«BAP=y
x+y=90°

RSOLUCION o bl YK

Nos piden r, .

*  Analicemos, primero para 1, r, y r; por propiedad:

193



cuZcAN

* Ahorapara v, :

(r3 )2 i R St oy

12 n )2 ¢
* y asi sucesivamente, luego: b
) e
() =
n 2
(5)" “*
2- -1 K
rn P (rl) n(rz )n a:o
Clave /E| +«
&

RESOLUCION g Z! o

.............
.........

.....
.....

.....

......

Piden x. o
Dato: ab=12

* Por propiedad:

m<ABC = m«DBO = 45° o

= m<ABD = m<CBO

* Notamos: ZIDAB~ ACOB

X
— -

= b-- -

a xw[Z— R
= x2/2 = ib_‘ »
124/2 s

X = 2J§
Clave /A]

Nos piden x.

GEOMETRIA

Primero completemos angulos:
+ M<AEB = m«ABF = m<«ACF = 0
*+ m<FAC = maFBC = m<«FDE = ¢
En AACE: :

(6v2) =88+a) — a=1
En AADE:

xZ = (1)(9)
x=3

Clave /1]




den x.

. Notemos:

AOBP~AABQ

ESOLUCION N° 177

= x=10J2
x=14,14

m<OBA = m«PBQ = 45°
= m<OBP =m<ABQ =«

Clave /C]

Piden x; dato: o +0=140°

= BS=aty SD= bt

C ¢ —BS =
omo: ¢p QD

* ABPS~ABCD =

=

ki
b

nN=

Ubiquemos S en BD tal que PS/CD

A ol 2 2b
i = AB/QS

ak

(a+ bk

ab
a+b

&

)
o,

)
0.‘

o

-

. ..
... ... )

>

7
-

.
... -

)
-

.,
e

0 .
e

L)
..O “0

\J
0.0

.
'..

m bf
AQSD~AABD — =
e = S T
[ ab
a+b

Como m=n = AQSP: isdsceles
= m<PQS =m<QPS =x
En AQMD:

2x + o+ 0 =180°

140°
x =20°
Clave / El
RESOLUCION m

Piden x.
Dato: h=4

Notamos que BS//AC
AAQR~AABS

ComoQR= ¢ =

Xx a+b
/ a

AAPQ~ AAHB:




D

s GEOMETRIA

RESOLUCION Bl 1]

F G

e

.

=
I

o

e
Hon

-
+))
o

* Luego: x=h

<
SN

{b-a 9

"
I
—

0
3

U
*

<& 1
A x E ax

« Piden x.
* Como BF//DG

= m<BFM = m<«DGH
* ABMF~A4DHG

X b-a
— - ——
b-a+x b

(b-a)?
a

L)
...

)
0.‘

L)
0‘0

.,
- ...

’,
s

< o

X =

-
..0

-
‘.‘

Clave /A]

A. M '[ C P

&
L
N

g
g

»
s

Nos piden x. C

"
-

o

o

* Como AABC es isosceles = AT=TC=a

A

.........

.....

.
T
e
-
o

e

* AMMP=-AAHE: @ e A s RN

.........
.........

.

L)
..

......
......
......
.....

[
B |
DO

5° 2a/7\

Clave /C] A x [s)

.
0‘0




'EDITORIAL CUZCANO

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Piden x.
Dato: OP=34

* Como MAPCO es inscriptible
= ma<GCP=a«a

® Sea maGCA=0a = m<AOG=2a

‘INos piden x.
'* Usemos el teorema del incentro:

a+c:§ = 3latc)=4x (I

Por teorema de Poncelet:
at+c=x+ 2(2\/5)

* De (1) y (I):

3(x +442) = 4x

x=12ﬁ

~-(I1)

-

Clave /D]

Piden x.
* Como DA=DC

= m<«DAC = m«ACD =J3
* [\AMNC: inscriptible

= m<NMB =p

* Sea m<«DAB =¢ y maABH =0

= 0+0+p=90°

* AMLB: m<EBS=¢
* AAEB:
6% =4(4 +x)
x=5

Clave /D]
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ZCAN GEOMETRIA

|
;

REsoLucion .5 T

*
... -

. .,
o

B
/ 4~
e .fo
C <
<
B o
‘..
<
A N F C .
= ° ! :
Nos piden MN. *
* Por propiedad de semejanza: »
SN=SM=-%_ N
ct+y o
o
ey MN & zﬂ ...([) o Plden X.
cty % * Como H es ortocentro del AABC
* Como AFEC~AABC o = CL, BS y AE son alturas

V_Pyrc _ CM  Pypec a+b-c

¢ Pusc Pusc Pupc a+bsc + ° También BS/PT
* Notemos:

Donde P : semiperimetro del AABC
25 .  m<«ACH = m«SBA = m<BPT =§

= g baibzsd m %  m<HAC=m<TEC =m<«PEB=0

s * AAHC~AEBP — HS=2(BM)
* De (I) y (I): % + Finalmente, notemos en el AHST:
S c(aa++bb— c) HS=2(ST)
-:' S o= 1~2é7_°

Clave /B] * Clave /D|




A

Piden x.
Como | es incentro, entonces:
m<ABI = m<«IBC = 34°
AABD: is6sceles — AB=BD=c — ID=c—x
Por teorema del incentro:

Bl x a+c

E—c—x b

_ cla+c)
“a+c-b

Clave /E]

Plden x en funcién de ay b.

> .
.‘. ...

*

DO

o W

.
.‘

LY B TR
DO S T

-

.
..0

)
...

.
0..

o

.
.'

-

)
Ex3

L
.’

)
.'O

e

-

L)
Q..

.
..

»
'.‘

.

e

'

. L)
” o

R
..Q

.
..

- .
..‘ ..‘ -

e

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

* Completemos angulos:
Sea m«CAM =6 = m<«CBH=0

* [AMCHB: inscriptible
= m<«CMH=60
* En AAMC, por angulo exterior:
m<HML =«

*» Como ML//CH = m<«CHM =«
« AAMC~AMCH

a
= —
X

3
b
x = Jab

Clave /8]

Nos piden x.
e Como mTP=mPB = T g B
colinealas.
* Nesortocentro del AATB = B, Ny S;
colineales.




AN
UZCAN

GEOMETRIA
* ASHP: tridngulo értico del AATB *  De (1), (II) y (I1I):
= A, M, N y P: cuaterna arménica. >
< X 15
X 8+x e o gl
A e . X+y 5
2 6 o:o
-k \ x_ 15
Clave /D] » v 5-415
" Clave /1|

RESOLUCION B 5l {1

Nos piden x/y.

* En 4ABT, por teorema de la bisectriz:

X a

x+y b )
* Por teorema de Tales:

9@:4 = OC=4r = en AOTC:

AO

(1)

* Por teorema de la bisectriz en AABT:

b=

a ..(IM)

200

.

L
A

.. .
0.0 ..0 -

)
l..

Nos piden x.

* Dato: (BM)(FM)=12

<+ * Por teorema de puntos notables:

m<ABH = m<OBC

* En AABM:
x? = (FM)(BM)
%’___-
12
X = 2J§
Clave /I
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DLUCION B bl U) RESOLUCION

.
.‘.

L)
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.
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2

e

*,
... o’

J

.,
Ll

.
d ‘.. -

-
...

>

'0

-
¢ %

.
I.Q

L)
...

L
'.

.
.'.

.

Iden la relacion entre “a, b, cy d”.

)
.0

Piden x.

.
L

" Completemos angulos:

.,
0.0

* Por teorema de Blanchet:

o

m<DAB = m<«DNC = « m<NHB = m<BHM

)
..‘

.
o

m<DCB = m«DMA =6 * Como:

e

»
0.0

NH HB

Notemos que: g AR
HB HQ

-

»
"

)
...

m+n=¢

e

= ANHB~ABHQ (2do caso)

.
‘0

BADM~ANDC vy las lineas DQ y DL

.

- hon bisectrices homélogas. o 3 ﬁ
* 27 6¥
a 2 <
b d ofo = 18

Y
=
I
c
(2]

»
'.

-
0.'

0
»
S

Clave /B]
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GEOMETRIA

e

< Nos piden:

o m<«PMA + m<AME

: « ASED~ACEN = ED=aky NE- bk
o
&

* Por teorema de la bisectriz:
AS=7k ySC=5k

Por teorema del incentro:

* ABAT = ACDS = AT=SD=a
Bl 745

< PA
S s * ABNP~ATAP = oo =1
* Por teorema de Menelao: 4

* Notemos que en el tridngulo AND w

* En AABS: P i
13 Y i
. X
x(2m)(5)=y(m)(10) = Ty 18 t NE DM AP .
s ED MA NP
* >:
En ASBC: 5 A
<> ak > R

I

Z(Zm)( 1§)= w(m)(4) =
& = Como cumple el teorema de Menelao

x,z_14 * — P My E son colineales
¥ ot 13 &
o s x+y=180°
Clave : Clave /A
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DRIAL CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

ESOLUCION .k U1

Piden x/y en funcién de a y b.

b Luego de completar angulos, veri-
ficamos:

AM//NC vy CP//DQ

¥ Por teorema de Tales:

ResoLucion Bk U]
* Piden xy/ab

Por propiedad de circunferencia:

mBNS = mBHQ
= M<LBPS = m«BQC = ¢
= [ABPQC es inscriptible
* Como mMB =miLB
= m<LQB =m«MNB =«

* Como (ABPQC es inscriptible

= m<PQB =m<PCB =«

e X,y
* Luego: MN/AC = = : . g

Clave /A]

PAILR



ZCAN GEOMETRIA
RESOLUCION mg
.\
7
QB
2¢
N W=2,
. '-‘ z \
= 3 a B 2
/F > . 7 (§32
x - 7 ] - -',‘ \f
nA e 3 e 4 &
o 2“’,‘- - J: - E
""" a H, = a {

-’
-

Nos piden: x/v.

* Como m«OAP=m<OBP=90° = O, A P B vy H son puntos conciclicos, debido a
que AP=PB = m<«AHP = m«PHB =
w4/

* Luego A, L, By E es una cuaterna arménica = » — =) =5 W=22
z £

* OABHO: inscriptible
= m<COA = m<ABH =20 = BC es bisectriz exterior del AHBE

CH ¢
-t . 2(CH)=CE
=NGE B i

* Finalmente en el ACBE, usemos el teorema de Menelao (HFL es la recta secante)

x(z)(a)=(a)(v)(4z)

X =i
v

Clave /(]
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DLUCION B & 198

E

L)
"

> .
&
. R R
< Nos piden x.
Notemos que el AMBN es isésceles: b
= Mi= IN=x @ s
i m<«OEA = m<ODA = 90°
En AAMNC: @
o = 0, D, H, Ay E son conciclicos, debi-
s do a que OE=0D
@
m<«<BMN = m«MNB = 20+ ca =0+a &
o = m<DHO = m<«OHE
Luego: AAMI~AIN 2 -
jhuiego AN < * Luego D, C, B y A constituyen una
% 8 & cuaterna armonica.
= o e .
6 ..‘
A o i _)i < 15+ x
b ot e 2\/—6— B 3 12
MN =46 ® X=0

-
e

L)
.0

-

Clave /D] Clave /E]

.
.




GEOMETRIA

Piden R en funcién de a y b.

Como el AABCD es bicéntrico (es decir es inscrito y circunscrito)
= m<OAB =m<BCD =20 vy
m<ADC = m<ABO = 20

AO,EA~A0,FC = 0,C=bmy 0,A=mR

a¥ MR
® AOIA02~A02CO3=~" H=m
R = Jab

Clave /1|
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4030\
C

i Prolonguemos CP vy tracemos
AH | CP (Hen CP)

Como [AAHBC es inscriptible

= m<BHC = 50°

. En APBQ se traza la altura BS
= PS=5Q

Por teorema de Tales:

Como: AH/BS

PH
— Nt :Jé
PS

* Debido a que:

AP _QP _ HB/AG
PB_ PH

x = 50°

Clave /B]
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e
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3
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o

o
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*

L)
-
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o

.
..0

.
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e

*

L)
0.0

3

.

-
0..

e

A

-
Q..
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)
’0

-
0..

.
o

.
0.'

.
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)
o’

.Q

Nos piden x.
* En APBC: ¢ = (PS)(PC)

22 =2(PS)(PC)
(2)" = (PQ)(PC)

* En AAPC: m<PAQ =m<ACP=§
* Como x=f+¢

x = 50°
RESOLUCION gt
m
a
=3 9" .‘

br/
/ b
%2 : rr: J

A ek v bk C




uZcAN
&

a
Nos piden — ; dato: =k

n o
L]

* Como AWXV es un paralelogramo:
AW=br; WB=ar; AV=ak y VC=bk o e

* Porteoremade Cevaen el AABC (pues
AU, BV y CW son cevianas concurren-

tes): ' .
m(br)(bk)=n(ar)(ak) o .

i a8} s

— — ] — "

I ( b J P2

k KX

a - cfo

2 i

Clave /E] ..
Resorucion [REFTEY

Recta de Euler
del AAIC

B

208

<« Nos piden: —

GEOMETRIA

¥ en funcién de .

Por propiedad O'A=01=0'C = ' w
circuncentro del AAIC

Como AM=MC = IM es mediana del

AAIC, ubicamos G baricentro de dicha
triangulo (IG=2(GM)).

Luego § es recta de Euler del AAI(

Por teorema de Menelao:

X)(O)(R) = (y)(zf)(stenzg J

X o
~ =4sen?—
sen 2

v

Clave /(|

* Piden demostrar que MPBQ es un
* paralelogramo.

Como los As APB, BQC v AMC son
semejantes, entonces:

Sea AP=PB=c;
AM=MC=b

BQ=QC=a vy




= AB=ck; BC=ak y AC=bk
‘Notamos AMAP~ ACAB

PA BA
\ PR ety o AB
Pues ac Y m<MAP = m«C

AQCM~ABCA = MQ=c

~ Como los lados opuestos del cuadrilate-
ro MPBQ son iguales entonces MPBQ
s un paralelogramo.

Por teorema de Tales:
AT=ary TD=br

#* Por propiedad de semejanza:

GL=aky LD=bk =s AB/TL

*

.

e e 4

B

’,
A

d

»
Ld

) -
e

o

R
-

L) L) )
... ... ..0 -

7
...

. .
.‘0 ...

L)
Q.Q

.
0.0

-
0.0

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

En AASB, por teorema de Ceva:

X=y

- | e
Il
—

Clave /Al

Nos piden AP/PQ.

Sea AB=MC=a y AM=b, entonces:
AH=bk ; HB=ak ; BN=ar y NM=br
En AABM, por teorema de Ceva:
(AQ)akbr=(MQ)arbr
= AQ=MQ

Como A, P Q y M constituyen una
cuaterna armonica:

X _2p+9)
y (347
B D

y



S
CUZCANG GEOMETRIA

RESOLUCION m

Nos piden x.

* Por propiedad BH =2 QVO__'! =4a
* Por teorema de Tales: 4

* [ANBTO: inscriptible
= m<ONT =m<OBC =60

« FEn AKNB: x?=(2)(12)

x =26
Clave /B|
RESOLUCION N° 208
Vb ++c

Nos pid
os piden i/
* Por propiedad de semejanza:
(PSF2 =bc — PS=+bc
* Por propiedad del éngulo equilatero:

b+c-a=h
 AATB—~AASM

h 24
a—vbc A

b+c—a=2(a—Jb_c) = b+c+2Jbc=3a
(VB +e) = 3a

Jo++c _
_J;___JE

210




g P
b a+b

s e [
Y ik L0

'# Se traza la paralela por C a AD que
corta a la prolongacién de KM en Q.

* AKNP~AKQC

X bk
— — =
a (a+b)k
Lo B Il
a+b i)

* De (I) y (II) se concluye que:

X=y

L)
..‘

o

.
'.'

E2

e

*

.
°w

. -,
... ".

.

-
.’

°
0.‘ -

-

.
O.'

B3

DO

)
.Q

..0

@

L)
..0

33

.

>
0‘0

*
o

-
.‘.

e

*!

)
0.0

o

.
0.0

K
0..

)
O.‘

)
0..

L)
..'

)
..0

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Nos piden x, en funcién deay b.
* Como F es punto de Fermat, entonces:

m<AFB = m«BFC = m«CFA =120°
* Notamos que AAFB~ABFC

x |o

U
o | X
I

= Jab
Clave /B]

Resorucion NFI Tl

B




Y,
CUZCANS GEOMETRIA

)
.‘0

Nos piden analizar las lineas AA' BB' v

i gt tgp - SMFESN _MN _ 2R
cC' i SEES

R R R

* Por teorema de la bisectriz en AAIC: :
AB'=ak y B'C=ck o
* Analogamente en el ABIC y AAIB: -
BC'=br; C'A=ar; BA'=bm y A'C=cm ®

* Notemos:
AC'_BA'_CB'=1
C'B A'C B'A o
Por reciproco del teorema de Ceva po- &
demos concluir:

tgo + tgf = 2

AA', BB'y CC' concurren

Clave /C] *

“** Por demostrar: HG=GS
* o HG=GS & y=2x.

Demostremos y=2x

« * SeaAE=a y FC=b
# Sy, 20
- y a+b

(1)

)
..0 -

Piden: tga + tgfl

*« Usemos el teorema de Newton:
AC, BD y MN concurren en S.

* MN : didametro

SM
» En ABMS: tQQZ? o

SN .
« En AANS: th:-R—

212
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JRIAL CUZCAND

Por teorema de Newton:

AN, CM v TR concurren

TR es base media — BG=GG'

Por teorema de Van Aubel:

ck ef BG _
7 T G

-..(IT)

I ab
= —+-—=1 = c=——
a b a+b

B, G,, Gy G" cuaterna armédnica
2 v

g n_cm+tn) o o

m m+n

(o
=— = X=—

> ..(I)

X
m

™
Y

De (I), (II) y (III): y=2x

— PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

HG =GS
CION NO 214

B b
n

‘; 7,,'.

I\ A&

LY,

a C

X en funcién de o.

* ¢ Sea AC=a y BE=b = como:
AASC~AESB = CS=ak vy BS=bk

s * En APBC, usemos el teorema de

)
o

o Menelao (56/’\ es la recta secante):
- (n){(£)(ak) = (£)(bk)(m)

4 n_m

& b a

< * Como: m<PAC = m«CPE

o : = APAC~ACBE
= m<APC = m<BCE
* Como x +a =180°
x=180°-q
Clav.

KX

e

.

e

.. Resowvcion [NEFTEN

.

* Nos piden la relacién entre a, by c,

. Dato: 3a+ 20 =180°

“ * Se traza la ceviana interior BS, tal que:
m<CBS =

s * lLuego observamos:

m<ASB =m<ABS =0 +0

> * En AABC: a2 = (b-c)b

< s a’=b%2-be
2 Clave gzl
213



Nos piden x.
» Verificamos que: A4ADC~ 4CPB

« Como BMyCN
homélogas = m<ACN = m«CBM

* Como NB=NC
= m<NCB = m<NBC
= m<NBM =6
* OAOABMN: inscriptible
x = 90°

Clave 4§|

son medianas

“ Piden x.

GEOMETRIA
Se traza la secante ADQ
Por teorema: x° =ab
Se sabe: FQ/BA por daty
AE // FB = FMAB es un paralelogramao
= AM=4
AQMED: inscriptible
= ab=(3)(4)
X = 2~/§
Clave /D

Nos piden “AC" en funcién de ay b.

Notamos que MPQN es un trapecio
cuya base media es OH

= MH=HN=x

AAPH~ AHQC, PM y QN son altu
ras homologas

= 3:% = x=+ab

X

AC=a+2Jab +b

AC=(va+b)
Clave /D)




CUZCAND

OLUCION By il L)

1' s piden x en funciénde a, by c
Por propiedad:

2

X=JE(J5+JE)
2

Resovvcion [ETFFTY

DF=FQ, DS =+ab y QT =+bc
# En el trapecio DSTQ, por base media:

Clave /D] °

Piden el menor valor de x.

* Notamos que:

B 6 C 6-x

fABMDP es un cuadrilatero inscriptible

.‘

.
...

>
...

L)
o

.

*
S

L)
0..

.
o

)
...

., .
... ‘..

e

S

.
0.0

..

»
..0

.
x4

L)
X

L
. .

.
0.‘

L)
..Q

.
..‘

7
..'

-
Q.Q

L7
...

.
0‘0

e

.
DO

.
b.'

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

= m<MDP = 90°

ZAMAD = ADCP:
= MA=CP=6—x
AlLCP~AMBP:
1 X
p —— -— :4
P T L
Xoo =

Se traza:

[SLBA(SenBA) = S,DvE

son colineales y se encuentran en
(recta de Simson)

Verificamos rapidamente que:
ALBA~ALED

Como LMy LN son medianas homo
logas

= m<AML = m<DNL




N
CUZCANS

GEOMETRIA

= [ALSMN: inscriptible

Piden R.
» Datos: ab = vk y mn=Kk
Como AABP~ABCP

o =24 a _ d (1)
£ CP
Nos piden la relacién entre “a, b, cy d”™. < Analogamente: AADP~ADCP

* Al completar angulos, verificamos:

rX Th d
m<«DAC = m«CAB = 0. + 0 % b CP (1)
— AC es bisectriz interior del ADAB * De(l)y(ll): ab=ft ..(I)
i » Por teorema del producto de lados:
= —=— (1) )
b c * « En AABC: al = 2mR
¢ ADIEATI . * En AADC: bt=2nR
a .
TR B 5L = (ab)(ft)=4mnR?  ..(V)
* De Iy (W) *  De (Ill) y (IV):
2 K
<0 d & (ab)2 = 2(mn)R?




ITORIAL CUZCAND

pLUCION R bl 71!

'+ Se ubica E en BC tal que:
DE//AB =5 en ASDE: EF=FD

s Se traza ON L CD (Nen CD)
= CN=ND

En AECD: FN es base media
= EC//FN, luego:
m<ECD = m«FND =f

& [\FNMD: inscriptible
= m<NMF = m<NDF =0

'» [AONML: inscriptible
x = 90°

Clave /B]

m m
B 76 A L
S
Nos piden x.

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
* Resowcios [EFFH

“* Piden x, dato: PL=13 y 2(AL)=3(LC)

® -
0.‘

En APQL;

@ x? = zw

« * Como MAPBQH es inscriptible
= m<HBQ =0

< entonces al prolongar BH | corta en M

a AC , entonces BM es mediana

.
‘.Q
.

AM=MC, sea:
o AL=6m=s LC=4m (dato) = ML=m

En AALP por teorema de Menelao
¥ (m)(2)(34) = (5m)(w)(21)

= 3z=10w

ComoPL=13 =2=10 vy w=3

En APQL: x% =(10)(3)

- x=430
“ Clave / EI

217
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CUZCANS GEOMETRIA

RESOLUCION m!

Piden x en funcién de a, by k.
* OAPBF y AEBQC son inscriptibles
= m«BPQ=a y m«BQP=0

* APBQ-~AAIC (BH e IT son altu-
ras homdlogas)

X :
=y —:;ﬂi = x=1k ..(I)
r im
T

* Hallemos ahora “r" en funcién de
ua y bn‘

* AEAS y AFCR: isésceles = AS=a
y RC=b, por propiedad:

o

ab ;."f.
= = ays
a+b s
1y
el kab A C
a+b

Resowvcion [REFF Y

Piden x.
* AECT: isésceles = EC=CT=3

* Por teorema de pitagoras, en A0TC:

R2+32=(R+1)? = R=4
* Luego: OE=2

* Por teorema de Menelao en AAQC:

* SEB: recta secante

= m(3)(4)=n(2)(8) =

218




CUZCAND e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

~ % PSD: recta secante .. RESOLUCION | N° 229 |

= (4)3K) x =14))(x+4) S ow____M N C

'
"

x =2 = s~ \ /%

.:. a ¢ M <D, Wy ). l\
M . \ . ‘ S

e T :1__....:..5." -fg%;l.?"@Zt‘:%P
ESOLUCION Bkt 718 “ .

.. A D
/ < Piden x.

""" S ol En ABDN: por teorema de Ceva
.:. §§//§N

* o Luego: PS | BA

; I(A o

. * En el trapecio ABND:

Piden x en funcién de a, by a. :
o B N

% Setrazan AM y CN perpendiculares a " -

la recta EF . &

» En el trapecio AMNC: o A : D

: s S le TS=SP
[acos%)(b)+(bcos_c2£Ja X e cumple

a+b % e« Luego: ZBTP: notable de

X =

e Y ) + 5 e 3; =18°30'

Clave /C] “ Clav




AN
CUZCANG

GEOMETRIA
Resorvcion [REFELY Resovucion [LEFXI W
AN &
e o
e -
12 ..'
A ::: o
o Piden R
. + » Como AECM~ADFM
“ = MD=3ay EM=a
* « Por teorema de la tangente:
Pid k - >
i & (3a)°=al = (=9a
Dato: ab=54 y R 9a
* Al completar angulos notamos que * AECM~4ABM = 1 =
LB/NM & R=9
* Por teorema de Tales: > Clave /1|

*
.‘.

3
:
E

=== ()
a n - N
* Por teorema de Menelao, en el AHBC:
(WF es la recta secante)
b m .:Q
7 : :
* De (1) y (II): o
S ab » 3k 6 N
— 7 St < N ..,‘"
a 12 12 % & Yo
K 0
X= 41 5 X 4 ]: 6
Clave /B] ~ 10 2
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EDITORIAL CUZCAND

Piden x.

* Del dato: 3(BH)+ 3(AH) = 5(BS)

r=» 3(AB) = 5(BS) =s AB =5k y BS = 3k
* Como = m<«MPT = m<NTP

= m<KBA = m<ABR = BE=BF=6
. En el trapecio ANRB:

ResoLucion @ LXkk]

Piden x.

* Sea m<FEQ=6 = m<FPQ=0
# Como EF//AC = m<«CBQ=90
* En APBD:

(x +4)* =ab

# Por teorema de la secante:
ab=x(x+10)

* De (I) y (11):

A1)
..(1IT)

(x +4)? = x(x +10)
x=8

Clave /D]

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Resorucion [NFET R

Nos piden x.
Datos: ab=15y mn-/t=3

* Notemos que el ADFBA es inscriptible
= m<AFE =0

En el AAFC, FB es bisectriz interior.

= x%=yz-mn

1)

Como AAEF~ ZCGF, por teorema de
Dostor:

vz = ab + /t ()
e De (I) y (II):

x? =ab+ ft—mn

x* =Q§—(mn — 0t)
15 3 ;

g = 2~/§
Clave ZEI
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CUZCANS GEOMETRIA

RESOLUCION @

Piden x. S,

» Al prolongar FE hasta que corte a AB
en S, notamos:

ADES: isésceles = DB=BS=a

» En AABC, usemos el teorema de

Menelao (FES es la recta secante):

xf-(4a) = (12)(3¢)(a)

x=9

Nos piden x.
« Se prolonga SP hasta E tal que TP=TE=a

222




JRIAL CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Las rectas §(§ Y ET se cortan en H.

'# En la circunferencia: m@ k mF”—é-l-mgé = 360°

= 2B+20+20=360° = P+o+06=180°

En AHSE: como B+a+8=180° = =0 = a=b

* Como m<«<SBM =0 = HE//BP
* AHSE~ABSP = BN=NP=m

Como AM=MP = x+m-y=m+y -

Clave /Al

Resovvcion NPT

Nos piden x.

» Como ABCD es un rombo y
m<BAD = 60° =» los triangulos ABD
y BCD son equilateros y

- o IR

m«BAC = m«CAD =30° e\

= o+[p=30°

% AAFP~ AAHQ, si FP=ay HQ=b
= AP=ak y AQ=bk

' AALP~ AASQ .
— PL=EO=ar y QS=GQ=br &L == L6

Analicemos ahora la posicion v las ra-
zones de los lados de los As OEP y
QGO.

* Notemos que APEO~A40GQ
= m<EOP =m<0QG

x+0=90°+0
x =90°

Clav

223




GEOMETRIA

AN
CUZCANS S—

Resorucion R <N

Nos piden x.
* Por propiedad: 0,0, | EF
PS=SQ
* Alcompletar angulos, nos damos
cuenta:
APES~AQO,M = EQyMN
son lineas homélogas. A8 4

* Luego: m<«EQP=m<0O,NM
* Como mE’é = 2(m<QNM)

= N, My E son colineales.

* Como QN es diametro
x =90°
Clave /C]

Nos piden x en funciébnde r; y 1.

» Notamos que: AAHP~ AHCQ~4AQBR = Comb R = a=kn;b=knp;c=|
n I X
« En AABC: BH =+ab + Como HP=BQ=c

224




EDITORIAL CUZCANO — — PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

1 1 1
——

1 1 1
s En AAHB: - ==5 T = ~ B =t
c? a° (Jab) J(!x‘ )(Z(rl ) Xr, X,

1 ] 1 T,
= 5 =7t SO X=n
X n  nl | R

SOLUCION Bkl 1\

'Sea & la recta de Euler del AABC.
‘Nos piden x; dato: a+c=2b
'* Como AABC~AMHN

e BQ b BQ_h
a+b+c b 3b b

= BQ=3h = BH=2h

g
Donde H y G son ortocentro y .
baricentro del AABC.
Como BG=2(GS) v BH=2(HQ)
e s 40°
— HG/AC = Z //AC A

+0

x = 40°

SOLUCION Boh T} |




AN
CUZCANG __ e — GEOMETRIA

Nos piden x+v.

* Sea M punto medio de AB, CL=a = CM = m. v en el AABL por base media
AL = 2mc

* Como el AAPB'C es inscriptible = m<ACL=m<A'PB'=§
* Luego ALCP~AAPB' (2docaso) = A'C'=2(mc)k
* Andlogamente: A'C'=2(mglk y B'C'=2(my)k

= AABC'~AGEF = m<EFG=2
* Como a+fP=2+0 vy x+y+2=180° = x+y=180°-(a+H-0)
x+y=180"+0-a-f

Clave /(|
Resorucion R LY
Nos piden 0 -« .

—r- E - ——

L * Prolongamos ABy DC hasta que s

a corten en E.

TF, » En AEAD: por propiedad del teorema

i 1“‘.\ de Ceva,

oL ¢ AM=MD y BL=LC

Gl

AAME: notable de 5

En ABSC, como SL es mediana
= m<lLSC =0

* En AAES:

o

D 0=0+

0-0a=26,5°

Clave /1|
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DITORIAL CUZCANO PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Trosiatod N° 243

O

-
-
.

Nos piden x/v.
3 En los trapecios O,ESO; v O,FSO,

o9 _4r+r4 L X_9+v) i
T N T y 4(9+1)
Propiedad:
wl— — 1 .+ 1 r= %
ot i .
X.. 34
Reemplazando en (I): ; * 50

Clave /E]
ool N° 244 |
Nos piden x.
¢ ComoQL=LC = BlL=a
* En AAQC:

(AQ)* =(QL)(QC) = AQ=a2

* Como AAQL ~ACQL= 2L __2
AC




AL ,
CUZCANS - e GEOMETRIA

Ol

.,
0.0

:

=:.AC=@:)J§

m

)
".

* Como AABL: isésceles
= AL=AB=m
* Luego AABC es notable de 45°
= 3x=45°

.
l..

.
..‘

-

o
"

)
0..

)
...

x =15

.
o

Clave /C]

'

.
"

A

— b 4

Nos piden el menor valor de “a+b+c"
en funcién de x.

o + <
© * Sea p=a—% y por propiedad de

circunferencia el semiperimetro del
APQB es: PT=p-b

o
|
a

ol
-

*
S

AABC~APBQ = —~=P7°
> T -

-
0..

3

*

X:bm—m
P

-
’..

.
..

* Usando el teorema de las medias para b

.
..

Piden x/v. o v (p-b):
* Como AABC es notable de 37 bp_b) < b+ g -b
= BC=3my AC=5m o
* En ALPC, usamos el teorema de # blp _—b) <P
Menelao: o ) 4

X

@

x(3m)(1)=y(3)(5m) » Luegp a+b+c2>8x

L)
*

=3 = 8x

Clave /C]

(a+b+c)

.
.0

< |

oL
minimo

.,
*
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PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

EDITORIAL CUZCAND

Resovucion [ERFYYR
' Piden x/v.

* Notamos que AABP~ACDPy que
M v N son puntos homélogos

= m<BPM = m<DPN
Luego: m<«NPQ = m«QPM,

es decir l—’ﬁ es bisectriz del
m<NPM .,

En ANPM:
&M
g PN o -~
® PMy PN son lineas homélogas en los tridangulos ABC y CPD
= PM=2(DN)
X=2
v
Clave /E]
LUCION Roha 11}
Nos piden la razén de inradios de los trian-
\gulos AMR y RND. B =
» Se demuestra que P pertenece a QC p 60
(aunque en el problema no es necesa- g The
r"o) . Q '.‘.- '.: ‘-‘.. 51
Basta notar que AARM~ADNR y que L. A
la razoén de inradios, es la razén de se-
mejanza kY
RC=4(DH)= DH=¢ y RC =4/ ”
Como ACQR es equildtero = RQ =4/
En AQAR: notable de 45° /21 ’ . 7
Como QR=4f = AE=2¢ IR )
2 ¢ /\60° e - 607
#* |arazén de semejanza es: o5t 20 K R D



7N
CUZCANG

RESOLUCION mg

GEOMETRIA

Nos piden senx

* De la observacion: AS 1 BS y AS=ST

* Para el ZIBAC, BM es mediana = m<DBA =m<«MBC =«
* H: ortocentro del AEBD = m<ASE = m«ESL =0

AEBM: isésceles = EA=AM=MC=a
: , b fa: '3
* AASC por teorema de la bisectriz exterior: —=—=—
¢ 3a 3
* En ASTC: senx = b = 1
-

RESOLUCION @

Nos piden y/z en funcién de a y b.

* En APBQ: teorema de Ceva

yan =zmb = 3=(§)(—"—’) )

z n

230




APBM~APQN =5

Il

p o

-..(II)

' De (1) y (II):

Nje |3

I
ST,
L
~N

DLUCION B k) |

{08 piden x/y en funcién de g+ ¢ .
En AAEF y AABC, usemos el teorema (pag. 36)
senff x|
seng E W X mb
senf mb| Vv n c (1)

-—
— T ———

sen¢ nc
m Bl sena
En ABIC: T, c- —S;n—e ...(IT)
, b 20
n AABC: 2 SRV (1)
c sen2a

e (1), (1) v (1)

X _ cosf
v coso

Clave ZEI
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GEOMETRIA
RESOLUCION !;gg!
: B a C
Nos piden x. T/a5° = O]
* Nos damos cuenta que: ABPO~AODQ i : ;
W2 _ b £ o Q
a 2 &2 N 455 — X
- datr il
a 22 _ ¥
* Luego AMBP~ AQDA AN
45°
= m<QAD =« 2 = =
x=90°-q

Nos piden x/y en funcién de o.

* Donde Z es la recta de Euler.

* Sesabe que N es circuncentro del ABEC.

* Sea G baricentro del ABEC (BM=MC y EG=2(GM)).

232




- E—_— PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

* En AOME, por teorema de Menelao, (@ es la recta secante).
x(?.,m)( 2Rsen? ‘; ] - ymR

CSCZ

z
2

- | -

>
v
Clave /A]

LUCION

* Por demostrar que x=v.

* Enlaprolongacién de QM se ubi-
ca H tal que: He ..

DH//QB = ADMH~ABMC y (&

ABMC~ADMC L

Sea BC=a y AD=b = BM=ary R R

MD=br = BQ=ak y HD=bk n
* Luego: b i

AHDA~AQBC = m«AHD =0

Como CAAHQD es inscriptible: SoX=y

piden demostrar que AB=BQ

* Sea AENBC={T} = AATC es
isésceles, luego TM L AC

* Sabemos que A, S, Ty E constitu-
yen una cuaterna armoénica como

m<«DCE = m<ECB
= m<«BCS = m<SCA it
* Luego | es incentro del AATC ; D /
b m<CAQ = m<QAT =« = C D



CUZCAN o —_—— —————— SEDNE TR

* Notamos que: m<BAQ = m<AQB = 3a
AB =BQ

Resorucion [NEF ¥

Nos piden x.

* Debido a que M, G y N so‘\l-\
baricentro de los tridngulos APB,
ABC y BQC

= BM=2(ME), BG=2(GL) vy
BN=2(NF) = MG//EL v p

GN/LF = m<ELF=x
* Por base media:
EL/PC y LF/AQ
* Por propiedad de congruencia
AQ=PC vy m<ARP =60°

* Como YRZL es un paralelogramo: x=120°

Clave / :l
RESOLUCION Egﬂ

Nos piden x.
* Ubiquemos Q tal que PQ=ay SQ=b
* Como:
a’ = (PL)(PD) = m<QBP = m<LQP =« )
a‘:’ “-
b? = (TL)(TA) = m«QAS=m<«LQS=B | ;
* En ABQA: m<AQB=180°-¢-w
;m:.
* En Q: .'!?

180°~¢-w+o+B+w+o+B+o+f+0=360
et e, .
m<AQB i

= a+pf=60° B b 's
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EDITORIAL CUZCAND

* En APQS:

x? = a% + b2 - 2abcos 60°

..

x=w/az+b2-ab

Clave /D]

ISOLUCION B 51

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

‘Nos piden:

AB CD EF GH

BC DE FG HA

'* Usaremos las siguientes propiedades:

* En AAPGy APCE
senx; _AH-PG _CD-PE

=D

senx, HG-AP DE.CP

o)
DE
CD

HG _CP PG

"AH PE AP

GH _sene sena

DE

HA  senf seny

Al

) )
... ...

. -
..0 ..0

) L) . L)
‘.. - Q.. 0.0

.
O..

.
.'0

e

!

L)
w0

*e

*

-

.
A

) -
‘.. 0..

. ) . )
‘.. ... 0.0 0..

-
..'

* Analogamente para y; e y, en los trian-
gulos CQA v EQG:

EF AB_seny send
FG BC sene sena

* De (1) y (II):

AB EF CD GH _,

BC FG DE HA

RESOLUCION @

(1)

-

2/ab =

Nos piden MN/NL.,
* Tenemos que MN=2a

Por propiedad de circunferencia:

MQ = 2/ab
AMQ O, ~ ALMQ

b 2ab
=——— = ML=4a
24Jab M

Como ML=4a = [LN=2a

i
NL

=1

Clave /E]

235




GEOMETRIA

* e« Las caracteristicas del punto de
- Apolonio, hacen que:

&

° AP=Dbck, PC= abk yv BP=ack

o e En QAPEG:

o

o

EG = bcksenaa = EG = abc(km)

am

o

* Analogamente:

.
Locd

)
L

EF=(abc)(km) vy

DO

GF=(abc)km

o

-. El AEFG es equilatero

L)
o

o

Nos piden analizar el AEFG. Clav

ERE R

oo

. 0 & *
0.0 0’0 0.0 *Le 0.0

0
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Nos piden la relacién entre a, b, c y d
b * Por teorema de Tales:

+ MC=ck y CN =dk

& *iz%
a b e
//
A% c

b N 5 ac=bd

o

Nos piden x.

* Prolongamos AB y ubicamos M tal que:
m«BMC =6 = EC=CM=6 y BD/MC
* Luego, se prolonga CB hasta N tal que:

m«BNA =p = AN=AF=4 y AN/BD




CUZCANS

GEOMETRIA
* Finalmente, como AN//BD//CM : . Resowvcion [TEFTYY
« = 6)4) 8a
(6+4)
L A v
X= 2, 4 : ‘:;)
- 5a
o -N‘-r..rﬁ M
’*&m%;g“
3
2a ¢ ei“*
53°/2

Nos piden CM/MD.
* Notemos primero que:

m<«NCD = m«ANL= 53

* ALAN: sea AlL.=2a
= AN=4a, como AN=ND=4a

Nos piden x. = DC=AB=8a

* Completemos angulos, sea
m<NMD =a = m<«NPD = «, por ser =5 LB =0a

el ANMPD inscriptible.
* También en el AAPD:

* ANSD~ACSD = BS=2(SD)
* ALSB~AMSD = MD=3a = CM=b5a

m<«PAD = o = m<«PED=m<EDC = a ¢ Finalmerite:
* Luego MN//FD
g CM b5a
* Como AMSN~ADSF MD 3a
x 3K
= CM 5
6 2 e B e
7 MD 3
=9

LA AL 2 A B TR R TSRS N S G S N SR RS
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JRIAL CUZCAND

tal que:

= AASQ: isosceles

- * APQB~ACPB

ol
I
Wi

= m<AQS =60

Se ubica “S” en la prolongacién de PQ

m<SAP = m«xBCA=a
= ASAP= APCB (LAL)
= m<ASP = m«BPC=0 V
AS=PC=b |

Cla

.’.

.
..0

o

ERE R R RS

L

LR BRI R A A

@ o

o

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Resorucion [F LN

Piden @ ;
QL

* Como AM=MD = m<MCD = 52

* La prolongacién de BL llega a D.

« En ALCD, se traza la altura LE
= ALED es notable de 45° y ALEC

es notable de

{+]

2

* En ABCL, por teorema de la bisectriz:

BQ _ 3x
QL A5

BQ_3
QL J5

Clav




GEOMETRIA

*,
...

Del dato:
m<ACB = 2{m<MDB)

0

kS

.
.‘.

.
...

= m<ACB =20

* Deducimos facilmente que:

DO

.
e

m<AMD = m<ADM = + 0
= AM=AD=/¢

b

.,
o

* En AABD, por teorema de la bisectris

o @

Nos piden x. x_2¢

<
~

* Por P se traza P—.R//A_D(Ren 615)
* Por teorema de Tales.

22 -2 CR=3ayRD-
PA RD sl

e o

X2

Clave /(|

o

* Como PC=CD=4a = APCR es nota-
ble pues PG=4a y CR=3a

x=37°

L) .:.

:

>

D)
o)

DO

>
o 4

..........
.............

*,
- O.‘

-~ s
o

Zk-gereeee

L)
...

Nos piden x.

> » Al trazar NS nos damos cuenta que

Nos piden x/v. NS/MP .
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JRIAL CUZCANO

- En ANRQ:

NR/MP = RP=2, luego AR=3

ARAS~ALCQ =

Clave /€] ~

Piden PM+PN.

.'to: AM = 242 y BN =+/17

Hallemos las razones de los segmentos
AP con PM y BP con PN.

. .
0.. ..O Q.C -

Sea L punto medio de AM=>LN es
base media del trapecio AMCD, sea:

. U
- 0.0

AD=4b y MC=2b = LN=3b

Como ABPM~ANPL
BP=2k y PN=3k

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

También:

LP=3{ PM=2¢ y AL =5¢

= PM= EAM = lAM ..
10 5

* e De(l)y (Il):

3 1
PN+PM=-5J1_7+-5(2J§)

S T 2.2 +5 317
Clave /D]
. Resowcion [FIFTI W
3
W
)
5
2z |
0
| ]
D % J2 bL % C
6& 1
Nos piden x.

En AAED: ED =22

AAED~ ADEC: DC = 642

AAEB~ AAED: AB = %ﬁ

Como ABMD es un rectangulo




CUZCAN GEOMI
= DM:S\[E :: x:écos(x
* Finalmente: B
3 - %0 RO = 2 fcosa
X+ a \/5 = 6\/5 “*

Cla\l|o m

Se cumple |

Z=aQcCosu

-
o .“

21 %
TR 2 e
4 V2 y

Clave /A] \

A

Nos piden RQ.

* Como S y T son los centros de los ; .
paralelogramos: BCME y ABFP * Nos piden AB.

0.0

= RS=ST=TQ=x e * SeaEB=7 = AB=2+45
o Luego RQ:3X e Como BF=4(FC) = BD=4m
* De la observaciéon: o
s v EnasBc:; Bo Bl B 2
MP = fcosct o : z+5 4(_15]_—_‘
m =z Z+ 5
* En AMBP por base media: £ 880b: a h

.
0..

242




CUZCAND e e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

= 2z=15 « MC 2

* o AMOR~AMCB = ”C*B“=§

Clave /E] * « En AACB, por teorema de la bisectriz:

soLucion YL * x _ 3k
< 5 2k
i x=17,5

& Clave /C|
«~ Resowvcion [REFYTN

Dato: ab=8
AQBI~ AIBP

.
..0

.
> ..0

s

® |o
>
N
!
o))
(o
DO

»
... -

Piden BQ.
+ * SeaEQ=z =» BQ=4+z

De la observacion (propiedad de pun-
tos notables): C es excentro del ZAPAQ)

o = m<BPC = m«CPQ

« En ABPQ, por teorema de la bisecinz
. interior:

4 2 _84 _, . 16

% A

o s BQ=20

- Nos piden x. Clave /C]
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GEOMETAIA

Q
&
8 Q
| D
&y )
o
- TS
o R
- YR N
e I B ™ &
BERE
=
Z n,qu £ E m%
g @ E 1113
LY
m § o (3
=
O, e .
e e e Qe S e e e e DO I R N T . S 0l e W e e WD e B e e S DO
o &
) - £
Q
w.m 8 >
ar
.me &5 o
% =
Y]
: 3
Fow

o™
Il
x|l

12
X

N° 277

remos elementos homélogos:

Notamos que AAOC

CUZCANS

244

a
Nos piden x.




[ORIAL CUZCANO PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

DLUCION I bl 7i-
 piden x.
‘Sea m<TAB =0 y m<APT =0
En A0PQ: = 20+20=90°
Como m«ITP=0+6

= m<BTP=0+0

.;ELuego TP es bisectriz exterior
del AATP

= x=5m y AP=12m
L 12m=5m+13

lav

D) ﬂn Nozso

Nos piden x.

* Notemos que el [AMPQT vy
[AMHQN son inscritos

= m<MNQ =m<QHP vy
m<MPQ = m<QTN

= AHPQ~ANTQ

Clave / El
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RESOLUCION m

Piden x.
* Por teorema (pag. 37)

AL 3K AL 2
B 5K [B 5

AB 7r

. . AG:———:___
AAGB: BB

* AALG~APGA

Nos piden: ——— ==

* Sea AM=MC=3a

« AMBC~AGBL
GC_2
MC 3

= |D=4a

=y, GC=2ay

« AMFC~ADFL =

* AAEC~ADEL =

GEOMETHIA

Clave /Al

MC =3a

— — — —

el Clave /Al




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

* Notemosque O;, Ty O, son colineales
- = m«TO,D =m<«TO,B
— mBT =mTD
* También: E, Ty A : colineales
. * En ADBC, teorema de Menelao:
% m8k/ = nbk2¢ = 2m =3n

= m=3k y n=2k

Piden (AP)(PD) . * ComoBP=PD = PD=5k

Como AABP es isésceles

—
0
)
=

o
|

= m<BAP = m<APB =0 & PD 5k
. En APCD, se traza la mediana CQ ¥ ™ _2
= PQ=QD=QC=y P 5
AABP~APQC = X =3 %
4 vy EX Clave /B
="x=12 @

(AP)(PD) = 24
Clave /C]

a LESOLUCION bl T)

Piden x.

& * APMA~XQHB

; P -
Piden % : = AP=my BQ=3m

247




CUZCANG

N - GEOMETRIA
* En el trapecio MABH: @ RESOLUCION
it (1)(3m) + (3)(m) o

m+3m o
x=1.5

Clave g:l o

RESOLUCION -

& * SeanG, y G, baricentros de los trianqu
< los BCP y DCQ respectivamente.

Piden = .

v = DM y BN son medianas vy
* Como O es centro del paralelogramo «
ABCD = SO=0E=3k 3 > & DG, =2(GM) y BG, = 2(G,N)
« Como BS//AE y AB=3(BP) * Por base media en el AQCP:
= PS=2k MN=5

* En ABPO, usemos el teorema de 4

Menelao, la recta secante es SQA En el trapecio MDEN:

= x(3k)(4a) = y(2k)(3a) 2¢) +5(2¢)
.. x I e———
y f+2¢
i — .}_ =
v 2 % x=4

248




IAL CUZCAND

Resorucion Bt 1l

. Por propiedad de circunferencia:
m<BPL =45° = mBL =90°

= BL=rJ2
s Como AB=RV2,BL=+2 y

m<ABL = m«OBO,

— AOBO, ~AABL

o L
a r
AL = a2

Clave /C]

S

>

-,
>

. .
L I R

.

>
.O

. C
L X

e

.

DO

-
N

-

-
"

DO

o

-
*

.

. L)
0" ...

.
..0

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Piden x/y.
* Como G es baricentro del ATMH
= TN=NH
* Por teorema de la tangente:
m? = (NS)(NM)

* En AMHN: por el propiedad (pag. 25)

m<«NHS = m<«SMC =«

= LC/TH

* En ATMH:

Clave /A]

Piden AE/EB.

* Por teorema de Blanchet

m<AHM = m<«<MHB

¥« AAHM~ABHM



GEOMETHIA

2

X n
= —=e— = X=-—
n m m

* En AAHB, por teorema de la bisectriz:

ok o ;
EB x
AE _m*
EB p?

M
45%,
;o
FIP Y
wy
6;

Nos piden x.
* Ubicamos el ortocentro M del AABC

* AAEC= A4ABEM = MB=AC=6
 AAHB~ ZMHC:

X _3+\/§
3-42 %46

250

RESOLUCION @

U
o

R
Nos piden —~ .
OSA?? en R2

R, _AC
* Se observa R, BD

Notamos también que: A, B, Cy D foi
man una cuaterna armonica

o E_5a+b

——
& b 3a

= a=b

A H B
< Piden x/v.

* Notemos que PM es la mediana de!

ABPC.




« AAHP~AABC 24, 2 R
y a
x i
v
Clave /Al
vnii 8 N° 294

Nos piden x.
% Por teorema de la bisectrizz  AD=br; DB=ar; BE=ck vy EC=bk
» AABC, por teorema de Menelao (recta secante: Iﬁ)

x(ck)(br) = (ar)(bk)(x + b)

ab
X =
c—a
Cla
LUCION
Nos piden x.
B -~
3 * Se prolonga CA tal que:
7 m<ALB =0
& " — ALAB: is6sceles = AL=5
» En ALBC, por propiedad:
' s':‘.{e. ................ ? =
i a & R a c XS
x =43

Clav
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RESOLUCION @

Piden x.

GEOMETHIA

AABC, se traza la altura BM
= AM=MC=5 = MD=3

* AMBC, por teorema de la bisectriz:
BM=2m y BC=3m

« AMBC:
2m)P+52=(3m)® = m=45
+ ADMB~ADLC

LC_ 25 | (.35
3 2J6 6
» ABLC:
x = (LCW2
x =415
Clave /D)
stowubu@
Nos piden AM.

* AAMD~AHMC
= AM=3x, MH=2x y HC=10

* AMCH~ABAH

(2x) _ 16

=—— = x=4
10 (5x)

* Como AM=3x
AM=12

252




DITORIAL CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Resorucion P L)

Flaen x.

®* Como ABDE es un trapecio isés-
celes:

= AE=BD=6, AD=BE=9 vy
m<AEB = 90°

* AABC: 92 =(6)(x)

(9]

x=13.5

Clave ZC]

Nos piden PB.

* AAPS: isosceles

» Por teorema de la tangente: 22 = a(2a) = a=+/2
* En APRS: PR=742

* Por teorema de la tangente: 12% = (7\/—2-)(PB)

PB=7—72J§

Clave / EI



R
CUZCANS E— e GEOMETRIA
Resorucion [RTETY
C
< b
1 b\
" D h
20 o 60 N\ N
':. b ’ ' ':l :’.‘..- 'A
B 3 . SO, N e '
150° Sy
274
23
M
A ¥
Nos piden x.

* En ABCD, se traza la altura CN= CN=b

* Por base media en el AABD: AB=2(MN)y AB/MN = m<MNB = 60° y m<MNC = 150
*AMNC~AEDC = m<«MNC =m<«DCE = ¢

x = 60°
Clave /8]

LN R, SRR R
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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ENUNCGIADO DE LOS
PROBLEMAS
PROPUESTOS

ANUAL
CEPRE UNI
¢ SEMESTRAL
SEMESTRAL INTEASIVD
> REPASO

___ PROPORCIONALIDAD
- i Y SEMEJANZA BOE




"“{ {‘tf:r S A LI W”S‘w)““\m SR S

PROBLEMA !E !

Del gréafico, g//z//z ﬁ//z, calcule
X+y+2z.

& / \ 2
-2 x/ \8 =22
- 3/ \6 ;33
- 5/ \z »2‘
- y/ \4 »=5
/ \
A) 10 B) 12 C) 18
D) 16 E) 20
Puom.m!;E!

Se tiene el trapecio ABCD, se ubica P en
AB yQen CD tal que AD//PQ//BC. Si

o . .
DO S o

!

.
.o

.
-

PROBLEMA

En el grafico, Z/%IZ, BG// A
CG=3, GF=EF=2 y ED=x+1. Calcule x

A) 1/2
\ D 7,
B) 1/3

- o

C) 1/4

D) 1/5 "

E) 1/6

PROBLEMA

En el tridngulo ABC, se ubican los puntos
P Qv Fen AB, BCy BQ respectivamen
te. Si PF//AQ, PQ//AC,BF=3, FQ=4
Calcule QC.

AP=x+3; PB=x+1; CQ=x+2 y ¢

QD=x+5. Calcule x. * A5 B) 7 0 2
e 4

A) 1 B) 2 C) 3 2N =

D) 4 E) 5 o D3 Bl

PROB m . Pnont.m!;g!

En un triangulo ABC, se ubica E en AB y

F en BC tal que EF/AC. Si AE=7,
FC=10 y EB=14. Calcule BE

A) 10 B) 20 C) 25
D) 30 E) 35
256

“ En el triangulo ABC, se traza la bisectriz

interior BD y la ceviana interior AM se
cantes en E. Si BE=ED, BM=3 y MC=!
Halle AB.

A) 10
D) 13

B) 11
E) 14

C) 12

T




‘En el triangulo ABC, se ubica P en BC y
Q en AC. Si m«BAC=80° AQ=5,
"AB=4, QC=3 y PC=3(BP).

Calcule m«<PQC -

A) 80° B) 90° C) 100°
D) 120° £) 130°

PROBLEMA

"En el gréfico, Z//E//E .

Calcule DE
A) 10
B) 5

C) 11
D) 12

E) 13

PD=4 y DR=5. Calcule RC
B

En el grafico, AB/PQ, BC//QR, AP=3, *

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

IAL CUZCAND

m.m!;g .f. 11 13 15

= ‘ e A) = B) 7 C) Ve
_En el triangulo ABC, se traza la bisectriz <
interior BP tal gue m<PBC=m<BCA, . p, 17 E) 19
AB=1 y BC=2. Calcule BP 4 4
A) Nz B) 28 4 43 * Pronuema FTNTY
2 J_B 2 En el grafico, M y C son puntos de tangen-
D) V3 E) ’_:_311 cia. Si AB=6 y BM=4. Calcule BD/DC.
Prosiema NN 4

A) 3/2 B) 3/4 C) 3/5
D) 2/3 E) 4/5

En el triangulo ABC_._I es incentro y E es
excentro relativo a BC. Si [EnBC = {M},
IM=4 y ME=12. Calcule AL

A) 6 B) 7 C)8
D)9 E) 10

En el grafico, E v F son puntos de tangen:
cia. Si AB=6 y CD=4. Calcule BC.

F
A B C D
A) 2 B) 1,8 C)25
E)3

D) 3,5
257
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LUZCANG : GEOMETRIA
Prosrema FIETY ML B) 42 C) 39
En el grédfico, AB=14, BC=10 y AC=6. , D) 36 E) 30
Calcule RC. ™

B 5 Pnnm.mlggg
0 < En el grafico, ¥ es la circunferencia inscri
0 < ta en el tridngulo ABC, si AB=30, BC=2(
» v AC=28. Calcule SP
A c R T A08
A) 10 B) 15 )79 * B) 0.5
D) 12,5 E)5 o
s G 1
ProsLema FXIE EH| D) 1,5

En el grafico, AM=MC, MN=a y NT=b. *
Calcule NQ/AN.

.

En el grafico, 2(AB)=3(BD) y ED=6. Cal- proposiciones:

cule AC.

..0

“ pProsLEMA LB Y

A) 9
B) 4 . ‘
C) 3 i 36
) 3]
D)35 &
32
E) 5

ProsLeEMA LB C)

Indique el valor de verdad de las siguient:

* 1. Dos poligonos de igual cantidad de la

dos son semejantes.

I1. Dos cuadrados son semejantes.

. IlL.Los lados de un rectangulo son 1y 3 v

258

los de otro miden 3 v 6, entonces di
chos rectangulos son semejantes.




EDITORIAL CUZCANO PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
A) VW B) FFF C) VFV A) abc=edf B) acf=bde
D)EVF  E) UF » C) acf=bde D) acf=bd(e+1)
¢ E) acf=ed(f+d)
Prosrema TR “
En el grafico, BC=20 vy (AB)(MB)=120. « Pnoluw\m

‘Calcule BN,
A) 2,5

B) 4
C) 6
D)3
E) 5

Del gréfico, calcule x.
A) 10
B) 6
C)8
PI12 24 X

12

3n

E) 9 a a

PROBLEMA

Indique la expresion correcta en:

C
b
C
a 9\
g AR N R

-

En el grafico AD=6(DB) y AE=EC. Cal-
cule BF/FE.

B
D
F
A E C
A) 1/6 B) 1/3 C) 1/2
D) 2/5 E) 2/3
ProsLema [NTFYY

Indique la expresion correcta:

a_ Y mtn) a+b
B) \a+b n m+n
C) ab=mn

aYm+n) at+b
D) b. m-n / m+n
E) am=bn

259
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PROBLEMA !;gg

En un grafico BN=3 y BP=4. Calcule la 4
» Calcule AP

medida del arco AB.

A) 37°

B) 74° '

C) 106° \\

D) 74° .,
E) 90°

PROBLEMA

En el grafico, M, N y L son puntos de tan-
gencia. Si BC=10 y LB=5. Calcule AL.

A) 3 A
B) 14
C) 7.5 :
D)5 B
E)1

C

...

* B) 1/3

Se tiene el tridngulo ABC, se traza la
bisectriz interior BE. D y F son puntos de

la regién exterior tal que DA //FE yD,Fy
C son colineales. Si AB=10, BC=14 y
AD=6. Calcule EF

A) 2,5 B) 3
C)7 D) 4,5
E) 3,5

260

PROBLEMA
En el gréfico, AR=2, RC=5 y CQ=6.

A) 1/6

C) 12/5

D) 24/5

E) 10/3

PRD‘;.EMA

En el triangulo ABC, se traza la bisectris
interior BD y la mediana BM. Si AB=&
BC=12 y DM=1,5. Calcule AC.

A) 12 B) 14 C) 15
D) 16 E) 18

Punm!;!!]

En el grafico, mB?C=m@,
(BC)(CE)=18 y CD=6. Calcule AC.

P

A) 3 B) 9 C)4
D)6 E) 2
PROBLEMA

Por el incentro I del tridngulo ABC se traza
una recta paralela a AC, que interseca




EDITORIAL CUZCAND

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

BC en P Si AB=10, BC=12 y AC=11,
calcule PC.

A) 2
11
D) 3

Pmum!;!g

En un triangulo isésceles ABC de base AC,
se traza la altura BH y la mediana AM, las
cuales se cortan en N. Calcule AN/NM.

B) 3
E) 4

C)3

‘A)g- B) 2 C)%

D)g E) 1

En un cuadrado se ubica H en la pro-
longacién de BA, tal que CH corta a
AD en M. AH=3 y AM=2. Calcule el
perimetro de la regién cuadrada.

A) 26 B) 16 C)12
: D) 24 E) 28
PROBLEMA

En el grafico mostrado, PC=3(BP), si
AB:AQzQC. Calcule x.

R
B
X 00°
A Q C
A) 20° B) 30° C) 40°
D) 80° E) 50°

b,

ol

L)
..

., ..
. ... ..0

S

*, .
... ...

- )
A O <

.
o

.
...

.
o

-

)
...

S —

Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

I.  Dos tridngulos is6sceles son semejantes.
I1. Dos triangulos equiléteros son semejan-

tes.

HI. Dos rectangulos son siempre semejan
tes.

A) VW B) FFF C) FW

D) FVF E) VVF

PROBLEMA

En el gréfico, ABCD es un paralelogramo,
calcule x.

A) 2,5 B) 4 C)3
D) 3,5 E) 2
PROBLEMA

En el gréfico, calcule x e y.

8
A) 18y 12 B) 18 y 10
C) 16y 10 D) 16 y 14

E)10y 6




GEOMETRIA
En el grafico, BC=3(QR) v PR=3. + Si BC//MN//AD y CQ//NP, halle x.
Calcule AB. -
A) 6 Z /\
B) 8 - i
51 7 / /\
D)9 ; A Qx P 10 D
E) 10 * A)1 B) 2 C) 3
Prosvema FETY S D)4 E)5

.
..

En un paralelogramo ABCD, se traza una
recta que pasa por AycotaaCDenEvy
a la diagonal BD en F, si CD=30y

Proprema [TEPEY

Si: MR y 8//b, calcule CD, si AB=5 y

L
L

)
..

.

BF=3(FD). Calcule EC. ¢ BC=3.
A) 20 B) 25 C) 15 o b
D) 10 E) 30 v Blan y
-
Plon.nn!;g!! < e -
Un edificio mide 45 metros, proyecta una * C) 3.4 =
sombra de 60 metros. ¢Cudl sera la som- <
bra proyectada por un arbol de 6 metrosa « D) 4.8 A e
la misma hora? S
A) 6m B) 8m C) 7m « E) 32
D) Sm E) 10m “

En el gréfico, A, P v D son puntos de tan
gencia. Si R=6 y r=3, calcule PQ.

e

.

En el grafico, EB//DC, (EB)(DB)=20 y
BC=5, calcule AE, siendo D punto de

.,
e

K3

tangencia. © A4
A) 4 + B) 2
o ’ P
=) +« C)3 ; :
C)7 E < R."" \
e D) 45 ‘ ¥
D) 3 3 : 2 7 \
E) 6 D ¢, E)35 A 9 .
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EDITORIAL CUZCAND

En el gréfico, AP=6 y AR=3. Calcule RC
A) 9

'B) 18

C) 12

D) 15

E) 10
BLEMA

‘En el grafico A, S v Q son puntos de tan-
gencia. Si BP=3 y PQ=2, calcule QC.

Q
A &
A) 10 B) 6 C)8
D) 12 E)9
n’ *ROBLEMA B 5 ¥,

Bn el triangulo ABD, se ubica C en

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

A) 1/3 A
B) 10/3

S
C)9
D) 9/2

3

E) 6 B M C
PROBLEMA

En el grafico, Z/ZNZFIT,. Si

BC=3(AB)+2; QR=2(RS)+1
CD=3(PQ)=6. Calcule AB.
e A P 24
<BAC %,
o
: o g G
g A
- D 3 4
A) 3 B) 4 C) 35
D) 4.5 E) 5
Pronema [T

En el grafico, ABCD es un rectangulo,
DE=a y BF=b. Calcule HQ.

AD, si 3(AC)=2(CD), BC=6 y A) Jab -
m<CBD = m«DAB + m<ADB, . J——
WBalcule AB. T e 5
M) 8 B) 9 C) 10 * 0) %a._bb
) 12 E) 14 i R
o 2ab
\ ol rs=—
B L TTIRATTY N° 48 v a+b H
‘B el grafico, BM=2 y MC=6. = 5 aZip2
Calcule RC/AR. ) ; a+b F A Q E
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CUZCANG

GEOMETRIA

Pnoll.mm! A
En el tridngulo ABC,m<«BAC=2(m<BCA), <
AB=8 y AC=10. Calcule BC. ES a\*
A) 9 B) 10 C) 12
D) 14 E) 15 M

" B E C
U R V7Y N° 52 | s A)6/7 B) 2 C) 15/7
En el grafico, mCD =74°, calcule AP/PB. D) 12/7 E) 9/7

“ PROBLEMA

En ;] grafico, M es punto medio de Fl
Halle MA/MB.

25 25 v
D) g oy “
.: b'ﬂ
PRORLEMA " A1 B) — C) >
En el grafico 4(AB)=5(BC). a a
Calcule AE/ER. b3 b
D)3 E) \/:
A) 7/4 o a
B) 3/2 - T N
C)Z Se tiene el cuadrado ABCD de centro ()
.. Se ubica P en la prolongacién de AD, «
L3 » OPACD={M} y OM=MP
E) 12/7 « Calcule CM/AP.
e 3 1
G A) " B) C) s
Pnom.m!;g! 3 4 2
En el gréfico, AB=5 y AC=9. + D) 5 E) 1
Calcule BE. & 6 3
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B ol arsico, L+ 1 -1 calcule AC.
AE AF 2
o
o
0
A E C F

A) 4 B) 2 C) 3
D)1 E)S

BMC se trazaron las alturas ML y MS
fespectivamente.

8 m<LMB = m<SMC y MC=8(AM)=8.
Calcule AB.

A) 242 B) 3 C) 342
D) 4 E) 6
2974 N° 50

' n el gréfico, ABCD es cuadrado de cen-
1o 0. Si FO=+/2, calcule AB.

’*> 0
0.0 0.0

e tiene el triangulo ABC, se traza la
‘Eeviana interior BM, en los triangulos AMB  +

L)

e

A) 4 B E

B) 6
C) 8

D) 10 F

E) 12

PROBLEMA !;g!]

En el grafico, AM=a y MN=b. Calcule NB.

.3. A

g ala+b) (a—-bla
°. A) a-b B a+b
< bla—-b) bla+b)
T ) b
e E) ‘i

¢ a+b

:0 0:0 0:0 0:0
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En un triangulo  ABC se traza una recta
paralela al lado AC que intercepta al lado
AB en el punto P a la mediana AM en el

punto Q vy al lado BC en el punto R. Si
PQ=2 cm y QR=5 cm. Calcule AC en cm.

.
Q'.

- . L) .
I.. ... .‘. 0..

.
P

D N

A) 7 B) 8 C)9
D) 10 E) 12
<>
BE DE *
De la figura AO=0B=O0F si 7~=—3~ VPR
DC=4. Halle AC. -
A o:o
C
D
F O B B
A) 4 B) 5 C) 6 >
D) 7 E) 8 %

Se tiene al triangulo ABC, AB>BC,
AB=k, y BC=k,. v Se traza la bisectriz

exterior BP(Pe AC), luego se traza &

PQ//BC(Qe AB). Halle PQ.
l'(lkil
ky +ks

A)

266

En un triangulo ABC se traza la bisecl |
interior BD (De AC) v luego se frazq
DE//AB(Ee€ BC). Si DE=2cm, DC= hon
v AC=8cm, entonces la suma de las lon
gitudes de los lados AB y BC en cm e+

A) 6,5 B) 7 C)8
D) 8,5 E)9

En un triangulo ABC, se trazan la alturg
BH v la mediana CM tales quu
BHNCM =E. Si CE=4(EM) y EH= 2cm,
entonces la longitud de BE en cm e«

A) 2 B) 3 C) 3,5
D)4 E) 4,5

PROBLEMA ! M!

En un tridngulo ABC se inscribe una (1
cunferencia tangente a los lados AB, I3

y AC en los puntos P Q y T respectiva
mente. La prolongacién de PQ intercepln
a la prolongacién de AC en R. Si AP~



JRIAL CUZCAND

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Y CQ=n (m>n), entonces CR mide:

X n{m+2n)

€) Jymn

ProBLEMAR. W 74

En un triangulo ABC, se inscribe el cua-
drado PQRS (SR c AC). Si la altura rela-
fiva al lado AC mide H v AC=b, enton- .
‘\ la longitud de PQ es: 3

A 2

D) 2JHb

DBLEMA Pl -}

En la figura, BE es una mediana, MN=8, +
Halle NQ.

PROBLEMA
.« En Ia‘figura, AB=BC=a, AP=b vy
MN // BC. Calcule MN.

. O

* E)

A
N
P, Q
B C
& b? ab
\ il a+b 8) a-b
aZ4+b? D) a_2
a+b a+b
ab
a+b

* Prosuema FTETY

» En un triangulo ABC, AB=c, AC=b, se
. traza la mediana BM y la bisectriz AF del
<BAC . Si BMNAF={Q}, CQNAB={K},
calcule BK.

be b2
b+c " b+c
b?4c? ct
Q b+c D) 2b+c
2
c
E N
) b+c
PROBLEMA

En la figura mostrada, los puntos Ay C
son puntos de tangencia vy los segmentos
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CUZCANS

I\TP,P—QyPT) son didametros de las
semicircunferencias. Si AB=a, BC=b.
Calcule CD.

M P Q D
ab ab
& S
bla+b)
C) Vab B
5 [
) 2

.‘

» .
..0 ..0

.
o

En un paralelogramo ABCD (AB<BC), Qe AC,

QN L AD, QM L AB(Ne ADy Me AB) . *

Si QM=4cm, QN=3cm y BC=8cm, en-
tonces la longitud de AB en cm es:

A) 4 B) 5 C) 55
D) 6 E) 7
PROBLEMA

En el triangulo ABC, se ubica el punto inte-
rior P tal que m«PAC=m<«PBA=m<PCB,

se prolonga AP hasta el punto exterior
Q,BQ//AC. Si AC=5cm, BQ=4cm.
Calcule BC en cm.
A) 3 B) 4

D) V22 E) 5
Pnonm@!

En la figura, M y N son puntos de tangen-
cia. Si AD.CD=6cm. Calcule MB.

C) 245
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. A) 343
. B) 243

GEOMETRIA

Indique el valor de verdad de las siguientes
};‘proposiciones:

." 1. En un tridngulo acutangulo escaleno, la

recta de Euler pasa por los puntos no
tables: ortocentro, incentro vy circuncer
fro.

El incentro de un tridngulo escaleno
acutangulo es el ortocentro del tridngu
lo determinado al unir los tres excentron
del tridngulo acutangulo.

I1.

HI. Dos rectangulos son semejantes

A) VVF B) FW
* C) FVF D) FFF
- E)FFV

ABCD es un trapecio en donde AD // I3
m<ABC =90°, BC<DA. Con diameltio

AB se traza una semicircunferencia qu

intercepta a CD en E y F (DF>DE) v ¢n

AB se ubica el punto G de manera (i
m<GFD =90°, CF=8u, DF=2y; hall:

GF en pu.
A) 3 B) 4 C) 5
D)5 E) 7




JRIAL CUZCAND

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

triangulo ABC recto en B se ubica un pun-
to D tal que BD L AC. Si BD=2AB=6,
halle AC.

A 4
D) 4,5

B) 5
E) 5,5

C)6

‘Prosrema FTTNTY

Z:CD es un frapecio rectéangulo con,
‘m<A =90°, BC//AD (BC<AD). En la pro-
lo gaciéon de AB se ubica el punto E tal
‘que EDNBC ={F}. Sea L la recta que
.'ntiene a AB y con diametros en L se

R
"

tazan las semicircunferencias C, y C, de
diametros El v EG tal que C, NAD = {J},
Fe C,, Cy DeC,; yEC=10p.

Halle EJ en .

A) 7 B) 8 C)9
D) 10 E) 11
DBLEMA B\ ki)

‘Halle el radio en u de la circunferencia

den 15, 15u y 24 1.
A) 10,5 B) 11
D) 13 E) 14

‘Con centro en un punto O de una circun-
rencia C,, de radio R se traza una cir-
‘Bunferencia C, deradior, (r<R), L es una

C)12.5

"tecta tangente a C, en T y secante a C,,
n A y B. Entonces el producto de las pro-

En la bisectriz exterior del vértice A de un A

gircunscrita a un tridngulo cuyos lados mi- *

L)
..C

L)
...

.
L

.
O.C

»
DO

.
.

. . - * L) -
CHE R ORI R I T T S

7

-

»
..0

- .
... ‘..

7 . L)
... 0.. O.‘

7
‘..

yecciones de OT a los segmentos OA y OB
es:

R4 4 3

r r
NE B Gy
R
i) = E) R2—r?
2
PROBLEMA

En un paralelogramo ABCD se ubica E en
BC de manera que AE sea bisectriz del
angulo BAD. La mediatriz de AE inter-
ceptaa AD en FE GH L BC siendo G pun-
to medio de AE y H un punto de BE .

Si (AF)(BH)=16u? halle GF en u.
A) 3 B) 4 C)5
D) 6 E)7

PROBLEMA m.g

En una semicircunferencia C; de diame

+ tro AB y centro O se traza con diametro

AO otra circunferencia C, en su interior
C en un punto de C; y W de AO tal que
BW=8(WO) y CW intercepta a C, en D
Si BC=20u, halle DO en u.
A) 1 B) 2

D) 4 E) 5

PIOILM!;E:E!

C es una circunferencia de centro O y ra-
dio R y ABC es un tridngulo inscrito. Por el

punto medio M de AB se trazan perpendi

C) 25

culares a los radios AOy OB que inter
ceptan a AC y BC en D y E respectiva-
mente; si ME.MD=4R, halle la distancia



Ao
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de B a ME. AB=8u; Halle BT en u.
A) 2 B) 3 C) 4 o A9 B) 10 C) 11
D)5 E) 6 + D) 12 E) 13

PROBLEMA m

En un tridngulo rectangulo ABC recto en

la hipotenusa por las distancias del punto

2700003, halle BH en u.

A) 10 B) 15 C) 20
D) 25 E) 30
PROBLEMA

En un tridangulo ABC, se traza la bisectriz
interior AP, se ubica Q en AC talque
AP NBQ=1{R} .
RQ=a. Calcule BR.

b
Alatb Bl Jab € 22
D) ¥2ab  E) vaZ+b?
ProsLEmA LR T

En un tridngulo ABC, AB=6u, la distan- J

cia del ortocentro al vértice C es de 8u.
Halle el radio de la circunferencia circuns-
crita al triangulo ABC en u.

A) 2 B) 3
D)5 E)6

ProsLemA IR YA

En un tridngulo ABC, recto en B, se traza
la altura BH, se ubican los puntos T y W
en BCy AC respectivamente tal que
TWLAC, AH=WC, BH=4TW vy

C)4a

270

_ Prosrema INEETY

« En un cuadrilatero convexo, ABCD, Ia
B se traza la altura BH. Si el producto de ’

m<A =90°, por B y C se trazan las rectas

H a los catetos del tridngulo ABC es * paralelasa DC y AB que interceptan a sus

% diagonales en M y N respectivamente. 5
+ MC=17uy CN=15u, halle MN en u.

A) 6 B) 7 C)8

D)9

Pnom.nu- 89

E) 10

Si RB=BP. PC=b y * En un t.riéngu_lg_ABC rec.to en B, se trazn
<+ la ceviana CM, que intercepta a I

* bisectriz interior AN en W, la prolonga

* cién de MN intercepta a la bisectriz e»

terior del vértice B en un punto de la pro

longacién de AC. SiMW=8J2u
* WN=7, halle MN.
o A) 742 B) 14 C) 16
* D) 17 E) 18
2 PROBLEMA

Sea el tridngulo ABC; P. D yv Q pertenq

PQ//BC, PDNAQ:{E} v Q es punio
medio de AE, si AP=9, PB=6y PD=#
Calcule DE.

A) 3
D)6

B) 4
E) 7

C)5

‘




PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

En un triangulo ABC, se trazan las cevianas
AD y BE que intersecan en el punto O |,
por D se traza una paralela a BE que corta

@ AC en F Si AF=FC, BD=6, CD=9,
‘OD=38. Halle AO.

A) 25 B) 3
D)4 E) 45

C) 3,5

Prosrema FEY
"En un cuadrilatero convexo ABCD la rec-
fa que contiene a los puntos medios de

"AC y BD interceptaa ABy CD enPyQ
‘respectivamente. Si AB=a y CD=b.
alcule BP/QD.

cf —

3 a
“)a+b

Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

1. Si por 3 puntos equidistantes de una
recta, se trazan paralelas, estas deter-
minan sobre ofra recta secante segmen-
tos congruentes.

Jl. Si una recta biseca a un lado de un
triangulo y es paralela a otro lado, biseca

también al tercer lado.

ML Tres o mas rectas paralelas determinan
en dos rectas secantes cualquiera, seg-
mentos proporcionales.

A) FVF B) VVF
C) VW D) FFF
E) FFV

.‘.

.,
L0

53

!

)

L)
A4

*

.
DO

e

J ) .
0.‘ ..0 A4

.
0..

L)
...

...

-
..0

X3

*!

.
-

.

.
.

.
..O

o

ProsrLema IR 7Y

En un triangulo ABC se tiene que
BC=2AB. Las bisectrices interiores de los
angulos A vy C interceptan a la mediana

BM en los puntos P y Q, tal que BP es
menor que BQ. Si BP=3u vy QM=2u,
entonces PQ es:

A) 1 B) 2 C)3
D)4 E)5
PROBLEMA

En un tridngulo ABC se trazan las cevianas
MM 3 AM 3

NC 10’ MN 2
y m<ABM = m«<MBN = m<NBC .

Calcule m<MBN .

interiores BM y BN tal que:

A) 22°33' B) 30° C) 40°
D) 45° E) 53°
PROBLEMA

En un tridangulo ABC, AB=c¢, BC=a, el
segmento que une el incentro con el
baricentro es paralelo al lado AC. Halle la

longitud de AC.

A) o B) Jac C) V2ac
a+c ;
+
D) —‘32—C E) va2+c?

Pnom.mm

El perimetro de un triangulo ABC es 25u,
la bisectriz interior AD mide 10u si:

BC=5u. Calcule la distancia del incentro
al vertice A.

A) 5u
D) 8u

B) 6u
E) 9u

C) 7u
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Pnon.nu— 98

Por el incentro de un triangulo ABC, se .

trazan paralelas IM vy IN a los lados AB y
BC respectivamente, donde M y N son
puntos del lado AC. Si: AB=5, BC=7 y
AC=6. Halle MN.

A) 1 B) 1,5 C)2
D) 2,5 E) 3
PROBLEMA

En un tridngulo ABC, una recta exterior
interseca a las prolongaciones de BA, BC

y AC en P, Q v R respectivamente.
PA=2AB, 2QC=BC, siendo AC=b, ha-
lle: CR.

A) b/3
D) 2b

[ 0182V 7Y N° 100 |

En un tridngulo ABC se trazan las cevianas

B) b/2
E) 3b

C)b

Plonl.num

En una recta L se ubican los puntos cous
secutivos A, B, C y D con diametros All ¢

CD se trazan las semicircunferencias | ¥
C, en un mismo semiplano, L, es recly
tangente a C, y C;, en T y S respectiva
mente, las prolongaciones de TBy S
interceptan en el punto Q, en TS se ubicy
E de manera que m<«TBE =90° TB- Hu.
TE=4 ES. Halle BQ en u.

A) 1,5 B) 2
D) 4 E)5

PROBLEMA m

Sea una circunferencia de centro I, inurl
ta en un tridngulo ABC, AB=13cm

BC=14cm y AC=15cm. Pe BC vy es pun

C)3

. to de tangencia; Qe BC tal que AQ

bisectriz del dngulo A. Calcule PQ.
A) 1/6 B) 1/5 C) 1/4
D) 1/3 E) 1/2

ey Ty N° 104 |

.. Sea el trapezoide asimétrico ABCD, M v N

interiores A—D, BE y CF intersecandose en
I; si §£+ ggzg y Bl=2dm, entonces IE
en dm es:
A) 2.0 B) 25 C) 3,0

D) 3.5 E) 4,0

ProsLEmA B (U 8

En un tridngulo ABC se trazan la bisectriz
CP v la mediana AQ , la prolongacién de

< son puntos medios de las diagonales Al
+ v BD; E vy F pertenecen a ABy CD 1.l
<« que E, M, N v F son colineales. Bl

PQ interseca a la prolongacién de AC en

g Rty N° 105 |

R siendo: BC=a, AC=b. Halle CR.

ab 2ab
A ae Pave Yanp
ab
D) b-a E) \/ab

o

AE=9 y FD=4. Halle FC.
A) 10 B) 11
D) 13 E) 14

C) 12

En un tridngulo ABC, se traza la mediann
BM., en los triangulos ABM vy BMC se tra

.. zan las bisectrices AD y CE (D y E estan




EDITORIAL CUZCAND e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

‘en BM ). Si BD=3, EM=2y ﬁ‘%f_cz§ ., PmoBLEMA

‘Halle DE. 2 % Enun triéngulo_ABC. la mediatriz de AC
\ < intercepta a BC en P y a la prolonga-

B34 ClI8 & cién de AB en'Q. Si OPXOQ=36m?.

1/2 E)1 < Halle el radio si O es el circuncentro.

| A) 3 B) 4 G
PronLema IR s A)3m ) 4m ) 5m

un triangulo ABC, se trazan la bisectriz * D)6 m E) Tm

'CP y la mediana AQ, CP nAQ ={0},

e g L UUETY N 110
BONAC={R}, siendo: BC=a, AC=b. = oo=

Halle CR. * En un paralelogramo ABCD se ubican E,

* Fy H en las prolongaciones de AB, AD vy
A) ab B) ab C) Zab * AC respectivamente, tal que:
" a-b a+b a+b o

m<AEH =m<«AFH=90°, si AB=a,

. atb .. BC=b y HF=c, entonces HE es:
o) E) Jab *

be ab ac
r o A) — B) == Yo
ProsreMa B w78 a C b
En un cuadrilatero ABCD, A—énD?: ={P}, < D) a E) b
BCHAD = {Q}, AC~BD =10}, b L B
'PONAD = {F}, AF=a, FD=b. Halle DQ. eis
A ab B) 2ab % En un tridngulo rectangulo ABC(recto en
" a+b a+b ¢ B) se trazan la altura BH, HD//CB (D en
B b)b (a4bla * AB), HE//AB (E en BC), DF//BH (F
e Dy * en AH), EM//BH (Men HC), MN//CE
')-a+b (N en HE) y NQ/BH (Q en HM ), si

DF=a y EM=b, entonces NQ es:
PROBLEMA .5 (/] b
| - / 2 a
En un triangulo ABC se traza la mediana A) ¥b"-a B) +ab C)

vl - a+b
'AM vy se ubica D en AM . la distancia de -

' a AB mide 3 dm, si AB=9 dm yAC=12
dm, entonces la distancia de D al lado AC
Mide (en dm) - P“'Lm!;:g!_g!

) 5/6 B) 3/2 C)7/4 Sea el paralelogramo ABCD, P es un pun
D)2 E) 9/4 . 1o cualquiera de la diagonal AC. E, H, F

D) il E) 2/ab

a+b

-
0.'
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y G son puntos de los lados AB, BC, CD
y AD; E, P y F son colineales, y H, Py G

también son colineales. Demostrar que: los
triangulos: PHF y PEG son semejantes.

PROBLEMA

Sea P un punto de una circunferencia de
radio R, con centro en P se traza una cir-
cunferencia de radio r(r<R). En la primera
circunferencia se traza una cuerda AB tan-
gente a la sequnda. Halle: PA.PB.

A) 52—’ B) Rr C) 2Rr
D) 3Rr E) 4Rr &
PROBLEMA

Sea el trapecio PQTE, QT=b, PE=B,
PTnQE ={F}, Me PQ y Ne TE tal que
M, F y N son colineales. Demuestre que:

2Bxb
B+b

A) MF=FN B) MN =

) TREVIY N° 115 |

Se tiene dos semicircunferencias tangentes
exteriormente de diametros AB y BC
colineales, luego se traza la tangente co-

mun exterior MN, M enla primera
semicircunferencia y N en la segunda.

Si: AMNCN={D}, AB=2a yv BC=2b,
entonces la distancia de D a MN es:

ab Zab 3ab
Al 356 B) S5 b 2Lh
a a+b
D) 2a+b) B T

274

GEOMETHIA
« Halle la distancia de un punto de unn ¢l
cunferencia hacia una cuerda, si s¢ snhp

.
..'

-
..0

- ., . . o "
CHE I R

o
!

. . . .
‘.. ‘.’ ... A

., . * .
o ‘.0 L] £

.
L

.

o

que las distancias de dicho punto hacia
las rectas tangentes trazadas por los extie
mos de dicha cuerda, son de 16 vy 25

A) 12 B) 14 C) 16
D) 18 E) 20
PROBLEMA

En la figura, ABCD es un paralelogramm
FQ//AD, BE=a, EC=b. Calcule F(Q)

Q/(’

B E

—*

A D
M
o
e
PROBLEMA

Se tiene un triangulo escaleno ABC s
to en una circunferencia, tal que la 1ecly
que contiene a la bisectriz exterior do¢ I
intercepta en F a la prolongacién de Al

en M a la circunferencia circunscrila
BC=3m, BF=9m, BM=4m. Halle Al}

A) 10 B) 11 C) 12
D) 13 E) 14




EDITORIAL CUZCAND s,

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Un cuadrilatero ABCD esta inscrito en una

circunferencia de diametro AD. Se trazan
las perpendiculares BM y CN hacia el dia-

metro AD, de modo que AM=4, MN=7 G g
ND=9. Halle la distancia desde D hacia ]a *

recta BC.
A) 8 B) 9 C) 10
D) 11 E) 12.

En un tridngulo rectangulo ABC recto en
B, se trazan las rectas tangentes PE y QF |

a la circunferencia inscrita donde P perte-

nece a AB, Q pertenece a BC y; Ey F °

pertenecen a AC: Si PE | AC PE//QF,
" AE=8, CF=9. Halle el inradio de la cir.
cunferencia inscrita al triangulo ABC.

A) 6 B) 6,5 C) 8
D) 85 E) 9

Prosrema VT

Dos circunferencias son tangentes interior-
mente en el punto E En la circunferencia
‘mayor se traza la cuerda AB que es tan.
;Lg'ente a la ofra circunferencia en el puntg
E. La prolongacién del segmento FE inter-

tepta a la circunferencia en el punto H. Sj
FE=4, EH=5. Halle AH.

A) 5 B) 6 C) 7
D)8 E) 9

§ TSIV N© 122 |

En la figura, E es punto de tangencia,
AB=e, CD=f. Calcule EF

» B) k

0 O » » o
0.0 0.0 0.' . .. ... -

., .
" R

.

@

o

»
...

o

*

ef ef
D) 2 E) e+f
» PROBLEMA

En un figura | s e incentro del triangulo
ABC, M es pupto dé tangencia. Si: AM=k,
calcule FC.
B
k
A) —
) 2

3k

C)2

Sk
D) 2

E) 3k

PROBLEMA

En un triangulo ABC. recto en B se traza
la altura BH. |viego se ubican los puntos

medios, M de BC y N de BH tal que
AM=2AN. Halle la m<C,

h3° 37¢
A) 15° B) 2 C) 2
45°
D) 30° E) K
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b TTIE-TTY N© 125
En un triangulo ABC se trazan las alturas
CMy AH; en AC se ubica el punto E y
en el exterior y relativo a AC se ubica el
punto D tal que ED=EC TeMD,
ET L MD, m<«ACB =m«MDE, MT=TD,
si TE=5. Calcule AH.
A) 5 B) 7

D) 10 E) 11

L5 T T8 ATTY N° 126 |

En un paralelogramo ABCD se traza una
recta que pasa por el vértice D se intercep-
taa AC y BC v a la prolongacién de AB
en los puntos R, Q y P respectivamente. Si
QR=3u, RD=4u. Halle PQ(en u) A

A) 1/3 B) 2/3 C) 4/3
E) 7/3

C)9

D) 5/3

Pmm@

Se tiene una circunferencia inscrita en un

triangulo ABC, AB=9cm, BC=7cm v ., BE—-8 halle CQ.

AC=8cm, Me AB yNe BC tal que MN
es tangente a la circunferencia MN//AC.
Halle MN.

A) 13
D) 5/3

B) 2/3
E) 8/3

[ TUTRVIY N© 128 |

En un paralelogramo ABCD, AB=9u,
AD=12u, se ubica el punto P en AC, so-
bre su diagonal de manera que la distan-
ciade Pa AB es 6u, calcule la distancia

de P al lado AD.

C) 4/3
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* A 15 B) 2.5 C) 35
o
s D45 E) 5,5
oo
& Pmm@

.
e

L

DO

ERES

L

DO

&

.
'.'

<

"

)
L

el

-
-

DO

o

En una circunferencia de centro A v radinn

R, se ubica un punto B. Luego con conlm
en B se traza una circunferencia secante o
la primera circunferencia. Una cuerda |F
de la primera circunferencia al prolongaimw
es tangente en Q a la ofra circunferen: in

Si: (BE)(BF)=K, calcule el radio de la ¢l
cunferencia de centro B.

A) o B oo
) 4R ) 2R ' R
Dy 22 g) 3K
)R ) R

g TNy N° 130 |
Se tiene el triangulo ABC, ABf‘), BC «4
AC=6; en la prolongacién de CB se ubi

ca un punto E; en la prolongacion de All
se ubica un punto D; las prolongacions
de ED y AC se intersecan en Q: BD = () y

32
A) 9

D)9

B) 2
E) 11

C)3

Se tiene el triangulo ABC, AB=c, BC -
AC=b. Por el incentro [ se traza 1Q parn

lela al lado AB, que interseca al lado Al
en Q. Calcule QC.

(a+ b)q
a+b+c

(a+b)b
a+b+c




CUZCAND e

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

(a+c)c bib+c) . A) 1 B) 2 C)3
a+tb+c atb+c o D14 E) 5
cla+b) . PROBLEMA
“atb+c & En la figura mostrada, BC=6 y
+ PQ-AC=10. Halle PC.
N° 132 o B
Jesde un punto P exterior a una circunfe- # A) 242 )
fncia de centro O se trazan las tangentes * B) 3
ry PB, v ademas una recta PQ exterior < N >
a circunferencia. Se traza OF perpen- C4
'.i’" ara PQ(F e PQ) que intersecaa BA # D)5
0 E;: OE=a y EF=b, calcule el radiode la * E »
) 6 c
drcunferencia. o A
L Ay ab PROBLEMA
flivala+b) B) a+b C) Jab . Un tridngulo ABC, se traza la ceviana

9 Jolatb)  E) 2v/ab
'J. - lm

En un paralelogramo ABCD, por el vértice

D) longacnon del lado DC en el punto N.

Intersecta a AN
«DAN = 2m<«BAN y BC=18u, enton-
tes la longitud (en u) de MN es:

A) 18 B) 27 C) 36

D) 48 E) 56

§ U N° 134

En un cuadrado ABCD cuyo centro es O,

PyQ respectivamente de manera que la
prolongacxon de PO es perpendicular a
“AQ . Si CQ=4u. Calcule BP(en u)

s altura DH (He AB) del paralelogramo
en el punto M. Si ,

§e ubican en el lado BC y CD los puntos °

A se traza una recta que intersecta a la

BD (De AC) En AD, BDy DC se ubican

» los puntos E, F y G tal que EP//AB,

FG/BC. Si AE=m, ED=n y DG=q, en-
tonces la longitud de GC es:

Lt oy IH o O
)Q+n )m+n ) 4
n m

Pronweva EXFETE

Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

1. Dos triangulos equilateros son semejan

tes.
11. Dos triangulos rectangulos is6sceles, son
semejantes.
I11.Dos poligonos regulares son semejantes
A) VW B) VVF C) FFV
D) FFF E) VFF
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g 0187y N° 138 |

En un paralelogramo ABCD, por el vértice
C se traza una recta que intercepta a las

prolongaciones de los lados AB y AD en

E y F respectivamente. Entonces ¢Cual de

las siguientes relaciones es la correcta?

g 2B AD_,  AB AD
) AE AF ) AE >
C .éE.+£—l D ﬁ.}.éB.-—l
) AB " AF ) aD "t AE
AE AB
E) —+—=1
AD AF
PROBLEMA

C es un punto de AB, tal que AC es o

media proporcional de ABy CB. Si

A1C+CI—B=(2+J-5-)’ entonces 'l/a longi-
tud de AB es:

*. &

. 0
e 00 0.0 0.0 0.0 0.0

* o
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A) 1/4 B) 1/3 C) 1/2
& B E) 3/2
PROBLEMA

“* En la figura mostrada, hallar la relacion
< existente entre a, b, c y d.

.
o

. »
... ...

.
0.0

* A) ab=cd B) ac=bd
C) ad=bc D) a+b=c+d

E) a?+b%=c?+d?

*. &




i

mB’E =90°. Calcule mAB.

A) 37° B) 14° C) 30°
D) 23° E) 7°
2.1 1ATTY N 142 |

En el gréfico, ABCD es un cuadrado. Cal-
cule AQ/QL.

A) 1/2
B) 1/3
C) 1/4
D) 2/3

E) 3/4

Prosrema ELBUER

.0

o

- »
0.0 ...

e

-
A

T
.Ax,vkxl‘#“.— =

+ v las diagonales se cortan en O. Si AO=5,

e + OP=1, PC=3 y ND=5. Calcule CN.
Si /2%, AP=15, R=40, r=12 y

A)l B) 2 C)3
D) 4 E)5
Pnom.mm

En el triangulo isosceles ABC de base AC

en AB, BC y AC se ubican los puntos M,
N y P respectivamente, tal que AP=PM y

+ NP=PC. Si AN y CM se intersecan en Q

v AQ—QN=MQ, Calcule AP.
2 PC

0:0 3 - 7

T A) 27 B) 3/7 C) 1/4
« D)3/8 E) 1/2

R Pnom.mm

En el lado CD del trapezoide ABCD se

ubican My N (Me CN) tal que BM/AD,
. AN//BC, MB AC = {P}, AN N BD = {Q)

L)
‘.I

En el grafico, M, T y Q son puntos de tan
gencia y AM=MO. Calcule TP/AB.

8 5

AZ B¢ C) Bf
45 445
)22 g 22
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DAYy N° 146 |

En el grafico, AB=18. Calcule BM.

A) 9 B) 45 C) 55
D) 24 E) 5,75
PROBLEMA

En el triangulo ABC: AB=8, BC=10 y
AC=12, CaEle la medida del segmento
paralelo al AC que contiene al incentro v

cuyos extremos se ubican en AB v BC.
A) 3 B) 42 C) 6

>
D) 7,2 E)9

Pnonu:w\

Segtin el diagrama, calcule x. C, E, F: pun-
tos de tangencia.

A) 15°
B) 20°
C) 257
D) 30°
E)37°
| Ay N° 149 |

Se tiene una semicircunferencia de diame-
tro AF y centro O. Por A se levanta el AB
perpendicular al AF. Luego se traza el seg-
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mento tangente BD. La prolongacion del
DO corta a la prolongacién del BA en |

En la prolongacién del ED se toma C, {al
que mFD = 2(m«BCD), OD=1 vy EO«d

. Calcule CD.

= A)1

..

.
‘.‘ .~

.
l..

»
0.0

» * .
ol o W

D
*

-
- ...

B) 2
E) V6

C) J2
D) V3

Pnom.m@

Un cuadrilatero esta inscrito en una circun
ferencia. Calcule la relacion entre los pio
ductos de las distancias de un punin
aferente hacia dos lados opuestos de
cho cuadrilatero. '

A) 1

D)2

B) 0,5
E) ED

C)2

PROBLEMA

* Si AM=7, MN=1 y “A” es punto de (A

* A) 10,5

gencia, calcule R.

B) 11,5 C) 52

D) 12 E) 12,5

2 I AaYTY N° 152 |

Si “E” es el excentro relativo a AU (vl
triangulo ABC, AB=3 y AD=4, calcul
AE.




 EDITORIAL CUZCAND

A) 342 B

B) 243
a)5 D

D)7

0

, "N N° 153
Calcule CD, si AB=a y BD=b.

Prosrema BT
'i‘ tiene un cuadrado ABCD de centro “O”;
po dicho punto se traza una recta que
Interseca a la prolongacién de CB en "P”
8l que 7(PB)=2(BC); luego se traza
'AH L PO (He PO). Calcule AH, si

E .
A) 8 B) 24 C) 4
D) 18 E) 942

TTTITATIY N° 155

B¢ tiene un triangulo ABC de incentro I,
\ina recta que contiene al punto | interseca

\ AByBC enMyN respectivamente, tal

DO g o B DO DO

L

*.
L

L)
0'.

IR

.
-

DO

e

.

- .
CR >~ <]

»

b

DO

L)
'..

o 4

DO

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
* que BM=BN, AM=4 y NC=9. Calcule
MN.
A) 13 B) 6 C) 15
» D) 12 E) 10

Pmmm
Si AP=3(PB) y BC=14, calcule HN. (B vy
C son puntos de tangencia).

P
A
A) 3 B) 4 C)35
D)7 E) 5
PROBLEMA

En un tridngulo ABC de incentro | v
excentro E relativo al BC, se cumple que
AB+AC=3(BC) y el AE interseca al BC
en M. Calcule ME, si MI=1.

A) 1 B) 2 C)3
D)4 E) 6.
PROBLEMA

En la prolongacién del lado AC vy en el

» lado AB de un tridngulo ABC se ubican

respectivamente Q vy P, tal que

PQnBC={R}, calcule CQ, si:
AP=3(PB), 2(PR)=3(RQ) v AQ=28.
A) 2 B) 1 C)3

D) 4 E) 7
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cuzane
Pnom.mm

En la figura ABCD es un rectéangulo,
AD=2(CD) y NC=2. Calcular SN.

B M C
A D
s
A) 4 B) 6 C)8
D) 12 E) 15

Pnom.mm

Se tiene un triangulo ABC (m<«B = 90°).
Una semicircunferencia tiene su centro en
el AC, pasa por Ay es tangente al BC en

Q. En la prolongacién de AQ se ubica P

de modo que m<«APB + m<«BPC =180°,
PC=7(PQ) v AB=2. Calcule AC.

A) 4 B) 6 C)8
D) 12 E) 14

g TRy N° 161 |

El diametro AB de una semicircunferencia
se prolonga hasta el punto C y luego se
traza la tangente CT . En la circunferencia

se traza la cuerda BP paralela a la tan-

gente CT, tal que AP=2. Si BC=6.

Calcule la medida del radio de la semi-
circunferencia.

A) 2
D)5

B) 3
E)6

C) 4
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DO
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DO

)
X4

*
..0

.
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.

.
-

* - .
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GEOMETRIA
| T RaY Ty N° 162 |

Segtin el diagrama AC=8, BF=3 y CD 4,

calcule AB.

C
A) 3
B) 4

F

€)5 D
D) 6

E
E)7

ProsLEMA [NERCER

Se tiene un triangulo ABC; la circunferen
cia inscrita de centro | es tangente a [

en P se traza la bisectriz interior AQ)
AB=13; BC=14 y AC=15, calcule PQ)

A) 0,25 B) 0,5 C) 0,75 i
D)1 E) 1,25

Interiormente a un tridngulo ABC se trazn
la semicircunferencia de diametro BC, la
cual corta a la altura AH de dicho trianqu

lo en P La mediana BM corta al AH on
Q. Calcule QH, si: AQ=15y mPB = 5

A) 1 B) 2 C) 3

D) 4

Pnom.mm

En un triangulo ABC de baricentro “G"
traza una recta por G que intersecta a H(

E) 5

v BA en K y Ly a la prolongacién de CA

en P Si: G—1L+CIT>=O,25; calcule GK.




A) 1 B) 2 C) 3
D)4 E) 05
‘Prosrema SR

En un triangulo ABC se traza la bisectriz
1 Mterior BR(R en AC) luego se traza la

seviana AM que interseca a BR en su

nto medio. Si BM=2 y CM=5, calcule
.‘. cA

10

B <0 19
" B g
: 14
D)3 B

3,_ DBLEMA . hai® (74
En un triangulo ABC se trazan las

'AC D en AB; Fen BC ). Las mediatri-

4

0s. H, G y F respectivamente. 5t GH=a y
=b, calcule GE

A) Va®+b?
C) a+b

E) Ja? +b2-2ab

B) 2va?+b?
D) va®+b%+2ab

PROBLEMA .5 (1]

Se tiene un cuadrilatero inscrito ABCD, de
manera que las prolongaciones de AD vy

de DC y AB en “E”, la bisectriz del angu-

BC se cortan en “F” y las prolongaciones

bisectrices interiores BE, CDy AF (E en *

s de CD, BE y AF intersectan a las pro-
ngaciones de BA, CA y BC en los pun-

= PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

lo BFA intersecta a AB en “I” la bisectriz

" del angulo DEA intersecta a AD en “H",

si m«CAD = 20°, calcule la medida del an-
gulo determinado por BC y HI.

A) 10° B) 15° C) 20°

D) 25° E) 30°

En la figura, ABCD es un cuadrado

o Calpule x;
R B S
A D
* A 14 B) 10 C) 16
. D) 15 E) 11
ProaLEmA NI (1N

En la figura, M y N: puntos de tangencia,
AM=4; IC=10; NC=8. Calcule Al.

A) 4
B) 5 A
C) 3

D) 7

E)8
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CUZCAN

PROBLEMA m!

En la figura, ABCD es un trapecio isésceles,

PQ=2 y QR=1. Calcule RS.
A) 2

B) 1
C)3

D) 3,5

g F

Pnonu:w\@

Del gréfico, calcule CH/HQ, si OQ/BC, T
v B son puntos de tangencia.

A) 3/2
B) 2

C) 4/3

D) 5/4

E) 7/3 C

PROBLEMA gg

En un cuadrado ABCD, en ABy AD se

- -
0.. ‘.‘

ubican los puntos P y Q respectivamente <

tal que la m<PCQ = 45°, CQ ~BD = {M},

PM N CA ={N} y (CM)?=10(CN).
Calcule AB.

B) 542
E) 1042

C) 82

A) 5
D) 10

284

L)
.'0 .‘.

« D) 25

Pmnmm!

En un tridngulo ABC inscrito en una cii
cunferencia, en el arco AB se ubica el punto
P, las prolongaciones de BP y CA s«
intersecan en Q. Si AB=BC, BP=4 y
PQ=12, calcule BC.

A) 10 B) 8 C) 442
D)6 E) 9
PROBLEMA

Se tiene un triangulo ABC: m<ACB = 7!
se traza la altura BH y HP perpendiculas
a BC (Pe BC), luego se traza PQ perpen
dicular a AB (Qe B_A). si PQNBH = {l )
y PL=6, calcule AB.

A) 36 B) 18 C) 20
D) 24 E) 28
PROBLEMA

Se tiene un hexégono regular ABCDI |
en la prolongacién de BC se ubica el pun
to R de modo que AR interseca a IFC v

CD enNyM respectivamente. Si AN
y NM=1, calcule MR.

A) 4 B) 3 C) 25
D) 2 E)6
PROBLEMA

En un triangulo ABC, en BC y en su interio
se ubican los puntos Q y P respectivament
de modo que APQC es un trapecio 150

celes, m«BCA =60° y m«ABP = maPIi()

Si AB=3(QC) v BQ=6, calcule PQ.

B) 1,5
E) 3

A) 1l C)2



EDITORIAL CUZCAND s
B TIREYIY N° 178 |

En el tridangulo ABC se ubica en AC el
punto D y se traza DH//AB (H en BC) tal

que m<«BDC=m<«BHD. Si AB=12,
BH=4 y DC=10, calcule BD.

A) 42 B) 346 C) 9
D)6 E) 642
ST IBATTY N 179 |
Segtin el grafico 5(BP)=3(PC), si GD=15,
calcule AG.

B P

E

7

g

A G D
A) 6 B) 18 C) 7.5
D) 12 E)9

Prosema R CY

Del grafico, AB es diametro, P y T son
puntos de tangencia. Calcule MN, si NB=6
'y mNP =120°.

B) 243

E) 2

A) 342 C) 4

D)3

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

Pmm@

Sobre los lados AB y BC de un triangulo
ABC, se toman respectivamente los pun-

tosPyQuvR, SyHen AC de modo que
PQRS es un cuadrado. La prolongacion
del AQ corta a la paralela trazada por B

al AC en M. Calcule la m«AMH, si
PS=3(AS) y BH L AC.
A) 8° B) 15°
D) 18,5° E) 30°

Pnonmm

Calcule R, si D es punto de tangencia,
BP=3(AM) y BC=18.

C) 23°

C

A) 6
B) 12

C) 8

D) 4

E) 342 A S B

Pnom.mm
En la figura, OP=BQ=x, calcule x.

P B Q
R
B) -éﬁ
C) ;(Jé-—l) D) g(ﬁ—l)
E) 'g(ﬁ—n
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GEOMETRIA

PROBLEMA B 5@ {7

En el gréfico, P y Q son puntos de tangen-
cia. Calcule x.

En el tridngulo ABC: AB=4, BC=6 y .

A) 10 C) 13

D) 542

B) 12
E) 643

.. PROBLEMA N° 188

Se tiene un rectangulo ABCD, M y N son
puntos medios de BC y AD respectivamen
te, en la prolongacién de CD se ubica ¢!
punto Q tal que la recta NQ interseca a

“ AC en P; calcule m<«PMQ si la
* m<MQC = 20°.

* A)20° B) 40° C) 30°

- D)50° E) 60°

AC=8; se traza la ceviana BD tal que

m<A + m<PBC =90°. Calcule AP
A) 7,2 B) 2.8 C) 3,2
D) 3,6 E)4.2 -

Pn.onu:nu- 186

En el cuadrilatero convexo ABCD se traza
una recta que interseca a la prolongacién

de DA en M, aABen N, a la prolonga-
cién de BC enanéD en P Si
AD=3MA, 3AN=2NB, PD=5CP vy
BC=14, calcule CQ.
A) 6 B) 8
D) 15 E) 16

Pmm@

En un tridngulo rectangulo ABC, recto en
B, AB=5 y BC=12, se traza la bisectriz

interior CN v luego NH (He AC); en la
prolongacién de NH se ubica el punto Q,

tal que QC/HI (I es incentro del tridngulo
ABC). Calcule HQ, si AN=NH.

C) 12

Pnonu:nu- 189
Calcule AP, si TP=PH=2y T es punto de
tangencia.

) e T (

- A8 B) 5 C) 3
« D)6 E) 7

Sl ATy N° 190 |

Si (QH)(AQ)=6, calcule AQ.

o A) 2J€ A

3 B) -Jf-) E

T C)2y3  HPE \/

2 o

. D) V6

B E) 3



EDITORIAL CUZCANO

Pum@

Si AQ=5 y AP=6, calcule mPB.
A) 127° i
B) 135°

C) 106° P,

D) 90°

E) 120° A

Calcule OP, si OQ//TH, los radios miden 2
y 3, ademas Q, H, T y P son puntos de
‘tangencia.

A) 2
B) V6

C) 542
D)5
E) 4

" Se tiene el cuadrado ABCD, se ubica E en
BC v F en la prolongacién de AD tal que

EF es tangente a la circunferencia inscri-
ta. Si EC=2 y DF=3. Calcule AB.

A) 4 B) 6 C)8
D) 12 E) 18
Pronrema INRFCYY

‘En el grafico, AP=2 y RQ=3, calcule =

- PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

-~

Cd

-
.

-

0.'

.
.‘. e

.. .
... 0.'

ATy N° 195

En el gréfico, C y E son puntos de tangen-
cia. Ademas mAF =45° OH = 2J2 y
HB = 3+2. Calcule BC.

o @ BB GC

o A1 B) 2 C) 4
* D) 242 E) 8

* prosLEma B CLY

Si BC=a y CD=b. Calcule AB.
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CUZCAN

i —————— OO
A) Vab B) ya(a+b) o PROBLEMA
< En el gréfico, S es punto de tangencia. 8
C) ybla+b) D) ¥2ab » PQ=3y QT=5. Calcule AP
E) 2Ja—b. < A) 8

PROBLEMA

En la semicircunferencia de didmetro AD
se inscribe el cuadrilatero ABCD tal que D) 442

BC=CD=2 y AD=8. Calcule AB. Ps
+ E) 443

A) 6 B) 7 C)8 h

D) 4 E)5 2

& En el triangulo ABC, con AB<BC. se fra

En el hexagono regular ABCDEF se ubica ¢ 2a la bisectriz interior BD y la mediana HBM
Men CE, CF nAM = {Q}, 2(AQ)=3(QM) * | es incentro del tridngulo Al

y CM=6. Calcule EM. & AINBM={E} y EMAnIC={F}. &l
¢ BE=6 y FM=4. Calcule EE
A) 2,5 B) 2,8 ; o
C)3 D) 3,2 e B) 3 C) 1
E) 3.6 « D) 2 E) V3
<&
0:0 0:0 0:0 0:0 o:o 0:0
288
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‘Proniema FFTTY

‘En el gréfico, se tienen dos hexagonos re-
gulares, si AB=a y BC=b. Calcule CD.

A
D
ab ab 2ab
A)a+b B)a~b C)a—b
a-b h?
iz Yo
PROBLEMA

En un triAngulo ABC se ubica en la region
interior P y los puntos M, Ny Q en AC,

AB y BC respectivamente, tal que MP// AB,

NP//BC v PQ/AC.

Calcule ﬁM—-JrBN @

AC AB BC
A) 1l B) 2 C)3
D) 1/2 E) 1/3

PROBLEMA g;;

En un triangulo ABC se traza la circunfe-
rencia inscrita la cual es tangente a los la-
dos AB, BC y AC en P. Q v T, luego se

L
‘.O

e

e

‘0

.

.

7q0l(1"jl‘“l‘

Hi&]u mz_p_kd VO

traza la perpendicular TH a PQ(H en PQ).
Demostrar m<AHT = m<THC,

PROBLEMA

En el gréafico, CQ es didmetro de la
semicircunferencia, A, B v T son puntos
de tangencia; QA=2(AB) v PQ a2
Calcule r.

c P Q
A) 2 B) V2 C) 242
D) 4 E) ¥2+2
PROBLEMA

Sea P un punto interior de un semicirculo
de diametro AB (el angulo APB es obtu
so). La circunferencia inscrita al triangulo
ABP es tangente a los lados AP y BP én
los puntos M y N, respectivamente. La rec
ta MN corta a la semicircliﬂferencia en los

puntos X v Y. Si mXY=gq, calcule
m<APB.

A) o B) 2a

C) 90° -« D) 90°+a

E) 180° -«
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s GEOMETRIA

Proarema EFTTY 4

En el gréfico, AB=BP y AP=PC. “

Calcule x. -
B

A
A) 30° B) 16° C) 18°
D) 36° E) 22°

Pnonm@

En el gréafico, A, B, C y D son puntos de
tangencia. Si MP=a y NP=b. Calcule LP

"
-

ProaLema [ELFTTY

.
-

PROBLEMA

En el gréfico, E, F G, H y L son puntos s
tangencia. Calcule ME

& A) va—b B) b a—b)
ry a+vb
* C) Yab D) 2+ab—-+a b

En el gréfico, ¢ es la circunferencia ins- o
crita en el tridangulo ABC. Calcule BQ/QI. a

E) YyaZ-b?
Pnonu:w\m:!

En el grafico, A, B, C vy D representan unn
cuaterna armonica. Indique que punio
notable es C para el triangulo PQD



'EDITORIAL CUZCAND e

s PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

A) Baricentro B) Incentro
C) Circuncentro D) Ortocentro

E) Punto simediano

En el gréafico, cada lado del cuadrilatero
no convexo ABCD es trisecado por los
puntos indicados.

- . il il + ————— e Toa
Caleule: -t Te* v TP

A) 1

. L)
0.' 0.'

L)
O..

.
0..

)
.0

R

e

A

)
0.0

-
.'Q

e

S

*. ..
0.' 0.‘

.
> 0..

B o

B2 S
C) 10/3 >
w &

D) 7/3 =
113 A H G D .
Pronvema [SEFTPH b4

'Se tiene el cuadrilatero convexo ABCD, M,

NC

A) 2/3 B) 4/3 C) 5/3
D) 2 E) 3

L, Ny Testan sobre AB, BC, CD y AD res- - : \ x
< En la figura, G es baricentro del trianqu-

E

Si R;-R,=R(AB), calcule x.

A) 45° B) 90° C) 30°
D) 75° E) 60°

En la figura: I es incentro del triangulo
ABC, AB=8 y BC=6. Calcular QR+ TS.

A
A) 8 \
B) 9
C) 10 Q
D) 11
I S
E) 12
ul i X\
B 5 C
Pnom.mm

lo ABC, AM=a, MB=b, BN=c y NC=d,

» luego:
AT=TD. MN N LT = {X}, calcule «




CUZCANG

GEOMETRIA

A) bec=ac+bd B) ac=bc+bd
C) cd=ac+bd D) bd=ab+bc
E) ac=bd

Pnonu:w\g!!

cuaterna arménica. Si QC nBD = {M}.
Calcule m<MPD

A) 30° B) 37°
C) 53° D) 60°
E) 45°

En la figura: PA=2 y PQ=4, calcule PB.

A) 6
B) 8
C) 10
D) 12
E) 16

Prosrema NPT TN

Calcule AL, si: 2(PQ)=3(PL) y QL=2.
A) 242
B) 243
C) 342
D) 33

E) 4

Pnnnu:w\m

< En un cuadrilatero ABCD inscrito en una
# circunferencia; BD bisecaen M a AC %

< gado

trazann BH L AC y CN L BD, CN prolon

interseca en L a AD. 8§

< (AH)(AL)=48 y LD=10, calcule HM
Sea el cuadrado ABCD, P y Q estin en .,

AD tal que A, P, Q v D forman una &

.
.'0

. Y TS A .
DO R

>

A) 12 C) 3,6

D) 4,8

ProaLemA [NFFT

En un triangulo ABC, donde AC
Me AB,Qe AC vy ReBC A Ne B(
(RN<RC). Si AM=324, QC=24, NC= 144
MP=9 y PN=4, calcule la m«QRC,
m<«A=0ym«<C=0 (MNNQR ={P))

B) 2,4
E) 0,6

/8

&+
2

C) 45°-[3;—9J D) 900—(9‘;9]

2
a-0
E) 45°- &=
ksl

S TRy N° 221 |

En el gréfico, el cuadrildtero ABCD es i
cunscrito.
Demostrar que:

A) B) 90°—(a.+86)

* meABC = 2(m+QBD)¢ m<ADC = 2(m+QDl}

L)
0.‘




EDITORIAL CUZCANO

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

'Jnmuw\@

'En un tridngulo ABC: AB=14, BC=13 y
'AC=15. La circunferencia inscrita deter-
‘mina en dichos lados los puntos M, Ny T

respectivamente. Si MN ~ BT = {P}.
‘Calcule MP/PN.

56 52

A 4 B) 49 C) 39
51 49
D) 46 E) 37

Pronvema [SEFFEY

En un triangulo ABC de circuncentro O y
ortocentro H, la mediatriz de AB interseca
a BC en M de modo que el producto de
la distancia de O hacia AC con OM es

24y HA=4, calcule el circunradio del trian-
'. lo ABC.

A) 6 B) 4 C) 24
D) 12 E) 10
Propreva FYY)

¢-  circunferencias C, y C, son tangentes
Interiores a la circunferencia C4y en Ay B
tespectivamente en C; se traza la cuerda
'DE (E préximo a B) tangente comtn in-

feriora C, y C; en Gy F respectivamente
le la razon de distancias de T a FE y AB

V15 ) 10 ) 3

7
D) = E) 7

W BGNC, ={T}. Si 5(AB)=7(FE), calcu- *

o

-

-
-

.

J
-

- - » . . .
> ... 0.0 ." ... ..O Q.' -

- -
DO

.
'..

»
0..

PROBLEMA
Segtin el gréfico; calcule AM, si: AB=2 y

BC=6.

A) 2 : g
PROBLEMA

SLAP=PQ=QC; M es punto medio de
BC y AM=10, calcule RS.

A) V3
&\
&y
A P Q C

B) 3
En el gréfico A y B son puntos de tangen-

B) 4
C) 6
D) 8

E) 12

C) 243

D) 342
E) 4

PROBLEMA

cia. Si &zK, calcule —Pﬁ

MN AQ
A) K
B) K?
C) K—l A
D) K—]I’Z
E) K2



CUZCANS ___

GEOMETRIA

L0 Ra Ty N°® 228 |

L)
Q’.

-
0.0

Del gréfico, A, B y C son puntos de tan- .,
gencia. Calcule MN en funcién de a y b, si o
MN//AC, CA=ay FD=b.

Se tiene un triangulo rectangulo ABC, se
traza la altura BH . En el triangulo ABC
se traza la mediana AM que intersecta a
BH en P En el triangulo AHB se traza la
mediana AN cuya prolongacién intersecta
a BC en Q. Calcule el angulo formado

por PQ y MN, m<«C = 36°.
A) 54° B) 72¢
D) 48° E) 52°

PROBLEMA m!

Se tiene un punto exterior A a una circun-
ferencia trazandose las tangentes AC y AB

(C v B: puntos de tangencia), luego tam-
bién por A se traza una secante a la cir-

C) 108°

294

cunferencia cortando intersectandola pil
mero en M v luego en N (M en AN ) %I

NCjB y NB=6, ademas la distancia de A
a BM es igual a 3. Calcule la distancia ¢
Aa CM.
A) 3
D) 6

B) 4 C) 5

E) 7

Pmmm

En la figura AB es diametro, PM=M||
PN=NB. Si mPEB = 0, calcule x.

E
A H B
A) o B) 6/2
3 ., 6
C) 20 D) 90° - —
0
E) 45° - -
) 4
PROBLEMA

Se tienen los tridangulos inscritos AB
AB,C en una misma circunferencia. la
recta que une los ortocentros de estos i

gulos corta a AB; en M v E en () N
B;M =3(MA) yv MQ=1. Calcule la distan
cia entre los ortocentro.
B) 4

E)3

A) 1 C) 2

D) 2,5

1




EDITORIAL CUZCAND

BH=a. Calcule PS.

A
_ab ab? 2ab
W 200 By © poa)
- azb‘ a’b
P o2 &) farby?
f bnonLeEmA INTFEY

10 ABCD es igual a 2p.

D p
\)

B) 2 Cp
. 9P
) 4 E) O
ir 7y N° 235

s exinscritas del triangulo ABC.
wleule AQ/QC.

Si EFGI y PQRS son cuadrados y AC=b y

9@ tiene un cuadrilatero ABCD circunserito
@ una circunferencia; P Q, Sy T son pun-
s de tangencia de la circunferencia con

s lados AB, BC, CD y AD respectiva-
’“e_nte PSATQ={M} y BDNAC ={N}. °
Lalcule MN, si el perimetro del cuadrilate-

'.e_l gréfico, %, v % son las circunferen-

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

T, I
A) ;: B) r:
. +1, | R A §
C) a-;a . D) "r( ‘
Ta
E) ra+rc
Pmm@

En el grafico, PR=RT, (HS)(OH)=36
Calcule HP

H 0 S

s A) 342 B) 6 C) 642
» D) 442 E)9
w Pnom.m@

* A) ¥abe

Se tiene el triangulo ABC, J es un punto
interior, P estd en AB, Q en BC vy R en
AC, tal que PJ//AC, JQ/AB, JRABC v
JP=JQ=JR. Si AP=a, BQ=b y CR=c.
Halle JP
a+b+c

==
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CUZCANG __

GEOMETRIA

C) Ya2+bZ+c D) Jab+bc+ac

| g LRIy N° 238 |

Si BM=MD y BN=NC. Calcule x.

. A) 65
. D) 455
% Pl.onu:mm

“ En el grafico, MNPQ es un cuadrado. %I
» 2(AF)=3(FN). Calcule EQ/PQ.

B) 547
E) 7+4/35

C) V35

B < &
o 0
B Q M
o P N F A
; 3 3 3
C) 180°-(a+6) D) 90° (et + 0) ; 53
= 3 V2
E) 90° 2 H =g

Pxonmm

Se tiene el tridngulo ABC, su punto de
Fermat M y N son puntos medios de AB y

BC . Si m<BAC = 60°, Calcule m«MFN.

7
‘.0 .

T T vy N° 242 |

o Se tiene el triangulo ABC, P esta en A
+ Qen BC yvRen AC respectivamente. o

b v ¢ son los radios de las circunferencias

., circunscrita a los triangulos APR, PBQ) v

A) 120° B) 60° C) 90°
D) 75° E) 105°

. QCR.
.. Si m<«ARP = m«<QPB = m<«RQC, calcule

.. el radio de la circunferencia circunscrita al

PROBLEMA m

En el gréfico, calcule x. B

. C) atb+c

* E) Yabc
.. PronLEmA NIFTEN

. friangulo PQR.

B) vab+bc+ac
D) JaZ+bZ+c

A) ¥2abc

En el grafico, & es la circunferencia ins
crita en el AABC, si AT=a, TC=b (a>b)
calcule tgf en funciéon de a, by r.




EDITORIAL CUZCAND PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA
B Caleule MEBAC
‘ alcule T <ACB -
.‘. 2
o Al B) 2 C) 3
. . D) ¢ E .
[ 0:0 2 ) 2
A T C b4
2ab b 7 Bme
A) R B) s X C) - g : “ En el gréfico, los lados del triangulo ABC
b+r rfa-b) rla—b) < son trisecados, indique la relacién correc-
* ta.
4ab L 2r(a—b) & B
D) r{a-b) ) a+b &

Se tiene el rectangulo ABCD se ubica Q en
BC v P en el interior del rectangulo tal que:
m<QAC =m<«DCP=0 y DP L AC . Cal-
cule m<QHD, si He AD y PH//AC

A) 90°-0 E) 45° -6 C) 45°
D) 60° E) 90°
PROBLEMA

En el gréfico, K es el punto simediano del
AABC, demuestre:
i2 + b2

C2

b=t

w
Lo

Sea el friangulo ABC, con AB=c, BC=a
y AC=b. Si a?-c?-be=0.

., *,
D e

A
EF . EH
- — — '—‘—2
A) EF=2(FG)=GH  B) =2,
EF_FG_FG EF_EN
-2 3 ) FG~ GH

E) EF=3(FG)=GH

Ty N° 248 |

Dado el tridngulo equilatero ABC, se ubi-
ca un punto interior que pertenece a la cir-
cunferencia de diametro AC que dista 4u
de AB y 2u de BC . ¢Cuénto dista dicho

punto de AC?

A) 6u B) 7u C) 8u
D) 242 u E) 2¥3 u
ProsrLeMA LA

En el tridngulo ABC, se traza la altura BR
y las cevianas interiores AP v CQ concu
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cuztANE

rrentes en D. Si PRACD={M)},
QRNAD={N}, RM=4u, MP=5u vy
RN=3u. Calcule BD/DR.

1 1 1
A) 5 B) 5 Oz

3 5
D) 5 E) 3

Pmm@

Dado un triangulo ABC, las bisectrices in-
teriores BM y CN (Men AC yNen AB).
El rayo MN interseca a la circunferencia
circunscrita a dicho triangulo en D.

Six=y+z,hallei.

BD AD CD y+z
A) 2 B) 1/2 C)1
D)3 E) 1/3

ProsLema RLFT W

Se tiene el paralelogramo ABCD
(AB>BC), se ubica G en el lado AB, se
traza la circunferencia que pasa por Ay G
la cual es tangente a la prolongacién de
CB en P La prolongacion de DG corta a
dicha circunferencia en H, si el cuadrilate-
ro GHBC es inscriptible, demostrar que
CP=AB.

ProsLEMA LV TN

Sea el triangulo ABC vy las cevianas inte-
riores concurrentes en P AL, BE y CF, sea

FE~AP={D}, sea K la proyeccién
ortogonal de D sobre BC respectivamen-
te. Probar que m«DKF = m<DKE,
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GEOMETRIA
Tty N° 253 |

Se tiene un paralelogramo ABCD, s¢ ubl

ca H en la prolongacién de AB tal que
BC=BH, en el triangulo BDC se traza In
altura CF, luego en la prolongacién de '€
se ubica P, tal que m<«BHP =90°. Dernon

trar que el rayo AP es bisectriz del angules
BAD.

Pmumm.

Dado un tridngulo ABC se trazan extorin
mente los rectangulos semejantes AR §
BCGH (tomar en cuenta el orden de lis
vértices). Demuestre que la mediatris (¢

AC corta a EG en el punto medio

PROBLEMA

En el gréfico, AB=c, BC=a y Al
dique la relacién entre a, by c.

B) aZ+b%=2¢"
D) ab=2c”

A) a+b=2c¢
C) ab=c?
E) a+b=3c

ST PAN Ty N° 256 |

Calcule la medida de un angulo del iiae
gulo acutangulo, sabiendo que una b i
interior mide 5u y que las alturas trasad
desde los otros vértices miden 4u v 174




EDITORIAL CUZCAND

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

PROBLEMA Km

En un cuadrilatero convexo ABCD las
‘diagonales se cortan en P de modo que

AB_ BC CD AD BD

DONEE R o2

k3

v SI AP=3

o

-
e

SRS

ool B DO 0o oo W oo oo <

. Promiema TRFTTR

En el gréfico, B,B,B,B, es un cuadrado v
se define xy(m<«B,BB, ) andlogamente

se define x, y x¢. Calcule Xp 1 Xg+Xe.

A) 45° B
B) 135° x

C) 90° B, By

D) 60°

E) 75° e - 3.

PROBLEMA m

Se tiene el paralelogramo ABCD, AB=3,
AD=5y m«BAD =60°. % es una circun-
ferencia tangente a AB v E, % es una
circunferencia tangente a BCy CD. Si

% v % son tangentes en T. Halle la longi-
tud del lugar geométrico de T.

A) 7x B) %n C) 5x

D)6 E)7

0.0 0 o?




PROBLEMA PR T Ty N° 264

i CH HQ - ¥ % Se tiene el triangulo ABC (recto en B), P v
8 QUi & @ =08, AE=147 4 Q trisecan a AC (Q en PC). Si G es
FC=25. Calcule EE “* baricentro del triangulo PBQ, calcule
A) 13 B * m«PGQ.

* A) 60° B) 45° C) 135°
B) 13,5 7 @
’ H . D)90° E) 105°
C) 15 " PROBLEMA
D) 16 & &, Z. % y 2, son rectas tangentes o
] ul * G B =3(MN)= TS=2. Cal

E) 17 At < N %,y‘(z Si NT=3(MN)=3 y TS 1

% cule PM

Pm-u:m\m o
En el grafico, QC=3(BQ)=3(AB) vy *
AP=PQ=4. Calcule PC.
A) 8 B
B) 10
Q

C)12
D) 15

A P C
E) 16
(g T Ra Ty N° 263 |

En el triangulo ABC, se traza la ceviana
interior BD. Tal que m<ACB=2(m<ABD), - Prosema [KLFTTY |
AB=6, BD=5 y AD=2. Calcule el peri- _ En el tridngulo ABC, por su incentro :

metro de la regién triangular BCD. . traza la paralela a BC que cortaa AB v\
A) 13 B) 16 C) 19 » Mya AC enN. Si AB+AC=12 y MN 4
D) 21 E) 23 & calcule BC.
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EDITORIAL CUZCANGD
A) 6 B) 7 C) 8
D) 9 E) 10

PROBLEMA @

En el grafico, AD/BC v PQRS es un cua-
drado. Si BC=a, calcule la longitud de la
altura del trapecio.

A) av2
B
B) aV3
Q
C) ga
D) 2a
A P S D

E) 3a

En un trapecio ABCD (A_B//él‘)) se ubi-
can en AD y BC los puntos P y Q respec-
livamente, tal: PQ/AB y PB/DQ. Calcu-
le PQ, si: (AB)(DC)=324
A) 9 B) 18

D) 18v2 E) 93
Bronrema NEFTTY

.a mediatriz del lado AC de un tridngulo
ABC interseca a la circunferencia circuns-
\@ita en P Calcule AQ, si AP~ BC ={Q},
AB=5(BQ) y PQ=3,

C) 27

A6 B) 8 C) 16
D) 12 E) 14
Prosrema FFR)

Bn el gréfico, Z//Z//Z, 6(AB)=5(PQ) y

— PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

*" MN=7, Calcule NT

) O L) L)
... O.. ... ...

-
"

. L) O - L) » . - .,
“. ..0 0.. v ... ... '.. “. ..'

.
.

<>

. . .
* ..I ..0 L) ..

- M\ g
N =
A % "
R
i
A) 4.8 B) 4.2 )24
D) 8.4 E) 8,6
Plonl.l'.lu

En los lados BC v CD de un rectangulo
ABCD, se ubican P y ( respectivamaente,
tal que: PB=2(PC) y H(QD)=3(CQ). Cal
cule OH, si APABQ = {0}, OH | QC y
AD=85,
A) 35

D) 55

B) 45
E) 65

Pmu.m@
En el tridngulo ABC, se traza la mediatriz
de AB, que cortaa AC en N y a la pro-
longacién de BC en T. Si CB=3(TC) y
AN=8. Calcule NC

C) 40

A) 15 B) 2 C)3
D)4 E)35°
PROBLEMA

En un triangulo ABC se traza la bisectriz
exterior BP (P en la prolongacion de AC ).

Si las alturas relativas a los lados AB vy BC
miden 3 cm y 6 cm respectivamente vy

BP=10cm. Calcule m<PBC
A) 37° B) 60°
D) 53¢ E) 45°

C) 75°
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Se tiene un paralelogramo ABCD. En los
lados AB, BC, CD y AD se ubican respec-
tivamente F M, N v E; de modo que los
segmentos FN, ME y AC concurren en P
Calcule EF; si PM=4, PE=6 y MN=8.

A) 9 B) 10 C)8
D) 12 E) 14
Prosrema REFYAN

En el grafico, se muestra al cuadrado
ABCD vy al tridngulo equilatero DEE Si
ME=10 y AD=DE Calcule BM.

A) 25

B C
B) 18 — - 2
C) 24
D) 10
| 3 T IRAYTY N° 276 |

En un trapecio ABCD; BC//AD se ubica
el punto medio M de CD; se traza
MH L AD tal que BA=BM; MB 1 AB;
m<MBC = 26,5. Calcule la medida del
angulo formado por AM y BH.

A) 62.5° B) 63,5° C) 64,5°
D) 65,5° E) 66,5°
PROBLEMA

Segtin el gréfico, calcule el valor de 9" ; si
AC=3(MN), AM=10, BH=4 y MN//AC
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» -
.‘. ’..

-~

A) 30°
B) 60°
C) 45°

D) 37°

E)'&3°

Pmmm

Por el incentro de un tridngulo ABC se 1
za rectas paralelas a los lados AB v I

que intersecan al lado AC en los puntos I’
v Q respectivamente. Calcule PQ, si AB - )
BC=7 y AC=6.

A) 2 B) 1 C)3
D) 15 E) 2,5
g TRy N° 279 |

Se tiene un triangulo rectangulo iséscele
ABC recto en B, en BC se ubica el punto
Hy en la region exterior relativa a BC

ubicanlos puntos P y Q, tal que HPQU «
un cuadrado, calcule la medida del anqulo

determinado por AP y BQ.
A) 45° B) 60°
D) 53¢ E) 30°

C) 75°

g TRty N° 280 |
En el grafico, HM=a y HN=b.
Calcule QH.




EDITORIAL CUZCAND
A) +ab B) v2ab  C) 24ab
a+b

B ——

5 By a2 362

Se tiene el triangulo ABC, exteriormente
se trazan los cuadrados ABMN y BCQR.

Si MC=2v2, calcule NQ.
A) 2 B) 22
D) 442 E) 6

‘ Pmm@

‘En el gréafico, ABCD es un cuadrado y
'AB=2(AQ). Calcule x.

C) 4

A) 37° B

B) 67,5°

) 22.5°

D) 45°

E) 53° A Q D

P N° 283
"En un triangulo ABC: AB=8u y BC=6u.

punto medio de BPy AM N BC = {N},
talcule BN.

A) 2,4u B) 2,8u C) 3,6u
D) 2,18u E) 4,8u
0Ty N° 284

) un triangulo ABC se traza la mediana

‘De fraza la bisectriz exterior BP, siendo M «

AD. En BD se ubica el punto M por el .

PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

cual se traza una paralela a AD que
intersectaa AB en Py la prolongacién de

CA en Q. Calcule AD, si MP=2u y
PQ=3u.

< A) 24u B) 2. 8u C) 3.0u
“* D) 3,2u E) 3,5u
“ PROBLEMA

En un tridngulo ABC Ja ceviana BD v la
mediana BE trisecan al angulo ABC, (D

en AE ) v AD=2DE, caleule maDBI
A) 30° B) 225" C) 4
D) 18,5° E) 26,5

PRrOBLEMA B ¥/}

En un tridngulo rectangulo ABC recto en
B, la ceviana BE interseca a la bisectriz
interior AD en su punto medio M. Si
12(AB)=5(AC), hallar la razén entre BE v
AD.

v 13 15 17
e A) 17 B) 19 C) 29
o o

& D)5 ) %6

<+ PROBLEMA

Sean ABCD v PQRD rectadngulos. Si
MR=3(QM) y BH=6, calcule HA.

& A) 1

X B C

* B) 2

o & P

+« C)3 H

o r-'M
o D)4

0.. a

» EL45 A D R




AN
CUZCAN

PROBLEMA Bl 1:]:]

En un tridngulo ABC la bisectriz interior
AP, la mediana BR y la ceviana CQ con-
curren en D. Si 3(BQ)=4(PQ), calcule la
razon entre AD y DP.

A) 3/4 B) 7/3 C)7/4
D) 9/5 E) 8/3
S RSPy N° 289 |

En un cuadrado ABCD se ubican los pun-
tos E y F ambos en AD, tal que AE=3u,
EF=2u y FD=1u. Calcule la longitud del
segmento determinado en AC por BE y

BF .

62 842 82
A) 1737u B) 1~5u C) 1 u
D)J2u E) 8—‘/§u

13
Pnomm

En el grafico mostrado, T es punto de tan-
gencia y TQ//AB. Si TP=3(PB)=3, cal-
cule PQ.

A) 4 T

B) 5

C)9

D) 12

E) 13

ProsLema REFTTH

En el grafico, r(BC)=K, calcule r,(AB).
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Prosrema [SFTFA

En la hipotenusa de un tridngulo rectan
gulo ABC recto en B, se ubican los puntos
Py Q, tal que el tridngulo PBQ es
equilatero. Calcule PQ, si AP=5u vy
QC=6u.

A) 6u B) 12u C) 8u
D) 4u E) 15u
[ Rty N° 203 |

E_n‘una semicircunferencia de diametro
AD se insccribe el cuadrilatero ABCD, tal
que BC=CD=2u y AD=8u. Calcule AB

A) 6u B) 7u C) 8u
D) 4u E) 5u
Pnom.mm

En el triangulo ABC las cevianas interiores

7\—(—), CP v BR concurren en M. 5
AM=MQ vy RC=2(AR); calcule MP/MC

. A)1/2 B) 2 C) 1/3
» D) 2/3 E) 3/4

« Dela figura, TDL es un triangulo equilatero
o AD=2y TL=3. Calcule AS. (T es punio

@ Tl



EDITORIAL CUZCAND e PROPORCIONALIDAD Y SEMEJANZA

de tangencia). pgom- 298

. Segtin el gréfico, AD=16; BQ=8 y CD=9
A) 45 o Calcule CP
B) J15 * A)2
C) V10 + B)4 B
D) V7 s CL6 -
E) 3 X .

+ D)8 S

A Q )
PROBLEMA E) 4.5 | |

En el gréfico, B es punto de tangencia, si
MN//AB y 3(PQ)=2(BQ). Calcule MN/AB.

) ) )
0.0 .‘0 -

A) 2/5 P En el triangulo ABC se traza la ceviana
B) 1/5 o interior BL, Q estd en BL, si
M + 3(BC)=2(AB), AQ=9, BQ=6 y QC=4
C) 3/5 .. Calcule AL/LC.
D) 4/5 o A)3/2 B) 9/4 C)4/9
<« D)5/3 E) 4
E) 3/10

,,

)
0.0

2.1 J277Y N° 300 |

ABCD y DEFH son rectangulos semejan-
tes AB=9, AD=5 y DO=7. Los puntos
O,E y B son colineales, lo mismo que O, F
v C. Entonces DE+EF+0B+O0E, es

Pmm@

Por el incentro de un triangulo ABC se tra-
za la recta ¥, que interseca a ABy BC
de modo que las distancias de A y C
hacia & son 2 v 8 respectivamente. Si *

.
0..

0o

.
..0

B A
%B :?’6£=§C~, calcule la distancia de B o AL &P
; 31
hacia 7. 2
s 59 * C) 40 D 2
) B) 7 C) 7 g
7 + D) 319 H
33 < r
D) = E) 6 o E) 299
O
oge o o%e 0:0 EXRC




CLAVES DE RESPUESTAS

E

| 1. D J10.C | 19.D | 28.C| 37.A| 46. A | 55. C
‘| 22 Al 11.c| 20.c| 29.¢c| 38.D| 47. C | 56. E
| 3B ] 12¢c | 21.C| 30.A| 39.A| 48.C | 57-A
| . B | 13.A | 22 D| 31.E| 40.B| 49.B | 58. B
‘| 5. 0| 1B | 23.B| 32 B| 41. A| 50.Cc | 59. B
‘| 6. c | 15.A | 2. A| 33. D| 42 B| 51. c | 60. D
vl 7.8 16. A 25. D | 3. A| 43. D | 52. B
1 8 E | 17.¢ | 2 ¢ | 3% D1 48 AL 535D
e\.9. b | 1A ] 28| 3 E| 45 A ] 58.C

"
| 61.C | 73. C | 85.B | 97. D | 109. D | 121. B| 133. C
‘| 622D | 7a.B | 86. D | 98. c | 110. A | 122. c| 134. B
'] 63. B | 75.c | 87.D | 99. ¢ | 111. c | 123. B] 135. C
| 64.D | 76. B | 88. C [100. C | 112. * | 124. D| 136. D
.| 65 B | 77.B | 89. D |101. D | 113. C | 125. D| 137. B
‘| 6. B | 78. D | 90. B |102. B | 114. * | 126. E| 138. B
‘| 62.B | 79.c | 91. D |[103. E | 115. B | 127. E| 139. D
‘| 68.C | 80. B | 92. A |104. C | 116. E | 128. D| 140. C
'] 69. E | 81.B | 93. Cc |105. E | 117. D | 129. B
| 70. e | 82.¢ | 9a. A |106. B | 118. c | 130. D
‘| 7.D | 83.Cc | 95. D |107. C | 119. E | 131. B
:\72.D | 8. E | 96. D |108. E | 120. A | 132. C

(=) Problemas demosiralives
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SENTESTRAL

SENTESTRAL INTENSIVG

ad

:| 141.D | 150.A | 159.B | 168.C | 177.B | 186.E | 195.C
‘| 142.B | 151.A | 160.D | 169.D | 178.D | 187.C | 196.B
| 143.C | 152.B | 161.B | 170.B | 179.E | 188.B | 197.B
| 144.D | 153.A | 162.D | 171.C | 180.B | 189.D | 198.C

145.B | 154.D | 163.B | 172.B | 181.A | 190.C | 199.C

146.C | 155.D | 164.C | 173.E | 182.A | 191.C | 200. A

147.D | 156.A | 165.D | 174.B | 183.D | 192.C

148.D | 157.B | 166.E | 175.D | 184.B | 193. D

149.B | 158.D | 167.C | 176.D | 185.D | 194. B

k3
‘| 201.E| 210.B | 219. E | 228. B | 237. A | 246. B| 255. E
| 202.A | 211.C | 220. B| 229. A | 238. E| 247. A| 256. B
| 203.* | 212.B | 221. * | 230. A | 239. A| 248. C| 257. E
'] 204.A| 213.C | 222. B| 231. B | 240. B| 249. E| 258. B
| 205.A | 214.C | 223. D| 232. B | 241. B| 250. B| 259. C
| 206.B| 215.A | 224. c | 233. E | 242. E| 251. * | 260. E
5 207.D | 216.E | 225. B| 234. E | 243. B| 252. *
'| 208.B| 217.B | 226. B| 235. B | 244. E | 253. *
E Qos).a 218.E | 227. A| 236. B | 245. * | 254. *
.
% SN
+| 261. E| 267. D | 273. A | 279. A| 285. C| 291. A| 297. A
| 262. E| 268. B | 274. D | 280. A| 286. C| 292. B| 298. C
‘| 263. D| 269. D | 275. E | 281. ¢ | 287. B| 293. B| 299. B
| 264. D| 270. D | 276. B | 282. D| 288. C| 294. C| 300. D
‘| 265. C| 271. B | 277. E | 283. E | 289. C| 295. C
1( 266. A | 272. B | 278. A | 284. E | 290. C| 296. C

(+) Problemas demostrativos




ANEXOS

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE TALES

Sea Z//Z %,
AP _
PB

x€ | (Irracional)

X

Vamos a demostrar:

;.-L:."" LR
AP TMQ

PBON

Lol delus

« En las paginas 8 y 9 demostramos el teorema en el caso en que “x” era racional, con la
misma idea daremos la prueba en general.

. Ubicamos en AP, los puntos P, Py, P3, ... P, tal que:

AP] - P1P2 - PZP'-i = ass Pn_lp - AP :}.{
n

Sea “m" el cociente y “r" el resto de dividir PB por & , ubicamos P}, P,, P;, ... P, en
PB, tal que
PP, =PP, =P:Ps=...=P, P, =¢ y P,B=r<%

- Se trazan las paralelas por P;, P,, Py, .... Py, P;, P, ..., P las cuales cortan o

MN en Q;, Q,, Qz, .. Q,y, Q;,Q; -, Q. respectivamente.
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« Por teorema (de las equiparalelas):

MQ, = Q[Qz =QyQ3=....= Qn—lQ =&
0%, =Q,0,-Q,8, =0 Q=
Q N=r'<&

« Luego tenemos: AP=n% ; PB=m& +r
MQ=né¢"' ; QN=m¢'+r'

B ] I S O M
AP MQ AP MQ
g oA Y MQ n
RS O T
Atple: AB MQ| |AP MQ| AP MQ " n
%——_—l
No depende de “n”
PB _QNJ
« Para que AB MQ sea menor que — para todo entero positivo, debe ser cero por lo
PB _ QN ;
tanto: AP MQ como queriamos demostrar.

R e ) NI i )
SEMEJANZA DE DOS FIGURAS o e

Sean Fy F' dos figuras del plano o del espacio y “r" un nimero, real positivo.

Se dice que F y F' son semejantes, con razén de semejanza “r", cuando existe una
correspondencia biyectiva o: F - F', entre los puntos de F v los punto de F', con la

siguiente propiedad.
Si X e Y son puntos arbitrarios de Fy X'=0(X), Y'=0o(Y) son sus corres-
pondientes en F' entonces: X'Y'=r(XY).

La correspondencia biyectiva de 6:F — F' | con esta propiedad de multiplicar las distan
cias por el factor constante “r”, se llama semejanza de razén “r" entre Fy F'. Si X'=0(X) .
se dice que los puntos X y X' son homélogos.

309




Evidentemente, toda figura es semejante asi misma, porque la funcién identidad o: F — F'
es una semejanza de razén 1.

Tambén, si F es semejante a F', entonces F' es semejante a F, porque dada la semejanza
1

o:F—>F' derazon r, la funcién inversa 6 : F'— F es una semejanza de razén .

Se tiene también la transitividad:
F1~F2/\F2~F3 e F1~F3

Con la definicién dada, es facil probar lo siguiente:

B
c Dos segmentos son semejantes,
% con razon : -
o x* CD
D Notacién: AB~ CD
A
& % : : |
Dos circunferencias son semejantes,
o L% S
— con razon : —
b
Notacion: ¢~ 6
SEGMENTOS DIRIGIDOS o
A un segmento ademas de su longitud se le asocia la nocion de signo.
- - . * ® -
= A B C

En la recta 7 se ubican los puntos A, B y C, vamos a asociar la idea de direccion, s
vamos de A hacia B, tenemos el segmento dirigido AB vy si vamos de B hacia A, tenemos

el segmento dirigido BA, se cumple que |AB|=IBAl  sus magnitudes son iguales pero

direcciones contrarnias: AB=-BA.
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En el nivel pre-universitario por fines practicos no usamos los segmentos dirigidos,
pero en nivel universitario, veremos la importancia de dichos conceptos.

IMPORTANTE
| = También: AB+BA=0 ?
| « En el grédfico, se cumple: AB+BC+CA=0 n

lomar s v mm e cvmy bR e v T L TN

DIVISION DE UN SEGMENTO

Veamos la importancia del concepto de segmento dirigido:

-
—

[ - -
A P B Q

AP
55>0 ...Pestaente AyB (P#AyP2B)

PB
AQ e 2
@ <0 .. Qestaenla prolongacién de AB o de BA .
Ah da d i 187 P, =P
ora queda claro que si: PB PB = P=P
AP  AQ
« La divisibn arménica debe expresarse asi: B —@

« Pues P divide intemamente a AB v Q divide externamente.

> 0 b e
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0






