Ejercicios resueltos

6
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1.- Demostrar que la siguiente ecuacién tiene una solucién en el intervalo (_Tn,g) :

1°. Se considera la funcién f(x) = —4 continua en R luego continua en cualquier

2+senx
intervalo cerrado que se considere.

2°. Se busca el intervalo donde se cumplan las hipétesis del T* Bolzano:
-1 6 T 6
F(F)=35-4>07()=55-4<0

3°. Por tanto en el intervalo [_7"3] se cumplen las hipétesis del T* de Bolzano, luego:

6
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=4 +tiene una

3ce(5,3) tal que f(c) = 0 que equivale a decir que la ecuacién

solucién ¢ en el intervalo (-,

2.- Demostrar que la ecuacién x'® —5x = —3 no puede tener mds de dos raices reales.

1°. Se considera la funcién f(x) = x'® —5x + 3 continua y derivable en R luego continuay
derivable en cualquier intervalo cerrado que se considere.

2°. Se buscan los intervalos donde se cumplan las hipétesis del T Bolzano:
F0O)=3>0 f(1)=-1<0 £(2)>0
3°. Por tanto en el intervalo [0,1] y [1,2] se cumplen las hipétesis del T® de Bolzano, luego:

Jce(0,1)y 3¢" €(1,2) tal que f(c) =f(c') = 0 que equivale a decir que la ecuacidn
x'® —5x = -3 tiene 2 solucionesen R

3.- Demuestra que la ecuacién x® —3x+a =0 cona € R tiene a lo mds una solucion en [—1,1].
¢Para que valor de a existe dicha solucidn ?.

1°. Se considera la funcién f(x) = x®> —3x +a continuay derivable en R luego continuay
derivable en cualquier intervalo cerrado que se considere.

2°. Se supone que hay mds de 1 solucién:
hay 2 soluciones, c;,c;, € [-1,1] tales que f(c1) = f(c;) =0
Luego en el intervalo [c;,c;] se cumplen las hipétesis del T* Rolle por lo que
3d € (c1,c) € [-1,1] tal que f'(d) = 0 que equivale a decir d € (—1,1)
Veamos que pasa con la funcion derivada:
f@X)=x3-3x+a = f'(x)=3x2-3=0 = x=4+1¢ (—1,1) en contradiccién cond € (—1,1)
Por tanto a lo sumo existe una solucién de la ecuacion.

3°. ¢Para que valor de a existe dicha solucién?. Se tiene que cumplir el T® Bolzano en [-1,1]:
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4.- Demostrar que la siguiente ecuacidn tiene una solucion en el intervalo (7”,2) Po—=4

1°. Se considera la funcién f(x) =

—4 continua en R luego continua en cualquier
2+senx

intervalo cerrado que se considere.

2°. Se busca el intervalo donde se cumplan las hipétesis del T* Bolzano:
- 6 6
F(3)=35-4>07(5) =57-4<0

2+1

3°. Por tanto en el intervalo [%”g] se cumplen las hipétesis del T* de Bolzano, luego:
6

=4 tiene una
2+senx

3ce(5,3) tal que f(c) = 0 que equivale a decir que la ecuacién
. . -1 T
solucion ¢ en el intervalo (3

5.- Demostrar que la ecuacién x'8 —5x = —3 no puede tener mds de dos raices reales.

1°. Se considera la funcién f(x) = x'® —5x + 3 continua y derivable en R luego continuay
derivable en cualquier intervalo cerrado que se considere.

2°. Se buscan los intervalos donde se cumplan las hipétesis del T Bolzano:
f(0)=3>0 f(1)=-1<0 f(2)>0
3°. Por tanto en el intervalo [0,1] y [1,2] se cumplen las hipdtesis del T® de Bolzano, luego:

Jce(0,1)y 3¢" €(1,2) tal que f(c) =f(c') = 0 que equivale a decir que la ecuacién
x'8 —5x = -3 tiene 2 solucionesen R

4°. Solo hay 2:
Se supone que hay 3 soluciones: 3 ¢y, ¢, c3eR con ¢; < ¢; < c3 talesque f(c1) = f(cz) = f(c3) =0
En los intervalos [c1,¢c,] Y [c2,c3] se cumplen las hipétesis del T® Rolle, luego:

3d € (cy,¢)yd € (cy¢3) talesque f'(d) =f'(d)=0 pero f'(x)=18x" —5=0 que solo

. .z 17| 5 . . . .2
tiene una solucion real x = /E en contradiccidn con la suposicién, por tanto solo hay 2

6.- La funcién f: [- 1,1] - R definida por f(x) = Yx? toma el mismo valor en los extremos del

intervalo: f(-1) =3/(-1)2=1 f(lx) = V12 =1

Encontrar su derivada y comprobar que no se anula nunca. ¢Contradice esto el feorema de Rolle?

2 2 -1
_ 377 _ .5 Ty = 2,512 & __2
fE)=VZ=xi = fl)=2x""=2x5 =L
Si intentamos anular la derivada resulta: % =0 =2=0 iabsurdo!

Esto no contradice el teorema de Rolle porque la segunda hipétesis no se verifica: la funcién
no es derivable en fodos los puntos del intervalo, en el punto x = 0 no existe la derivada
como podemos ver calculdndola a través del limite:

0+h)—f(0 VhZ -0 1 1
f’(O):limf( ) f()=lim—=lim—=lim3—=oo
h—0 h h—0 h h—0 Bl h—0 \/ﬁ




7.- Calcula b para que la funcién f(x) = x* — 9x + 2 cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle
en el intervalo [0, b]. ¢Donde se cumple la tesis?.

~ Por ser una funcién polindmica, es continua y derivable en todo R y se cumplen las dos

primeras hipotesis.

o f0)=2 } 3 _ — 3 _ — 2_09)=
~ Tercera hipétesis: F(b) = b® — 9b + 2 =b>-9+2=2= b>-9=0 = b(bH*-9)=0
b=0

b(b>-9) =0 = { = La Unica solucién vdlidaes b = 3

b=143
~ La tesis se cumple: f'(x) = 3x2-9= f'(c)=3c>-9=0 = c=%+V3 = c=vV3€(03)

2x + 2 %Sx<1

Cumple las hipétesis del T de Rolle.
5—(x—2)? 1<x<4

8.- Prueba que la funcidn f(x) = {

Averigua donde cumple la tesis.

En cada uno de los intervalos es una funcién polindmica que es continua y derivable en R

El dnico punto dudoso es x =1 = estudiamos la continuidad y derivabilidad en dicho punto

#* f continuaenx=1 = f(1) = liT{lJr f(x)=xlir{1_ f)=4 =
X— -

Se cumple la 1% hipétesis: f es continua en [_71,4]

% f derivableenx =1

-1
-1 2 —<x<l1
2x+2 — < 2
f(X) {5—(36—2)2 1<x<4 :f(x) —Z(X—Z) 1<x<4
- ? x=1

f derivableenx=1 = f'(1)= lir?_ f(x= lirigr ffx)=2 =
X X—
Se cumple la 2% hipotesis: f es continua en (_71,4)

-1 -1
S)=2-"+42=1 o
* f( 2) 2 = se cumple la 3 hipétesis
f@=5-04-2%=1
2 dex<1
# Veamos ddnde se verifica la tesis: f'(x) = { 2
—2(x—-2) 1<x<4

ffx)=0 = {—ZZTxO— (;I)Jsgrodoj x=2 €[14) = La tesis se verificaen c = 2






