[2 puntos, 1 punto por apartado] Calcular los siguientes limites:

i 2sen 3x
x>0 2X —3sen 2x

b) Ixim[ln(ex)]xl—l

a)

n :
senx si x<0
X
[1 punto] Estudiar de manera razonada la continuidad de la funcién f (x)={x+1-e* si O0<x<len
x-1 si x>1
In x

los puntos x=0y x=1. En los casos que no sea continua explicar el tipo de discontinuidad existente.

[2 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano. Encontrar un intervalo de longitud 1 en el que la ecuacion
2xe* " = x? + 2 tenga una solucion.

[2 puntos, 1 punto por apartado] Calcula las derivadas de las siguientes funciones y simplifica en la
medida de lo posible el resultado:

a) _Inx
g
b) yzln(serli
e

[3 puntos, 1 punto por apartado] Dada la funcion f (x) :{

ax’+1 si x<?2
e2*+2 si x=>2

a) Utilizando la definicidn de continuidad, hallar el valor de a para que f sea continuaen x=2.
b) Para el valor de a hallado en el apartado anterior, ¢es f derivable en x=27?
c) Hallar la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=1.
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Soluciones

1. Calcular los siguientes limites:

. 2sen 3x .., 0D 2c0s3x-3 . 6c0s3x 6-1 6 3
a) lim———————=| Indeterminacion — |=lim—————=Iim = =—=——,
x>0 2X —3sen 2xX 0| x02-3c0s2x-2 x»02—-6C0s2X 2-6-1 -4 2

Para hacer el limite anterior, en el paso (1), se ha aplicado la regla de L’Hopital.

il(ln(e-x)—l)}:L.

. X% _ - P4 o H X% _al i
b) leiq[ln(e-x)] 1 =[Indeterminacién 1°]. Pero leLrll[In(e-x)] 1=¢" < lim =

x—1

Calculemos pues este altimo limite:

1

In(e-x)-1 , () e
|irq{i1(|n(e-x)—1)} _ jim (€-X)-1 :{INDETERMINACION %}: lim€X_jim -1, donde
X X—

x—1 X—=1 x—1 1 x-1 ¥

1
en el paso (1) se ha aplicado la regla de L’Hopital. Por tanto: lim [In (e x)]E =e' =e.

n .
senx si x<0
X
2. Estudiar de manera razonada la continuidad de la funcién f (x) =<Xx+1-e* si 0<x<1 enlos puntos
x-1 si x>1
In x
x=0y x=1. En los casos que no sea continua explicar el tipo de discontinuidad existente.
f(0)=0+1-€"=1-1=0
lim f(x)=lim X im £ X gl fim f (x) = lim f (x)= f noes continuaen x=0.
x—0~ x=0" X x—»0~ 1 x—0~ x—0*
lim f(x)=lim(x+1-€e*)=0
x—0" ( ) xao*( * )

. . -1
f (1) no existe ya que para x =1 se anula el denominador de )I(— Entonces, como 1¢ Dom f, f noes
nx

lim f (x)= Iim(x+1—ex):2—e

i , x—1" x—1" ) .
continua en x =1. Ademas: w1 1 = lim f (x)# lim f (x).
lim f(X):Iim_zlim_:“mX=1 x—1 X1
x->1" - InX o1/ X xotf

En ambos casos la discontinuidad es de salto finito porque existen los limites laterales y son finitos, pero
no son iguales.

3. Enuncia el teorema de Bolzano. Encontrar un intervalo de longitud 1 en el que la ecuacion 2xe*™* = x* + 2
tenga una solucion.

Teorema de Bolzano. Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] y supongamos que el

signo de f(a) es distinto del signo de f (b). Entonces existe c e(a, b) tal que f(c)=0.

Sea la funcién f (x)=2xex‘1—x2 —2. Claramente f es continua en todo R, luego en particular sera
continua en cualquier intervalo contenido en R . Ademaés, por un lado: f (1) =2-1-2=-1<0.Y, por
otro lado: f(2)=4e—4—-2=4,87>0. Por el teorema de Bolzano, existe ¢ (1, 2) tal que f(c)=0, es

decir tal que 2ce®* —c? —2=0«< 2ce"* =c?+2, tal y como queriamos demostrar.
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4. Calcula las derivadas de las siguientes funciones y simplifica en la medida de lo posible el resultado:

In x
a) VZW
1\/— Vx Inx  2x-xInx
y'= ZJ_ X 2% _2x/x__X(2-Inx) _2-Inx
(\/;) X X 2xx  2xx

sen X
D) y=In ( " j

1 cosx-e*—senx-¢*  e* e’(cosx—senx) cosx—senx
senx (e )2 Tsenx (eX)2 sen x

X

e

y:

=ctgx—-1

sen x
Otra forma. Como y = In( j In(senx)—Ine* =In(sen x)—xIne=In(senx)—x , tenemos:
e*

1 COS X
y'=——-cosx-1=——-1=ctgx-1
sen X sen x

ax’+1 si x<2

5. Dadalafuncion f(x)=y _
e +2 si x>2

a) Utilizando la definicidn de continuidad, hallar el valor de a para que f sea continuaen x=2.

lim f (x)=Ilim f(x)= f(2):>4a+1=e°+2:>4a+1=3:>4a:2:>a:%. Por tanto, la funcién

X—2~ x—2*"

lx2+1 si x<2

queda de la forma f (x)=
e 42 si x>2

b) Para el valor de a hallado en el apartado anterior, ¢es f derivable en x=27?

f'(27)=lim f'(x)=limx=2

f'(2+)=xlrr;f'(x)=::r;(—e2‘x)=_1 = como f'(27)= f'(27), f noes derivableen x=2.
x—2" X—>2°

c) Hallar la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =1.

La recta tangente en x=1es y— f (1)= f'(1)(x—1). Pero f(l):%+1=§ y f'(1)=1, porque a la
izquierdade 2 es f'(x)= %Zx = X. Por tanto, la recta tangente en el punto x =1 queda de la forma

3 3 1
——=l(X-l)=>y=x-1+—=>y=X+—.
Y 2 (=D=y 2 Y 2
Para un valor genérico de a, tenemos que f(1)=a+1y f'(1)=2a. Por tanto, en este caso, la recta

tangente en x =1 seria y—(a+1)=2a(x-1)=y-a-1=2ax—-2a=y=2ax—a+1.
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