Examen de Matematicas II (Coordinador 2005)
Selectividad-Opcion A

Tiempo: 90 minutos

Problema 1 (2 puntos).

a) Justificar razonadamente que la grafica de la funcién
flz)=aP 4241
corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [—1,1].

b) Determinar el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando
x recorre toda la recta real.

Solucion:

a) La funcién f(z) = 2! + 2 + 1 en los extremos del intervalo [—1,1]
toma los valores f(—1) = —1y f(1) = 3, como ademads la funcién es
continua por el teorema de Bolzano: 3¢ € [—1, 1] tal que f(c) = 0.

b) La derivada de la funcién f/(x) = 152'* + 1 > 0 para cualquier valor
de x, luego la funcién es siempre creciente, luego sélo puede cortar una
vez al eje OX, y por el apartado anterior este punto de corte tiene que
estar en el intervalo [—1,1].

Problema 2 (2 puntos).

a) (1 punto). Determinar el punto P, contenido en el primer cuadrante,
2

x
en el que se corta la grafica de la funcién f(z) = =Y la circunferencia

2 +y? =38.

b) (1 punto). Calcular el drea de la regién limitada por la recta que une
el origen y el punto P hallado en el apartado anterior, y el arco de la

x
curva y = > comprendido entre el origen y el punto P.

Solucion:

a)

2
¢ —2y=0 -

Como piden el punto del primer cuadrante la solucién negativa no vale
y el punto serd (2,2).



b) La recta que une el origen de coordenadas y el punto (2,2) es y = x.
Los puntos de corte son
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Problema 3 (3 puntos).

a) (2 punto). Discutir segin los valores del pardmetro \ el sistema

22z+ 2y+ Az= 1
x+ Ay— z= 1
dx+ 3y+ z= 2\

b) (1 punto). Resolver el sistema anterior en los casos en que sea compa-

tible.
Solucion:
a)
220 2 | 1 .
A= I A =1 1], |Al=-2X4900-10=0= \=2, A:§
4 3 1|2x



SiA#2yA\#3= |Al # 0= Rango(4) =Rango(4) = 3 = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene
solucién unica.

SiA=2:
4 2 211
A=|1 2 -1]1
4 3 114
4 2
Como el menor 1 o =6 # 0 = Rango(A4) = 2. Por otro lado
4 2 1
1 2 1|=15%# 0= Rango(A) =3
4 3 4

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

)
SiA=_
T
5 2 5/2]1
A= 1 5/2 -1]|1
4 3 115
5 2
Como el menor 1 5 = 23 # 0 = Rango(A4) = 2. Por otro lado
5 5/2 1 -
1 -1 1 :—?#OzRango(Z):?)
4 1 5

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

El sistema sélo es compatible cuando A # 2 y A # % y |A] = —2)\2 +
9 — 10. Aplicando la regla de Cramer:

1 2 A
1 A -1
22 3 1 2a% — 1
YT IO TOA—10 2a2—9a+10
20 1 )\
1 1 -1
4 2x 1 6a2 —2a —5

Y= 0N FoA—10  2a2—9a+10

3



22 2 1
1 A 1
4 3 2\ 4a® — 14a + 11

T TN HON—10  2a2—9a+10

Problema 4 (8 puntos) Dados los puntos A(—1,1,1), B(1,-3,—1) y C(1,0,3),
hallar las coordenadas de un punto D perteneciente a la recta:

y—1
r—1=2""=2-1
T.T 1 z

de manera que el tetraedro ABC' D tenga un volumen igual a 2.

Solucion:

La ecuacion paramétrica de la recta es

=1+
y=1-—2X\
z=1+A

DA+ M1-A14N)
AB = (2,-4,-2), AC =(2,-1,2), AD = (2+ X, —\,\)

. N EES e )
V=_|[AB,AC,AD|| = || 2 -4 —2||=Z|r-5=2
6 o 3
IA—5|=3

A—5=3=A=8= D(9,-7,9)
A—b=-3=A=2=— D(3,-1,3)



Examen de Matematicas II (Coordinador 2006)
Selectividad-Opcion B

Tiempo: 90 minutos

Problema 1 (2 puntos).Considerar el siguiente sistema de ecuaciones, en
el que a es un parametro real:

—azx+ 4dy+ az= -—a
dr+ ay— az =
—zr— Y+ z= 1

Se pide:
a) (1 punto). Discutir el sistema
b) (1 punto). Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
a)

—a 4 a|—a
A= 4 a —al| a |, |Al=d>-16=0=—= a==4
-1 -1 1 1
Sia # +4 = |A| # 0 = Rango(4) =Rango(4) = 3 = n° de
incognitas y el sistema es compatible determinado, es decir, tiene so-
lucién unica.

Sia=4:
-4 4 4| -4
A= 4 4 —4
-1 -1 1 1
—4 4
Como el menor 44 ’ = —32 # 0 = Rango(A4) = 2. Como el
menor
-4 4 -4
4 —4 4|=-64%0= Rango(Z)=3
—1 1 1

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

Sia=—4:



Como el menor —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el

4 4
4 —4

menor
4 4 4
4 4 —4|=64%#0= Rango(A)=3
11 1

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

b) Cuando a = 1:

—z+ 4y+ z= -1 -1 4 1]|-
4ot y— z= 1 A= 4 1 —1| 1|, |A=12-16=
—r—  y+ z 1 1 -1 1] 1
Aplicando la regla de Cramer:
—1 4 1
1 1 -1
1 -1 1 2
v —15 ~3
-1 -1 1
4 1 -1
-1 1 1 2
v= —15 ~ 75
—1 4 -1
4 1 1
-1 -1 1 19
T —15 15
Problema 2 (2 puntos) Sea la matriz:
2 2 =2
A=1] 2 2 =2
2 2 =2
a) (1 punto). Comprobar que
AP —2A% =0

b) (1 punto). Hallar A™.

Solucion:

—15



2 2 -2
Al=1 2 2 -2
2 2 -2
2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2
A2 =12 2 -2 2 2 2 |=]122 -2 |=
2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2
11 —1
2211 -1 | =24
11 —1
11 -1 11 —1
AA=2211 —1 11 -1 |=
11 -1 11 —1
11 -1 11 -1
201 1 -1 1 1 —1 | =44
11 -1 11 —1

AP —2A% =4A - 4A =0
b) A" =214

Problema 3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = In(1+2?), donde In significa
Logaritmo Neperiano.

a) (1 punto). Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
los intervalos de concavidad y convexidad.

b) (1 punto). Dibujar la grafica de f.

¢) (1 punto). Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica
de f en sus puntos de inflexién.

Solucion:
a)

2x
10 — _ _
f(:n)—1 w2—02>x—0

(—00,0) (0, 00)
f'(x) - +

f(z) | decreciente | creciente




Luego en el punto (0,0) tenemos un Minimo.

2(1 — 2)

f(x) = el

=0=z=-1, z=1

(—o0,—1) | (-1,1) | (1,00)
T N

f(x) | convexa | céncava | convexa

Luego en los puntos (—1,In2) y (1,In2) hay dos puntos de Inflexién.

b) Representacion grafica

Convexa

\\ Creciente /
\\Decreciente // /. Cenvexa

N /
AN J

\ /
K 7
N Goneava /o de Intlexion(1,1n2)
% /4
LW ,

/ v
(0,00,
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X-prln2-1=0 7 \ X#y-1n241=0
4 N

c) La tangente en el punto (—1,1n2) es:
m=f(-1)=-1l=y-ln2=-2+1= o+y—-In2+1=0
La tangente en el punto (1,1n2) es:

m=f(l)=l=y-lh2=z—-1= z—y+mh2-1=0

Problema 4 (3 puntos)Se considera la recta: r : g =— = y la

familia de rectas dependientes del parametro m:

s 3r —y=8—12m
' y—3z2=T7-—3m

a) (2 puntos). Determinar el valor de m para el que las dos rectas r y s
se cortan.



b) (1 punto). Para el caso de m = 0, hallar la distancia entre las dos

rectas.
Solucion:
a)
ur = (2,3,2) = (1,3,1)
" { P:(0,4,5) "\ Pu(5-5m,7 - 3m,0) P, P, = (5—5m, 3~3m, —5)
5—5m 3—3m -5

1 3 1

Cuando m = 2 el Rango(A) = 2, y ademés el Rango( i 3 ? > =

2 — las dos rectas se cortan.

b) Si m = 0 las dos rectas se cruzan, ya que |[A| # 0 y tenemos que

Ps(5,7,0)
’ @y x wl V18



